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НАБЛИЖЕННЯ ЗАДАНИХ
НА ВIДРIЗКУ ФУНКЦIЙ З КЛАСУ ЛIПШИЦЯ
ЇХ БIГАРМОНIЙНИМИ ОПЕРАТОРАМИ ПУАССОНА∗

Отримано асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилень бi-
гармонiйних операторiв Пуассона вiд функцiй, заданих на вiдрiзку
[−1, 1], якi належать класу Лiпшиця Hα, 0 < α ≤ 1.

Для кожної неперервної на [−1, 1] функцiї f розглянемо
оператор Bρ(f, T, x):

Bρ(f, T, x) =
∞∑
k=0

(
1 +

k

2
(
1− ρ2

))
ρkckT̂k (x) , 0 ≤ ρ < 1, (1)

де T̂0 (x) =
√

1
π , T̂k (x) =

√
2
π cos k arccosx, k ∈ N — ортонор-

мована з вагою 1√
1−x2

на [−1, 1] система полiномiв Чебишева,

ck =
1∫
−1

f(t)T̂k(t)√
1−t2 dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f за цiєю систе-

мою. Оператор Bρ(f, T, x) будемо називати бiгармонiйним опе-
ратором Пуассона. Неважко показати, що функцiя Bρ(f, T, x)
може бути представлена у виглядi:

Bρ(f, T, x) =
1
2π

π∫
−π

f(cos t) (B(ρ, t+ y) +B(ρ, t− y)) dt,

де y = arccosx, а B(ρ, u) — бiгармонiйне ядро Пуассона:

∗Частково пiдтримано Державним фондом фундаментальних дослiджень
України (проект 25.1/043).
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B(ρ, u)=
1
2
+
∞∑
k=1

(
1+

k

2
(
1−ρ2

) )
ρk cos ku=

=

(
1−ρ2

)2 (1−ρ cosu)

2 (1−2ρ cosu+ρ2)2
. (2)

Через Hα, як прийнято, (див., наприклад, [1, с.15]) будемо
позначати клас Лiпшиця порядку α, 0 < α ≤ 1, функцiй f(x),
якi для всiх x ∈ [−1, 1] задовольняють умову:

|f(x1)− f(x2)| ≤ |x1 − x2|α ∀x1, x2 ∈ [−1, 1] . (3)

В роботi вивчається поведiнка величини

E (Hα;Bρ;x) = sup
f∈Hα

|f(x)−Bρ(f, T, x)| (4)

в кожнiй точцi x вiдрiзка [−1, 1] , коли ρ → 1 (0 < ρ < 1),
0 < α ≤ 1.

Якщо в явному виглядi знайдено функцiю ϕ(ρ) = ϕ(ρ;x)
таку, що при ρ→ 1

E (Hα;Bρ;x) = ϕ(ρ;x) + o (ϕ(ρ;x)) , x ∈ [−1, 1] ,

то, наслiдуючи О.I. Степанця [2, c. 198], будемо казати, що роз-
в’язана задача Колмогорова–Нiкольського для бiгармонiйного
оператора Пуассона вигляду (1) на класi Hα, 0 < α ≤ 1.

С.М. Нiкольський [3] встановив асимптотичнi оцiнки для
наближення функцiй f ∈ Hα методом пiдсумовування, який
визначається множниками η(n)

k = kπ
2n ctg kπ

2n , n ∈ N, k = 1, 2, ...,
n− 1. Ним також дослiджено питання про наближення функ-
цiй з класу H1 частинними сумами порядку n ряду Фур’є–

Чебишева Sn(f, x, T ) =
n−1∑
k=0

ckT̂k (x). Пiзнiше О.П. Тiман [4]



110 Т.В. Жигалло

отримав асимптотичнi рiвностi для величин типу (4) у ви-
падку наближення функцiй з класу Лiпшиця порядку α, 0 <
< α ≤ 1, сумами Sn(f, x, T ) та сумами Фейєра σn(f, x, T ) =

= 1
n

n−1∑
k=0

Sk(f, x, T ). Задача Колмогорова–Нiкольського для сум

Абеля–Пуассона на класi Hα, 0 < α ≤ 1, розв’язана у роботi
Ю. I. Русецького [5]. Метою даної роботи є вiдшукання розв’яз-
ку задачi Колмогорова–Нiкольського для бiгармонiйного опе-
ратора Пуассона вигляду (1) на класi Hα, 0 < α ≤ 1, в кожнiй
точцi вiдрiзка [−1, 1] . Зауважимо, що поведiнка верхнiх меж
наближень на класах перiодичних функцiй, що задовольняють
умову Лiпшиця, гармонiйними та бiгармонiйними iнтегралами
Пуассона в рiвномiрнiй метрицi дослiджувались у роботах [6–
10].

Основним результатом даної роботи є таке твердження.
Теорема. Для будь-якого α ∈ (0, 1] в кожнiй точцi x ∈

∈ [−1, 1] при ρ→ 1 мають мiсце рiвностi:

E
(
Hα;Bρ;x

)
=
(√

1−x2
)α( 1−α

cos απ2

(
1−ρ

)α+ϑ(ρ, α)
)

+O
(
θρ,α(x)

)
,

(5)
коли 0 < α < 1, де

ϑ(ρ, α) =


O
(
(1− ρ)3α

)
, 0 < α < 1

3 ;
O
(
(1− ρ) ln 1

1−ρ

)
, α = 1

3 ;
O (1− ρ) , α > 1

3 ,

(6)

θρ,α(x) =


(1− ρ)2α|x|α, 0 < α < 1

2 ;
(1− ρ)

√
|x| ln 1

1−ρ , α = 1
2 ;

(1− ρ)|x|α, α > 1
2 ,

(7)

i

E
(
H1;Bρ;x

)
=
√

1− x2

(
2(1− ρ)

π
+

2(1− ρ)2

π
ln

1
1− ρ

)
+



Наближення заданих на вiдрiзку функцiй . . . 111

+O(1− ρ)2
(√

1− x2 + |x|
)
. (8)

Доведення. Враховуючи властивостi додатного бiгар-
монiйного ядра та нерiвнiсть (3), маємо, що

|f(x)−Bρ(f, T, x)| =

=
1
2π

∣∣∣∣∣∣
π∫
−π

(f(cos t)− f(cos y)) (B(ρ, t+ y) +B(ρ, t− y)) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

π∫
−π

|f(cos t)− f(cos y)| (B(ρ, t+ y) +B(ρ, t− y)) dt ≤

≤ 1
2π

π∫
−π

|cos t− cos y|α (B(ρ, t+ y) +B(ρ, t− y)) dt. (9)

Оскiльки функцiя

f0(u) =
{

(x− u)α , −1 ≤ u ≤ x,
(u− x)α , x ≤ u ≤ 1.

належить класу Hα, 0 < α ≤ 1, i, як випливає iз спiввiдно-
шення (4),

E (Hα;Bρ;x) ≥ |f0(x)−Bρ(f0, T, x)| =

=
1
2π

π∫
−π

|cos t− cos y|α (B(ρ, t+ y) +B(ρ, t− y)) dt, (10)

то iз (9) та (10) отримуємо, що

E (Hα;Bρ;x) =
1
2π

π∫
−π

|cos t− cos y|α (B(ρ, t+ y) +B(ρ, t− y)) dt.

(11)
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Введемо позначення

I(y) =
1
2π

π∫
−π

|cos t− cos y|αB(ρ, t+ y)dt. (12)

Беручи до уваги те, що пiдiнтегральна функцiя в (12) є перiо-
дичною, отримуємо

I(y) =
2α−1

π

π∫
−π

∣∣∣∣sin t− y2
sin

t+ y

2

∣∣∣∣αB(ρ, t+ y)dt =

=
2α−1

π

π∫
−π

∣∣∣∣sin t

2
sin

t− 2y
2

∣∣∣∣αB(ρ, t)dt =

=
2α

π

π
2∫

−π
2

|sin t sin(t− y)|αB(ρ, 2t)dt =

=
2α

π

π
2∫

−π
2

∣∣sin2 t cos y − sin t cos t sin y
∣∣αB(ρ, 2t)dt. (13)

Оскiльки при α ∈ (0, 1]

||u± v|α − |u|α| ≤ |v|α, (14)

то iз рiвностi (13) випливає:

I(y) =
2α

π
(sin y)α

π
2∫

−π
2

|sin t cos t|αB(ρ, 2t)dt+
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+O(1)
2α

π
| cos y|α

π
2∫

−π
2

(
sin2 t

)α
B(ρ, 2t)dt.

Або

I(y) =
2α+1

π
(sin y)α

π
2∫

0

(sin t cos t)αB(ρ, 2t)dt+

+O(1)
2α+1

π
| cos y|α

π
2∫

0

sin2α tB(ρ, 2t)dt. (15)

Розглянемо спочатку випадок, коли 0 < α < 1. Використавши
нерiвнiсть (14), перший доданок iз правої частини спiввiдно-
шення (15) записуємо у такому виглядi:

2α+1

π
(sin y)α

π
2∫

0

(sin t cos t)αB(ρ, 2t)dt =

=
2α+1

π
(sin y)α

π
2∫

0

(sin t)α
∣∣∣∣1− 2 sin2 t

2

∣∣∣∣αB(ρ, 2t)dt =

=
2α+1

π
(sin y)α

π
2∫

0

sinα tB(ρ, 2t)dt+

+(sin y)αO(1)

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
B(ρ, 2t)dt. (16)
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Обчислимо перший iнтеграл iз правої частини спiввiдношення
(16). Врахувавши (2), отримуємо:

π
2∫

0

(sin t)αB(ρ, 2t)dt =

=

π
2∫

0

sinα t

(
1
2

+
∞∑
k=1

(
1 +

k

2
(
1− ρ2

))
ρk cos 2kt

)
dt =

=

π
2∫

0

sinα t

(
1
2

+
∞∑
k=1

ρk cos 2kt

)
dt+

+

π
2∫

0

sinα t
∞∑
k=1

(
k

2
(
1− ρ2

))
ρk cos 2ktdt.

Отже,

π
2∫

0

(sin t)αB(ρ, 2t)dt =

=

π
2∫

0

sinα tP (ρ, 2t)dt+
1− ρ2

2

π
2∫

0

sinα t
∞∑
k=1

kρk cos 2ktdt, (17)

де P (ρ, 2t) — гармонiйне ядро Пуассона:

P (ρ, 2t) =
1
2

+
∞∑
k=1

ρk cos 2kt =
1− ρ2

2 (1− 2ρ cos 2t+ ρ2)
.
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Iнтегруючи частинами в другому доданку з (17), одержимо:

1−ρ2

2

π
2∫

0

sinα t
∞∑
k=1

kρk cos 2ktdt =
1
4

sinα t
(
1−ρ2

) ∞∑
k=1

ρk sin 2kt

∣∣∣∣∣
π
2

0

−

−α
4
(
1− ρ2

) π
2∫

0

sinα−1 t cos t
∞∑
k=1

ρk sin 2ktdt =

= −α
4
ρ
(
1− ρ2

) π
2∫

0

sinα−1 t cos t
sin 2t

1− 2ρ cos 2t+ ρ2
dt =

= −αρ

π
2∫

0

sinα t cos2 tP (ρ, 2t)dt. (18)

Об’єднуючи спiввiдношення (18) та (17), приходимо до рiвно-
стi:

π
2∫

0

sinα tB(ρ, 2t)dt =

= (1− αρ)

π
2∫

0

sinα tP (ρ, 2t)dt+ αρ

π
2∫

0

sinα t sin2 tP (ρ, 2t)dt. (19)

Знайдемо оцiнку першого iнтеграла iз правої частини (19). Як
неважко переконатися, для довiльної неперервної при t∈

[
0, π2

]
функцiї f (t) виконується рiвнiсть:

f(sin t)
(1− ρ)2 + 4ρ sin2 t

− f(t)
(1− ρ)2 + 4ρt2

= O(1), (20)
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де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по 0 ≤ ρ < 1,
0 ≤ t ≤ π

2 . Iз останнього спiввiдношення (див. також [5, с.138])
випливає, що

sinα t
(1− ρ)2 + 4ρ sin2 t

− tα

(1− ρ)2 + 4ρt2
= O(1).

Отже,

(1−αρ)

π
2∫

0

sinα tP (ρ, 2t)dt=(1−αρ)1−ρ
2

2

π
2∫

0

sinα t
(1−ρ)2 +4ρ sin2 t

dt=

=
1− αρ

2
1 + ρ

(1− ρ)

π
2∫

0

tα

1 +
(

2
√
ρt

1−ρ

)2dt+O(1− ρ2) =

= (1− αρ)(1 + ρ)(1− ρ)α

2α+2(
√
ρ)α+1

π
√
ρ

1−ρ∫
0

tα

1 + t2
dt+O(1− ρ) =

= (1− αρ)(1 + ρ)(1− ρ)α

2α+2(
√
ρ)α+1

∞∫
0

tα

1 + t2
dt+O(1− ρ). (21)

Внаслiдок формули 3.241.2 [11, с.306] при α ∈ (0, 1)
∞∫
0

tα

1 + t2
dt =

π

2 cos απ2
. (22)

Тому iз спiввiдношення (21) при ρ→ 1, 0 < α < 1 випливає

(1−αρ)

π
2∫

0

sinα tP (ρ, 2t)dt=(1−αρ)(1+ρ)(1−ρ)α

2α+3(
√
ρ)α+1

π

cos απ2
+O(1−ρ).

(23)
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Позначимо

ξ(ρ) = (1− ρ)α
(
(1− αρ)(1 + ρ)− 2(1− α)(

√
ρ)α+1

)
.

Оскiльки

ξ(ρ)= (1−ρ)α
(
−αρ−αρ2+2α(

√
ρ)α+1

)
+ (1−ρ)α

(
1+ρ−2(

√
ρ)α+1

)
,

i при ρ→ 1

(1− ρ)α
(
−αρ− αρ2 + 2α(

√
ρ)α+1

)
= o(1− ρ),

(1− ρ)α
(
1 + ρ− 2(

√
ρ)α+1

)
= o(1− ρ),

то ξ(ρ) = o(1− ρ) при ρ→ 1. Тодi з (23) i з того, що

(1− αρ)(1 + ρ)(1− ρ)α

2α+3(
√
ρ)α+1

π

cos απ2
= (1− α)

π(1− ρ)α

2α+2 cos απ2
+

+
π

2α+3 cos απ2 (
√
ρ)α+1

ξ(ρ),

при ρ→ 1 отримуємо оцiнку першого доданка iз правої частини
рiвностi (19):

(1−αρ)

π
2∫

0

sinα tP (ρ, 2t)dt = (1−α)
π(1− ρ)α

2α+2 cos απ2
+O(1−ρ). (24)

Оцiнимо другий iнтеграл iз правої частини рiвностi (19). Iз
рiвностi (20) маємо, що

sinα t sin2 t

(1− ρ)2 + 4ρ sin2 t
− tαt2

(1− ρ)2 + 4ρt2
= O(1),
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де величина O(1) рiвномiрно обмежена по всiх розглядуваних
параметрах. Використовуючи останнє спiввiдношення, отри-
муємо

αρ

π
2∫

0

sinα t sin2 tP (ρ, 2t)dt=αρ(1−ρ2)

π
2∫

0

tαt2dt

(1−ρ)2 +4ρt2
+O(1−ρ2).

(25)
Далi, знаходимо оцiнку першого доданка з (25):

αρ(1− ρ2)

π
2∫

0

tαt2dt

(1− ρ)2 + 4ρt2
=
αρ(1− ρ2)

4ρ

π
2∫

0

tαdt(
1−ρ
2
√
ρt

)2
+ 1

=

=
α

4

(
1− ρ
2
√
ρ

)α+1

(1− ρ2)

∞∫
1−ρ
π
√
ρ

t−αdt

t2(1 + t2)
<

<
α

4

(
1− ρ
2
√
ρ

)α+1

(1−ρ2)

∞∫
1−ρ
π
√
ρ

t−α−2dt =
α

4(1 + α)

(π
2

)α+1
(1−ρ2).

(26)
Пiдставляючи оцiнку (26) в (25), отримуємо, що

αρ

π
2∫

0

sinα t sin2 tP (ρ, 2t)dt = O(1− ρ), ρ→ 1. (27)

Поєднання спiввiдношень (19), (24) та (27) дає можливiсть за-
писати оцiнку першого доданка iз правої частини спiввiдно-
шення (16):

2α+1

π
(sin y)α

π
2∫

0

(sin t)αB(ρ, 2t)dt =
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=
(√

1− x2
)α( 1− α

2 cos απ2
(1− ρ)α +O(1− ρ)

)
. (28)

Знайдемо другий iнтеграл iз правої частини спiввiдношення
(16):

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
B(ρ, 2t)dt =

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
P (ρ, 2t)dt+

+
1− ρ2

2

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α ∞∑
k=1

kρk cos 2ktdt. (29)

Виконаємо iнтегрування частинами в останньому iнтегралi з
правої частини спiввiдношення (29):

1− ρ2

2

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α ∞∑
k=1

kρk cos 2ktdt =

= −
(
1− ρ2

)
4

π
2∫

0

((
sin t sin2 t

2

)α)′ ∞∑
k=1

ρk sin 2ktdt =

= −αρ
4

(1−ρ2)

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α−1 (cos t sin2 t
2 + 1

2 sin2 t
)
sin 2t

1− 2ρ cos 2t+ ρ2
dt =

= −αρ

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α(
cos2 t+2 cos2

t

2
cos t

)
P (ρ, 2t)dt. (30)
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Об’єднавши спiввiдношення (29) i (30), знаходимо, що
π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
B(ρ, 2t)dt =

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
P (ρ, 2t)dt−

−αρ

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α(
cos2 t+ 2 cos2

t

2
cos t

)
P (ρ, 2t)dt <

<

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
P (ρ, 2t)dt. (31)

Знову використовуючи оцiнку (20), отримуємо:
π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
P (ρ, 2t)dt =

1− ρ2

2

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
(1− ρ)2 + 4ρ sin2 t

dt =

=
1− ρ2

2

π
2∫

0

(
t3

4

)α
(1− ρ)2 + 4ρt2

dt+O(1− ρ2) =

=
(1− ρ2)(1− ρ)3α−1

22α+1
(
2
√
ρ
)3α+1

π
√
ρ

1−ρ∫
0

t3α

1 + t2
dt+O(1− ρ2) =:

=: I(α, ρ) +O(1− ρ2). (32)

Встановимо оцiнку величини I(α, ρ) окремо при α < 1
3 , α = 1

3 i
α > 1

3 . Нехай α < 1
3 . Тодi, з урахуванням (22), знаходимо:

I(α, ρ) =
(1− ρ2)(1− ρ)3α−1

22α+1
(
2
√
ρ
)3α+1

π
√
ρ

1−ρ∫
0

t3α

1 + t2
dt <
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<
(1− ρ2)(1− ρ)3α−1

22α+1
(
2
√
ρ
)3α+1

∞∫
0

t3α

1 + t2
dt =

(1 + ρ)(1− ρ)3α

22α+2
(
2
√
ρ
)3α+1

π

cos 3α
2 π

.

(33)
При α = 1

3 отримуємо:

I

(
1
3
, ρ

)
=2

1
3
1−ρ2

16ρ

π
√
ρ

1−ρ∫
0

t

1+t2
dt=

2
1
3

16ρ
(
1−ρ2

)
ln

√
(1−ρ)2+π2ρ

1−ρ
.

(34)
При α > 1

3 будемо мати, що

I(α, ρ) <
(1− ρ2)(1− ρ)3α−1

22α+1
(
2
√
ρ
)3α+1

π
√
ρ

1−ρ∫
0

t3α−2dt =
π3α−1

25α+2(3α− 1)
1− ρ2

ρ
.

(35)
Поєднання спiввiдношень (31)–(35) дозволяє записати, що

π
2∫

0

(
sin t sin2 t

2

)α
B(ρ, 2t)dt = ϑ(ρ, α), (36)

де величина ϑ(ρ, α) визначена рiвнiстю (6).
Iз спiввiдношень (16), (28) та (36) випливає, що при

0 < α < 1 має мiсце така оцiнка першого доданка iз правої ча-
стини спiввiдношення (15):

2α+1

π
(sin y)α

π
2∫

0

(sin t cos t)αB(ρ, 2t)dt =
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=
(√

1− x2
)α( 1− α

2 cos απ2
(1− ρ)α + ϑ(ρ, α)

)
. (37)

Оцiнимо другий iнтеграл iз правої частини спiввiдношення
(15). Мiркуючи так само, як i при встановленнi спiввiдношення
(31), переконуємося в тому, що

π
2∫

0

sin2α tB(ρ, 2t)dt =

π
2∫

0

sin2α tP (ρ, 2t)dt−

−2αρ

π
2∫

0

sin2α t cos2 tP (ρ, 2t)dt <

π
2∫

0

sin2α tP (ρ, 2t)dt. (38)

Зi спiввiдношення (18) роботи [5, с.141] випливає така оцiнка
iнтеграла (38):

π
2∫

0

sin2α tB(ρ, 2t)dt =


O
(
(1− ρ)2α

)
, α < 1

2 ,

O
(
(1− ρ) ln 1

1−ρ

)
, α = 1

2 ,

O(1− ρ), α > 1
2 .

(39)

Поєднання спiввiдношень (15), (37) i (39) дозволяє записати
оцiнку iнтеграла I(y) при 0< α < 1:

I(y) =
(√

1− x2
)α( 1− α

2 cos απ2
(1− ρ)α + ϑ(ρ, α)

)
+O (θρ,α(x)) ,

(40)
де величина θρ,α(x), x ∈ [−1, 1] , визначена спiввiдношенням
(7).

Виконуючи аналогiчнi перетворення, як i при встановленнi
формули (13), легко показати, що iнтеграл

I(−y) =
1
2π

π∫
−π

|cos t− cos y|αB(ρ, t− y)dt (41)
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можна подати у виглядi:

I(−y) =
2α

π

π
2∫

−π
2

∣∣sin2 t cos y + sin t cos t sin y
∣∣αB(ρ, 2t)dt.

Звiдси, на основi спiввiдношення (14), переконуємося в тому,
що для iнтеграла I(−y) має мiсце рiвнiсть (15). А тому, оцiнка
(40), отримана для iнтеграла I(y), справедлива i для iнтеграла
I(−y) :

I(−y) =
(√

1− x2
)α( 1− α

2 cos απ2
(1− ρ)α + ϑ(ρ, α)

)
+O (θρ,α(x)) .

(42)
Отже, iз формул (11), (12), (40)–(42) при ρ → 1 випливає рiв-
нiсть (5).

Розглянемо випадок, коли α = 1. Використовуючи спiввiд-
ношення:

1−ρ cos 2t
(1−2ρ cos 2t+ρ2)2

=
1

2(1−2ρ cos 2t+ρ2)
+

1−ρ2

2 (1−2ρ cos 2t+ρ2)2
,

(43)
знайдемо перший iнтеграл iз правої частини спiввiдношення
(15). Маємо

π
2∫

0

sin t cos tB(ρ, 2t)dt=
(1−ρ2)2

2

π
2∫

0

sin t cos t
1−ρ cos 2t

(1−2ρ cos 2t+ρ2)2
dt=

=
(1−ρ2)2

4

π
2∫

0

sin t cos t
(

1
1−2ρ cos 2t+ρ2

+
1−ρ2

(1−2ρ cos 2t+ρ2)2

)
dt.

(44)
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Оскiльки

π
2∫

0

sin t cos tdt
1− 2ρ cos 2t+ ρ2

=
1
8ρ

π
2∫

0

d
(
1− 2ρ cos 2t+ ρ2

)
1− 2ρ cos 2t+ ρ2

=
1
4ρ

ln
1 + ρ

1− ρ
,

а

(1− ρ2)

π
2∫

0

sin t cos tdt
(1− 2ρ cos 2t+ ρ2)2

=
1

2(1− ρ)(1 + ρ)
,

то, пiдставляючи отриманi значення двох iнтегралiв у (44), зна-
ходимо, що

π
2∫

0

sin t cos tB(ρ, 2t)dt =
(1− ρ2)2

16ρ
ln

1 + ρ

1− ρ
+

1− ρ2

8
=

=
1− ρ
4π

+
(1− ρ)2

4π
ln

1
1− ρ

+O((1− ρ)2). (45)

Знову використавши спiввiдношення (43), оцiнимо другий
iнтеграл iз правої частини спiввiдношення (15) у випадку, коли
α = 1. Отже,

π
2∫

0

sin2 tB(ρ, 2t)dt =
(1− ρ2)2

2

π
2∫

0

sin2 t (1− ρ cos 2t)
(1− 2ρ cos 2t+ ρ2)2

dt =

=
(1−ρ2)2

4

π
2∫

0

sin2 tdt

1−2ρ cos 2t+ρ2
+

(1−ρ2)3

4

π
2∫

0

sin2 tdt

(1−2ρ cos 2t+ρ2)2
.

(46)
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Обчислимо перший iнтеграл iз правої частини формули
(46). Як випливає iз (20)

π
2∫

0

sin2 tdt

(1− ρ2) + 4ρ sin2 t
=

π
2∫

0

t2dt

(1− ρ2) + 4ρt2
+O(1),

тодi при ρ→ 1
π
2∫

0

sin2 tdt

1− 2ρ cos 2t+ ρ2
=

1
(1− ρ)2

π
2∫

0

t2dt

1 +
(

2
√
ρ

1−ρ t
)2 +O(1) =

=
1

(1− ρ)2

(
1− ρ
2
√
ρ

)3

π
√
ρ

1−ρ∫
0

t2dt

1 + t2
+O(1) = O(1).

Оскiльки

sin2 t

(1−2ρ cos 2t+ρ2)2
=− 1

4ρ

(
(1−ρ)2

(1−2ρ cos 2t+ρ2)2
− 1

1−2ρ cos 2t+ρ2

)
,

то, використовуючи формули 2.562.1 та 2.563.1 [11, с.166], зна-
ходимо, що

π
2∫

0

sin2 tdt

(1− 2ρ cos 2t+ ρ2)2
=

π

4(1 + ρ)3(1− ρ)
.

Пiдставляючи отриманi значення iнтегралiв у (46), приходи-
мо до висновку, що при α = 1 має мiсце така оцiнка другого
iнтеграла iз правої частини спiввiдношення (15):

π
2∫

0

sin2 tB(ρ, 2t)dt = O((1− ρ)2). (47)
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Iз спiввiдношень (15), (45) та (47) при α = 1 отримуємо оцiнку
iнтеграла I(y), вигляду (12):

I(y)=
(

1−ρ
π

+
(1−ρ)2

π
ln

1
1−ρ

)√
1−x2+O(1−ρ)2

(√
1−x2+|x|

)
.

(48)
Ще раз взявши до уваги те, що при α = 1 для iнтеграла I(−y)
вигляду (41) має мiсце оцiнка (48), iз спiввiдношень (11), (12)
та (48) отримуємо рiвнiсть (8). Теорему доведено.

Зауважимо, що в кожнiй точцi x ∈ (−1, 1) при ρ → 1 рiв-
ностi (5) (коли 0 < α < 1) i (8) (при α = 1) є асимптотичними
рiвностями.

Наслiдок. Для будь-якого 0 < α < 1 в кожнiй точцi x ∈
(−1, 1) \ {0} при ρ→ 1 має мiсце асимптотична рiвнiсть:

E (Hα;Bρ;x) =
(√

1− x2
)α 1− α

cos απ2
(1− ρ)α +O (θρ,α(x)) . (49)
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