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НАЙКРАЩА РIВНОМIРНА РАЦIОНАЛЬНА
АПРОКСИМАЦIЯ НЕПЕРЕРВНОГО
КОМПАКТНОЗНАЧНОГО ВIДОБРАЖЕННЯ
ВIДНОШЕННЯМ ОПУКЛИХ
СКIНЧЕННОВИМIРНИХ МНОЖИН
ОДНОЗНАЧНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

Встановлено теореми характеризацiї екстремального елемента
для задачi найкращої рiвномiрної рацiональної апроксимацiї непе-
рервного компактнозначного вiдображення вiдношенням опуклих
скiнченновимiрних множин однозначних неперервних вiдображень.

Нехай S — метричний компакт, s — його елементи,
C (S) — лiнiйний над полем дiйсних чисел нормований про-
стiр неперервних на S дiйснозначних функцiй g з нормою
‖g‖ = max

s∈S
|g (s)|, K (R) — сукупнiсть непорожнiх компактiв

простору R, C (S,K (R)) — множина багатозначних вiдо-
бражень a компакту S в R таких, що для кожного s∈S
a (s) =Ks∈K (R) i, крiм того, неперервних за Хаусдорфом на
K (R), a ∈ C (S,K (R)),

C+ (S) = {g : g ∈ C (S) , g (s) > 0, s ∈ S} , U ⊂ C (S) ,

V ⊂ C+ (S) ,
U

V
=
{u
υ

: u ∈ U, υ ∈ V
}
.

Задачею найкращої рiвномiрної рацiональної апроксимацiї
багатозначного вiдображення a множиною U

V будемо називати
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задачу вiдшукання величини

α∗a

(
U

V

)
= inf

(u,υ)∈U×V
max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u (s)
υ (s)

− y
∣∣∣∣ . (1)

Якщо iснує така пара (u∗, υ∗) ∈ U × V , що

α∗a

(
U

V

)
= max

s∈S
max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ ,

то елемент u∗

υ∗ будемо називати екстремальним елементом для
величини (1).

Слiд зазначити, що задачi найкращої рiвномiрної апрок-
симацiї неперервних компактнозначних вiдображень розгляда-
лись у багатьох працях (див.,наприклад, [1–8]). Проте в якостi
апроксимуючих множин в цих задачах виступали, зазвичай, Γ∗

-множини, в тому числi зiрковi та опуклi множини.
В данiй статтi розглядається задача найкращої рiвномiрної

рацiональної апроксимацiї неперервного компактнозначного вi-
дображення множиною, яка є вiдношенням двох опуклих скiн-
ченновимiрних множин однозначних неперервних функцiй i не
належить, взагалi кажучи, до класу названих вище множин.

Отриманi в статтi критерiї екстремальностi елемента u∗

υ∗ ,
(u∗, υ∗) ∈ U × V, для величини (1) є узагальненням на ви-
падок задачi вiдшукання величини (1) теорем характеризацiї
елемента найкращого наближення функцiї a ∈ C (S) множи-
ною U

V + , де U , V — скiнченновимiрнi пiдпростори простору
C (S), а V + = {υ : υ ∈ V, υ (s) > 0, s ∈ S} (див., наприклад,
[9, с. 168–172]).

Нехай U є опуклою множиною вимiрностi r простору C (S),
а V є опуклою множиною вимiрностi l цього простору.

Тодi iснують лiнiйнi пiдпростори E1 та E2 простору
C (S) , породженi вiдповiдно лiнiйно незалежними функцiями
ui∈C (S) , i = 1, r, υk ∈ C (S) , k = 1, l, такi, що U ⊂ u∗ + E1,
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V ⊂ υ∗ + E2, де u∗ — довiльний фiксований елемент множини
U, а υ∗ — довiльний фiксований елемент множини V.

Звiдси випливає, що U × V ⊂ (u∗, υ∗) + E1 × E2.
Легко переконатися, що U × V ⊂ (u∗, υ∗) + E1 × E2 є

опуклою пiдмножиною скiнченновимiрного лiнiйного многови-
ду (u∗, υ∗) + E1 × E2 вимiрностi k + l простору C (S)× C (S) .

У подальшому будемо вважати, що обмеження (u, υ)∈U×V
у задачi вiдшукання величини (1) є iстотним, тобто

α∗a (C(S)) < α∗a

(
U

V

)
,

де
α∗a (C(S)) = inf

g∈C(S)
max
s∈S

max
y∈a(s)

|g (s)− y| .

Для (u∗, υ∗) ∈ U × V покладемо

α(u∗,υ∗) = max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ ;

S(u∗,υ∗) =
{
s : s ∈ S, max

y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ = α(u∗,υ∗)

}
;

a(u∗,υ∗)
s =

{
y : y ∈ a (s) ,

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ = max

y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣} ,

s ∈ S(u∗,υ∗);

L

(
u∗

υ∗

)
=

⋃
s∈S(u∗,υ∗)

⋃
y∈a(u∗,υ∗)

s

sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)
×

× (u1 (s) υ∗ (s) , ..., ur (s) υ∗ (s) ;−υ1 (s)u∗ (s) , ...,−υl (s)u∗ (s)) .

Твердження 1. Якщо sk ∈ S, lim
k→∞

sk = s∗, yk ∈ a (sk) ,

то iснує пiдпослiдовнiсть {ykn}
∞
n=1 послiдовностi {yk}∞k=1 i

y∗ ∈ a (s∗) такi , що lim
n→∞

ykn = y∗.
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Твердження 2. Нехай (u∗, υ∗) ∈ U × V. Множина L
(
u∗

υ∗

)
є компактом простору Rr+l .

Доведення. Для кожного s ∈ S(u∗,υ∗), y ∈ a(u∗,υ∗)
s маємо,

що

‖sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)

(u1 (s) υ∗ (s) , ...,

..., ur (s) υ∗ (s) ;−υ1 (s)u∗ (s) , ...,−υl (s)u∗ (s))‖ =

= ‖(u1(s)υ∗(s), ..., ur(s)υ∗(s);−υ1(s)u∗(s), ...,−υl(s)u∗(s))‖=

=

√√√√ r∑
i=1

(ui (s))2 (υ∗ (s))2 +
l∑

k=1

(υk (s))2 (u∗ (s))2 6

≤

√√√√ r∑
i=1

‖ui‖2 ‖υ∗‖2 +
l∑

k=1

‖υk‖2 ‖u∗‖2.

Звiдси випливає обмеженiсть множини L
(
u∗

υ∗

)
.

Переконаємось у її замкненостi. Нехай (a∗1, ..., a
∗
r ; b
∗
1, ..., b

∗
l ) —

гранична точка L
(
u∗

υ∗

)
.

Тодi iснують послiдовностi {sp}∞p=1 , {yp}
∞
p=1 такi, що

sp ∈ S(u∗,υ∗), а yp ∈ a(u∗,υ∗)
sp , p = 1,∞, i

lim
p→∞

sign
(
u∗ (sp)
υ∗ (sp)

− yp
)
ui (sp) υ∗ (sp) = a∗i , i = 1, r,

lim
p→∞

sign
(
u∗ (sp)
υ∗ (sp)

− yp
)

(−υk (sp))u∗ (sp) = b∗k, k = 1, l.

Оскiльки S — компакт, а sign
(
u∗(sp)
υ∗(sp)

− yp
)

= ±1, p =

= 1,∞, то з послiдовностi {sp}∞p=1 можна вибрати пiдпослi-
довнiсть

{
spµ
}∞
µ=1

таку, що lim
µ→∞

spµ = s∗, де s∗ ∈ S, i

sign
(
u∗(spµ)
υ∗(spµ) − ypµ

)
=1 або sign

(
u∗(spµ)
υ∗(spµ) − ypµ

)
=−1 , µ = 1,∞.
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Припустимо, що

sign

(
u∗
(
spµ
)

υ∗
(
spµ
)−ypµ

)
=1, µ=1,∞.

Тодi

lim
µ→∞

sign

(
u∗
(
spµ
)

υ∗
(
spµ
) − ypµ

)
ui
(
spµ
)
υ∗
(
spµ
)

= ui (s∗) υ∗ (s∗) = a∗i ,

i = 1, r,

lim
µ→∞

sign

(
u∗
(
spµ
)

υ∗
(
spµ
) − ypµ

)(
−υk

(
spµ
))
u∗
(
spµ
)

=

= (−υk (s∗))u∗ (s∗) = b∗k, k = 1, l.

Звiдcи

(a∗1, ..., a
∗
r ; b
∗
1, ..., b

∗
l ) = (u1 (s∗) υ∗ (s∗) , ..., ur (s∗) υ∗ (s∗) ;

−υ1 (s∗)u∗ (s∗) , ...,−υl (s∗)u∗ (s∗)) . (2)

Крiм того,

u∗
(
spµ
)

υ∗
(
spµ
) − ypµ = max

s∈S
max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ = α(u∗,υ∗). (3)

Вiдповiдно до твердження 1 iснує пiдпослiдовнiсть послi-
довностi

{
ypµ
}∞
µ=1

, яка збiгається до елемента y∗ ∈ a (s∗) . Не
обмежуючи загальностi, можемо записати, що lim

µ→∞
ypµ = y∗.

Перейшовши до границi в рiвностi (3) при µ→∞, отримаємо

u∗ (s∗)
υ∗ (s∗)

− y∗ = max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ = α(u∗,υ∗).
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Звiдси та зi спiввiдношення (2) робимо висновок, що
s∗ ∈ S(u∗,υ∗), y∗ ∈ a(u∗,υ∗)

s∗ , а

(a∗1, ..., a
∗
r ; b
∗
1, ..., b

∗
l ) = sign

(
u∗ (s∗)
υ∗ (s∗)

− y∗
)

(u1 (s∗) υ∗ (s∗) , ...

..., ur (s∗) υ∗ (s∗) ;−υ1 (s∗)u∗ (s∗) , ...,−υl (s∗)u∗ (s∗)).

Це означає, що (a∗1, ..., a
∗
r ; b
∗
1, ..., b

∗
l ) ∈ L

(
u∗

υ∗

)
.

Тому L
(
u∗

υ∗

)
є замкненою множиною. Оскiльки ця множина

обмежена, то вона є компактною множиною в просторi Rr+l.
Твердження доведено.
Позначимо через T оператор, заданий на (u∗, υ∗) +E1×E2,

i який кожному елементу (u, υ) ∈ (u∗, υ∗) + E1 × E2 ставить у
вiдповiднiсть вектор (α1, ..., αr;β1, ..., βl) ∈ Rr+l такий, що

(u, υ) = (u∗, υ∗) +
r∑
i=1

αi (ui, 0) +
l∑

k=1

βk (0, υk) =

=

(
u∗ +

r∑
i=1

αiui, υ
∗ +

l∑
k=1

βkυk

)
.

Твердження 3. Множина T (U × V ) є опуклою множи-
ною в просторi Rr+l.

Теорема 1. Нехай (u∗, υ∗) ∈ U×V. Для того, щоб елемент
u∗

υ∗ був екстремальним елементом для величини (1), необхiдно
i достатньо, щоб для кожного (u, υ) ∈ U × V iснували такi
елементи s ∈ S, y ∈ a (s) , що

sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)(

u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)

= max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ ,

sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)(

u (s)
υ (s)

− u∗ (s)
υ∗ (s)

)
> 0.
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Доведення необхiдностi аналогiчне доведенню теорем 3.3,
3.5 працi [2].

Для доведення достатностi можуть бути використанi такi
ж мiркування, що i при доведеннi теореми 3.6 iз [2].

Далi, через 〈(a, b) , (α, β)〉 будемо позначати скалярний
добуток векторiв (a, b) = (a1, ..., ar; b1, ..., bl) та (α, β) =
= (α1, ..., αr;β1, ..., βl) простору Rr+l :

〈(a, b) , (α, β)〉 =
r∑
i=1

aiαi +
l∑

k=1

bkβk.

Теорема 2. Для того, щоб елемент u∗

υ∗ , (u∗, υ∗) ∈ U × V,
був екстремальним елементом для величини (1), необхiдно i
достатньо, щоб iснував вектор (a∗, b∗) ∈ coL

(
u∗

υ∗

)
такий , що

inf
(α,β)∈T (U×V )

〈(a∗, b∗) , (α, β)〉 > 0, (4)

де coL
(
u∗

υ∗

)
— опукла оболонка компакта L

(
u∗

υ∗

)
.

Доведення.Необхiднiсть. Кожнiй парi ((a, b) , (α, β)) ∈
∈ Rr+l ×Rr+l поставимо у вiдповiднiсть дiйсне число
〈(a, b) , (α, β)〉 = 〈a, α〉+ 〈b, β〉 .

Функцiя ((a, b) , (α, β)) → 〈a, α〉+ 〈b, β〉 є опуклою по (α, β)
при кожному фiксованому (a, b) , угнутою по (a, b) при кож-
ному фiксованому (α, β) , неперервною по (a, b) при кожному
фiксованому (α, β) . Оскiльки T (U × V ) є опуклою множиною
простору Rr+l (див. твердження 3), а згiдно з твердженням
2 L

(
u∗

υ∗

)
є компактом цього простору, i отже, coL

(
u∗

υ∗

)
є його

опуклим компактом (див., наприклад, [10, c. 20]), то на пiдставi
теореми Фань Цзi про мiнiмакс (див., наприклад, [11, c. 34]) бу-
демо мати, що

inf
(α,β)∈T (U×V )

max
(a,b)∈coL(u∗υ∗ )

〈(a, b) , (α, β)〉 =
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= max
(a,b)∈coL(u∗υ∗ )

inf
(α,β)∈T (U×V )

〈(a, b) , (α, β)〉 . (5)

Нехай (a∗, b∗) є елементом, на якому реалiзується максимум
у правiй частинi рiвностi (5).

Тодi
inf

(α,β)∈T (U×V )
〈(a∗, b∗) , (α, β)〉 =

= inf
(α,β)∈T (U×V )

max
(a,b)∈coL(u∗υ∗ )

〈(a, b) , (α, β)〉 .

Згiдно з теоремою 1 для кожного (α;β) = (α1, ..., αr;β1, ...

..., βl) ∈ T (U × V ) iснують такi s ∈ S(u∗,υ∗), y ∈ a(u∗,υ∗)
s , що для

u = u∗ +
r∑
i=1

αiui ∈ U, υ = υ∗ +
l∑

k=1

βkυk ∈ V матимемо

sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)(

u (s)
υ (s)

− u∗ (s)
υ∗ (s)

)
> 0.

Звiдки

sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)

(u (s) υ∗ (s)− υ (s)u∗ (s)) =

= sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)((

u∗ (s) +
r∑
i=1

αiui (s)

)
υ∗ (s)−

−u∗ (s)

(
υ∗ (s) +

l∑
k=1

βkυk (s)

))
=

= sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)
·

·

(
r∑
i=1

αiui (s) υ∗ (s) +
l∑

k=1

βk (−u∗ (s) υk (s))

)
≥ 0.
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Оскiльки вектор

sign
(
u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
)
·

· (u1 (s) υ∗ (s) , ..., ur (s) υ∗ (s) ;−υ1 (s)u∗ (s) , ...,−υl (s)u∗ (s))

належить coL
(
u∗

υ∗

)
, то звiдси робимо висновок, що

inf
(α,β)∈T (U×V )

max
(a,b)∈coL(u∗υ∗ )

〈(a, b) , (α, β)〉 =

= inf
(α,β)∈T (U×V )

〈(a∗, b∗) , (α, β)〉 > 0.

Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай iснує вектор (a∗, b∗) ∈ coL

(
u∗

υ∗

)
такий,

що має мiсце спiввiдношення (4) i (u, υ) ∈ U × V. Маємо , що

(u, υ) = (u∗, υ∗) +
r∑
i=1

αi (ui, 0) +
l∑

k=1

βk (0, υk) =

=

(
u∗ +

r∑
i=1

αiui, υ
∗ +

l∑
k=1

βkυk

)
,

де (α;β) = (α1, ..., αr;β1, ..., βl) ∈ T (U × V ) .
Оскiльки (a∗, b∗) ∈ coL

(
u∗

υ∗

)
, то згiдно з теоремою Каратео-

дорi (див., наприклад, [12, c. 76]) iснують точки sν ∈ S(u∗,υ∗),

yν ∈ a(u∗,υ∗)
sν , числа ρν , 1 6 ν 6 τ 6 r+ l+ 1,

τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що

(a∗, b∗) =
τ∑
ν=1

ρν (aν , bν) ,

де

(aν , bν) = sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
·
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·(u1(sν)υ∗(sν), ..., ur(sν)υ∗(sν);−υ1(sν)u∗(sν), ...,−υl(sν)u∗(sν)).

Тому

〈(a∗, b∗) , (α, β)〉 =
τ∑
ν=1

ρν 〈(aν , bν) , (α, β)〉 > 0.

Звiдси випливає, що iснує iндекс ν ∈ {1, ..., τ} , для якого
〈(aν , bν) , (α, β)〉 > 0. Це означає , що

sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
×

×

((
r∑
i=1

αiui (sν)

)
υ∗ (sν)−

(
l∑

k=1

βkυk (sν)

)
u∗ (sν)

)
=

= sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)((

u∗ (sν) +
r∑
i=1

αiui (sν)

)
υ∗ (sν)−

−

(
υ∗ (sν) +

l∑
k=1

βkυk (sν)

)
u∗ (sν)

)
=

= sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

(u (sν) υ∗ (sν)− υ (sν)u∗ (sν)) > 0.

Тому

sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)(

u (sν)
υ (sν)

− u∗ (sν)
υ∗ (sν)

)
> 0.

Згiдно з теоремою 1 u∗

υ∗ є екстремальним елементом для ве-
личини (1).

Теорему доведено.
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Теорема 3. Для того, щоб елемент u∗

υ∗ , (u∗, υ∗) ∈ U × V,
був екстремальним елементом для величини (1), необхiдно i
достатньо, щоб iснували точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа

ρν > 0, 1 6 ν 6 τ 6 r + l + 1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що

sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)(

u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

=

= max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ , ν = 1, τ , (6)

min
(u,υ)∈U×V

τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗(sν)
υ∗(sν)

−yν
)

(u(sν)υ∗(sν)−υ(sν)u∗(sν)) =

=
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗(sν)
υ∗(sν)

−yν
)

(u∗(sν)υ∗(sν)−υ∗(sν)u∗(sν))=0. (7)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай u∗

υ∗ , (u∗, υ∗) ∈ U × V, є
екстремальним елементом для величини (1). Згiдно з теоре-
мою 2 iснує вектор (a∗, b∗) ∈ coL

(
u∗

υ∗

)
, для якого має мiсце

спiввiдношення (4). Вiдповiдно до теореми Каратеодорi (див.,
наприклад, [12, c. 76]) iснують (aν , bν) ∈ L

(
u∗

υ∗

)
, числа ρν > 0,

ν = 1, τ , 1 6 ν 6 τ 6 r + l + 1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що

τ∑
ν=1

ρν (aν , bν) = (a∗, b∗) . (8)

За означенням множини L
(
u∗

υ∗

)
для кожного ν ∈ {1, ..., τ}

iснують sν ∈ S(u∗,υ∗), yν ∈ a(u∗,υ∗)
sν такi, що

(aν , bν) = sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

(u1 (sν) υ∗ (sν) , ..., ur (sν) υ∗ (sν) ;
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−υ1 (sν)u∗ (sν) , ...,−υl (sν)u∗ (sν)) , ν = 1, τ . (9)

Враховуючи спiввiдношення sν ∈ S(u∗,υ∗), yν ∈ a(u∗,υ∗)
sν , ро-

бимо висновок, що мають мiсце рiвностi (6).
З нерiвностi (4) з урахуванням (8), (9) для кожного

(u, υ) =

(
u∗ +

r∑
i=1

αiui, υ
∗ +

l∑
k=1

βkυk

)
∈ U × V

отримуємо

0 6 〈(a∗, b∗) , (α, β)〉 =
τ∑
ν=1

ρν 〈(aν , bν) , (α, β)〉 =

=
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
×

×

(
υ∗ (sν)

r∑
i=1

αiui (sν)− u∗ (sν)
l∑

k=1

βkυk (sν)

)
=

=
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)(

υ∗ (sν)

(
u∗ (sν) +

r∑
i=1

αiui (sν)

)
−

−u∗ (sν)

(
υ∗ (sν) +

l∑
k=1

βkυk (sν)

))
=

=
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

(υ∗ (sν)u (sν)− u∗ (sν) υ (sν)) .

Звiдки й випливає рiвнiсть (7).
Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай для елемента u∗

υ∗ , (u∗, υ∗) ∈ U × V, iс-
нують точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа ρν > 0, 1 6 ν 6 τ 6
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≤ r + l + 1, такi, що мають мiсце рiвностi (6), (7). Переконає-
мось, що u∗

υ∗ є екстремальним елементом для величини (1). З
(7) для будь-яких u

υ , (u, υ) ∈ U × V, отримаємо, що

τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

(υ∗ (sν)u (sν)− u∗ (sν) υ (sν)) > 0.

Звiдки випливає, що для u
υ , (u, υ) ∈ U × V, iснує iндекс

ν ∈ {1, ..., τ} для якого

sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

(υ∗ (sν)u (sν)− u∗ (sν) υ (sν)) > 0.

Тому

sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)(

u (sν)
υ (sν)

− u∗ (sν)
υ∗ (sν)

)
> 0.

Звiдки та з (6) маємо

max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ =

= sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)(

u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

6

6 sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)(

u (sν)
υ (sν)

− yν
)

6

6 max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u (s)
υ (s)

− y
∣∣∣∣ .

Звiдси й випливає, що u∗

υ∗ є екстремальним елементом для ве-
личини (1).

Теорему доведено.
Теорема 4. Нехай в задачi вiдшукання величини (1) U —

лiнiйний многовид вимiрностi r простору C (S) , V —опукла
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множина вимiрностi l цього простору. Для того, щоб еле-
мент u∗

υ∗ , (u∗, υ∗) ∈ U × V, був екстремальним елементом для
величини (1) в цьому випадку, необхiдно i достатньо, щоб iс-
нували точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа ρν > 0, ν = 1, τ ,

1 6 τ 6 r + l + 1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що

sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)(

u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

=

= max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ , ν = 1, τ , (10)

τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
υ∗ (sν)u (sν) =

=
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
υ∗ (sν)u∗ (sν) , u ∈ U, (11)

max
υ∈V

τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
u∗ (sν) υ (sν) =

=
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
u∗ (sν) υ∗ (sν) . (12)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай u∗

υ∗ , (u∗, υ∗) ∈ U × V, є
екстремальним елементом для величини (1). Згiдно з теоремою
3 iснують точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа ρν > 0, 1 6 ν 6 τ 6

≤ r + l + 1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що мають мiсце рiвностi (6), (7). З

(7) випливає, що для всiх

(u, υ) =
(
u∗ + u′, υ

)
∈ U × V, u′ ∈ U − u∗,



Найкраща рiвномiрна рацiональна апроксимацiя . . . 87

справджується нерiвнiсть

0 6
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
×

×
(
υ∗ (sν)

(
u∗ (sν) + u′ (sν)

)
− u∗ (sν) υ (sν)

)
.

Оскiльки в цьому спiввiдношеннi u′ є довiльним елементом
лiнiйного простору U − u∗, то маємо, що

τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
υ∗ (sν)u (sν) =

=
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
υ∗ (sν)u∗ (sν) , u ∈ U,

τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
u∗ (sν) υ (sν) 6

6
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
u∗ (sν) υ∗ (sν) .

Звiдси й випливає справедливiсть спiввiдношень (11), (12).
Необхiднiсть доведено.

Достатнiсть. Нехай для елемента u∗

υ∗ , (u∗, υ∗) ∈ U × V,
iснують точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа ρν > 0, ν = 1, τ ,

1 6 τ 6 r+l+1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що мають мiсце спiввiдношення

(10)–(12).
З (11), (12) випливає, що для будь-яких (u, υ) ∈ U × V

τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
u∗ (sν) υ (sν) 6
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6
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
u (sν) υ∗ (sν) .

Тому має мiсце спiввiдношення (7). Згiдно з теоремою 3 u∗

υ∗

є екстремальним елементом для величини (1).
Теорему доведено.
Наслiдок 1. Нехай в задачi вiдшукання величини (1) U —

лiнiйний пiдпростiр вимiрностi r простору C (S) , V — опук-
ла множина вимiрностi l цього простору. Для того, щоб еле-
мент u∗

υ∗ , (u∗, υ∗) ∈ U × V, був екстремальним елементом для
величини (1) в цьому випадку, необхiдно i достатньо, щоб iс-
нували точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа ρν > 0, ν = 1, τ ,

1 6 τ 6 r + l + 1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що

sign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)(

u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)

= max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ ,

ν = 1, τ ,
τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
υ∗ (sν)u (sν) = 0, u ∈ U,

max
υ∈V

τ∑
ν=1

ρνsign
(
u∗ (sν)
υ∗ (sν)

− yν
)
u∗ (sν) υ (sν) = 0.

Справедливiсть наслiдку випливає з теореми 4.
Нехай в задачi вiдшукання величини (1) U є опук-

лою множиною вимiрностi r простору C (S) , а V =
= {υ : υ (s) = 1, s ∈ S} — одноелементна множина.

Тодi задача вiдшукання величини (1) набере вигляду

α∗a (U) = inf
u∈U

max
s∈S

max
y∈a(s)

|u (s)− y| . (13)
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Наслiдок 2. Для того, щоб елемент u∗ ∈ U був екстре-
мальним елементом для величини (13), необхiдно i достат-
ньо, щоб iснували точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа ρν > 0,

ν = 1, τ , 1 6 τ 6 r + 1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що

sign (u∗ (sν)− yν) (u∗ (sν)− yν) = max
s∈S

max
y∈a(s)

|u∗ (s)− y| , ν = 1, τ ,

min
u∈U

τ∑
ν=1

ρνsign (u∗ (sν)− yν)u (sν) =

=
τ∑
ν=1

ρνsign (u∗ (sν)− yν)u∗ (sν) .

Справедливiсть наслiдку випливає з теореми 3.
Наслiдок 3. Нехай в задачi вiдшукання величини (13) U —

лiнiйний многовид вимiрностi r простору C (S). Для того,
щоб елемент u∗ ∈ U був екстремальним елементом для ве-
личини (13) в цьому випадку, необхiдно i достатньо, щоб iс-
нували точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа ρν > 0, ν = 1, τ ,

1 6 τ 6 r + 1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що

sign (u∗ (sν)− yν) (u∗ (sν)− yν) = max
s∈S

max
y∈a(s)

|u∗ (s)− y| , ν = 1, τ ,

τ∑
ν=1

ρνsign (u∗ (sν)− yν)u (sν) =
τ∑
ν=1

ρνsign (u∗ (sν)− yν)u∗ (sν) ,

u ∈ U.
Справедливiсть наслiдку випливає з теореми 4.
Наслiдок 4. Нехай в задачi вiдшукання величини (13) U

є лiнiйним пiдпростором вимiрностi r простору C (S). Для
того, щоб елемент u∗ ∈ U був екстремальним елементом для
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величини (13) в цьому випадку, необхiдно i достатньо, щоб
iснували точки sν ∈ S, yν ∈ a (sν) , числа ρν > 0, ν = 1, τ ,

1 6 τ 6 r + 1,
τ∑
ν=1

ρν = 1, такi, що

sign (u∗ (sν)− yν) (u∗ (sν)− yν) = max
s∈S

max
y∈a(s)

|u∗ (s)− y| , ν = 1, τ ,

τ∑
ν=1

ρνsign (u∗ (sν)− yν)u (sν) = 0, u ∈ U.

Справедливiсть наслiдку випливає з наслiдку 3.
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