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УЗАГАЛЬНЕНI МОМЕНТНI ЗОБРАЖЕННЯ ТА
БIОРТОГОНАЛЬНI ПОЛIНОМИ КОНХАУЗЕРА

За допомогою методу узагальнених моментних зображень отри-
мано явнi вирази для бiортогональних полiномiв Конхаузера.

Ще в XIX сторiччi М. Дiдоном [1] та Ж. Деруйтсом [2] бу-
ло розглянуто питання про бiортогоналiзацiю систем функцiй
{tk}∞k=0 та {tpj}∞j=0, де p — деяке фiксоване натуральне число,
p ≥ 2, на вiдрiзку ∆ дiйсної осi (скiнченному або нескiнченно-
му) вiдносно деякої позитивної мiри dµ, що має моменти всiх
порядкiв на ∆ ∣∣∣∣ ∫

∆

tkdµ(t)
∣∣∣∣ <∞.

Дж. Конхаузер [3] побудував системи бiортогональних полiно-
мiв {Z(ν)

N (t; p)}∞N=0 та {Y (ν)
M (t; p)}∞M=0 вигляду

Z
(ν)
N (t; p) =

N∑
k=0

ξ
(N)
k tpk, N ∈ Z+,

Y
(ν)
M (t; p) =

M∑
j=0

η
(M)
j tj , M ∈ Z+,

для яких мають мiсце спiввiдношення
∞∫

0

Z
(ν)
N (t; p)tj+νe−tdt = 0, j = 0, N − 1, (1)
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∞∫
0

Y
(ν)
M (t; p)tpk+νe−tdt = 0, k = 0,M − 1,

де ν > −1. Пiзнiше цi полiноми отримали назву бiортогональ-
них полiномiв Конхаузера i вивчалися цiлим рядом дослiдникiв
[4, 5, 6].

Явнi вирази для полiномiв Конхаузера Z(ν)
N (t; p) при кож-

ному дiйсному p > 1 можна досить просто отримати, користу-
ючись методом узагальнених моментних зображень [7].

Означення. Будемо говорити, що для числової послiдовно-
стi {sk}∞k=0 має мiсце узагальнене моментне зображення на
добутку лiнiйних просторiв X та Y, якщо на X ×Y визначе-
на бiлiнiйна форма 〈., .〉, а також iснують послiдовностi еле-
ментiв {xk}∞k=0 ⊂ X та {yj}∞j=0 ⊂ Y такi, що ∀k, j = 0,∞
виконуються рiвностi

sk+j = 〈xk, yj〉.

Теорема. При кожному дiйсному p > 1 та ν > −1 уза-
гальненi полiноми

Z
(ν)
N (t; p) =

N∑
k=0

ξ
(N)
k tpk, N ∈ Z+,

для яких виконуються умови бiортогональностi
∞∫

0

Z
(ν)
N (t; p)tj+νe−tdt = 0, j = 0, N − 1,

можуть бути записанi у виглядi

Z
(ν)
N (t; p) = cN

N∑
k=0

(
N

k

)
(−1)ktpk

Γ(kp+ ν + 1)
, N ∈ Z+,
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де cN — ненульова стала.
Доведення. Розглянемо при деякому ν > −1 числову по-

слiдовнiсть

sk = Γ(k + ν + 1) = (ν + 1)kΓ(ν + 1), k ∈ Z+, (2)

де

(ν)k :=
{
ν(ν + 1) · . . . · (ν + k − 1), k = 1,∞,
1, k = 0.

З iнтегрального зображення для гама-функцiї [8, с.81] випли-
ває, що послiдовнiсть (2) є послiдовнiстю степеневих моментiв

sk =

∞∫
0

tk+νe−tdt, k ∈ Z+.

Отже, твiрна функцiя послiдовностi (2)

f(z) =
∞∑
k=0

skz
k =

∞∑
k=0

Γ(k + ν + 1)zk = Γ(ν + 1)2F0(1, ν + 1; z)

може бути зображена у виглядi iнтеграла Стiлтьєса на [0,∞],
а тому знаменники її апроксимант Паде [N − 1/N ]f (z), N ∈ N,
можуть бути записанi у виглядi (див. [9]):

QN (z) = zNAN (1/z), (3)

де {AN (t)}∞N=0 — послiдовнiсть алгебраїчних многочленiв, ор-
тогональних на [0,∞) з вагою e−ttν . Як вiдомо (див., напри-
клад, [10]), такi ортогональнi многочлени називаються много-
членами Лагерра i можуть бути з точнiстю до сталого множ-
ника записанi у виглядi

AN (t) = LN (t; ν) =
N∑
m=0

(
N

m

)
(ν + 1)N
(ν + 1)m

(−t)m. (4)
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З (3) та (4) випливає

QN (z) =
N∑
m=0

(
N

m

)
(ν + 1)N

(ν + 1)N−m
(−1)N−mzm. (5)

Розглянемо тепер лiнiйний простiр Y неперервних швидко спа-
даючих на [0,+∞) функцiй, тобто функцiй, що спадають при
t → ∞ швидше будь-якого степеня 1/t, i лiнiйний простiр X
неперервних на (0,+∞) та iнтегровних в околi точки t = 0
функцiй повiльного зростання на [0,+∞), тобто функцiй, що
зростають при t → ∞ не швидше деякого степеня t. Iнакше
кажучи,

Y =
{
y ∈ C[0,+∞) : ∀N > 0 ∃C > 0, ε > 0,

|y(t)| ≤ C

|t+ ε|N
∀t ∈ [0,+∞)

}
,

X = {x ∈ C[1,+∞) ∩ L[0, 1] :

∃M > 0, C > 0, ε > 0, |x(t)| ≤ C|t+ ε|M , ∀t ∈ [1,+∞)}.

Означимо при деякому фiксованому дiйсному p > 1 в просторi
X лiнiйний оператор за формулою

(Aϕ)(t) =

t∫
0

τ(t− τ)p−2ϕ(τ)dτ
Γ(p− 1)

,

а в просторi Y — лiнiйний оператор A∗ за формулою

(A∗ψ)(t) = t

∞∫
t

(τ − t)p−2ψ(τ)dτ
Γ(p− 1)

.



Узагальненi моментнi зображення . . . 69

Неважко переконатись, що, якщо означити на добутку про-
сторiв X × Y бiлiнiйну форму

〈ϕ,ψ〉 =

∞∫
0

ϕ(t)ψ(t)dt, (6)

то оператор A∗ буде спряженим до оператора A вiдносно цiєї
форми. Покладемо тепер x0(t) = tν , ν > −1. Очевидно, x0 ∈ X .
Легко пiдрахувати, що

xk(t) = (Akx0)(t) =
Γ(ν + 1)

k−1∏
m=0

(mp+ ν + 1)

Γ(kp+ ν + 1)
tkp+ν .

Покладемо тепер y0(t) = e−t. Очевидно, y0 ∈ Y. Простi пiдра-
хунки дають

y1(t) = te−t,

y2(t) = t(t+ p− 1)e−t,

· · ·

Неважко встановити, що

deg{yj(t)et} ≡ j.

Пiдрахуємо узагальненi моменти:

sk =
〈
Akx0, y0

〉
= 〈xk, y0〉 =

=

∞∫
0

Γ(ν + 1)
k−1∏
m=0

(mp+ ν + 1)

Γ(kp+ ν + 1)
tkp+νe−tdt =
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= Γ(ν + 1)
k−1∏
m=0

(mp+ ν + 1) =

= Γ(ν + 1)(ν + 1)(ν + 1 + p) · · · · · (ν + 1 + (k + 1)p) =

= Γ(ν + 1)pk
(
ν + 1
p

)(
ν + 1
p

+ 1
)
· · · · ·

(
ν + 1
p

+ k − 1
)

=

= pk
(
ν + 1
p

)
k

Γ(ν + 1). (7)

Враховуючи (5), знаменник Q̃N (z) апроксиманти Паде поряд-
ку [N − 1/N ] твiрної функцiї послiдовностi (7) з точнiстю до
сталого множника можна записати у виглядi

Q̃N (z) =
N∑
m=0

(
N

m

) (
ν+1
p

)
N(

ν+1
p

)
N−m

(−1)N−m(pz)m. (8)

З iншого боку, апроксиманту Паде порядку [N − 1/N ] вказа-
ної функцiї можна побудувати з використанням узагальненого
моментного зображення (7). Згiдно з [11] для цього необхiдно
бiортогоналiзувати послiдовностi {xk(t)}∞k=0 та {yj(t)}∞j=0 вiд-
носно бiлiнiйної форми (6), а саме: побудувати нетривiальнi
узагальненi полiноми

XN (t) =
N∑
k=0

c
(N)
k xk(t)

такi, що
∞∫

0

XN (t)yj(t)dt = 0, j = 0, N − 1. (9)

Враховуючи (1) i (9), бачимо, що

XN (t) = tνZ
(ν)
N (t; p), (10)
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де Z(ν)
N (t; p) — бiортогональнi полiноми Конхаузера. Отже,

c
(N)
k

Γ(ν + 1)
k−1∏
m=0

(mp+ ν + 1)

Γ(kp+ ν + 1)
= ξ

(N)
k . (11)

Знаменник Q̃N (z) пiсля цього може бути записаний у виглядi

Q̃N (z) =
N∑
k=0

c
(N)
k zN−k.

Враховуючи (8), маємо

c
(N)
k =

(
N

k

)(ν+1
p

)
N(

ν+1
p

)
k

(−1)kpN−k.

З (10) та (11) маємо

ξ
(N)
k =

(
N

k

)(ν+1
p

)
N(

ν+1
p

)
k

(−1)kpN−k
Γ(ν + 1)pk

(
ν+1
p

)
k

Γ(kp+ ν + 1)
=

=
(
N

k

)(ν+1
p

)
N

(−1)kpNΓ(ν + 1)

Γ(kp+ ν + 1)
,

звiдки i випливає iстиннiсть твердження теореми.
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