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ПИТАННЯ IСНУВАННЯ ЕКСТРЕМАЛЬНОГО
ЕЛЕМЕНТА ДЛЯ ЗАДАЧI НАЙКРАЩОЇ
РIВНОМIРНОЇ РАЦIОНАЛЬНОЇ АПРОКСИМАЦIЇ
КОМПАКТНОЗНАЧНОГО ВIДОБРАЖЕННЯ

В статтi розглянуто деякi теореми iснування екстремального еле-
мента для задачi найкращої рiвномiрної рацiональної апроксимацiї
неперервного компактнозначного вiдображення.

1. Постановка задачi найкращої рiвномiрної рацiо-
нальної апроксимацiї неперервного компактнозначно-
го вiдображення. Нехай S— метричний компакт, s — його
елементи, C (S) —лiнiйний над полем дiйсних чисел нормова-
ний простiр неперервних на S дiйснозначних функцiй g з нор-
мою ‖g‖ = max

s∈S
|g (s)| , K (R)— сукупнiсть непорожнiх компак-

тiв простору R :
K (R) = {K : K ⊂ R, K — компакт,K 6= ∅},
C (S,K (R)) — множина багатозначних вiдображень a

компакту S в R таких, що для кожного s∈S a (s) =Ks∈K (R)
i, крiм того, неперервних за Хаусдорфом на K (R),
a∈C (S,K (R)),

C+
|.| (S) = {g : g ∈ C (S) , |g (s)| > 0, s ∈ S} ,

C+ (S) = {g : g ∈ C (S) , g (s) > 0, s ∈ S} ,

U ⊂ C (S) , V ⊂ C+
|.| (S) ,

U

V
=
{u
υ

: u ∈ U, υ ∈ V
}
.

Задачею найкращої рiвномiрної рацiональної апроксимацiї вi-
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дображення a множиною U
V будемо називати задачу вiдшукан-

ня величини

α∗a

(
U

V

)
= inf

u∈U,
υ∈V

sup
s∈S

sup
y∈a(s)

∣∣∣∣u (s)
υ (s)

− y
∣∣∣∣ . (1)

Якщо iснують u∗ ∈ U, υ∗ ∈ V такi, що

α∗a

(
U

V

)
= sup

s∈S
sup
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ ,

то елемент u∗

υ∗ будемо називати екстремальним елементом для
величини (1).

Зрозумiло, що задачу вiдшукання величини (1) можна за-
писати в еквiвалентнiй формi:

α∗a

(
U

V

)
= inf

u∈U,
υ∈V

max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣u (s)
υ (s)

− y
∣∣∣∣ . (2)

Це випливає з неперервностi функцiї Fz = |z − y|, z ∈ R , по y
на R , компактнозначностi вiдображення a, властивостей непе-
рервної на компактi дiйснозначної функцiї та твердження 1.1
[1, с. 1603].

Оскiльки задача вiдшукання величини (1) подається у
виглядi (2), то означення екстремального елемента для цiєї
величини можна сформулювати таким чином: якщо iснують
u∗ ∈ U, υ∗ ∈ V такi, що

α∗a

(
U

V

)
= max

s∈S
max
y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ ,

то u∗

υ∗ будемо називати екстремальним елементом для величини
(2).
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У статтi розглянуто деякi теореми iснування екстремально-
го елемента для величини (2) .

Слiд зазначити, що питанням найкращої рiвномiрної апрок-
симацiї неперервних багатозначних вiдображень, в тому числi
питанням iснування екстремального елемента для цих задач,
останнiм часом придiляється належна увага. Так, зокрема, в
роботi [2] розглянуто питання про iснування в множинi бага-
тозначних полiномiв фiксованого порядку екстремального еле-
мента для задачi найкращого рiвномiрного наближення непере-
рвного багатозначного вiдображення сегмента [0, 1] у множину
опуклих компактiв простору Rl. В роботi [3] доведено теоре-
ми iснування екстремального елемента для задачi найкращо-
го рiвномiрного наближення неперервного багатозначного вi-
дображення компакту сталими вiдображеннями, в [4] — теоре-
му iснування екстремального елемента для задачi апроксимацiї
неперервного на сегментi [0, 1] сегментнозначного вiдображен-
ня множиною алгебраїчних полiномiв n -го степеня.

В роботi [1] розглянуто деякi загальнi теореми iснуван-
ня екстремального елемента для задачi найкращої рiвномiрної
апроксимацiї неперервного компактнозначного вiдображення
локально компактними множинами однозначних неперервних
вiдображень.

Основна складнiсть дослiдження питання про iснування
екстремального елемента для величини (2) полягає в тому, що
апроксимуюча множина U

V в задачi вiдшукання цiєї величини
не є, взагалi кажучи, локально компактною множиною навiть
за умови, що такими є множини U та V .

Встановленi у статтi теореми про iснування екстремального
елемента для величини (2) є узагальненням для задачi вiдшу-
кання цiєї величини теореми про iснування елемента найкращо-
го наближення неперервної на сегментi функцiї рацiональними
полiномами, наведенi, зокрема, у працi [6, с. 156-160].
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2. Теореми iснування екстремального елемента для
величини (2).

Твердження 1. Якщо
{
um
υm

}∞
m=1

— екстремальна послi-
довнiсть для величини (2), то iснує число λ > 0 таке, що

|um (s)| ≤ λ |υm (s)|

для всiх m = 1, 2, ..., s ∈ S.
Доведення. Нехай

{
um
vm

}∞
m=1

— екстремальна послiдов-
нiсть для величини (2), тобто um ∈ U , υm ∈ V , m = 1, 2, ...,
та

lim
m→∞

max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣um (s)
υm (s)

− y
∣∣∣∣ = α∗a

(
U

V

)
. (3)

Для всiх m = 1, 2, ... i s ∈ S маємо, що∣∣∣∣um (s)
υm (s)

∣∣∣∣ ≤ max
y∈a(s)

∣∣∣∣um (s)
υm (s)

− y
∣∣∣∣+ max

y∈a(s)
|y| ≤

≤ max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣um (s)
υm (s)

− y
∣∣∣∣+ max

s∈S
max
y∈a(s)

|y| .

Звiдси, з огляду на (3), робимо висновок, що iснує додатне чис-
ло λ таке, що

∣∣∣um(s)
υm(s)

∣∣∣ ≤ λ для всiх m = 1, 2, ..., s ∈ S.
Звiдки |um (s)| ≤ λ |υm (s)| для всiх m = 1, 2, ... та s ∈ S.
Твердження доведено.
Твердження 2. Нехай {um}∞m=1, {υm}

∞
m=1 збiжнi до u∗ та

υ∗ вiдповiдно послiдовностi елементiв простору C (S), причо-
му υm ∈ C+

|.| (S), m = 1, 2, ... , υ∗ ∈ C+
|.| (S).

Тодi послiдовнiсть
{
um
υm

}∞
m=1

збiгається до u∗

υ∗ .

Доведення. Оскiльки υ∗ ∈ C+
|.| (S), то min

s∈S
|υ∗ (s)| = δ1 > 0.

Нехай δ2 = 1
2δ1 . Маємо для всiх m = 1, 2, ... (див., наприклад,
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[6, c. 306]), що∣∣∣∣min
s∈S
|υm (s)| −min

s∈S
|υ∗ (s)|

∣∣∣∣ ≤ max
s∈S
|υm (s)− υ∗ (s)| = ‖υm − υ∗‖ .

Внаслiдок цього та рiвностi lim
m→∞

υm = υ∗ iснує таке натуральне
число m0, що для всiх m > m0 виконується нерiвнiсть

min
s∈S
|υm (s)| ≥ δ2.

Для всiх m > m0 та s ∈ S, беручи до уваги цю нерiвнiсть,
отримуємо∣∣∣∣um (s)

υm (s)
− u∗ (s)
υ∗ (s)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣um (s) υ∗ (s)− u∗ (s) υm (s)

υm (s) υ∗ (s)

∣∣∣∣ =

=
|um (s) υ∗ (s)− u∗ (s) υm (s)|

|υm (s)| |υ∗ (s)|
=

=
|(um (s)− u∗ (s)) υ∗ (s) + u∗ (s) (υ∗ (s)− υm (s))|

|υm (s)| |υ∗ (s)|
≤

≤ ‖um − u
∗‖ ‖υ∗‖+ ‖u∗‖ ‖υ∗ − υm‖

δ22
.

Оскiльки lim
m→∞

um = u∗, lim
m→∞

υm = υ∗, то звiдси випливає, що

lim
m→∞

um
υm

=
u∗

υ∗
.

Твердження доведено.
Для υ ∈ C (S), υ 6= 0, через Sυ будемо позначати таку мно-

жину: Sυ = {s : s ∈ S, υ (s) 6= 0}.
Теорема 1. Якщо для деякої екстремальної послiдовно-

стi
{
um
υm

}∞
m=1

для величини (2) iснує пiдпослiдовнiсть {mk}∞k=1
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послiдовностi натуральних чисел така, що lim
k→∞

umk = u∗,
lim
k→∞

υmk = υ∗, υ∗ 6= 0, множина Sυ∗ щiльна в S i, крiм того,
iснують û ∈ U , υ̂ ∈ V такi, що

û (s)
υ̂ (s)

=
u∗ (s)
υ∗ (s)

, s ∈ Sυ∗ , (4)

то û
υ̂ буде екстремальним елементом для величини (2).
Доведення. Нехай виконуються умови теореми. Доведемо,

що û
υ̂ буде екстремальним елементом для величини (2). Для

s ∈ Sυ∗ , k = 1, 2, ... маємо (див., наприклад, [6, c. 306] )∣∣∣∣max
y∈a(s)

∣∣∣∣umk (s)
υmk (s)

− y
∣∣∣∣− max

y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

6

∣∣∣∣umk (s)
υmk (s)

− u∗ (s)
υ∗ (s)

∣∣∣∣ .
Оскiльки lim

k→∞
umk = u∗, lim

k→∞
υmk = υ∗, то, враховуючи останню

нерiвнiсть та умову (4), робимо висновок, що для всiх s ∈ Sυ∗

lim
k→∞

max
y∈a(s)

∣∣∣∣umk (s)
υmk (s)

− y
∣∣∣∣ = max

y∈a(s)

∣∣∣∣ û (s)
υ̂ (s)

− y
∣∣∣∣ .

Звiдси, з урахуванням рiвностi (3) , одержуємо

max
y∈a(s)

∣∣∣∣ û (s)
υ̂ (s)

− y
∣∣∣∣ 6 α∗a

(
U

V

)
, s ∈ Sυ∗ . (5)

Нехай тепер s ∈ S\Sυ∗ i послiдовнiсть {tsl }
∞
l=1, t

s
l ∈ Sυ∗ , l =

= 1, 2, ..., така, що
lim
l→∞

tsl = s.



Питання iснування екстремального елемента . . . 55

На пiдставi того, що для кожного g ∈ C (S) функцiя Φg
a (s) =

= max
y∈a(s)

|g (s)− y|, s ∈ S, є неперервною по s на S (див. [1,

с. 1603]), враховуючи (5), робимо висновок, що

lim
l→∞

max
y∈a(tsl )

∣∣∣∣∣ û (tsl )
υ̂
(
tsl
) − y∣∣∣∣∣ =

= max
y∈a(s)

∣∣∣∣ û (s)
υ̂ (s)

− y
∣∣∣∣ 6 α∗a

(
U

V

)
, s ∈ S\Sυ∗ . (6)

Далi, з (5) та (6) випливає, що

max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣ û (s)
υ̂ (s)

− y
∣∣∣∣ 6 α∗a

(
U

V

)
.

Оскiльки û ∈ U , υ̂ ∈ V , то це означає, що û
υ̂ буде екстремальним

елементом для величини (2).
Теорему доведено.
Наслiдок 1. Якщо в задачi вiдшукання величини (2) для

деякої екстремальної послiдовностi
{
um
υm

}∞
m=1

для цiєї величи-
ни iснує пiдпослiдовнiсть {mk}∞k=1 послiдовностi натуральних
чисел така, що lim

k→∞
umk = u∗ ∈ U , lim

k→∞
υmk = υ∗ ∈ V , то u∗

υ∗

буде екстремальним елементом для величини (2).
Справедливiсть наслiдку випливає з теореми 1, якщо в цiй

теоремi покласти û = u∗, υ̂ = υ∗.
Наслiдок 2. Нехай в задачi вiдшукання величини (2) U—

локально компактна, а V —вiдносно компактна множини
простору C (S).

Якщо для довiльних елементiв u∗ ∈ U , υ∗ ∈ V таких, що
|u∗ (s)| 6 λ |υ∗ (s)| для всiх s ∈ S i деякого λ > 0 , υ∗ 6= 0,
множина Sυ∗ щiльна в S i, крiм того, iснують û ∈ U , υ̂ ∈ V ,
для яких

û (s)
υ̂ (s)

=
u∗ (s)
υ∗ (s)

, s ∈ Sυ∗ , (7)
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то екстремальний елемент для величини (2) iснує.
Доведення. Нехай

{
um
υm

}∞
m=1

— екстремальна послiдов-
нiсть для величини (2). Згiдно з твердженням 1 iснує додатне
число λ таке, що |um (s)| 6 λ |υm (s)| для всiх m = 1, 2, ... ,
s ∈ S.

Оскiльки V — вiдносно компактна множина простору C (S),
то iснує додатне число δ таке, що‖υ‖ 6 δ для всiх υ ∈ V . Тому,
враховуючи попередню нерiвность, приходимо до висновку, що
‖um‖ 6 λδ, m = 1, 2, ....

Внаслiдок локальної компактностi множини U , вiдносної
компактностi множини V з послiдовностей {um}∞m=1, {υm}

∞
m=1

можна вибрати збiжнi до u∗ ∈ U , υ∗ ∈ V вiдповiдно пiдпо-
слiдовностi {umk}

∞
k=1, {υmk}

∞
k=1 (див., наприклад, [6, c. 21], [7,

с. 48]).
Оскiльки |umk (s)| 6 λ |υmk (s)| для всiх k = 1, 2, ..., i s ∈ S,

то |u∗ (s)| 6 λ |υ∗ (s)| для всiх s ∈ S.
Згiдно з умовою наслiдку υ∗ 6= 0, множина Sυ∗ щiльна в S

i, крiм того, iснують û ∈ U , υ̂ ∈ V , якi задовольняють умову
(7).

Згiдно з теоремою 1 û
υ̂ є екстремальним елементом для

величини (2).
Наслiдок доведено.
Наслiдок 3. Якщо U — замкнена локально компактна

множина простору C (S), а V — компакт простору C (S), то
екстремальний елемент для величини (2) iснує.

Справедливiсть наслiдку випливає з наслiдку 2.
Наслiдок 4. Нехай U — скiнченновимiрний пiдпростiр

простору C (S), а V— компакт простору C (S). Тодi екстре-
мальний елемент для величини (2) iснує.

Справедливiсть наслiдку випливає з наслiдку 3, оскiльки
скiнченновимiрний пiдпростiр є локально компактною та за-
мкненою множиною (див., наприклад, [6, c. 21]).
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Наслiдок 5. Нехай U та P — скiнченновимiрнi пiдпро-
стори простору C (S), V є обмеженою замкненою множиною
пiдпростору P . Тодi екстремальний елемент для величини (2)
iснує.

Справедливiсть наслiдку випливає з наслiдку 4, оскiльки
обмежена замкнена множина скiнченновимiрного пiдпростору
є компактом.

Теорема 2. Якщо в задачi вiдшукання величини (2) для
деякої екстремальної послiдовностi

{
um
υm

}∞
m=1

для цiєї величи-
ни iснує пiдпослiдовнiсть {mk}∞k=1 послiдовностi натуральних

чисел така, що послiдовностi
{

υmk
‖υmk‖

}∞
k=1

,
{

umk
‖υmk‖

}∞
k=1

ма-

ють при k →∞ границi, рiвнi вiдповiдно υ∗, u∗, причому мно-
жина Sυ∗ щiльна в S, та крiм того, iснують û ∈ U , υ̂ ∈ V ,
для яких

û (s)
υ̂ (s)

=
u∗ (s)
υ∗ (s)

, s ∈ Sυ∗ , (8)

то û
υ̂ буде екстремальним елементом для величини (2).
Доведення. Нехай виконуються умови теореми. Доведемо,

що û
υ̂ буде екстремальним елементом для величини (2). Для

s ∈ Sυ∗ , k = 1, 2, ... маємо (див., наприклад, [6, c. 306] )∣∣∣∣max
y∈a(s)

∣∣∣∣umk (s)
υmk (s)

− y
∣∣∣∣− max

y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣∣∣∣∣ 6

6

∣∣∣∣umk (s)
υmk (s)

− u∗ (s)
υ∗ (s)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣umk (s) · ‖υmk‖
−1

υmk (s) · ‖υmk‖
−1 −

u∗ (s)
υ∗ (s)

∣∣∣∣∣ .
Оскiльки lim

k→∞

umk
‖υmk‖

= u∗, lim
k→∞

υmk
‖υmk‖

= υ∗, то з останньої

рiвностi та умови (8) теореми робимо висновок, що для всiх
s ∈ Sυ∗

lim
k→∞

max
y∈a(s)

∣∣∣∣umk (s)
υmk (s)

− y
∣∣∣∣ = max

y∈a(s)

∣∣∣∣u∗ (s)
υ∗ (s)

− y
∣∣∣∣ = max

y∈a(s)

∣∣∣∣ û (s)
υ̂ (s)

− y
∣∣∣∣ .
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Звiдси, враховуючи (3), одержуємо, що

max
y∈a(s)

∣∣∣∣ û (s)
υ̂ (s)

− y
∣∣∣∣ 6 α∗a

(
U

V

)
, s ∈ Sυ∗ . (9)

Нехай тепер s ∈ S\Sυ∗ i послiдовнiсть {tsl }
∞
l=1, t

s
l ∈ Sυ∗ , l =

= 1, 2, ..., така, що lim
l→∞

tsl = s.

На пiдставi того, що для будь-якого g ∈ C (S) функцiя
Φg
a (s) = max

y∈a(s)
|g (s)− y|, s ∈ S, є неперервною по s на S (див.

[1, с. 1603]) можемо, використовуючи (9), прийти до висновку,
що

lim
l→∞

max
y∈a(tsl )

∣∣∣∣∣ û (tsl )
υ̂
(
tsl
) − y∣∣∣∣∣ =

= max
y∈a(s)

∣∣∣∣ û (s)
υ̂ (s)

− y
∣∣∣∣ 6 α∗a

(
U

V

)
, s ∈ S\Sυ∗ . (10)

Далi, з (9), (10) випливає, що

max
s∈S

max
y∈a(s)

∣∣∣∣ û (s)
υ̂ (s)

− y
∣∣∣∣ 6 α∗a

(
U

V

)
.

Оскiльки û ∈ U , υ̂ ∈ V , то це означає, що û
υ̂ буде екстремальним

елементом для величини (2).
Теорему доведено.
Наслiдок 6. Якщо для деякої екстремальної послiдовностi{

um
υm

}∞
m=1

для величини (2) iснує пiдпослiдовнiсть {mk}∞k=1 по-

слiдовностi натуральних чисел така, що lim
k→∞

υmk
‖υmk‖

= υ∗ ∈ V ,

lim
k→∞

umk
‖υmk‖

= u∗ ∈ U , то u∗

υ∗ буде екстремальним елементом

для величини (2).
Справедливiсть наслiдку випливає з теореми 2, якщо в цiй

теоремi вважати û = u∗, υ̂ = υ∗.
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Наслiдок 7. Якщо в задачi вiдшукання величини (2) U—
замкнений локально компактний конус (в тому числi скiнчен-
новимiрний пiдпростiр) простору C (S) та для деякої екстре-
мальної послiдовностi

{
um
υm

}∞
m=1

для цiєї величини iснує част-

кова границя послiдовностi
{

υm
‖υm‖

}∞
m=1

, яка належить V , то
екстремальний елемент для величини (2) iснує.

Доведення. Нехай υ∗— часткова границя послiдовностi{
υm
‖υm‖

}∞
m=1

, про яку йде мова в наслiдку, i lim
k→∞

υmk
‖υmk‖

= υ∗ ∈ V .

Згiдно з твердженням 1 iснує число λ > 0 таке, що

|umk (s)| 6 λ |υmk (s)| , k = 1, 2, ..., s ∈ S.

Звiдси випливає, що
∥∥∥∥ umk
‖υmk‖

∥∥∥∥ 6 λ для всiх k = 1, 2, ....

Оскiльки umk
‖υmk‖

∈ U ( U конус) та U - є замкненою локально

компактною множиною, то з послiдовностi
{

umk
‖υmk‖

}∞
k=1

мож-

на видiлити пiдпослiдовнiсть

{
umkl∥∥∥υmkl ∥∥∥

}∞
l=1

, яка збiгається до

u∗ ∈ U . Враховуючи, що lim
k→∞

υmkl∥∥∥υmkl ∥∥∥ = υ∗ ∈ V , використовуючи

наслiдок 6, можна зробити висновок, що u∗

υ∗ є екстремальним
елементом для величини (2).

Наслiдок доведено.
Наслiдок 8. Нехай U та V — локально компактнi кону-

си простору C (S). Тодi, якщо для довiльних елементiв u∗∈Ū ,
υ∗ ∈ V̄ , υ∗ 6= 0, таких, що |u∗ (s)| 6 λ |υ∗ (s)| для всiх s ∈ S i де-
якого λ > 0, множина Sυ∗ щiльна в S, та крiм того, iснують
û ∈ U , υ̂ ∈ V такi, що

û (s)
υ̂ (s)

=
u∗ (s)
υ∗ (s)

, s ∈ Sυ∗ , (11)
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то екстремальний елемент для величини (2) iснує.
Доведення. Нехай

{
um
υm

}∞
m=1

— екстремальна послiдов-
нiсть для величини (2). Вiдповiдно до твердження 1 iснує число
λ > 0 таке, що

|um (s)| 6 λ |υm (s)| ,m = 1, 2, ..., s ∈ S. (12)

Оскiльки
∥∥∥ υm
‖υm‖

∥∥∥ = 1 , υm
‖υm‖ ∈ V ( V — конус), m = 1, 2, ..., i V є

локально компактною множиною, то iснує збiжна до υ∗ пiдпо-

слiдовнiсть
{

υmk
‖υmk‖

}∞
k=1

послiдовностi
{

υm
‖υm‖

}∞
m=1

. Зрозумiло,

що υ∗ ∈ V , ‖υ∗‖ = 1 .
З нерiвностi (12) випливає, що

∥∥∥ um
‖υm‖

∥∥∥ 6 λ для всiх m =
= 1, 2, .... Оскiльки um

‖υm‖ ∈ U (U - конус), m = 1, 2, ..., i U є
локально компактною множиною, то iснує збiжна до u∗ пiдпо-

слiдовнiсть послiдовностi
{

umk
‖υmk‖

}∞
k=1

. Не обмежуючи загаль-

ностi, будемо вважати, що lim
k→∞

umk
‖υmk‖

= u∗.

Зрозумiло, що u∗ ∈ U та вiдповiдно до (12) |u∗ (s)| ≤
6 λ |υ∗ (s)|, s ∈ S. Згiдно з умовою наслiдку Sυ∗ щiльна в S. З
урахуванням цього, спiввiдношення (11) та теореми 2, робимо
висновок, що û

υ̂ буде екстремальним елементом для величини
(2).

Наслiдок доведено.
Наслiдок 9. Нехай U та P — скiнченновимiрнi пiдпросто-

ри простору C (S), V — конус, який включається у множину
P ∩ C+

|.| (S).
Тодi, якщо для довiльних елементiв u∗ ∈ U , υ∗ ∈ V , υ∗ 6= 0,

таких, що |u∗ (s)| 6 λ |υ∗ (s)| для всiх s ∈ S i деякого λ > 0,
множина Sυ∗ щiльна в S, та крiм того, iснують û ∈ U , υ̂ ∈ V
такi, що має мiсце спiввiдношення (11), то екстремальний
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елемент для величини (2) iснує.
Справедливiсть наслiдку випливає з наслiдку 8, якщо

врахувати, що U та V є локально компактними конусами про-
стору C (S) та U = U .

3. Задача вiдшукання величини (2) у дiйс-
нiй областi. Розглянемо окремий випадок задачi (2), коли

S =
n⋃
i=1

[ai, bi], де ai, bi, i = 1, n, — дiйснi числа, для яких ai < bi,

i = 1, n , bi < ai+1, i = 1, n− 1 ,

U =
{
u : u (s) =

r∑
j=0

αjs
j , s ∈ S, αj ∈ R, j = 0, r

}
,

P =
{
υ : υ (s) =

l∑
k=0

βks
k, s ∈ S, βk ∈ R, k = 0, l

}
,

V ⊂ P ∩ C+
|.| (S).

Задачу вiдшукання величини (2) у цьому випадку будемо
називати задачею вiдшукання величини (2) у дiйснiй областi.

Теорема 3. Нехай в задачi вiдшукання величини (2) у дiйс-
нiй областi V = P ∩C+

|.| (S). Тодi екстремальний елемент для
цiєї величини iснує.

Доведення. Переконаємось, що у цьому випадку викону-
ються умови наслiдку 9. Дiйсно U та P є скiнченнновимiрними
пiдпросторами простору C (S), V = P ∩ C+

|.| (S) i V— конус.
Нехай u∗ ∈ U , υ∗ ∈ V , υ∗ 6= 0. Оскiльки V ⊂ P , то u∗, υ∗ —

многочлени, степенi яких не перевищують r та l вiдповiдно,
причому υ∗ є ненульовим многочленом. Тодi вiн має не бiльше
нiж l дiйсних коренiв. Тому множина Sυ∗ щiльна в S. Припу-
стимо, що |u∗ (s)| 6 λ |υ∗ (s)| для всiх s ∈ S i деякого λ > 0.
Зрозумiло, що многочлен υ∗ (s) можна записати у виглядi

υ∗ (s) = (s− s1)k1 ... (s− sν)kν υ̂ (s) ,
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де s1, ..., sν — дiйснi коренi υ∗ кратностi вiдповiдно k1, ..., kν , що
належать S, а υ̂ ∈ V . Внаслiдок нерiвностi |u∗ (s)| 6 λ |υ∗ (s)|
для всiх s ∈ S матимемо, що

|u∗ (s)| 6 λ |s− s1|k1 ... |s− sυ|kυ |υ̂ (s)| , s ∈ S. (13)

Зрозумiло, що тодi s1 є коренем многочлена u∗. Тому u∗ (s) =
= (s− s1)u∗1 (s), s ∈ S, де u∗1 ∈ U . З урахуванням цього та
нерiвностi (13) робимо висновок, що

|u∗1 (s)| 6 λ |s− s1|k1−1 |s− s2|k2 ... |s− sυ|kν |υ̂ (s)|

для всiх s ∈ S. Тодi s1 є коренем многочлена u∗1. Тому u∗1 (s) =
= (s− s1)u∗2 (s), a u∗ (s) = (s− s1)2 u∗2 (s) , s ∈ S, де u∗2 ∈ U .
Аналогiчно отримуємо, що

u∗ (s) = (s− s1)k1 u∗k1 (s) , s ∈ S, u∗k1 ∈ U,

i ∣∣u∗k1 (s)
∣∣ 6 λ |s− s2|k2 ... |s− sν |kν |υ̂ (s)| , s ∈ S.

Проводячи подiбнi мiркування щодо многочлена u∗k1 та кореня
s2 тощо, будемо мати

u∗ (s) = (s− s1)k1 (s− s2)k2 ... (s− sν)kν û (s) , s ∈ S,

причому û ∈ U .
Для û ∈ U , υ̂ ∈ V маємо, що для всiх s ∈ Sυ∗

û (s)
υ̂ (s)

=
(s− s1)k1 (s− s2)k2 ... (s− sν)kν û (s)

(s− s1)k1 (s− s2)k2 ... (s− sν)kν υ̂ (s)
=
u∗ (s)
υ∗ (s)

.

Згiдно з наслiдком 9 екстремальний елемент для величини (2)
в цьому випадку iснує.

Теорему доведено.
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Tеорема 4. Нехай в задачi вiдшукання величини (2) в дiйс-
нiй областi S = [a, b], V = P ∩ C+ (S). Тодi екстремальний
елемент для цiєї величини iснує.

Доведення. Переконаємось, що у цьому випадку викону-
ються умови наслiдку 9. Дiйсно U та P є скiнченнновимiрними
пiдпросторами простору C (S), V = P ∩ C+ (S) ⊂ P ∩ C+

|.| (S),
V— конус. Нехай u∗ ∈ U , υ∗ ∈ V , υ∗ 6= 0. Оскiльки V ⊂ P ,
то u∗, υ∗ — многочлени, степенi яких не перевищують r та l
вiдповiдно, причому υ∗ (s) > 0, s ∈ [a, b], υ∗ є ненульовим мно-
гочленом. Тодi вiн має не бiльше нiж l дiйсних коренiв. Тому
множина Sυ∗ щiльна в S = [a, b].

Припустимо, що |u∗ (s)| 6 λ |υ∗ (s)| = λυ∗ (s) для всiх
s ∈ S = [a, b] i деякого λ > 0. Зрозумiло, що многочлен υ∗ (s)
можна подати у виглядi

υ∗ (s) = (s− s1)k1 ... (s− sν)kν υ̂ (s) , s ∈ S,

де s1, ..., sν — всi дiйснi коренi многочленна υ∗ кратностi вiд-
повiдно k1, ..., kν , що належать [a, b], υ̂ ∈ P , причому υ̂ зберiгає
знак на [a, b].

Дiйсно, якби многочлен υ̂ в рiзних точках s̃1, s̃2 ∈ [a, b]
набував значення з рiзними знаками, то iснувала б точка
s̃0 ∈ [a, b] така, що υ̂ ( s̃0 ) = 0. Це означає, що s̃0 є дiйсним ко-
ренем υ̂ , вiдмiнним вiд коренiв s1, ..., sν , якщо s̃0 6= si, i = 1, ν,
або ж при s̃0 = si0 , i0 ∈ {1, 2, ..., ν}, si0 є коренем кратностi
ki0 + 1 многочлена υ∗, що суперечить нашому припущенню.

Припустимо, що υ̂ (s) > 0 для всiх s ∈ [a, b]. Тодi, як i при
доведеннi теореми 3, переконуємось, що

u∗ (s) = (s− s1)k1 (s− s2)k2 ... (s− sν)kν û (s) , s ∈ S,

причому û ∈ U .
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Для û ∈ U , υ̂ ∈ V маємо, що для всiх s ∈ Sυ∗

û (s)
υ̂ (s)

=
u∗ (s)
υ∗ (s)

.

Згiдно з наслiдком 9 екстремальний елемент для величини (2)
в цьому випадку iснує. Якщо ж υ̂ (s) < 0 для всiх s ∈ [a, b], то
(−υ̂) (s) > 0 для всiх s ∈ [a, b]. Тому (−υ̂) ∈ V . Зрозумiло, що
(−û) ∈ U . Для (−û) ∈ U , (−υ̂) ∈ V маємо, що для всiх s ∈ Sυ∗

(−û) (s)
(−υ̂) (s)

=
û (s)
υ̂ (s)

=
(s− s1)k1 (s− s2)k2 ... (s− sν)kν û (s)

(s− s1)k1 (s− s2)k2 ... (s− sν)kν υ̂ (s)
=
u∗ (s)
υ∗ (s)

.

Згiдно з наслiдком 9 екстремальний елемент для величини (2)
iснує i в цьому випадку. Теорему доведено.
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