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ПРО НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ
КЛАСУ ГЕЛЬДЕРА ЇХ БIГАРМОНIЙНИМИ
IНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА
В РIВНОМIРНIЙ ТА IНТЕГРАЛЬНIЙ МЕТРИКАХ∗

Отримано точне значення верхньої межi вiдхилення бiгармонiйно-
го iнтеграла Пуассона вiд функцiй класу Гельдера H1 в рiвномiрнiй
та iнтегральнiй метриках.

Через L1
2π i C2π = L∞2π будемо позначати класи 2π-

перiодичних вiдповiдно iнтегровних та неперервних функцiй
з нормами

‖f‖1 =

π∫
−π

|f(x)|dx, ‖f‖∞ = max
x∈R
|f (x)|.

Множину функцiй f ∈ Lp2π, p = 1,∞, якi задовольняють
нерiвнiсть

‖f(x+ t)− f(x)‖p ≤ |t|, (1)

будемо позначати, як прийнято, через H1
p i називати класом

Гельдера. Якщо ж f ∈ Lp2π, p = 1,∞, i виконується нерiвнiсть

‖f(x+ t)− 2f(x) + f(x− t)‖p ≤ 2|t|,

то множину таких функцiй позначають через H2
p i називають

класом квазiгладких функцiй [1].
Для 2π-перiодичної сумовної функцiї f через A2(ρ), 0≤ρ<1,

∗Частково пiдтримано Державним фондом фундаментальних дослiджень
України (проект 25.1/043).

c© С.Б.Гембарська, К. М. Жигалло, 2007



38 С.Б.Гембарська, К.М. Жигалло

будемо позначати (див., наприклад, [2]) бiгармонiйний iнтеграл
Пуассона:

A2(ρ) = A2(ρ, f, x) =
1
π

π∫
−π

f(t+ x)Pρ(t)dt,

де Pρ(t) = 1
2 +

∞∑
k=1

(
1 + k

2

(
1− ρ2

))
ρk cos kt — бiгармонiйне ядро

Пуассона. Покладемо ρ = e−
1
δ , δ > 0, i надалi бiгармонiйний

iнтеграл Пуассона будемо записувати у виглядi

A2,δ(f, x) =
1
π

π∫
−π

f(t+ x)Pδ(t)dt,

де Pδ(t) = 1
2 +

∞∑
k=1

(
1 + k

2

(
1− e−

2
δ

))
e−

k
δ cos kt, як i ранiше, —

бiгармонiйне ядро Пуассона.
В данiй роботi вивчається поведiнка величин

E
(
Hν
p ;A2,δ

)
p

= sup
f∈Hν

p

‖A2,δ(f, x)− f(x)‖p , (2)

коли δ →∞, ν = 1, 2, p = 1,∞.
Якщо в явному виглядi знайдена функцiя ϕ(δ) = ϕ(Hν

p ; δ)
така, що при δ →∞, p = 1,∞, та ν = 1, 2,

E
(
Hν
p ;A2,δ

)
p

= ϕ(δ) + o (ϕ(δ)) ,

то, наслiдуючи О.I. Степанця [3, c. 198], будемо казати, що роз-
в’язана задача Колмогорова—Нiкольського для бiгармонiйного
iнтеграла Пуассона на класi Hν

p , ν = 1, 2, p = 1,∞.
С. Канiєв [4] для величини E

(
H2
∞;A2(ρ)

)
при ρ → 1 − 0

встановив таку асимптотичну рiвнiсть:
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E
(
H2
∞;A2(ρ)

)
∞ =

2
π

(1− ρ) +
ερ
π
, ερ = o(1− ρ). (3)

В роботi P.Pych [5] отримано такий результат:

E
(
H2
∞;A2(ρ)

)
∞=

2
π

(1−ρ)+O
(

(1−ρ)2 ln
1

1−ρ

)
, ρ→ 1−0. (4)

При наближеннi функцiй класу H2
∞ їх бiгармонiйними iнтегра-

лами Пуассона оцiнки (3) i (4) дають можливiсть встановити
першу асимптотичну константу (константу Колмогорова — Нi-
кольського) (див. [6]). Пiзнiше в роботi Л.П. Фалалєєва [7] було
отримано повнi асимптотичнi розклади для верхнiх граней вiд-
хилення функцiй iз класу H1

∞ вiд їх бiгармонiйного iнтеграла
Пуассона за степенями 1−ρ, ρ→ 1−0 , що дозволяє виписувати
константу Колмогорова — Нiкольського як завгодно високого
порядку малостi. Метою даної роботи є отримання точних зна-
чень верхньої межi вiдхилення бiгармонiйного iнтеграла Пуас-
сона вiд функцiй класу Гельдера Hν

p , p = 1,∞, ν = 1, 2, в
рiвномiрнiй та iнтегральнiй метриках.

Теорема. При δ →∞ має мiсце рiвнiсть

E
(
H1
p ;A2,δ

)
p

=
1− e−

2
δ

π

∞∫
π

[t]2π
t2

dt+

+

(
2
πδ
− 2

1− e−
2
δ

π

) ∞∑
k=1

(−1)k+1

∞∫
π

[t]2π
t2k

dt

(
1
δ

)2k−2

+

+
1−e−

2
δ

π

∞∑
k=0

(−1)k
1
π2k

(
1
δ

)2k

+

(
2
πδ
−1−e−

2
δ

π

)
(ln δ+ lnπ) +
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+

(
2
πδ
− 1− e−

2
δ

π

) ∞∑
k=1

(−1)k−1 1
2kπ2k

(
1
δ

)2k

, (5)

де p = 1,∞, а символ [f(t)]2π означає парне 2π-перiодичне про-
довження функцiї f(t).

Доведення. Покажемо спочатку справедливiсть рiвностi

(5) для випадку p =∞. Оскiльки 1
π

π∫
−π

Pδ(t)dt = 1, то

A2,δ(f, x)− f(x) =
1
π

π∫
−π

(f(t+ x)− f(x))Pδ(t)dt.

Звiдси, в силу (1), отримаємо оцiнку:

E
(
H1
∞;A2,δ

)
∞ ≤

1
π

π∫
−π

|t|Pδ(t)dt.

Крiм того, можемо записати

E
(
H1
∞;A2,δ

)
∞ = sup

f∈H1
∞

‖A2,δ(f, 0)− f(0)‖∞ ,

i оскiльки в класi H1
∞ iснує функцiя перiоду 2π, яка дорiвнює

|t| на вiдрiзку [−π, π] i для якої попередня нерiвнiсть перетво-
рюється в рiвнiсть, то

E
(
H1
∞;A2,δ

)
∞=

1
π

π∫
−π

|t|

(
1
2

+
∞∑
k=1

(
1+

k

2

(
1−e−

2
δ

))
e−

k
δ cos kt

)
dt =

=
2
π

π∫
0

tPδ(t)dt. (6)
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Нехай

Φδ(u) =

√
2
π

∞∫
0

ϕδ(z) cos zudz

— косинус-перетворення Фур’є функцiї

ϕδ(z) =
(

1 +
z

2

(
1− e−

2
δ

))
e−

z
δ cos zt =

= e−
z
δ cos zt+

1− e−
2
δ

2
ze−

z
δ cos zt = ϕδ1(z) + ϕδ2(z).

Аналогiчно, як у роботi [8], можна показати, що косинус-
перетворення Фур’є функцiї ϕδ1(z) має вигляд:

Φδ1(u) =
1
δ√
2π

[
1(

1
δ

)2 + (t− u)2
+

1(
1
δ

)2 + (t+ u)2

]
. (7)

Далi,

Φδ2(u) =
1− e−

2
δ

2
1√
2π

 ∞∫
0

ze−
z
δ cos z(u+ t)dz+

+

∞∫
0

ze−
z
δ cos z(u− t)dz

 . (8)

Двiчi iнтегруючи за частинами, знаходимо

F1 =

∞∫
0

ze−
z
δ cos z(u+ t)dz =

1
u+ t

− ∞∫
0

e−
z
δ sin z(u+ t)dz+
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+
1
δ

∞∫
0

ze−
z
δ sin z(u+ t)dz

 =
1

u+ t

(
1

u+ t

[
e−

z
δ cos z(u+ t)|∞0 +

1
δ

∞∫
0

e−
z
δ cos z(u+ t)dz

]
− 1
δ

1
u+ t

[
ze−

z
δ cos z(u+ t)|∞0 −

−
∞∫
0

(
e−

z
δ − 1

δ
ze−

z
δ

)
cos z(u+ t)dz

])
=

1
u+ t

[
− 1
u+ t

+

+
2
δ

1
u+ t

1
δ

(u+ t)2 +
(

1
δ

)2 − (1
δ

)2 1
u+ t

F1

]
.

Звiдси отримуємо, що

F1 +
(

1
δ

)2( 1
u+ t

)2

F1 = − 1
(u+ t)2

+
2
δ

1
(u+ t)2

1
δ(

1
δ

)2 + (t+ u)2

або

F1 =
1
δ2
− (u+ t)2(

1
δ2

+ (u+ t)2
)2 . (9)

Тодi iнтеграл F2 =
∞∫
0

ze−
z
δ cos z(u − t)dz можна записати у

виглядi:

F2 =

∞∫
0

ze−
z
δ cos z(u− t)dz =

(
1
δ

)2 − (u− t)2((
1
δ

)2 + (u− t)2
)2 . (10)
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Враховуючи спiввiдношення (8)–(10), можемо записати, що

Φδ2(u) =
1− e−

2
δ

2
1√
2π

 (
1
δ

)2 − (u+ t)2((
1
δ

)2 + (u+ t)2
)2 +

+

(
1
δ

)2 − (u− t)2((
1
δ

)2 + (u− t)2
)2

 .
Звiдси i з (7) випливає, що

Φδ(u) =
1√
2π

[
1
δ(

1
δ

)2 + (t− u)2
+

1
δ(

1
δ

)2 + (t+ u)2
+

+
1− e−

2
δ

2

( (
1
δ

)2 − (t+ u)2((
1
δ

)2 + (t+ u)2
)2 +

(
1
δ

)2 − (t− u)2((
1
δ

)2 + (t− u)2
)2

)]

Застосовуючи формулу пiдсумовування Пуассона (див., на-
приклад, [9, с.82 ] ) отримуємо, що

Pδ(t) =
√

2π

(
1
2

Φδ(0) +
∞∑
k=1

Φδ(2πk)

)
. (11)

Враховуючи спiввiдношення (11), бiгармонiйний iнтеграл
Пуассона можемо записати у виглядi

A2,δ(f, x) =
1
π

π∫
−π

f(t+ x)


1
δ(

1
δ

)2 + t2
+

1− e−
2
δ

2

(
1
δ

)2 − t2((
1
δ

)2 + t2
)2 +

+
∞∑
k=1

[
1
δ(

1
δ

)2 + (t− 2πk)2
+

1
δ(

1
δ

)2 + (t+ 2πk)2
+
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+
1−e−

2
δ

2

 (
1
δ

)2− (t+2πk)2((
1
δ

)2 + (t+2πk)2
)2 +

(
1
δ

)2− (t−2πk)2((
1
δ

)2 + (t−2πk)2
)2



 dt=

=
1
π

∞∫
−∞

[f(t+x)]2π

 1
δ(

1
δ

)2 +t2
+

1−e−
2
δ

2

(
1
δ

)2−t2((
1
δ

)2 +t2
)2

 dt, (12)

де [f(t+ x)]2π— парне 2π-перiодичне продовження функцiї
f(t+ x) iз [−π, π] на всю числову вiсь.

Повертаючись до рiвностi (6) iз використанням (12), будемо
мати:

E
(
H1
∞;A2,δ

)
∞=

2
π

∞∫
0

[t]2π

(
1
δ(

1
δ

)2 +t2
+

1−e−
2
δ

2

(
1
δ

)2−t2((
1
δ

)2 +t2
)2

)
dt=

=
2
πδ

π∫
0

t(
1
δ

)2 + t2
dt+

1− e−
2
δ

π

π∫
0

t

(
1
δ

)2 − t2((
1
δ

)2 + t2
)2dt+

+
2
πδ

∞∫
π

[t]2π(
1
δ

)2 + t2
dt+

1− e−
2
δ

π

∞∫
π

[t]2π

(
1
δ

)2 − t2((
1
δ

)2 + t2
)2dt =

= I1 + I2 + I3 + I4. (13)

Знайдемо розклади iнтегралiв Ii, i = 1, 4, за степенями 1
δ .

I1 =
2
πδ

π∫
0

t(
1
δ

)2 + t2
dt =

1
πδ

π∫
0

d
((

1
δ

)2 + t2
)

(
1
δ

)2 + t2
=

=
1
πδ

(
ln

((
1
δ

)2

+ π2

)
− ln

(
1
δ

)2
)

=
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=
2
πδ

(ln δ + lnπ) +
1
πδ

∞∑
k=1

(−1)k−1

kπ2k

(
1
δ

)2k

.

Розглянемо iнтеграл I2:

I2 =
1− e−

2
δ

π

π∫
0

t

(
1
δ

)2 − t2((
1
δ

)2 + t2
)2dt =

=
1− e−

2
δ

π

(1
δ

)2
π∫

0

t((
1
δ

)2 + t2
)2dt−

π∫
0

t3((
1
δ

)2 + t2
)2dt

 =

=
1− e−

2
δ

π

((
1
δ

)2

I
′
2 − I

′′
2

)
. (14)

Далi,

I
′
2=

π∫
0

t((
1
δ

)2 +t2
)2dt=

1
2

π∫
0

d
(

1
δ2

+t2
)(

1
δ2

+t2
)2 dt=−1

2

(
1

1
δ2

+π2
−δ2

)
.

(15)
Здiйснивши замiну змiнної x =

(
1
δ

)2 + t2, отримаємо

I
′′
2 =

π∫
0

t3((
1
δ

)2 + t2
)2dt =

1
2

1
δ2

+π2∫
1
δ2

x− 1
δ2

x2
dx =

=
1
2

1
δ2

+π2∫
1
δ2

dx

x
− 1

2δ2

1
δ2

+π2∫
1
δ2

dx

x2
=
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=
1
2

(
ln

((
1
δ

)2

+ π2

)
− ln

(
1
δ

)2

+
(

1
δ

)2
(

1
1
δ2

+ π2
− δ2

))
=

= ln δ+ lnπ+
1
2

( ∞∑
k=1

(−1)k−1

kπ2k

(
1
δ

)2k

+
(

1
δ

)2
(

1
1
δ2

+π2
−δ2
))
. (16)

Тодi, використовуючи (15) та (16), рiвнiсть (14) запишеться
у виглядi:

I2 =
1− e−

2
δ

π

(
− 1

2δ2

(
1

1
δ2

+ π2
− δ2

)
− ln δ − lnπ−

−1
2

( ∞∑
k=1

(−1)k−1

kπ2k

(
1
δ

)2k

+
(

1
δ

)2
(

1
1
δ2

+ π2
− δ2

)))
=

=
1− e−

2
δ

π

(
π2

1
δ2

+ π2
− ln δ − lnπ − 1

2

∞∑
k=1

(−1)k−1

kπ2k

(
1
δ

)2k
)
.

Оцiнимо iнтеграли I3 та I4. Очевидно, що

I3 =
2
πδ

∞∫
π

[t]2π(
1
δ

)2 + t2
dt =

2
πδ

∞∫
π

[t]2π
t

1

1 +
(

1
δt

)2dt =

=
2
πδ

∞∑
k=1

(−1)k−1

δ2(k−1)

∞∫
π

[t]2π
t2k

dt;

I4 =
1− e−

2
δ

π

∞∫
π

[t]2π

(
1
δ

)2 − t2((
1
δ

)2 + t2
)2dt =
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=
1−e−

2
δ

π

 ∞∑
k=1

(−1)k−1 k

δ2k

∞∫
π

[t]2π
t2k+2

dt−
∞∑
k=1

(−1)k−1 k

δ2k−2

∞∫
π

[t]2π
t2k

dt

 .

Пiдставляючи отриманi оцiнки для iнтегралiв Ii, i = 1, 4 у
спiввiдношення (13), отримуємо (5), де p =∞. Справедливiсть
рiвностi (5) у випадку p = 1 випливає iз роботи [10], яка вста-
новлює точнi асимптотичнi рiвностi мiж верхнiми межами вiд-
хилень функцiй з класу H1

1 вiд їх бiгармонiйного iнтеграла
Пуассона в метрицi ‖f‖1 i вiдповiдними верхнiми межами вiд-
хилень функцiй з класуH1

∞ в метрицi ‖f‖∞. Теорему доведено.
Наслiдок 1. Оскiльки E

(
H1
p ;A2,δ

)
p

= E
(
H2
p ;A2,δ

)
p
, p =

= 1,∞ (див.[11]), то величину E
(
H2
p ;A2,δ

)
p

можна подати у
виглядi ряду, записаного в правiй частинi рiвностi (5).

Наслiдок 2. При δ →∞ мають мiсце асимптотичнi рiв-
ностi:

E
(
H2
p ;A2,δ

)
p

= E
(
H1
p ;A2,δ

)
p

=
2
πδ

+O

(
ln δ
δ2

)
,

E
(
H2
p ;A2,δ

)
p

= E
(
H1
p ;A2,δ

)
p

=
2
πδ
− 4 ln δ

πδ2
+O

(
1
δ2

)
.

Спiввiдношення (5) дає можливiсть знаходити послiдовно кон-
станти Колмогорова-Нiкольського як завгодно високого поряд-
ку малостi. Вiдмiтимо, що аналогiчну теорему для випадку на-
ближення функцiй класу Гельдера H1

p , p = ∞ сингулярними
iнтегралами Абеля–Пуассона отримано В. О. Баскаковим (див.
[8]).
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