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ЛIНIЙНI ОПЕРАТОРИ ТИПУ МАРЦИНКЕВIЧА
ДЛЯ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ
ЗМIННИХ В ПРОСТОРАХ Sp

m ТА Lm
p

В статтi розглянуто питання про наближення перiодичних функ-
цiй багатьох змiнних з просторiв Sp

m та Lm
p за допомогою лiнiйних

операторiв, що вiдображають так званi оператори типу Марцин-
кевiча, якi вважаються найбiльш економними методами пiдсумо-
вування кратних рядiв Фур’є. При цьому встановлено оцiнки на-
ближення таких функцiй в розглянутих просторах за допомогою
найкращих наближень тригонометричними полiномами багатьох
змiнних.

Нехай f(x1, ..., xm) — 2π-перiодичнi по кожнiй змiннiй iнте-
гровнi по Лебегу на кубi перiодiв [0, 2π]m = Gm функцiї, якi
мають ряд Фур’є вигляду:

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nm=0

An1 ,...,nm
(x1, ..., xm), (1)

де

An1 ,...,nm
(x1, ...,xm)=µn1 ,...,nm

2∑
ν1=1

· · ·
2∑

νm=1

a
(ν1 ,...,νm )
n1 ,...,nm

m∏
i=1

γνi (nixi),

µn1 ,...,nm
= 2−l ( l — число iндексiв nν , якi дорiвнюють нулю),

a
(ν1,...,νm )
n1,...,nm

=
1

π(m−l)

2π∫
0

· · ·
2π∫
0

f(x1, ..., xm)
m∏
i=1

γνi (nixi) dxi,
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γi(nx) =
{

cosnx, i = 1,
sinnx, i = 2.

Крiм цього, введемо позначення

ρn1,...,nm =

√√√√µn1 ,...,nm

2∑
ν1=1

· · ·
2∑

νm=1

(
a

(ν1 ,...,νm )
n1 ,...,nm

)
2.

Простiр Spm — це сукупнiсть функцiй f(x1, ..., xm), для яких

при заданому p, 1 ≤ p < ∞, ряд

{
∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nm=0

ρpn1,...,nm

}
збi-

гається. За норму функцiї f(x1, ..., xm) в цьому просторi прий-
мають величину

‖f‖Spm =
{ ∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nm=0

ρpn1,...,nm

}1/p

.

Слiд вiдмiтити, що деякi апроксимативнi задачi для просторiв
Spm дослiджено О.I.Степанцем (див. [6, 7]).

Для функцiї багатьох змiнних розглядаємо лiнiйнi опера-
тори типу Марцинкевiча. Такi оператори будуються таким чи-
ном.

За допомогою довiльної трикутної матрицi чисел {λν(r)}
(ν = 0, 1, 2, ..., r;λ0(r) = 1;λν(r) = 0, коли ν > r) розглядається
лiнiйний оператор вигляду:

U(f ;x1, ..., xm;λν(r)) =
r∑

ν=0

(λν(r)− λν+1(r))Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm),

(2)
де

Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm) =
ν∑

n1=0

...
ν∑
nm

An1,...,nm(x1, ...xm)
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— частиннi суми ряду (1) порядку ν, ν = 0, 1, 2, ..., по кожнiй
зi змiнних xi, i = 1, 2, ...,m.

Для випадку нескiнченної матрицi {λν(r)}, ν = 0, 1, 2, ...;
λ0(r) = 1, в якiй r приймає значення з деякої множини дiйсних
чисел, такий оператор має вигляд:

U(f ;x1, ..., xm;λν(r)) =

=
∞∑
ν=0

(λν(r)− λν+1(r))Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm). (3)

Вважаємо, що при кожному r ряд в правiй частинi (3) збi-
гається.

Оператори вигляду (2) та (3) в просторах L2
p для функцiй

двох змiнних вперше розглядались в роботi Marcinkiewicz J.
([2], m = 2, p = ∞), а далi — в роботах Жижиашвiлi Л.В. [1],
Taberski R. ([8], p = m = 2), Тiман М.П. [9].

Для таких операторiв Марцинкевiча в просторах Spm мають
мiсце наступнi твердження.

Теорема 1. Якщо f ∈ Spm, 1 ≤ p <∞, то має мiсце оцiнка

Rp(f ;λν(r))Spm = ||f(x1, ..., xm)− U(f ;x1, ..., xm;λν(r))||p
Spm
≤

≤
r∑

ν=0

((1− λν+1(r))p − (1− λν(r))p) Epν,...,ν(f)Spm + Epr,...,r(f)Spm ,

(4)
де Eν,...,ν(f)Spm = ||f(x1, ..., xm) − Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)||Spm —
повне найкраще наближення порядку ν по кожнiй зi змiн-
них функцiї f тригонометричними полiномами поряд-
ку ν по кожнiй зi змiнних в метрицi простору Spm, а
{λν(r)}, ν = 0, 1, 2, ..., r; λ0(r) = 1;λν(r) = 0, коли ν > r, моно-
тонно спадає.
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Теорема 2. Якщо f(x) ∈ Spm, а {λν(r)} — нескiнченна мат-
риця чисел, то для лiнiйних операторiв (3) справедлива оцiнка

Rp(f ;λν(r))Spm = ||f(x1, ..., xm)− U(f ;x1, ..., xm;λν(r))||p
Spm
≤

≤
∞∑
ν=0

(|1− λν+1(r)|p − |1− λν(r)|p) Epν,...,ν(f)Spm , (5)

{λν(r)}, ν = 0, 1, 2, ...;λ0(r) = 1, монотонно спадає.
З теорем 1 та 2 випливають такi наслiдки.
Теорема 3. Якщо f ∈ Spm, 1 ≤ p < ∞, а система чисел

{λν(r)} така, що λν(r) = 1− νk

(r+1)k
, ν = 0, 1, 2, ..., r; r = 1, 2, ...;

i λν(r) = 0 для ν ≥ r + 1. Тодi

Rp(f ;λν(r))Spm = ||f(x1, ..., xm)− U(f ;x1, ..., xm;λν(r))||p
Spm
,

||U(f ;x1, ..., xm;λν(r))− f(x1, ..., xm)||p
Spm
≤

≤
p
√
pk

(r + 1)p k

r∑
ν=0

(ν + 1)p k−1Epν,...,ν(f)Spm , (6)

де k ≥ 1 — цiле число, а

Epν,...,ν(f)Spm = ||f(x1, ..., xm)− Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)||p
Spm
.

Теорема 4. Нехай λν(r) = cos νπ
2r+1 , ν = 0, 1, 2, ..., r;

r = 1, 2, ...; λν(r) = 0, ν > r. Тодi

Rp(f, λν(r))Spm ≤
p · π2p

2p−1 · (2r + 1)2p

r+1∑
ν=1

ν2p−1Epν,...,ν(f)Spm . (7)
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Теорема 5. Якщо f ∈ Spm, 1 ≤ p < ∞, а система чисел
{λν(r)} така, що λν(r) = rν , ν = 0, 1, 2, ...; 0 < r < 1, то

||U(f ;x1, ..., xm;λν(r))− f(x1, ..., xm)||p
Spm
≤

≤ p(1− r)p
∞∑
ν=0

rννp−1Epν,...,ν(f)Spm . (8)

Зауважимо, що в усiх твердженнях присутнi величини
Epn1,n2,...,nm(f)Spm , коли n1 = n2 = ... = nm = ν, якi характе-
ризують повнi найкращi наближення функцiї f(x1, x2, ..., xm)
порядку ni, i = 1, 2, ...,m, тригонометричними полiномами по-
рядку ≤ ni, i = 1, 2, ...,m, вiдповiдно по кожнiй зi змiнних
xi, i = 1, 2, ...,m.

В роботi О.I.Степанця (див. [6]) доведено, що ве-
личину Epn1,n2,...,nm(f)Spm здiйснюють частиннi суми Фур’є
Sn1,n2,...,nm(f ;x1, x2, ..., xm), тобто

En1,n2,...,nm(f)Spm = ||f(x1, ..., xm)− Sn1,n2,...,nm(f ;x1, ..., xm)||Spm .

Крiм повних найкращих наближень функцiї f(x1, x2, ..., xm) в
просторi Spm розглянемо також так званi частиннi найкращi
наближення цiєї функцiї порядку ni, i = 1, 2, ...,m, вiдповiдно
по кожнiй зi змiнних xi, i = 1, 2, ...,m, в просторi Spm, якi мають
вигляд:

E(i)
ni,∞(f)Spm=‖f(x1, ..., xi, ..., xm)−Sni(f ;x1, ..., xi, ..., xm)‖Spm ,

де Sni(f ;x1, ..., xi, ..., xm) — сума Фур’є порядку ni, i = 1, 2, ...,
m, функцiї f(x1, ..., xm) лише по змiннiй xi, i = 1, 2, ...,m.

Неважко показати, що iз означення норми в просторi Spm
випливає нерiвнiсть

En1,n2,...,nm(f)Spm ≤
m∑
i=1

E(i)
ni,∞(f)Spm .
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Для функцiї двох змiнних в просторi Sp2 ця нерiвнiсть має
вигляд

En1,n2(f)Sp2 ≤ E
(1)
n1,∞(f)Sp2 + E(2)

n2,∞(f)Sp2 .

Оскiльки за рiвнiстю Парсеваля простори S2
2 спiвпадають з

просторами L2
2, ця нерiвнiсть є нерiвнiстю, яку вперше вказав

С.Н. Бернштейн для просторiв L2
2. З другого боку, при кожно-

му i = 1, 2, ...,m має мiсце також така нерiвнiсть:

E(i)
ni,∞(f)Spm ≤ En1,n2,...,nm(f)Spm , i = 1, 2, ...,m.

Доведення теореми 1. Безпосередньо перевiряється, що
для двох довiльних послiдовностей {An} та {Bn} й цiлих
m, n, m < n, справедлива вiдома рiвнiсть
n∑

ν=m

Aν(Bν −Bν+1) = AmBm +
n∑

ν=m+1

Bν(Aν −Aν−1)−AnBn+1.

При m = 0 ця рiвнiсть має вигляд
n∑
ν=0

Aν(Bν −Bν+1) = A0B0 +
n∑
ν=1

Bν(Aν −Aν−1)−AnBn+1. (A)

Завдяки цiй рiвностi, коли Bν = λν(r), Aν = Sν,...,ν одер-
жуємо, що

U(f ;x1, ..., xm;λν(r))=
r∑

ν=0

(λν(r)−λν+1(r))Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)=

=
r∑

ν=1

λν(r)(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)− Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm)).

Далi, iз означення норми в просторi Spm, випливає рiвнiсть:

||Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)− Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm)|–|p
Spm

=
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= Epν,...,ν(f)Spm − E
p
ν+1,...,ν+1(f)Spm , (B)

таким чином,

R(f ;λν(r))Spm = ||
r∑

ν=1

(1− λν(r))×

×(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)− Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm))+

+(f ;x1, ..., xm)−Sr,...,r(f ;x1, ..., xm))||Spm .

Далi, за допомогою нерiвностi Мiнковського одержуємо, що

R(f ;λν(r))Spm ≤ ||
r∑

ν=1

(1− λν(r))×

×(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)− Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm))||Spm+

+||f(x1, ..., xm)− Sr,...,r(f ;x1, ..., xm))||Spm = Q1 +Q2.

Оскiльки частиннi суми Фур’є в просторi Spm здiйснюють най-
краще наближення функцiйf(x) в метрицi цього простору, то

Q2 = Er,...,r(f)Spm .

Дамо оцiнку величинi Q1. За допомогою (В) знаходимо, що

Qp1 ≤
r∑

ν=0

|1− λν(r)|p(Epν,...,ν(f)Spm − E
p
ν+1,...,ν+1(f)Spm).

Використовуючи рiвнiсть (А), коли Aν = |1 − λν(r)|p та Bν =
= Epν,...,ν , отримуємо, що

Qp1 ≤
r∑

ν=0

((1− λν+1(r))p − (1− λν(r))p) Epν,...,ν(f)Spm .
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За допомогою оцiнок для Q1 та Q2 одержуємо нерiвнiсть (4),
тобто твердження теореми 1.

Доведення теореми 2. Повторюючи метод доведення
теореми 1, скористаємось також рiвнiстю

n∑
ν=0

Aν(Bν −Bν+1) = A0B0 +
n∑
ν=1

Bν(Aν −Aν−1)−AnBn+1.

У випадку, коли величинаAn обмежена, аBn+1 прямує до нуля,
коли n→∞, замiсть цiєї рiвностi маємо:

∞∑
ν=0

Aν(Bν −Bν+1) = A0B0 +
∞∑
ν=1

Bν(Aν −Aν−1).

З цiєї рiвностi для випадку, коли Aν = |1 − λν(r)|p, а Bν =
= Epν,...,ν , знаходимо, що

∞∑
ν=0

|1− λν(r)|p(Epν,...,ν(f)Spm − E
p
ν+1,...,ν+1(f)Spm) =

=
∞∑
ν=0

((1− λν+1(r))p − (1− λν(r))p) Epν,...,ν(f)Spm .

За допомогою останньої рiвностi одержуємо оцiнку 5, тобто
твердження теореми 2.

Щоб одержати твердження теореми 3, тобто нерiвнiсть (6),
треба лише скористатись оцiнкою

(1− λν+1(r))p − (1− λν(r))p ≤ kp

(r + 1)kp
(ν + 1)kp−1,

де λν(r) =

{
1− νk

(r+1)k
, ν = 0, 1, 2, ..., r, k ≥ 2;

0, ν > r.
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Теорема 4 випливає з теореми 1, якщо врахувати таку оцiн-
ку

(1− λν+1(r))p − (1− λν(r))p =≤ pπ2p

2p−1(r + 1)p
,

коли

λν(r) =
{

cos νπ
2r+1 , ν = 0, 1, 2, ..., r;

0, ν > r.

Теорема 5 випливає з теореми 2, якщо використати таку
оцiнку

(1− rν)p − (1− rν+1)p ≤ p(1− r)prν(ν + 1)p−1,

де 0 < r < 1, ν = 0, 1, 2, 3, ...
Для одержання останньої оцiнки розглянемо функцiю

g(x) = xp. Нехай тепер x1 = 1− rν , а x2 = 1− rν+1. Тодi

∆x = x2 − x1 = (1− rν+1)− (1− rν) = rν(1− r),

а
g(x2)− g(x1) = xp2 − x

p
1 = p (x1 + ∆x)p−1∆x =

= p [(1− rν) + θ rν(1− r)]p−1rν(1− r) =

= p (1− r)p[1 + r + r2 + ...+ rν−1 + θ rν ]p−1rν ,

де 0 < θ < 1.
З цiєї рiвностi випливає, що

g(x2)− g(x1) = [(1− rν+1)p − (1− rν)]p ≤ p(1− r)prν(ν + 1)p−1.

Вкажемо один з важливих наслiдкiв з теореми 3.
Наслiдок 1. Нехай функцiя f(x1, ..., xm) ∈ Spm , а система

чисел {λν(r)} задовольняє умови теореми 3. Тодi, якщо послi-
довнiсть повних найкращих наближень функцiї f в метрицi
простору Spm має такий порядок прямування до нуля

Er,...,r(f)Spm = O

{
1

(r + 1)α

}
, α > 0,
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то

Rp(f ;λν(r))Spm = O


1

(r+1)αp , α < k;
1

(r+1)kp
( ln 1

r+1), α = k;
1

(r+1)kp
, α > k.

Наслiдки аналогiчного характеру випливають також з вiд-
повiдних теорем 4 i 5.

Для порiвняння оцiнок, вказаних вище для просторiв Spm, з
оцiнками аналогiчного характеру в просторах Lmp , наводяться
вiдповiднi твердження.

Простором Lmp , як вiдомо, називають сукупнiсть функцiй,
якi заданi на множинi Gm = [0, 2π]m i для яких виконується
нерiвнiсть ∫

Gm

|f(x1, ..., xm)|p
m∏
ν=1

dxν <∞.

За норму функцiї f ∈ Lmp , 1 ≤ p <∞, приймають величину

∥∥f(x1, ..., xm)
∥∥
Lmp

=
( ∫
Gm

|f(x1, ..., xm)|p
m∏
ν=1

dxν

) 1
p

.

За рiвнiстю Парсеваля при p = 2, простiр Lm2 спiвпадає з про-
стором S2

m.
Для просторiв Lmp при довiльному p справедливi такi твер-

дження.
Теорема 6. Нехай f(x) ∈ Lmp , 1 < p < ∞, а оператор

Марцинкевiча має вигляд

U(f ;x1, ..., xm;λν(r))=
r∑

ν=0

(λν(r)−λν+1(r))Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)=

=
r∑

ν=1

λν(r)(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)− Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm)),
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в якому

λν(r) =

{
1− νk

(r+1)k
, ν = 0, 1, 2, ..., r;

0, ν > r.

Тодi має мiсце оцiнка

R(f ;λν(r))Lmp = ||f(x1, ..., xm)− U(f ;x1, ..., xm;λν(r))||Lmp ≤

≤ M(p, k)
(r + 1)k

( r∑
ν=0

(ν + 1)γ k−1Eγν,...,ν(f)Lmp

) 1
γ

, (9)

де γ = min(2, p),M(p, k) — константа, яка не залежить вiд r
та f .

Теорема 7. Нехай λν(r) = cos ν π
2r+1 , ν = 0, 1, 2, ..., r;

r = 1, 2, ...; λν(r) = 0, ν > r. Тодi

R(f, λν(r))Lmp ≤
Mp

(r + 1)2

( r∑
ν=0

ν2γ−1Eγν,...,ν(f)Lmp

) 1
γ

, (10)

де γ=min(2, p),Mp— константа, яка не залежить вiд r та f .
Теорема 8. Нехай f ∈ Lmp , 1 < p < ∞, а система чисел

{λν(r)} така, що λν(r) = rν ν = 0, 1, 2, ...; 0 < r < 1. Тодi

R(f ;λν(r))Lmp = ||U(f ;x1, ..., xm;λν(r))− f(x1, ..., xm)||Lmp ≤

≤M ′p(1− r)
( ∞∑
ν=0

rννγ−1Eγν,...,ν(f)Lmp

) 1
γ

,

де γ=min(2, p),M ′p— константа, яка не залежить вiд r та f .
Зауважимо, що в усiх твердженнях наявнi величини

Epn1,n2,...,nm(f)Lmp ,коли n1 = n2 = ... = nm = ν, якi характе-
ризують повнi найкращi наближення функцiї f(x1, x2, ..., xm)
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порядку ni, i = 1, 2, ...,m, тригонометричними полiномами по-
рядку ≤ ni, i = 1, 2, ...,m, вiдповiдно по кожнiй зi змiнних
xi, i = 1, 2, ...,m, в метрицi Lmp .

Для доведення вказаних теорем нам буде потрiбна теорема
Марцинкевiча про мультиплiкатори (див. [4], с. 67) .

Теорема Марцинкевiча. Нехай задана m-кратна послi-
довнiсть чисел {λk1,k2,...,km} , яка задовольняє умови

|λk1,k2,...,km | ≤M,

2k1−1∑
ν1=2k1−1

...

2kl−1∑
νl=2kl−1

|∆ν1 ...∆νlλν1,ν2,...,νm | ≤M,

(11)
де ν1, ν2, ..., νl, 1 ≤ ν1 < ν2 < ... < νl ≤ m, — будь-який набiр
чисел,M — константа, яка не залежить вiд чисел ν1, ν2, ..., νl
та k1, k2, ..., kl, ∆jλν1,...,νj ,...,νm = λν1,...,νj ,...,νm − λν1,...,νj+1,...,νm .
Нехай функцiя f(x1, ..., xm) має ряд Фур’є вигляду (3). Тодi ряд

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nm=0

λn1,n2,...,nmAn1 ,...,nm
(x1, ..., xm)

є рядом Фур’є деякої функцiї F (x1, ..., xm), яка належить про-
стору Lmp , та справедлива нерiвнiсть

||F (x1, ..., xm)||Lmp ≤Mp||f(x1, ..., xm)||Lmp .

Доведення теореми 6. Вiдомо, що частиннi суми
Sν,...,ν(f) ряду Фур’є функцiї f в метрицi Lmp , 1 < p < ∞,
здiйснюють за порядком найкращi наближення функцiї f три-
гонометричними полiномами порядку ν по кожнiй зi змiнних,
тобто справедлива нерiвнiсть

||f − Sν,...,ν(f))||Lmp ≤ CpEν,...,ν(f)Lmp , 1 < p <∞.
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Враховуючи останнє, одержуємо, що

R(f ;λν(r))Lmp =||(f − Sr,...,r(f))+(Sr,...,r(f)−U(f ;λν(r)))||Lmp ≤

≤ ||f − Sr,...,r(f)||Lmp + ||Sr,...,r(f)− U(f ;λν(r))||Lmp ≤

≤ R(Sr,...,r;λν(r))Lmp + CpEr,...,r(f)Lmp . (12)

Далi скористаємось рiвнiстю для вказаних в теоремi λν(r)

R(Sr,...,r;x1, ..., xm;λν(r)) =

= Sr,...,r(f ;x1, ..., xm)− U(Sr,...,r;x1, ..., xm;λν(r)) =

=
r∑

ν=1

(1−λν(r))(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)−Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm))=

=
1

(r + 1)k

r∑
ν=1

νk(Sν,...,ν − Sν−1,...,ν−1).

З цiєї рiвностi випливає, що

R(Sr,...,r;λν(r))Lmp =
1

(r + 1)k
∥∥ r∑
ν=1

νk(Sν,...,ν − Sν−1,...,ν−1)
∥∥
Lmp
.

Далi, розглянемо систему чисел{
γ(µ)
n1,...,nm =

nkµ

nk1 + nk2 + ...+ nkm

}
, µ = 1, 2, ...,m.

Ця система чисел задовольняє умови теореми Марцинкевiча.
Таким чином, вона є системою мультиплiкаторiв для простору
Lmp , 1 < p <∞. Оскiльки

1
(r + 1)k

r∑
ν=1

νk(Sν,...,ν − Sν−1,...,ν−1) =



Лiнiйнi оператори типу Марцинкевiча . . . 365

=
r∑

n1=1

...

r∑
nm=1

γ(µ)
n1,n2,...,nm(nk1 + ...+ nkm)An1,...,nm(x1, ..., xm),

де An1,...,nm(x1, ..., xm) — члени ряду Фур’є функцiї
f(x1, ..., xm). Тодi за теоремою Марцинкевiча одержуємо
нерiвнiсть:

||
r∑

n1=1

...

r∑
nm=1

γ(µ)
n1,n2,...,nm(nk1 + ...+ nkm)An1,...,nm(x1, ..., xm)||Lmp ≤

≤ C(k, p)
(r + 1)k

||
r∑

n1=1

...
r∑

nm=1

(nk1 + ...+ nkm)An1,...,nm(x1, ..., xm)||Lmp ,

(13)
для будь-якого nµ, µ = 1, 2, ...,m.

Розглянемо випадок, коли k — парне число. Тодi з точнiстю
до знака

r∑
n1=1

...
r∑

nm=1

(nk1 + ...+ nkm)An1,...,nm(x1, ..., xm) =

=
r∑

n1=1

...

r∑
nm=1

m∑
l=1

∂k

∂xkl
An1,...,nm(x1, ..., xl, ..., xm)

Величину
m∑
l=1

∂k

∂xkl
Sr,...,r(f ;x1, ..., xl, ..., xm) будемо позначати че-

рез D(k)(Sr,...,r;x1, ..., xm) .
Далi, враховуючи оцiнку Рiса–Нiкольського для похiдних

вiд тригонометричних полiномiв Tn(x) в метрицi L 1
p = Lp,

1 ≤ p ≤ ∞ (випадок p = ∞ дослiдив М.Рiс (див. [5]), а
1 ≤ p <∞ — С.М.Нiкольський (див. [3]))∥∥∥∥ dkdxkTn(x)

∥∥∥∥
Lp

≤
(n

2

)k ∥∥∥∥ k∑
ν=0

(−1)k−ν
(
k
ν

)
Tn(x+(k−2ν)

π

2n
)
∥∥∥∥
Lp
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одержуємо, що, коли 1 < p <∞,

||D(k)(Sr,...,r;x1, ..., xm)||Lmp ≤

≤
(r

2

)k m∑
l=1

||∆k
(l), π

2 r
Sr,...,r(f ;x1, ..., xl, ..., xm)||Lmp ,

де
∆k

(ν),uf(x1, ..., xm) =

=
k∑
i=0

(−1)k−ν(ki )f(x1, ..., xν−1, xi + iu, xν+1, ..., xm).

Таким чином, за допомогою цiєї оцiнки отримуємо, що

R(Sr,...,r;λν(r))Lmp ≤

≤ C(k, p)
(r + 1)k

(r
2

)k m∑
l=1

||∆k
(l), π

2 r
Sr,...,r(f ;x1, ..., xl, ..., xm)||Lmp . (14)

Далi, завдяки тому, що для просторiв Lm
p , коли 1 < p <∞,

||∆k
(l), π

2 r
Sr,...,r(f ;x1, ..., xl, ..., xm)||Lmp ≤,

≤Mp||∆k
(l), π

2r
f(x1, ..., xl, ..., xm)||Lmp ≤Mpω

(l)
k (f ;

π

2r
)Lmp , (15)

де ω(l)
k (f ;h)Lmp — модуль гладкостi по змiннiй xl порядку k з

кроком h в метрицi Lm
p функцiї f(x1, ..., xl, ..., xm), який визна-

чається рiвнiстю
ω

(l)
k (f ;h)Lmp =

= sup
|tl|≤h

k∑
ν=0

(−1)k−ν(kν)f(x1, ..., xl−1, xl + ν tl, xl+1, ..., xm).
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З оцiнок (14) та (15) випливає така нерiвнiсть

R(Sr,...,r;λν(r))Lmp ≤M(k, p)
m∑
l=1

ω
(l)
k (f ;

π

2r
)Lmp .

Вiдомо, що при кожному l, l = 1, 2, ...,m, має мiсце оцiнка

ω
(l)
k (f ;hl)Lmp ≤ ωk(f ;h1, ..., hm)Lmp ,

ωk(f ;h1, ..., hm)Lmp — повний модуль гладкостi функцiї
f(x1, ..., xm) в метрицi Lm

p , який визначається рiвнiстю

ωk(f ;u1, ..., um)Lmp = sup
|ti|≤ui

i=1,2,...,m

||∆k
t1,...,tmf(x1, ..., xm)||Lmp ,

де

∆k
t1,...,tm(f ;x1, ..., xm)=

k∑
ν=0

(−1)k−ν
(
k
ν

)
f(x1+νt1, ..., xm+νtm).

За допомогою оцiнки М.П.Тiмана (див. [10, с. 119]) величи-
ни ωk(f ;u1, ..., um)Lmp функцiї f(x1, ..., xm) в метрицi Lm

p при
1 < p <∞ через повнi найкращi наближення, яка має вигляд

ωk

(
f ;

1
r + 1

)
Lmp
≤ M(k, p)

(r + 1)k

( r∑
ν=0

(ν + 1)γ k−1Eγν,...,ν

) 1
γ

,

де Eν,...,ν(f)Lmp = inf
Tν,...,ν

||f(x1, ..., xm) − Tν,...,ν(x1, ..., xm)||Lmp , а

Tν,...,ν(x1, ..., xm) — тригонометричний полiном степеня ≤ ν по
кожнiй змiннiй xl, l = 1, 2, ...,m, γ = min(2, p), M(k, p) — кон-
станта, яка не залежить вiд r та f , одержуємо для парного
числа k твердження теореми 6.
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Щоб довести теорему 6 для натурального числа k (непар-
ного), використаємо таку нерiвнiсть:

R(f ;λν(r))Lmp = ||f(x1, ..., xm)− U(f ;x1, ..., xm;λν(r))||Lmp ≤

≤Mp

m∑
l=1

Rl(f ;λnl(r))Lmp , (16)

де

U(f ;x1, ..., xm;λν(r))=
r∑

ν=0

(λν(r)−λν+1(r))Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)=

=
r∑

ν=0

λν(r)(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)− Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm)),

{λν(r)}, ν = 0, 1, 2, ..., r, λ0(r) = 1, λν(r) = 0, коли ν > r, —
будь-яка спадна послiдовнiсть чисел; величини Rl(f ;λnl(r))Lmp
для кожного l, l = 1, 2, ...,m, визначаються за формулами:

Rl(f ;λnl(r))Lmp =

=
∥∥ r∑
n1=1

...
r∑

nm=1

m∑
l=1

(1−λnl(r))An1,...,nl,...,nm(x1, ..., xl, ..., xm)
∥∥
Lmp
,

де An1,...,nl,...,nm(x1, ..., xl, ..., xm) — члени ряду Фур’є функцiї
f(x1, ..., xm).

Для того, щоб одержати (16), розглянемо систему чисел{
1− λµ(r)∑m

l=1(1− λnl(r))

}
.

Ця система чисел задовольняє умови (11) теореми Марцинкевi-
ча.
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Далi, скористувавшись твердженням теореми Марцинкевi-
ча, завдяки спiввiдношенню

‖Sr,...,r(f ;x1, ..., xm)− U(Sr,...,r;x1, ..., xm;λν(r))‖Lmp =

=||
r∑

ν=1

(1−λν(r))(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)−Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm))||Lmp ,

одержуємо нерiвнiсть

||Sr,...,r(f ;x1, ..., xm)− U(Sr,...,r;x1, ..., xm;λν(r))||Lmp ≤

≤Mp||
r∑

n1=1

...

r∑
nm=1

m∑
l=1

(1−λnl(r))An1,...,nl,...,nm(x1, ..., xl, ..., xm)||Lmp ,

яка має вигляд

R(Sr,...,r;λν(r))Lmp ≤Mp

m∑
l=1

Rl(Sr,...,r;λnl(r))Lmp .

За допомогою цiєї нерiвностi та оцiнки (12) отримуємо, що

Rl(f ;λν(r))Lmp ≤
m∑
l=1

Rl(Sr,...,r;λnl(r))Lmp + CpEr,...,r(f)Lmp .

Для випадку функцiї однiєї змiнної у випадку, коли f(x) ∈ Lp,
1 < p <∞, коли λν(r) = 1− νk

(r+1)k
, маємо вiдому оцiнку

∥∥∥∥f(x)−
r∑

ν=0

λν(r)Aν(x)
∥∥∥∥
Lp

≤ Mp

(r + 1)k

( r∑
ν=0

(ν+1)kγ−1Eγν (f)Lp

) 1
γ

,

де γ = min(2, p).
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Застосовуючи цю нерiвнiсть по кожнiй змiннiй xl,
l = 1, 2, ...,m, функцiї f(x1, ..., xl, ..., xm) для оцiнки величин
Rl(Sr,...,r;λnl(r))Lmp , одержуємо, що

Rl(Sr,...,r;λnl(r))Lmp ≤
Mp

(r + 1)k
( r∑
ν=0

(ν + 1)kγ−1(E(l)
ν,∞(f)Lmp )γ

) 1
γ

i

Rl(f ;λν(r))Lmp ≤
Mp

(r + 1)k

m∑
l=1

( r∑
ν=0

(ν + 1)kγ−1(E(l)
ν,∞(f)Lmp )γ

) 1
γ .

Далi, враховуючи те, що при кожному l, l = 1, 2, ...,m,

E(l)
ν,∞(f)Lmp ≤ Eν,...,ν(f)Lmp ,

одержуємо, що при γ = min(2, p)

R(f ;λν(r))Lmp ≤
mMp

(r + 1)k
( r∑
ν=0

(ν + 1)kγ−1Eγν,...,ν(f)Lmp
) 1
γ ,

тобто твердження теореми 3.2.1 повнiстю доведено.
Доведення теореми 7. Вiдомо, що частиннi суми

Sν,...,ν(f) ряду Фур’є функцiї f в метрицi Lmp , 1 < p < ∞,
здiйснюють за порядком найкращi наближення функцiї f три-
гонометричними полiномами порядку ν по кожнiй зi змiнних,
тобто справедлива нерiвнiсть

||f − Sν,...,ν(f))||Lmp ≤ CpEν,...,ν(f)Lmp , 1 < p <∞.

Завдяки цьому одержуємо, що

R(f ;λν(r))Lmp = ||(f−Sr,...,r(f))+(Sr,...,r(f)−U(f ;λν(r)))||Lmp ≤

≤ ||f − Sr,...,r(f)||Lmp + ||Sr,...,r(f)− U(f ;λν(r))||Lmp ≤
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≤ R(Sr,...,r;λν(r))Lmp + CpEr,...,r(f)Lmp .

Далi, для вказаних в теоремi λν(r), застосуємо рiвнiсть

R(Sr,...,r;x1, ..., xm;λν(r)) =

= Sr,...,r(f ;x1, ..., xm)− U(Sr,...,r;x1, ..., xm;λν(r)) =

=
r∑

ν=1

(1−λν(r))(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)−Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm)).

Перш за все, з неї випливає, що

R(Sr,...,r;λν(r))Lmp =
∥∥ r∑
ν=1

(1− cos
νπ

2r+1
)(Sν,...,ν−Sν−1,...,ν−1)

∥∥
Lmp

=

= 2
∥∥ r∑
ν=1

sin2 ν π

2(2r + 1)
(Sν,...,ν − Sν−1,...,ν−1)

∥∥
Lmp
.

Далi, розглянемо систему чисел{
γ(µ)
n1,...,nm =

sin2 nµπ
2(2r+1)∑m

l=1 sin2 nlπ
2(2r+1)

}
, µ = 1, 2, ...,m.

Ця система чисел задовольняє умови теореми Марцинкевiча.
Таким чином, вона є системою мультиплiкаторiв для простору
Lmp , 1 < p <∞. Оскiльки

r∑
ν=1

2 sin2 ν π

2(2r + 1)
(Sν,...,ν − Sν−1,...,ν−1) =

=
r∑

n1=1

r∑
nm=1

γ(µ)
n1,...,nm

m∑
l=1

2 sin2 nlπ

2(2r + 1)
An1,...,nm(x1, ..., xm) =
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=
r∑

n1=1

r∑
nm=1

γ(µ)
n1,...,nm

m∑
l=1

(
1− cos

nlπ

2(2r + 1)

)
An1,...,nm(x1, ..., xm),

то

R(Sr,...,r;λν(r))Lmp ≤Mp

r∑
l=1

Rl(Sr,...,r;λν(r))Lmp ,

i

R(f ;λν(r))Lmp ≤Mp

r∑
l=1

Rl(Sr,...,r;λν(r))Lmp + Er,...,r(f)Lmp .

Для функцiї однiєї змiнної у випадку, коли f(x) ∈ Lp,
1 < p <∞, а λν(r) = cos νπ

2r+1 має мiсце вiдома оцiнка

∥∥f(x)−
r∑

ν=0

λν(r)Aν(x)
∥∥
Lp
≤ Mp

(r + 1)2

( r∑
ν=0

(ν + 1)2γ−1Eγν (f)Lp

) 1
γ

,

де γ = min(2, p).
Застосовуючи цю нерiвнiсть по кожнiй змiннiй xl, l =

= 1, 2, ...,m, функцiї f(x1, ..., xl, ..., xm) для оцiнки величин
Rl(Sr,...,r;λnl(r))Lmp , одержуємо, що

Rl(Sr,...,r;λnl(r))Lmp ≤
Mp

(r + 1)2

( r∑
ν=0

(ν + 1)2γ−1(E(l)
ν,∞(f)Lmp )γ

) 1
γ

,

i

Rl(f ;λν(r))Lmp ≤
Mp

(r + 1)2

m∑
l=1

( r∑
ν=0

(ν + 1)2γ−1(E(l)
ν,∞(f)Lmp )γ

) 1
γ

.

Далi, завдяки тому, що при кожному l, l = 1, 2, ...,m,

E(l)
ν,∞(f)Lmp ≤ Eν,...,ν(f)Lmp ,
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одержуємо, що при γ = min(2, p) має мiсце оцiнка

R(f ;λν(r))Lmp ≤
mMp

(r + 1)2

( r∑
ν=0

(ν + 1)2γ−1Eγν,...,ν(f)Lmp

) 1
γ

,

тобто тим самим доведено твердження теореми 7.
Доведення теореми 8. Нехай λν(r) = rν , ν = 0, 1, 2, ...;

0 < r < 1, тодi,

f(x1, ..., xm)− U(f ;x1, ..., xm;λν(r)) =

=
∞∑
µ=1

(1−rν)(Sν,...,ν(f ;x1, ..., xm)−Sν−1,...,ν−1(f ;x1, ..., xm)). (17)

Розглянемо систему множникiв{
λn1,...,nm =

1− rnµ∑m
l=1 (1− rnl)

}
.

Ця система множникiв задовольняє умови теореми Марцин-
кевiча. Тому

∥∥ ∞∑
n1=1

...
∞∑

nm=1

λn1,...,nm

m∑
l=1

(1−rnl)An1,...,nm(x1, ..., xl, ..., xm)
∥∥
Lmp
≤

≤Mp

∥∥ ∞∑
n1=1

...
∞∑

nm=1

m∑
l=1

(1−rnl)An1,...,nm(x1, ..., xl, ..., xm)
∥∥
Lmp

=

= Mp

∥∥ m∑
l=1

(
f(x1, ..., xl, ..., xm)−Ul(f ;x1, ..., xl, ..., xm;λnl(r))

)∥∥
Lmp
.

Оскiльки для функцiї однiєї змiнної f(x) вiдома оцiнка

∥∥f(x)−
∞∑
ν=0

rνAν(x)
∥∥
Lp
≤Mp(1−r)

( ∞∑
ν=0

rν(ν+1)γ−1Eγν (f)Lp

) 1
γ

,
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де γ = min(2, p), i крiм того,

E(l)
ν,∞(f)Lmp ≤ Eν,...,ν(f)Lmp , l = 1, 2, ...,

то одержуємо

∥∥ m∑
l=1

(
f(x1, ..., xl, ..., xm)− Ul(f ;x1, ..., xl, ..., xm;λnl(r))

)∥∥
Lmp
≤

≤
m∑
l=1

∥∥f(x1, ..., xl, ..., xm)− Ul(f ;x1, ..., xl, ..., xm;λnl(r))
∥∥
Lmp
≤

≤ m ·M ′p(1− r)
( ∞∑
ν=0

rν(ν + 1)γ−1Eγν,...,ν(f)Lmp

) 1
γ

.

Враховуючи спiввiдношення (17) та цю оцiнку, переконуємось
в справедливостi теореми 8.
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