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ПРО ОДНУ ЕКСТРЕМАЛЬНУ ЗАДАЧУ
ДЛЯ СКIНЧЕННИХ СУМ∗

В циклi робiт О. I. Степанця та його послiдовникiв (див., напри-
клад, [1–19]) вивчаються апроксимацiйнi властивостi введених ним
просторiв Sp

ϕ. При цьому задачi, пов’язанi зi знаходженням точних
значень n-членних наближень q-елiпсоїдiв в цих просторах, зво-
дяться до певних екстремальних задач для рядiв з членами, що
є добутками елементiв двох послiдовностей, одна з яких є фiксо-
ваною i строго додатною, а друга варiюється на певнiй множинi.
В данiй роботi доповнюються цi результати для випадку, коли
нескiнченнi ряди замiнюються скiнченними сумами.

Вступ. Нехай M — множина всiх послiдовностей m =
= {mk}∞k=1 невiд’ємних чисел, mk ≥ 0 ∀k ∈ N, таких, що
|m| df=

∑∞
k=1mk ≤ 1.

Нехай, далi, r — деяке додатне число i Ar — множина
всiх незростаючих послiдовностей α = {αk}∞k=1 додатних чи-
сел, αk > 0 ∀k ∈ N, для яких lim

k→∞
αk = 0, а у випадку, коли

r ∈ (0, 1), додатково вимагається, щоб
∑∞

k=1 α
1

1−r
k <∞.

Нехай також γn = {k1, k2, . . . , kn} — довiльний набiр iз n
рiзних натуральних чисел. Покладемо для будь-яких m ∈ M,
α ∈ Ar i n ∈ N

En(m) = En(α, r,m) df=
∞∑
k=1

αkm
r
k − sup

γn

∑
k∈γn

αkm
r
k (1)

∗Частково пiдтримано Державним фондом фундаментальних дослiджень
України (проект 25.1/083).
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i
En = En(α, r)

df= sup
m∈M

En(m) = sup
m∈M

En(α, r,m). (2)

З означення множинM i Ar випливає, що ряд у правiй ча-
стинi спiввiдношення (1) збiгається, i тому величини En(α, r,m)
i En(α, r) мають змiст.

В циклi робiт О. I. Степанця та його послiдовникiв (див.,
наприклад, [1–19]) вивчаються апроксимацiйнi властивостi вве-
дених ним просторiв Spϕ. При цьому задачi, пов’язанi зi знаход-
женням точних значень найкращих n-членних наближень q-
елiпсоїдiв в цих просторах, базуються на таких твердженнях.

Теорема A. Нехай α ∈ Ar, r ≥ 1, i En(α, r) — величина, яка
визначається рiвнiстю (2). Тодi для будь-якого натурального
n iснує число s∗ > n таке, що

En(α, r) = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

Число s∗ визначається рiвнiстю

sup
s>n

(s− n)
( s∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
= (s∗ − n)

( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

При цьому точну верхню межу у правiй частинi спiввiдно-
шення (2) реалiзує послiдовнiсть m∗ = {m∗k}∞k=1 зM, у якої

m∗k =


(
α

1
r
k

s∗∑
i=1

α
− 1
r

i

)−1

k ∈ [1, s∗],

0, k > s∗.

Теорема B. Нехай α ∈ Ar, r ∈ (0, 1), i En(α, r) — величи-
на, яка визначається рiвнiстю (2). Тодi при кожному n ∈ N
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справедлива рiвнiсть

En = En(α, r) =

(
(s∗ − n)

1
1−r

( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

) r
r−1

+
∞∑

k=s∗+1

α
1

1−r
k

)1−r

,

в якiй s∗ = s∗(n, α, r) — найбiльше натуральне число, s∗ > n,
яке задовольняє умову

s− n ≤ α
1
r
s

s∑
k=1

α
− 1
r

k для всiх s ∈ (n, s∗].

Таке число s∗ завжди iснує. Точну верхню межу в
правiй частинi спiввiдношення (2) реалiзує послiдовнiсть
m∗ = {m∗k}∞k=1 зM, у якої

m∗k =

α
− 1
r

k (s∗ − n)
1

1−r

(
s∗∑
i=1

α
− 1
r

i

) 1
r−1

E
1
r−1
n k ∈ [1, s∗],

α
1

1−r
k E

1
r−1
n , k > s∗.

Твердження цих теорем було доведено в роботах [2] i [4].
Пiзнiше в роботi [20] було запропоновано новi доведення згада-
них теорем, якi є значно коротшими та прозорiшими. В цих тео-
ремах iстотно використовувався той факт, що числа αk, якi вхо-
дять до означення функцiоналу (1), при всiх k ∈ N були строго
додатними. Проте в рядi важливих випадкiв виникає потреба в
розглядi функцiоналiв вигляду (1), коли замiсть нескiнченного
ряду розглядаються скiнченнi суми, що можна трактувати як
той випадок, коли, починаючи з деякого значення n0 = d, всi
числа αk є нулями. Саме цi випадки i розглядаються в данiй
роботi.

Отже, нехай r — деяке додатне число i A′r — множина всiх
незростаючих послiдовностей α = {αk}∞k=1 невiд’ємних чисел,
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αk ≥ 0 ∀k ∈ N, для яких lim
k→∞

αk = 0, а у випадку, коли r ∈

∈ (0, 1), додатково вимагається, щоб
∑∞

k=1 α
1

1−r
k <∞.

Для довiльної послiдовностi α ∈ A′r \Ar позначимо через dα
найменше натуральне число таке, що αk = 0 при всiх k > dα.
Якщо ж α ∈ Ar, то покладемо dα =∞.

Теорема 1. Нехай α ∈ A′r, r ≥ 1, i En(α, r) — величина, яка
визначається рiвнiстю (2). Тодi для будь-якого натурального
n, n < dα, iснує число s∗ ∈ (n, dα] таке, що

En(α, r) = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
. (3)

Число s∗ визначається рiвнiстю

sup
s∈[1, dα]

(s− n)
( s∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
= (s∗ − n)

( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
. (4)

При цьому точна верхня межа в правiй частинi спiввiдношен-
ня (2) реалiзується послiдовнiстю m∗ = {m∗k}∞k=1 з множини
M, у якої

m∗k =


(
α

1
r
k

s∗∑
i=1

α
− 1
r

i

)−1

k ∈ [1, s∗],

0, k > s∗.

(5)

Теорема 2. Нехай α ∈ A′r, r ∈ (0, 1), i En(α, r) — величи-
на, яка визначається рiвнiстю (2). Тодi при кожному n ∈ N,
n < dα, справедлива рiвнiсть

En = En(α, r) =

(
(s∗ − n)

1
1−r

( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

) r
r−1

+
dα∑

k=s∗+1

α
1

1−r
k

)1−r

,
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в якiй s∗ = s∗(n, α, r) — найбiльше натуральне число, s∗ ∈
∈ (n, dα], яке задовольняє умову

s− n ≤ α
1
r
s

s∑
k=1

α
− 1
r

k для всiх s ∈ (n, s∗]. (6)

Таке число s∗ завжди iснує. Точну верхню межу в
правiй частинi спiввiдношення (2) реалiзує послiдовнiсть
m∗ = {m∗k}∞k=1 зM, у якої

m∗k =

α
− 1
r

k (s∗ − n)
1

1−r

(
s∗∑
i=1

α
− 1
r

i

) 1
r−1

E
1
r−1
n k ∈ [1, s∗],

α
1

1−r
k E

1
r−1
n , k > s∗.

(7)

1. Доведення теореми 1. У випадку, коли дана послiдов-
нiсть α ∈ Ar є строго додатною, тобто коли dα =∞, тверджен-
ня теорем 1 та 2 випливають iз теорем A i B. Якщо ж dα <∞,
то доведення цих теорем здебiльшого повторюють доведення
теорем A i B, запропонованi в роботi [20], проте i мають свої
особливостi. Спочатку встановимо таке твердження.

Твердження 1. Нехай α ∈ A′r, r > 0, i M′ — множина
всiх послiдовностей m з множини M, для яких числа αkmr

k

не зростають. Тодi справедлива рiвнiсть

En(α, r) = sup
m∈M′d

En(m).

Доведення. Для будь-якої послiдовностi m ∈M знайдеть-
ся послiдовнiсть m′ ∈M′ така, що En(m′) ≥ En(m) i |m′| ≤ |m|.
Дiйсно, розглянемо послiдовнiсть чисел m′ = {m′k}∞k=1, у якої

при всiх k > dα m′k = 0, якщо ж k ∈ [1, dα], то m′k =
(
αkm

r
k

αk

) 1
r
,

де αkmr
k — перестановка системи чисел αkm

r
k, k = 1, 2, . . ., за
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незростанням. Тодi очевидно, що En(m′) = En(m). Крiм того,
за теоремою 368 з [21]

|m′| =
dα∑
k=1

(
αkm

r
k

αk

) 1
r

≤
dα∑
k=1

mk = |m|.

Тобто, послiдовнiсть m′ належить множинiM′ i твердження 1
доведено.

Згiдно з означенням множини M′ для будь-якої послiдов-
ностi m ∈M′

sup
γn

∑
k∈γn

αkm
r
k =

n∑
k=1

αkm
r
k,

а тому

En(m) =
dα∑

k=n+1

αkm
r
k =

dα∑
k=1

νkαkm
r
k, (8)

де

νk
df=
{

0, k ∈ [1, n],
1, k ∈ (n, dα].

Таким чином, при вiдшуканнi величин En(α, r) достатньо обме-
житися послiдовностями m ∈M′, для яких числа αkmr

k дорiв-
нюють одне одному при всiх k ∈ [1, n+1]. Множину всiх таких
послiдовностей позначимо черезM′′. Тодi для довiльної послi-
довностi m ∈M′′

α1m
r
1 = α2m

r
2 = . . . = αn+1m

r
n+1 = c,

де c — деяке невiд’ємне число. Звiдси випливає, що

n+1∑
k=1

mk = c
1
r

n+1∑
k=1

α
− 1
r

k ,
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i тому справджується рiвнiсть

c = αkm
r
k =

( n+1∑
k=1

mk

)r( n+1∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
, k ∈ [1, n+ 1]. (9)

Далi, якщо n+1 = dα, то на пiдставi (8) та (9) для будь-якої
послiдовностi m ∈M′′ маємо

En(m) = ((n+ 1)− n)
( n+1∑
k=1

mk

)r( n+1∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
=

= |m|r(dα − n)
( dα∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

Звiдси, враховуючи те, що для довiльної послiдовностim ∈M′′
|m| ≤ 1, отримуємо

En(α, r) = sup
m∈M′′

En(m) ≤ (dα − n)
( dα∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

Зрозумiло, що при цьому число s∗, яке визначається рiвнiстю
(4), дорiвнює dα, i для доведення даної теореми в такому ви-
падку досить помiтити, що послiдовнiсть m∗, яка задається
спiввiдношенням (5), належить множинiM′′, i що

En(m∗) = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
. (10)

Якщо ж n+ 1 < dα, то на пiдставi (8) та (9)

En(m) = ((n+1)−n)
( n+1∑
k=1

mk

)r( n+1∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
+

dα∑
k=n+2

αkm
r
k. (11)
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Для знаходження оцiнки зверху величини En(m) застосуємо
прийом, який використовувався в [20]. Iдея цього прийому
полягає в тому, щоб в результатi отримати оцiнку величини

En(m), яка б не мiстила суму вигляду
dα∑
k=i

αkm
r
k, i = n+2, . . . , dα.

Покладемо

x1 =
n+1∑
k=1

mk, c =
n+2∑
k=1

mk, a1 =
( n+1∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
,

a2 = αn+2, b = (n+ 1)− n

, (12)

i на вiдрiзку [0, c] розглянемо функцiю f(x) = a1bx
r + a2(c−

−x)r. Дана функцiя на [0, c] має єдину критичну точку x∗ =

= ca
1
r−1

2

(
(a1b)

1
r−1 + a

1
r−1

2

)−1

, яка є її точкою мiнiмуму.

Звiдси випливає, що f(x) на будь-якому вiдрiзку [x0, c] ⊂
⊂ [0, c] досягає свого найбiльшого значення на одному iз його

кiнцiв. Тому, покладаючи x0 = a
1
r
2 c(a

1
r
1 + a

1
r
2 )−1, будемо мати

f(x) ≤ max{f(x0), f(c)} ∀x ∈ [x0, c]. (13)

Бачимо, що [x0, c] = {x ∈ [0, c] : a1x
r ≥ a2(c − x)r }, тому,

помiтивши, що в силу означення множиниM′′

a1x
r
1 =

( n+1∑
k=1

mk

)r( n+1∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
= αn+1m

r
n+1 ≥

≥ αn+2m
r
n+2 = a2(c− x1)r,

робимо висновок, що x1 ∈ [x0, c]. Звiдси, враховуючи позначен-
ня iз (12), отримуємо

n+2∑
k=1

νkαkm
r
k = f(x1) ≤ max{f(x0), f(c)} =
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=
( n+2∑
k=1

mk

)r
max{ξn+1, ξn+2}, (14)

де ξs = (s− n)
(

s∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
, s = n+ 1, n+ 2, . . . , dα.

Далi, якщо n+ 2 = dα, то на пiдставi (11) i (14) маємо

En(m) =
dα∑
k=1

νkαkm
r
k = f(x1) ≤

( dα∑
k=1

mk

)r
max{ξn+1, ξn+2}.

Звiдси аналогiчно до випадку, коли n+1 = dα, отримуємо необ-
хiдну оцiнку величини En(α, r):

En(α, r) ≤ max{ξn+1, ξn+2} = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
,

де число s∗ визначається рiвнiстю (4), i для завершення дове-
дення теореми 1 за таких умов досить помiтити, що послiдов-
нiсть m∗, яка задається спiввiдношенням (5), належить мно-
жинiM′′ i для неї справджується рiвнiсть (10).

Якщо ж n+ 2 < dα, то внаслiдок (11) i (14)

En(m) ≤
( n+2∑
k=1

mk

)r
max{ξn+1, ξn+2}+

dα∑
k=n+3

αkm
r
k. (15)

Далi, покладемо

x1 =
n+2∑
k=1

mk, c =
n+3∑
k=1

mk, a1 =
( l∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
,

a2 = αn+3, b = l − n,

(16)
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де l — натуральне число, для якого ξl = max{ξn+1, ξn+2}. З
того, що m ∈M′′ випливає, що

a1x
r
1 ≥

( n+2∑
k=1

mk

)r( l∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
≥ αn+3m

r
n+3 = a2(c− x1)r,

тобто точка x1 знову-таки належить вiдрiзку [x0, c]. Звiдси,
внаслiдок (14), (16) i (13), отримуємо

n+3∑
k=1

νkαkm
r
k≤
( n+2∑
k=1

mk

)r
max{ξn+1, ξn+2}+ αn+3m

r
n+3 = f(x1)≤

≤ max{f(x0), f(c)} =
( n+3∑
k=1

mk

)r
max{ξn+1, ξn+2, ξn+3}. (17)

Далi, аналогiчно, якщо n+ 3 = dα, то на пiдставi (15) i (17)

En(m) =
dα∑
k=1

νkαkm
r
k = f(x1) ≤

( dα∑
k=1

mk

)r
max{ξn+1, ξn+2, ξn+3}.

Тому справедлива оцiнка

En(α, r) ≤ max{ξn+1, ξn+2, ξn+3} = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
,

де число s∗ визначається рiвнiстю (4). Оскiльки послiдовнiсть
m∗ вигляду (5) належить множинiM′′ i для неї справджується
рiвнiсть (10), то справедлива i рiвнiсть (3).

Якщо ж n+ 2 < dα, то iз (15) i (17) випливає

En(m) ≤
( n+3∑
k=1

mk

)r
max{ξn+1, ξn+2, ξn+3}+

dα∑
k=n+4

αkm
r
k,
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Проводячи аналогiчнi мiркування далi, на (dα − n− 1)-ому
кроцi встановимо, що для довiльної послiдовностi m ∈M′′

En(m) ≤ |m|r max
s∈[n+1,dα]

ξs ≤ max
s∈[1,dα]

(s− n)
( s∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
=

= (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

i для завершення доведення теореми зазначимо, що послiдов-
нiсть m∗ = {m∗k}dk=1 вигляду (5) належить множинiM′′, i що

En(m∗) = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

2. Доведення теореми 2. Як i при доведеннi теореми 1
спочатку переконуємось, що для вiдшукання величини En(α, r)
i в цьому випадку достатньо обмежитися множиною M′′ всiх
послiдовностей m з множиниM, для яких числа αkmr

k не зрос-
тають i рiвнi мiж собою при всiх k = 1, 2, . . . , n+ 1. При цьому,
якщо n+1 = dα, то, мiркуючи так само, приходимо до виснов-
ку, що

En(α, r) = (dα − n)
( dα∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

Якщо ж n+ 1 < dα, то встановимо таке твердження.
Твердження 2. Нехай M̃ — множина всiх послiдовно-

стей m з множини M′′, для яких числа αkmk
r рiвнi мiж со-

бою при всiх k ∈ [1, s∗], де s∗ = s∗(n, α, r). Тодi справедлива
рiвнiсть

En(α, r) = sup
m∈M̃

En(m). (18)
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Доведення. Як i при доведеннi твердження 1, покажемо,
що для кожної послiдовностim ∈M′′ знайдеться послiдовнiсть
m′′ ∈ M̃ така, що |m′′| ≤ |m| i

En(m′′) ≥ En(m). (19)

З цiєю метою розглянемо послiдовнiсть m′′ таку, що при k ∈
∈ [1, s∗] значення m′′k визначаються спiввiдношенням

αk(m′′k)
r =

( s∗∑
k=1

mk

)r( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
,

а при k > s∗ — m′′k = mk. Оскiльки

s∗∑
k=1

m′′k =
s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

( s∗∑
k=1

mk

)( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−1

=
s∗∑
k=1

mk,

то
|m′′| = |m|. (20)

Для доведення нерiвностi (19) достатньо показати, що

s∗∑
k=1

νkαkm
r
k ≤

s∗∑
k=1

νk

( s∗∑
k=1

mk

)r( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
. (21)

Покажемо, що насправдi виконується бiльш сильна нерiвнiсть

s∗∑
k=1

νkαkm
r
k ≤

s∗∑
k=1

νk

( s∗∑
i=1

α
− 1
r

i

)−1 s∗∑
j=1

α
r−1
r

j mr
j , (22)

з якої (21) можна отримати шляхом застосуванням нерiвностi
Гельдера.
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Покладемо

Mk = α
− 1
r

k

(
νkα

1
r
k − (s∗ − n)

( s∗∑
i=1

α
− 1
r

i

)−1)
.

Очевидно, що внаслiдок (6) Mk ≤ 0 при k ∈ [1, n], i Mk ≥ 0 при
k ∈ [n+ 1, s∗]. Крiм того,

s∗∑
k=1

Mk = 0,

Тому рiзницю R мiж правою i лiвою частинами (22) можна
подати у виглядi:

R =
s∗∑
k=1

(αkmr
k − c)Mk,

де c — довiльне дiйсне число.
Враховуючи те, що величини αkm

r
k монотонно спадають,

вiзьмемо в ролi c число c∗ = αn+1m
r
n+1. В такому випадку ве-

личини (αkmr
k − c∗)Mk будуть недодатними при всiх k ∈ [1, s∗].

Звiдси випливає, що R ≤ 0.
Таким чином, спiввiдношення (22), а разом з ним i нерiв-

ностi (21) i (19) доведено. Об’єднуючи спiввiдношення (19) та
(20), отримуємо необхiдну рiвнiсть (18).

З означення множини M̃ випливає, що для кожної послi-
довностi m ∈ M̃ при всiх k ∈ [1, s∗]

αkm
r
k =

( s∗∑
k=1

mk

)r( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

Тому
s∗∑
k=1

νkαkmk = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

mk

)r( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.
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Далi можливi два випадки: коли s∗ = dα i коли s∗ < dα.
В першому випадку для будь-якої послiдовностi m ∈ M̃

En(m) =
dα∑
k=1

νkαkmk =

=
s∗∑
k=1

νkαkmk = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

mk

)r( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
,

а оскiльки
∑s∗

k=1mk ≤ |m| ≤ 1, то приходимо до висновку, що

En(α, r) ≤ (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

Для завершення доведення теореми 2 за таких припущень до-
сить помiтити, що послiдовнiсть m∗, яка задається рiвнiстю (7)
i має в такому випадку вигляд

m∗k =


(
α

1
r
k

dα∑
i=1

α
− 1
r

i

)−1

k ∈ [1, dα],

0, k > dα,

належить множинi M̃ i для неї справджується рiвнiсть

En(m∗) = (dα − n)
( dα∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
.

Якщо ж s∗ < dα, то

En(m) = (s∗ − n)
( s∗∑
k=1

mk

)r( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

)−r
+

dα∑
k=s∗+1

αkm
r
k. (23)
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Застосовуючи до виразу в правiй частинi (23) нерiвнiсть Гель-
дера, будемо мати

En(m)≤
( dα∑
k=1

mk

)r(
(s∗ − n)

1
1−r

( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

) r
r−1

+
dα∑

k=s∗+1

α
1

1−r
k

)1−r

.

Звiдси, внаслiдок того, що
∑dα

k=1mk ≤ |m| ≤ 1, отримуємо по-
трiбну оцiнку зверху величини En(α, r).

Розглянемо тепер послiдовнiсть m∗, яка визначається
спiввiдношенням (7), i покажемо, що m∗ ∈ M̃. Дiйсно, вра-
ховуючи (7), при кожному k ∈ [1, s∗] будемо мати

αk(m∗k)
r = (s∗ − n)

r
1−r

( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

) r
r−1

E
r
r−1
n , (24)

а при k > s∗ —

αk(m∗k)
r = α

1
1−r
k E

r
r−1
n . (25)

Тобто, величини αk(m∗k)
r при k ∈ [1, s∗] рiвнi мiж собою, а при

k > s∗ — не зростають. Тому достатньо показати, що

αs∗(m∗s∗)
r ≥ αs∗+1(m∗s∗+1)

r (26)

або ж

(s∗ − n)
r

1−r

( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

) r
r−1

≥ α
1

1−r
s∗+1.

Остання нерiвнiсть випливає iз означення числа s∗. Таким чи-
ном, послiдовнiсть m∗ належить множинi M̃. Крiм того, вна-
слiдок (24)–(26) має мiсце рiвнiсть

En(m∗) =

(
(s∗ − n)

1
1−r

( s∗∑
k=1

α
− 1
r

k

) r
r−1

+
dα∑

k=s∗+1

α
1

1−r
k

)1−r

,
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яка i завершує доведення теореми.
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