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НАБЛИЖЕННЯ ОПЕРАТОРАМИ СЕРДЮКА
НЕПЕРЕРВНИХ (ψ, β)-ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ
ФУНКЦIЙ, ЗАДАНИХ НА ДIЙСНIЙ ОСI∗

Одержано асимптотичнi (при σ → ∞) формули для точних верх-
нiх меж вiдхилень операторiв Сердюка Uσ(f ; ·) — цiлих функцiй
експоненцiального типу не бiльшого нiж σ — на класах Ĉψβ,∞ непе-
рервних заданих на дiйснiй осi функцiй в рiвномiрнiй метрицi.

Нехай L̂ — множина функцiй ϕ(·), якi заданi на дiйснiй осi
R i мають скiнченну норму ‖ϕ‖L̂, де

‖ϕ‖L̂ = sup
a∈R

a+2π∫
a

|ϕ(t)|dt. (1)

Нехай, далi, ψ(υ) — функцiя, неперервна при всiх υ ≥ 0,
i β — фiксоване число, для яких майже при всiх t ∈ R iснує
перетворення

ψ̂β(t) =
1
π

∞∫
0

ψ(υ) cos(υt− βπ

2
)dυ. (2)

Тодi, наслiдуючи О.I. Степанця [1], через L̂ψβ позначаємо мно-
жину функцiй f ∈ L̂, якi майже при всiх x ∈ R можуть бути
записанi у виглядi рiвностi

∗Частково пiдтримано Державним фондом фундаментальних дослiджень
України (проект 25.1/043).
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f(x) = A0 +

∞∫
−∞

ϕ(x− t)ψ̂β(t)dt = A0 + (ϕ ∗ ψ̂β)(x), (3)

де A0 — деяка стала, ϕ ∈ L̂, а iнтеграл розумiють як границю
iнтегралiв по симетричних промiжках, що розширюються. Як-
що f ∈ L̂ψβ i при цьому ϕ ∈ N, де N — деяка пiдмножина з L̂,
то покладають f ∈ L̂ψβN. Пiдмножини неперервних функцiй з
L̂ψβ i L̂ψβN позначають вiдповiдно символами Ĉψβ i Ĉψβ N. Функ-
цiю ϕ(·) у рiвностi (3) називають (ψ, β)-похiдною функцiї f(·)
i позначають fψβ (·).

Апроксимацiйнi властивостi множин L̂ψβ вивчались в ба-
гатьох роботах i основнi досягнення в цьому напрямi мiстяться
в [2], де, фактично, побудовано теорiю наближень функцiй iз
множин L̂ψβ в такiй же повнотi, в якiй вона iснує в перiодично-
му випадку для множин Lψβ (див. [3, 4]), якi є пiдмножинами
перiодичних функцiй з L̂ψβ .

Як наближаючi агрегати для функцiй f ∈ L̂ψβ будемо вико-
ристовувати функцiї Uσ(f ; ·), σ ≥ 0, що мають вигляд

Uσ(f ;x) = A0 +

∞∫
−∞

fψβ (x− t) 1
π

σ∫
0

uσ(t, v) dv dt, (4)

де функцiя uσ(t, υ) = uσ(ψ, β; t, υ) визначається такою рiв-
нiстю:

uσ(t, υ) =


u∗σ(t, υ), υ ∈ [0, σ−1],
u∗σ(t, υ)+ψ(3σ)(υ−σ+1) cos(υt+βπ

2 ), υ ∈ (σ−1, σ),
0, υ ∈ [σ,∞],
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а u∗σ(t, υ)=(ψ(υ)−ψ(2σ−υ)) cos(υt−βπ
2 )−ψ(2σ+υ) cos(υt+βπ

2 )
при υ ∈ [0, σ].

Твердження 1. Нехай β ∈ R i ψ(υ)— функцiя, абсолютно
неперервна при всiх υ ≥ 0, причому ψ(0) sin βπ

2 = 0, i крiм того,
при довiльному a > 0 ψ′ ∈ L2(0, a) :

a∫
−a

|ψ′(x)|2dx <∞,

i ψ̂β ∈ L(R). Тодi, якщо fψβ ∈W, тобто

∞∫
−∞

|fψβ (x)|
1 + |x|

dx <∞,

або fψβ ∈W
2, тобто

∞∫
−∞

|fψβ (x)|2

(1 + |x|)2
dx <∞,

то Uσ(f ; ·) ∈ Eσ, тобто є цiлою функцiєю експоненцiального
типу не бiльшого нiж σ i, бiльше того, Uσ(f, ·) ∈W 2.

Доведення твердження 1 випливає з такого вiдомого
твердження.

Твердження А ([5, п. 97]). Нехай

g(t) =

σ∫
−σ

γ(v)eivtdv,

де γ(v) — функцiя, абсолютно неперервна, γ(−σ) = γ(σ) = 0
та γ′(v) ∈ L2(−σ, σ), i нехай функцiя h(x) задовольняє одну
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з таких умов:
а) h ∈W,
б) h ∈W 2.
Тодi згортка

ϕ(x) =

∞∫
−∞

g(x− t)h(t)dt =

∞∫
−∞

g(t)h(x− t)dt,

належить до Eσ, а також до W 2.
Покладемо

γ(v) = λσ(v) + iνσ(v),

де

λσ(v)=


cos βπ2

(
ψ(|v|)−ψ(2σ−|v|)−ψ(2σ+|v|)

)
, |v| ≤ σ−1,

cos βπ2
(
ψ(|v|)−ψ(2σ−|v|)−ψ(2σ+|v|)+

+ψ(3σ)(|v|−σ+1)
)
, σ−1<|v|<σ,

0, |v| ≥ σ,

i

νσ(v) =


sin βπ

2

(
ψ(|v|)−ψ(2σ−|v|)+ψ(2σ+|v|)

)
, |v| ≤ σ−1,

sin βπ
2

(
ψ(|v|)−ψ(2σ−|v|)+ψ(2σ+|v|)−

−ψ(3σ)(|v|−σ+1)
)
, σ−1<|v|<σ,

0, |v| ≥ σ,

Як випливає з побудови i умов, накладених на функцiю ψ(v)
i дiйсне число β, функцiя γ(v) є абсолютно неперервною,
γ(−σ) = γ(σ) = 0 i γ′(v) ∈ L2(−σ, σ). Далi, скориставшись
твердженням А, за умов fψβ ∈ W або fψβ ∈ W

2, i враховуючи,
що

σ∫
0

uσ(t, v) dv ≡
σ∫
−σ

γ(v)eivtdv, t ∈ R,
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завершуємо доведення твердження 1.
Зазначимо, що у випадку, коли f(x) є 2π-перiодичними

функцiями з L̂ψβ i σ = n ∈ N, функцiї Un(f, ·) є тригонометрич-
ними полiномами порядку ≤ n−1, апроксимативнi властивостi
яких на класах LψβN дослiджено А.С. Сердюком [6]. Саме тому
функцiї Uσ(·; ·) будемо називати операторами Сердюка.

При означеннi множин L̂ψβ функцiя ψ(v) i число β пiдпоряд-
кованi умовi, щоб перетворення ψ̂β(t) iснувало майже для всiх
t. Вкажемо достатнi умови для того, щоб перетворення ψ̂β(t)
було сумовним на дiйснiй осi.

Наслiдуючи О.I. Степанця [2], через A позначимо множи-
ну всiх неперервних при v ≥ 0 функцiй ψ, якi задовольняють
умови:
1) ψ(v) ≥ 0, ψ(0) = 0;
2) ψ опукла вниз на [1;∞) i lim

v−→∞
ψ(v) = 0;

3) ψ′(v) := ψ′(v + 0) є функцiєю обмеженої варiацiї на [0;∞) :
∞∨
0

ψ′(v) ≤ K <∞,

а також покладемо

A′
df={ψ ∈ A :

∞∫
1

ψ(t)
t
dt <∞, },

A0
df={ψ ∈ A : 0 < µ(t) ≤ K <∞, ∀t ≥ 1},

AC
df={ψ ∈ A : 0 < K1 ≤ µ(t) ≤ K2 <∞, ∀t ≥ 1},

A+
∞

df={ψ ∈ A : µ(t) ↑ ∞ при t→∞},
де

µ(t) =
t

η(t)− t
, η(t) = η(ψ, t) = ψ−1

(
1
2
ψ(t)

)
, t ≥ 1. (5)
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Тодi, якщо виконуються такi умови: ψ ∈ A i β = 0 або ψ ∈ A′

i β ∈ R, якi скрiзь надалi припускаються, то, як випливає з
твердження 9.5.1 [2], перетворення ψ̂β(t) є функцiєю сумовною
на R.

Мета даної роботи полягає в знаходженнi асимптотичних
при σ →∞ рiвностей для величин

E(Ĉψβ,∞;Uσ) = sup
f∈Ĉψβ,∞

‖f(x)− Uσ(f ;x)‖C ,

де ‖f(x)‖C = max
x∈R
|f(x)|,

Ĉψβ,∞ = {f ∈ Ĉψβ : ess sup
t∈R

|fψβ (t)| ≤ 1}.

Мають мiсце такi твердження.
Теорема 1. Нехай ψ ∈ A0. Тодi при σ → ∞ має мiсце

асимптотична рiвнiсть

E(Ĉψ0,∞;Uσ) =
4
π2
ψ(3σ) lnσ +O(1)ψ(σ), (6)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ.
Теорема 2. Нехай ψ ∈ A′0 = A′

⋂
A0 i β ∈ R. Тодi при

σ →∞

E(Ĉψβ,∞;Uσ)=
2
π
| sin βπ

2
|
∞∫

3σ

ψ(t)
t
dt+

4
π2
ψ(3σ) lnσ+O(1)ψ(σ), (7)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.
Зi спiввiдношення 5.3.5 [4] випливає, що якщо ψ ∈ AC ⊂ A′0,

то
∞∫
σ

ψ(t)
t

dt ≤ Kψ(σ) σ ≥ 1.
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Враховуючи це, з теореми 2 отримуємо такий наслiдок.
Наслiдок 1. Нехай ψ ∈ AC i β ∈ R. Тодi при σ → ∞ має

мiсце асимптотична рiвнiсть

E(Ĉψβ,∞;Uσ) =
4
π2
ψ(3σ) lnσ +O(1)ψ(σ), (8)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.

Теорема 3. Нехай ψ ∈ A+
∞ i β ∈ R. Тодi при σ →∞

E(Ĉψβ,∞;Uσ) =
4
π
ψ(σ)+O(1)

(
ψ(3σ)| ln(η(3σ)−3σ)|+ψ(σ)

µ(σ)
)
, (9)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.

Нехай функцiя ψ(υ), що задає клас Ĉψβ,∞, має вигляд

ψ(υ) =
{
ψ1(υ), υ ∈ [0, 1);
e−αυ, υ ≥ 1,

(10)

де α — довiльне число, α > 0, ψ1(υ) — деяка абсолютно непере-
рвна функцiя, що має похiдну ψ′(υ) обмеженої варiацiї на [0, 1]
i така, що ψ1(0) sin(βπ/2) = 0 i ψ1(1) = e−α.

Множину Ĉψβ,∞, що визначається функцiєю ψ(υ), означеною
рiвнiстю (10), надалi позначатимемо символом Ĉαβ,∞.

Слiд вiдмiтити, що множину 2π-перiодичних функцiй f ∈
Ĉψβ,∞ називають множиною iнтегралiв Пуассона (див., напри-
клад, [4, с.302]) функцiй ϕ, ess sup

t∈R
|ϕ(t)| ≤ 1, i позначають

Cqβ,∞, q = e−α. Множини Cqβ,∞ дослiджувались в багатьох ро-
ботах i останнi результати цих дослiджень мiстяться в книзi [4,
с. 301–369] (див. також наведену там бiблiографiю).

З теореми 3, враховуючи, що для функцiї ψ(v), означеної
рiвнiстю (10), η(t) = t− ln 2

α при t ≥ 1, випливає такий наслiдок.
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Наслiдок 2. Нехай α > 0 i β ∈ R , тодi при σ →∞ має
мiсце асимптотична рiвнiсть

E(Ĉαβ,∞;Uσ) = e−ασ(
4
π

+
O(1)
ασ

),

де O(1) — величини, рiвномiрно обмеженi по параметрах α, β
i σ.

Зауваження. 1. Теореми 1–3 в перiодичному випадку до-
ведено в [6]. Асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилень
операторiв Фур’є на класах Ĉψβ,∞ отримано в [1; 2 (гл. IX); 7;
8].

2. З результатiв роботи [9] i наслiдку 2 випливає, що при
σ →∞

E(Ĉαβ,∞;Uσ) ∼ Eσ(Ĉαβ,∞),

де
Eσ(Ĉαβ,∞) = inf

g∈Eσ
sup

f∈Ĉψβ,∞

‖f(x)− g(x)‖C ,

а запис f(x) ∼ ϕ(x) означає, що f(x)
ϕ(x) → 1, коли x прямує до

заданої границi.
Доведення теорем 1 i 2 грунтується на такiй лемi.
Лема. Нехай ψ ∈ A i β = 0 або ψ ∈ A′ i β ∈ R. Тодi при

σ ≥ 1
E(Ĉψβ,∞;Uσ) = E(Ĉψσ−β,∞;Fσ) +O(1)ψ(σ),

де

ψσ(t) =
{
ψ((2σ + 1)t), 0 ≤ t ≤ 1,
ψ(t+ 2σ), t ≥ 1,

(11)

E(Ĉψβ,∞;Fσ) = sup
f∈Ĉψβ,∞

‖f(x)− Fσ(f ;x)‖C ,
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Fσ(f ;x) — оператори Фур’є порядку σ, введенi в [1]:

Fσ(f ;x) = A0 +

∞∫
−∞

fψβ (x− t) 1
π

∞∫
0

ψ(υ)λσ(υ) cos(υt+
βπ

2
)dυdt,

λσ(υ) =


1, 0 ≤ υ ≤ σ − 1,

1− (υ − σ + 1)ψ(σ)/ψ(υ), σ − 1 < υ < σ,
0, υ ≥ σ,

O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.
Доведення. Якщо ψ ∈ A i β = 0 або ψ ∈ A′ i β ∈ R,

то, як уже зазначалось, функцiя ψ̂β(t) сумовна на R. Тому,
враховуючи, що

σ∫
0

(
ψ(2σ − v) cos(vt− βπ

2
) + ψ(2σ + v) cos(vt+

βπ

2
)
)
dv =

= 2 cos(σt− βπ

2
)

∞∫
0

ψ(v + σ) cos vt dv −
∞∫
σ

ψ(v) cos(vt− βπ

2
) dv−

−
∞∫
σ

ψ(v + 2σ) cos(vt+
βπ

2
) dv,

з рiвностей (3)–(4), при f ∈ Ĉψβ,∞ в кожнiй точцi x отримуємо

f(x)−Uσ(f ;x) =−
∞∫
−∞

fψβ (x−t)
( 1
π

σ∫
σ−1

ψ(3σ)(v−σ+1)cos(vt+
βπ

2
)dv+

+
1
π

∞∫
σ

ψ(v + 2σ) cos(vt+
βπ

2
) dv

)
dt+ rσ(f ;x), (12)
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де

rσ(f ;x)=
2
π

∞∫
−∞

fψβ (x−t) cos(σt−βπ
2

)

∞∫
0

ψ(v+σ) cos vt dv dt. (13)

Якщо f ∈ Ĉψβ,∞, то ‖fψβ ‖ ≤ 1, i тому з рiвностi (13) отри-
муємо

rσ = sup
f∈Ĉψβ,∞

‖rσ(f ;x)‖C ≤
2
π

∞∫
−∞

∣∣ ∞∫
0

ψ(v + σ) cos vt dv
∣∣ dt. (14)

Оскiльки ψ ∈ A, то функцiя ψ′(σ+ v) вiд’ємна й зростаюча
при v ≥ 0, σ ≥ 1, крiм того lim

v→∞
ψ′(σ+v) = 0, тому, iнтегруючи

частинами при t 6= 0, маємо

∞∫
0

ψ(v + σ) cos vt dv = −1
t

∞∫
0

ψ′(v + σ) sin vt dv > 0.

Далi, змiнюючи порядок iнтегрування i враховуючи, що при

v 6= 0
∞∫
−∞

sin vt
t dt = π, отримуємо

2
π

∞∫
−∞

∣∣ ∞∫
0

ψ(v+σ) cos vt dv
∣∣ dt = − 2

π

∞∫
−∞

1
t

∞∫
0

ψ′(v+σ) sin vt dv dt =

= − 2
π

∞∫
0

ψ′(v + σ)

∞∫
−∞

sin vt
t

dt dv = 2ψ(σ). (15)

Далi, розглядаючи, точну верхню межу по функцiям f ∈
∈ Ĉψβ,∞ в рiвностi (12) та враховуючи спiввiдношення (13)–(15),
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одержуємо

E(Ĉψβ,∞;Uσ)= sup
f∈Ĉψβ,∞

∥∥∥∥
∞∫
−∞

fψβ (x−t)
(1
π

σ∫
σ−1

ψ(3σ)(v−σ+1) cos(vt+
βπ

2
)dv+

+
1
π

∞∫
σ

ψ(v + 2σ) cos(vt+
βπ

2
) dv

)
dt

∥∥∥∥
C

+O(1)ψ(σ). (16)

Помiчаючи, тепер, що перший доданок в правiй частинi
останньої рiвностi є точною верхньою межею вiдхилень опе-
раторiв Фур’є Fσ(g; ·) вiд функцiй g з класу Ĉψσ−β,∞ в рiвномiр-
нiй метрицi, тобто дорiвнює величинi E(Ĉψσ−β,∞;Fσ), де функцiя
ψσ(v) визначається рiвнiстю (11), завершуємо доведення леми.

Для завершення доведення теорем 1 i 2 скористаємось та-
кими твердженнями.

Теорема А ([2], теорема 9.12.3). Нехай ψ ∈ A0, тодi при
σ →∞ виконується асимптотична рiвнiсть

E(Ĉψ0,∞;Fσ) =
4
π2
ψ(σ) lnσ +O(1)ψ(σ),

де O(1) — величина рiвномiрно обмежена вiдносно σ.
Теорема Б ([7], теорема 1). Нехай ψ ∈ A′0 i β ∈ R. Тодi при

σ →∞

E(Ĉψβ,∞;Fσ) =
2
π
| sin βπ

2
|
∞∫
σ

ψ(t)
t

dt+
4
π2
ψ(σ) lnσ +O(1)ψ(σ),

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.
Як випливає з побудови, функцiя ψσ(v), яка визначається

рiвнiстю (11), належить до множин A0 або A′0, якщо функцiя
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ψ(v) належить до множин A0 або A′0, вiдповiдно. Тому, об’єд-
нуючи лему 1 i теореми А i Б, поклавши в них ψ(v) = ψσ(v),
отримуємо спiввiдношення (6) i (7). Теореми 1 i 2 доведено.

Доведення теореми 3. Нехай ψ ∈M+
∞ i β ∈ R. Тодi, як-

що f ∈ Ĉψβ,∞, то в кожнiй точцi x виконується рiвнiсть (12).
Розглядаючи в цiй рiвностi точну верхню межу по функцiям f
з класу Ĉψβ,∞ i проводячи мiркування аналогiчнi тим, що про-
водилися при отриманнi спiввiдношення (16), отримуємо

E(Ĉψβ,∞;Uσ) = Eσ(Ĉψβ,∞) +O(1)E(Ĉψσ−β,∞;Fσ), (17)

де

Eσ(Ĉψβ,∞)=
2
π

sup
f∈Ĉψβ,∞

∥∥∥∥
∞∫
−∞

fψβ (x−t) cos(σt−βπ
2

)

∞∫
0

ψ(v+σ) cos vtdvdt
∥∥∥∥
C

.

(18)
Покладемо f̃ψβ (−t) = sign cos(σt − βπ

2 ), тодi з рiвностi (18),
випливає

Eσ(Ĉψβ,∞) =
2
π

∞∫
−∞

| cos(σt− βπ

2
)|
∞∫
0

ψ(v + σ) cos vt dv dt. (19)

Для знаходження правої частини рiвностi (19) скористає-
мося таким твердженням.

Твердження Б ([8], лема). Нехай g(t) i h(t) — абсолютно
iнтегровнi на дiйснiй осi функцiї з обмеженою варiацiєю:

∞∨
−∞

g <∞,
∞∨
−∞

h <∞,

σ i α — довiльнi дiйснi числа. Покладемо

ϕ(t) = g(t) cos(σt+ α) + h(t) sin(σt+ α),
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r(t) =
√
g2(t) + h2(t), K =

∞∨
−∞

g +
∞∨
−∞

h.

Тодi
∞∫
−∞

|ϕ(t)|dt =
2
π

∞∫
−∞

r(t)dt+O(1)Kσ−1,

де O(1) — величини, рiвномiрно обмеженi по σ.
Покладемо

g(t) =

∞∫
0

ψ(v + σ) cos vt dv, h(t) ≡ 0 i α = −βπ
2
,

i покажемо, що функцiя g(t) задовольняє всi умови твердження
Б. Дiйсно, вона, як уже зазначалось, абсолютно iнтегровна.
Знайдемо її варiацiю. Оскiльки функцiя g(t) парна, то

∞∨
−∞

g(t) = 2

∞∫
0

|g′(t)|dt = 2

∞∫
0

|
∞∫
0

vψ(v + σ) sin vtdv|dt.

Розiб’ємо iнтеграл, що стоїть в правiй частинi останньої рiвно-
стi, на двi частини:

∞∫
0

|
∞∫
0

vψ(v + σ) sin vtdv|dt =

(η(σ)−σ)−1∫
0

|
∞∫
0

vψ(v + σ) sin vtdv|+

+

∞∫
(η(σ)−σ)−1

|
∞∫
0

vψ(v + σ) sin vtdv|dt df=V (1)
σ (ψ) + V (2)

σ (ψ), (20)

де функцiя η(t) визначається рiвнiстю (5). Бачимо, що

V (1)
σ (ψ) ≤ 1

(η(σ)− σ)

∞∫
0

vψ(v + σ)dv. (21)
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Якщо ψ ∈ A+
∞, то, як випливає iз зауваження 3.13.1 з [4], ψ(t) ≤

≤ 2(η(t)− t)|ψ′(t)|, t ≥ 1. Тому, враховуючи останнє, маємо

∞∫
0

vψ(v + σ)dv ≤ 2

∞∫
0

v(v + σ)
(η(v + σ)− v − σ)

v + σ
|ψ′(v + σ)|dv ≤

≤ 2
(η(σ)− σ)

σ

∞∫
0

v(v + σ)|ψ′(v + σ)|dv. (22)

Iнтегруючи частинами i враховуючи те, що при ψ ∈ A+
∞

v2ψ(v + σ)
∣∣
v=∞ = 0, отримуємо

∞∫
0

v(v+σ)|ψ′(v+σ)|dv = 2

∞∫
0

vψ(v+σ)dv+σ

∞∫
0

ψ(v+σ)dv. (23)

Об’єднуючи спiввiдношення (22),(23) i таку нерiвнiсть (див.
спiввiдношення (108) з [6] або (19) з [10]):

∞∫
0

ψ(v + σ)dv ≤ 2
1− 2

µ(σ)

ψ(σ)(η(σ)− σ), σ ≥ 1, µ(σ) > 2,

для всiх σ ≥ 1 таких, що µ(σ) > 4, одержуємо

∞∫
0

vψ(v + σ)dv ≤ 4
(1− 2

µ(σ))(1−
4

µ(σ))
ψ(σ)(η(σ)− σ)2. (24)

Пiдставляючи оцiнку (24) у нерiвнiсть (21), маємо

V (1)
σ (ψ) = O(1)ψ(σ)(η(σ)− σ). (25)
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Отримаємо тепер необхiдну оцiнку для величини V
(2)
σ (ψ).

Двiчi iнтегруючи частинами i враховуючи, що якщо ψ ∈ M+
∞,

то vψ(∞) = vψ′(∞) = 0, отримуємо

∞∫
0

vψ(v+σ) sin vtdv = − 1
t2

∞∫
0

sin vtd(ψ(v+σ)+vψ′(v+σ)). (26)

Оскiльки | sin vt| ≤ 1, то

|
∞∫
0

sin vtd(ψ(v+ σ) + vψ′(v+ σ))| ≤
∞∨
0

ψ(v+ σ) +
∞∨
0

vψ′(v+ σ).

(27)
Далi, враховуючи, що

∞∨
0

ψ(v + σ) = ψ(σ)

i
∞∨
0

vψ′(v + σ) =

∞∫
0

|ψ′(v + σ) + vψ′′(v + σ)|dv ≤

≤
∞∫
0

|ψ′(v+σ)|dv+

∞∫
0

|vψ′′(v+σ)|dv = ψ(σ)+

∞∫
0

vd|ψ′(v+σ)| =

= ψ(σ) +

∞∫
0

|ψ′(v + σ)|dv = 2ψ(σ),

зi спiввiдношень (20), (26) i (27), одержуємо

V (2)
σ (ψ) ≤ 3ψ(σ)

∞∫
(η(σ)−σ)−1

1
t2
dt = O(1)ψ(σ)(η(σ)− σ). (28)
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Далi, зi спiввiдношень (20), (25) i (28) випливає
∞∨
−∞

g(t) = O(1)ψ(σ)(η(σ)− σ). (29)

Користуючись твердженням Б, з рiвностi (19) отримуємо

Eσ(Ĉψβ,∞) =
4
π2

∞∫
−∞

|
∞∫
0

ψ(v + σ) cos vt dv| dt+O(1)ψ(σ)
η(σ)− σ

σ
.

Тепер, враховуючи рiвнiсть (15) i означення функцiї µ(t) (див.
рiвнiсть (5)), з останнього спiввiдношення при σ → ∞ одер-
жуємо

Eσ(Ĉψβ,∞) =
4
π
ψ(σ) +O(1)

ψ(σ)
µ(σ)

. (30)

Оцiнимо тепер другий доданок в правiй частинi спiввiдно-
шення (17). Для цього скористаємося твердженням, яке випли-
ває з теореми 9.12.2 [2].

Теорема В. Нехай ψ ∈ A+
∞ i β ∈ R. Тодi при σ →∞

E(Ĉψβ,∞;Fσ) =
4
π2
ψ(σ)| ln(η(σ)− σ)|+O(1)ψ(σ),

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно σ i β.
За теоремою В, при σ →∞ отримуємо

E(Ĉψσ−β,∞;Fσ) =
4
π2
ψ(3σ)| ln(η(3σ)− 3σ)|+O(1)ψ(3σ). (31)

Таким чином, об’єднуючи спiввiдношення (17), (30) i (31),
одержуємо рiвнiсть (9). Теорему 3 доведено.
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