
Збiрник праць Iн-ту математики НАН України 2007, Т.4, №1, 302–317

УДК 517.5

В.В. Савчук, А. Л. Шидлiч
(Iн–т математики НАН України, Київ)

НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ
ЗМIННИХ ЛIНIЙНИМИ МЕТОДАМИ
В ПРОСТОРАХ Sp

В просторах Sp функцiй багатьох змiнних, 2π– перiодичних за кож-
ною змiнною, вивчаються апроксимативнi властивостi операторiв
AM

%,r i PM
%,s, що породжують два методи пiдсумовування по трикут-

них областях кратних рядiв Фур’є. Зокрема, в термiнах похибок
наближення цими операторами в просторi Sp дається конструк-
тивна характеристика класiв функцiй, узагальненi похiднi яких за-
довольняють умову Лiпшиця.

1. Позначення та постановка задачi. Нехай d— натуральне
число, Rd, Rd

+, Zd – множини всiх впорядкованих наборiв k :=
= (k1, . . . , kd) вiдповiдно з d дiйсних, дiйсних невiд’ємних та
цiлих чисел i Td := [0, 2π]d := [0, 2π]× . . .× [0, 2π]︸ ︷︷ ︸

d

.

Нехай далi Lp := Lp(Td), 1 ≤ p < ∞, – простiр функцiй
f , визначених на Rd, 2π-перiодичних за кожною змiнною, для
яких

‖f‖
Lp

:=
(∫

Td

|f |pdσ
)1/p

<∞,

де σ — нормована мiра Лебега на Td i C = C(Td) — простiр
неперервних на Rd функцiй f , 2π-перiодичних за кожною змiн-
ною, з нормою ‖f‖

C
:= max

x∈Td
|f(x)|.

Покладемо
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(k,x) :=
d∑
j=1

kjxj

i
f̂(k) :=

∫
Td

f(x)e−i(k,x)dσ(x), k ∈ Zd.

Простiр Sp, 1 ≤ p < ∞, [1] (Гл. XI) (див. також [2]) – це
простiр функцiй f ∈ L1, для яких

‖f‖
Sp :=

∑
k∈Zd

|f̂(k)|p
1/p

<∞.

Двi функцiї f ∈ L1 i g ∈ L1 вважаються тотожними в просторi
Sp, якщо ‖f − g‖

Sp = 0.
Покладемо

Hν(f)(x) :=
∑
|k|1=ν

f̂(k)ei(k,x), |k|1 :=
d∑
j=1

|kj |, ν ∈ N.

Тодi ряд Фур’є функцiї f ∈ L1 можна подати у виглядi

S[f ](x) :=
∑
k∈Zd

f̂(k)ei(x,k) =
∞∑
ν=0

Hν(f)(x).

Виходячи з останньої рiвностi, розглянемо лiнiйнi оператори
SM
n , σ

M
n , PM

%,s i AM
%,r, визначенi на L1 вiдповiдно рiвностями

SM
n (f)(x) =

n∑
ν=0

Hν(f)(x), n = 0, 1, . . . ,

σM
n (f)(x) =

1
n+ 1

n∑
ν=0

SM
ν (f)(x) =
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=
n∑
ν=0

(
1− ν

n+ 1

)
Hν(f)(x), n ∈ N,

PM
%,s(f)(x) =

∞∑
ν=1

%ν
s
Hν(f)(x), s > 0, % ∈ [0, 1),

i

AM
%,r(f)(x) = SM

r−1(f)(x) +
∞∑
ν=r

λν,rHν(f)(x), (1)

де

λν,r := λν,r(%) :=
r−1∑
k=0

(
ν
k

)
(1− %)k%ν−k =

=
r−1∑
k=0

(1− %)k

k!
dk

d%k
%ν , r ∈ N, % ∈ [0, 1).

Вирази SM
n (f)(x), σM

n (f)(x) i PM
%,s(f)(x) називаються вiд-

повiдно трикутною частинною сумою ряду Фур’є, трикут-
ною сумою Фейєра i узагальненою трикутною сумою Абеля–
Пуассона функцiї f . Вираз AM

%,r(f)(x) назвемо трикутною су-
мою Тейлора–Абеля–Пуассона функцiї f .

Зазначимо, що означення оператора AM
%,r є коректним тому,

що

r−1∑
k=0

(
ν
k

)
(1− %)k%ν−k ≤ rqννr−1, де q = max(1− %, %),

i отже, для будь-якої функцiї f ∈ L1 при 0 < % < 1 ряд в правiй
частинi (1) мажорується збiжним рядом

r

∞∑
ν=r

qννr−1
∑
|k|1=ν

|f̂(k)|.
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Пояснимо тепер мотиви вибору назви для операторiв
AM
%,r(f).
Нагадаємо, що iнтегралом Пуассона функцiї f ∈ L1 нази-

вається функцiя P (f), визначена в [0, 1)d × Rd рiвнiстю

P (f)(%,x) =
∫

Td

f(x + t)P (%, t)dσ(t),

де

P (%, t) :=
d∏
j=1

1− %2
j

1− 2%j cos tj + %2
j

, %j ∈ [0, 1),

— кратне ядро Пуассона i x + t := (x1 + t1, . . . , xd + td).
Надалi домовимось пiд виразом P (f)(%,x) розумiти iнте-

грал Пуассона, в якому % — це вектор з однаковими координа-
тами, тобто % = (%, . . . , %).

Для функцiї f ∈ L1, виходячи з розвинення ядра Пуассона
в ряд за степенями %, ї ї iнтеграл Пуассона P (f)(%,x), при % ∈
∈ [0, 1), можемо записати у виглядi

P (f)(%,x) =
∞∑
ν=0

%νHν(f)(x).

Сума ряду в правiй частинi цiєї рiвностi збiгається з сумою
Абеля–Пуассона ряду

∑∞
ν=0Hν(f)(x), або, що те ж саме, з су-

мою PM
%,1(f)(x). При x = 0 := (0, . . . , 0) суму цього ряду спро-

щено позначимо F (%) i розглянемо її як функцiю змiнної %.
Зрозумiло, що функцiя F є аналiтичною на пiввiдрiзку [0, 1).
Тому в околi точки % ∈ [0, 1) для функцiї F справджується
формула Тейлора, за якою

F (t) =
∞∑
k=0

F (k)(%)
k!

(t− %)k.
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За допомогою безпосереднього обчислення переконуємося у то-
му, що частинна сума цього ряду порядку r − 1 при t = 1
збiгається з сумою AM

%,r(f)(0). Зокрема, при r = 1 дiстанемо
F (%) = AM

%,1(f)(0) = PM
%,1(f)(0).

Отже, суму AM
%,r(f)(0), з одного боку, можна тлумачити як

суму Тейлора порядку r − 1 функцiї F , а з другого, при r = 1,
— як суму Абеля–Пуассона.

Метою даної роботи є вивчення операторiв AM
%,r i PM

%,s як
лiнiйних методiв наближення функцiй в просторах Sp. При
цьому основна увага звертається на зв’язок апроксимативних
властивостей сум AM

%,r(f) i PM
%,s(f) iз диференцiальними власти-

востями функцiї f , а саме, властивостями похiдних, означених
в такий спосiб.

Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – кратна числова послiдовнiсть, чле-
ни якої не всi дорiвнюють нулевi i

Z (ψ) := Z d(ψ) :=
{
k ∈ Zd : ψ(k) = 0

}
.

Надалi вважаємо, що множина Z (ψ) має скiнченну кiль-
кiсть елементiв.

Якщо для даної функцiї f ∈ L1 знайдеться функцiя g ∈ L1

така, що

S[f ](x) =
∑

k∈Z (ψ)

f̂(k)ei(k,x) +
∑
k∈Zd

ψ(k)ĝ(k)ei(k,x), (2)

то кажуть, що у функцiї f iснує ψ-похiдна g, для якої викори-
стовують позначення g = fψ. При цьому, якщо Z (ψ) = ∅, то
перша сума в (2) покладається рiвною нулевi.

Зрозумiло, що ψ-похiдна для функцiй з простору Sp є єди-
ною з точнiстю до суми

∑
k∈Z (ψ) ake

i(k,x), де ak — будь-якi
числа.

Дане означення ψ-похiдної пристосоване для потреб дослiд-
жень, викладених у цiй статтi, i за суттю не вiдрiзняється вiд
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усталеного поняття ψ-похiдної О. I. Степанця [1] (Гл. XI, §2),
[2].

В цiй роботi розглядаються ψ-похiднi функцiй з L1 в таких
двох випадках:

1) ψ(k) = ν−r, якщо |k|1 = ν, ν = 0, 1, . . . , r ≥ 0;

2) ψ(k) =


0, якщо |k|1 = 0, 1, . . . , r − 1,

(ν − r)!
ν!

, якщо |k|1 = ν, ν ≥ r, r ∈ N.

При цьому у першому випадку для ψ-похiдної функцiї f ви-
користовуємо позначення f (r), у другому — f[r], а при r = 0
покладаємо f (0) = f[0] = f.

В термiнах iнтегралiв Пуассона можна дати таке тлумачен-
ня похiдної f[r]. Нехай % ∈ [0, 1), тодi

P (f[r])(%,x) = %r
∂r

∂%r
P (f)(%,x), (3)

i внаслiдок вiдомої теореми про радiальнi граничнi значення
iнтеграла Пуассона (див., наприклад, [3, с. 27]), для майже всiх
x ∈ Rd

f[r](x) = lim
%→1−

∂r

∂%r
P (f)(%,x). (4)

Вiдмiтимо також, що f (1) = f[1].
Оператори PM

%,s в загальному випадку, як агрегати набли-
ження функцiй однiєї змiнної, мабуть, вперше розглядалися
в [4,5]. Оператори AM

%,r вперше вивчалися в [6], де в їх термi-
нах дано конструктивну характеристику класiв Гардi–Лiпшиця
Hr
p Lipα функцiй однiєї змiнної, голоморфних в одиничному

крузi комплексної площини. В частинному ж випадку, коли
r = s = 1, оператори AM

%,1 та PM
%,1 збiгаються мiж собою i пород-

жують метод Абеля–Пуассона пiдсумовування кратних рядiв
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Фур’є по трикутних областях. Задача про наближення сумами
Абеля–Пуассона 2π-перiодичних функцiй як однiєї, так i ба-
гатьох змiнних має багату iсторiю з великою кiлькiстю визнач-
них результатiв, огляд яких потребує написання окремої статтi.
Тут згадаємо лише монографiї [7–10], в яких викладено осно-
воположнi результати з цiєї тематики.

2. Основнi результати. У формулюваннi основних ре-
зультатiв домовимося про такi позначення. Нехай Zd+ := Rd

+ ∩
∩ Zd, Zd− :=

{
k ∈ Zd : kj < 0, j = 1, . . . , d

}
, Y := Zd+ ∪ Zd−, i

Lp,Y := Lp,Y (Td) :=
{
f ∈ Lp : f̂(k) = 0 ∀ k ∈ Zd \ Y

}
.

Для даного α ∈ (0, 1] i простору X, пiд яким розумiється один
з просторiв Lp, Sp чи C, покладемо

Lip(α,X) :=
{
f : f ∈ X, ‖f − fh‖X = O(1)|h|α, |h| → 0

}
,

де fh(x) := f(x + h), x + h := (x1 + h, . . . , xd + h), h ∈ R1.

Теорема 1. Нехай 1 ≤ p <∞, 0 < α ≤ 1, r ∈ N i f ∈
∈ L1(Td), d ∈ N. Наступнi твердження рiвносильнi:

1) ‖f −AM
%,r(f)‖

Sp = O(1)(1− %)r+α−1, %→ 1−;
2)
∥∥P (f[r])(%, ·)

∥∥
Sp

= O(1)(1− %)α−1, %→ 1−;

3)
∥∥SM

n

(
f[r]

)∥∥
Sp

= O(1)n1−α, n→∞;

4)
∥∥f[r−1] − σM

n

(
f[r−1]

)∥∥
Sp

= O(1)n−α, n→∞;

5)
∥∥SM

n

(
f[r−1]

)
− σM

n

(
f[r−1]

)∥∥
Sp

= O(1)n−α, n→∞;

Якщо ж f ∈ L1,Y (Td), то кожне з тверджень 1) – 5) рiв-
носильне такому:

6) f[r−1] ∈ Lip(α, Sp).

Розглянемо тепер апроксимативнi властивостi сум PM
%,s(f) в

просторi Sp.
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Покажемо, що

‖f − PM
%,s(f)‖p

Sp ∼ ‖f (s−1) − PM
%,1(f

(s−1))‖p
Sp , %→ 1− . (5)

Для цього покладемо

aν := ‖Hν(f)‖
Sp , ν = 0, 1, . . . .

Тодi

‖f − PM
%,s(f)‖p

Sp =
∞∑
ν=1

(
1− %νs)p

apν .

Оскiльки

lim
%→1−

1− %νs

1− %
= νs, ν ∈ N, s ≥ 1,

то

lim
%→1−

‖f − PM
%,s(f)‖p

Sp

‖f (s−1) − PM
%,1(f (s−1))‖pSp

= lim
%→1−

∞∑
ν=1

apν
(1− %νs

)p

(1− %)p

∞∑
ν=1

apνν
p(s−1) (1− %ν)p

(1− %)p

=

=
‖f (s)‖p

Sp

‖f (s)‖pSp

= 1,

що й доводить (5).
Легко бачити, що

PM
%,1(f)(x) = AM

%,1(f)(x).

Тому, застосувавши теорему 1 до функцiї f = g(s−1) зi значен-
ням параметра r = 1 i врахувавши спiввiдношення (5), одер-
жимо таке твердження.
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Теорема 2. Нехай 1 ≤ p <∞, 0 < α ≤ 1, s ≥ 1 i f ∈
∈ L1(Td), d ∈ N. Наступнi твердження рiвносильнi:

1) ‖f − PM
%,s(f)‖

Sp = O(1)(1− %)α, %→ 1−;
2)
∥∥P (f (s))(%, ·)

∥∥
Sp

= O(1)(1− %)α−1, %→ 1−;

3)
∥∥SM

n

(
f (s)

)∥∥
Sp

= O(1)n1−α, n→∞;

4)
∥∥f (s−1) − σM

n

(
f (s−1)

)∥∥
Sp

= O(1)n−α, n→∞;

5)
∥∥SM

n

(
f (s−1)

)
− σM

n

(
f (s−1)

)∥∥
Sp

= O(1)n−α, n→∞;

Якщо ж f ∈ L1,Y (Td), то кожне з тверджень 1) – 5) рiв-
носильне такому:

6) f (s−1) ∈ Lip(α, Sp).

Зауваження 1. При d = 1 простiр L1,Y (T1) збiгається з
простором L1(T1) i тому твердження 1) – 6) в теоремах 1 та 2
є рiвносильними без жодних застережень.

Результати, що мiстяться в теоремах 1 i 2, примикають до
результатiв Г.Г. Лоренца [11]. Тут звернемо увагу на деякi фак-
ти, якi випливають з результатiв зазначеної роботи та теорем
1 i 2.

В наступних твердженнях d = 1 i тому символ M в записах
операторiв AM

%,r i PM
%,s будемо опускати як непотрiбний.

Наслiдок 1. Нехай 0 < α < 1/2, 1 ≤ p < 2/(2α+1) i r ∈ N.
Якщо f — функцiя, для якої f[r] ∈ Lip(α,C), то

‖f −A%,r(f)‖
Sp

= O(1)(1− %)r+α+1/2−1/p, %→ 1− . (6)

Якщо ж f (r) ∈ Lip(α,C), то

‖f − P%,r(f)‖
Sp

= O(1)(1− %)α+3/2−1/p, %→ 1− .

Справдi, в [11, с. 137] показано, що за умов наслiдку 1∥∥Sn(f[r])
∥∥
Sp

= O(1)n1/p−α−1/2, n ∈ N, а згiдно з теоремою 1
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iз останнього випливає спiввiдношення (6). Аналогiчно дово-
диться твердження для P%,r(f).

Зауваження 2. Iз наслiдку 1 та теореми 1 бачимо, що
при будь-яких α ∈ (0, 1/2) та p ∈ [1, 2/(2α + 1)) виконується
включення Lip(α,C) ⊂ Lip(α+ 3/2− 1/p, Sp).

Наслiдок 2. Нехай 0 < α ≤ 1, 1 < p ≤ 2, q = p/(p − 1) i
r ∈ N. Якщо f — функцiя, для якої f[r−1] ∈ Lip(α,Lp), то

‖f −A%,r(f)‖
Sq

= O(1)(1− %)r+α−1, %→ 1− . (7)

Якщо ж f (r−1) ∈ Lip(α,Lp), то

‖f − P%,r(f)‖
Sq

= O(1)(1− %)α, %→ 1− .

Справдi, за теоремою Гаусдорфа–Юнга

‖g‖
Sq
≤ ‖g‖

Lp
∀ g ∈ Lp.

Отже, якщо f[r−1] ∈ Lip(α,Lp), то f[r−1] ∈ Lip(α, Sq). Тому
спiввiдношення (7) справджується згiдно з теоремою 1.

Зауваження 3. З результатiв роботи [6] випливає, що для
кожної функцiї f такої, що f[r−1] ∈ Lip(α,Lp), де 0 < α < 1 i
1 < p <∞, справджується спiввiдношення

‖f −A%,r(f)‖
Lp

= O(1)(1− %)r+α−1, %→ 1− .

3. Доведення. Вище показано, що теорема 2 випливає з
теореми 1. Тому залишається довести iстиннiсть останньої.

1)⇒ 2). Нехай, як i ранiше,

aν := ‖Hν(f)‖
Sp , ν = 0, 1, . . . .
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Тодi

‖f‖
Sp =

( ∞∑
ν=0

‖Hν(f)‖p
Sp

)1/p

=
( ∞∑
ν=0

apν

)1/p

.

Оскiльки

ν∑
k=0

(
ν
k

)
(1− %)k%ν−k =

(
(1− %) + %

)ν = 1, ν = 0, 1, . . . , (8)

то

‖f −AM
%,r(f)‖p

Sp =
∞∑
ν=r

|1− λν,r(%)|papν =

=
∞∑
ν=r

(
ν∑
k=r

(
ν
k

)
(1− %)k%ν−k

)p
apν ≥

≥ (1− %)rp
∞∑
ν=r

(
ν
r

)p
%(ν−r)papν .

З iншого боку,

1
(r!)p

∥∥∥∥ ∂r∂%rP (f)(%, ·)
∥∥∥∥p
Sp

=
∞∑
ν=r

(
ν
r

)p
apν%

(ν−r)p.

На пiдставi цих спiввiдношень i рiвностi (3) бачимо, що при
%→ 1−∥∥P (f[r])(%, ·)

∥∥
Sp
≤ r!(1− %)−r‖f −AM

%,r(f)‖
Sp = O(1)(1− %)α−1.

2)⇒ 3). Для будь-якого n > r i будь-якого % ∈ [0, 1)

1
(r!)p

∥∥∥∥ ∂r∂%rP (f)(%, ·)
∥∥∥∥p
Sp

=
∞∑
ν=r

(
ν
r

)p
apν%

(ν−r)p ≥
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≥ %(n−r)p
n∑
ν=r

(
ν
r

)p
apν = %(n−r)p 1

(r!)p
∥∥SM

n

(
f[r]

)∥∥p
Sp
.

Покладемо % = 1 − 1/n. В цьому випадку iз попередньо-
го спiввiдношення з урахуванням умови 2) випливає, що при
n→∞

∥∥SM
n

(
f[r]

)∥∥
Sp
≤ O(1)

(
1− 1

n

)−n
n1−α = O(1)n1−α.

3)⇒ 4). Покладемо g = f[r−1] i bν = ‖Hν(g)‖Sp . Тодi

∥∥g − σM
n (g)

∥∥p
Sp

=
1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νbν)p +
∞∑

ν=n+1

1
νp

(νbν)p.

З цiєї рiвностi, застосувавши до останньої суми перетворення
Абеля

(
це законно, оскiльки

∑ν
k=1(kbk)

p = o(1)νp, ν → ∞
)
,

одержимо спiввiдношення∥∥g − σM
n (g)

∥∥p
Sp

=

=
1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νbν)p −
1
np

n∑
ν=1

(νbν)p+

+
∞∑

ν=n+1

(
1

(ν − 1)p
− 1
νp

) ν−1∑
k=1

(kbk)p ≤

≤ p
∞∑
ν=n

1
νp+1

∥∥SM
ν (g[1])

∥∥p
Sp
− 1

(n+ 1)p+1

∥∥SM
n (g[1])

∥∥p
Sp

=

= O(1)
∞∑
ν=n

1
νpα+1

− o(1)
1
npα

= O(1)
1
npα

, n→∞.
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4) ⇒ 5). Нехай так само, як i в попередньому випадку
g = f[r−1] i bν = ‖Hν(g)‖Sp . Тодi

∥∥SM
n (g)− σM

n (g)
∥∥
Sp

=
1

(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νbν)p ≤

≤ 1
(n+ 1)p

n∑
ν=1

(νbν)p +
∞∑

ν=n+1

bpν =

=
∥∥g − σM

n (g)
∥∥p
Sp

= O(1)n−pα, n→∞.

5) ⇒ 1). З тотожностi (8) випливає, що для будь-якого
% ∈ [0, 1]

ν∑
k=r

(
ν
k

)
(1− %)k%ν−k ≤ 1, ν ≥ r.

Внаслiдок цього справджується спiввiдношення

‖f −AM
%,r(f)‖p

Sp =
∞∑
ν=r

(
ν∑
k=r

(
ν
k

)
(1− %)k%ν−k

)p
apν ≤ ‖f‖pSp ,

на основi якого робимо висновок про те, що для будь-якого
ε > 0 знайдеться номер n0 такий, що для всiх n > n0 i всiх
% ∈ [0, 1)

‖f −AM
%,r(f)‖p

Sp =
n∑
ν=r

(
ν∑
k=r

(
ν
k

)
(1− %)k%ν−k

)p
apν + ε. (9)

Покажемо тепер, що для всiх ν ≥ r виконується нерiвнiсть

ν∑
k=r

(
ν
k

)
(1− %)k%ν−k ≤

(
ν
r

)
(1− %)r ∀ % ∈ [0, 1]. (10)
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Поклавши m = ν − r i

ck =

(
ν

k + r

)
(
ν
r

) , k = 0, 1, . . . ,m,

помiчаємо, що нерiвнiсть (10) справджується тодi i тiльки тодi,
коли

m∑
k=0

ck(1− %)k%m−k ≤ 1 ∀ % ∈ [0, 1].

Щоб переконатися в iстинностi цiєї нерiвностi досить зауважи-
ти, що

ck =
ν!

(k + r)!(ν − k − r)!
· r!(ν − r)!

ν!
≤ (ν − r)!
k!(ν − r − k)!

=
(
m
k

)
i скористатися формулою бiнома (див. (8)).

Отже, продовжуючи далi оцiнку (9) з урахуванням (10),
одержимо

‖f −AM
%,r(f)‖p

Sp ≤

≤ (1− %)pr
n∑
ν=r

(
ν
k

)p
apν + ε =

(1− %)pr

(r!)p
‖SM

n (f[r])‖pSp + ε =

=
(1− %)pr(n+ 1)p

(r!)p
∥∥SM

n (f[r−1])− σM
n (f[r−1])

∥∥p
Sp

+ ε.

Покладемо тепер у цих спiввiдношеннях n = n% = [(1 − %)−1],
де [·] означає цiлу частину числа. Тодi при %→ 1−

‖f −AM
%,r(f)‖p

Sp =

= O(1)(1− %)prnp%
∥∥∥SM

n%
(f[r−1])− σM

n%
(f[r−1])

∥∥∥p
Sp

+ ε =
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= O(1)(1− %)p(r+α−1) + ε.

Внаслiдок довiльностi ε це спiввiдношення й доводить iмплiка-
цiю 4)⇒ 1).

Доведемо тепер другу частину теореми. Для цього покаже-
мо, що справджуються iмплiкацiї 6)⇒ 3)⇒ 4)⇒ 6).

Покладемо g := f[r−1] i bν := ‖Hν(g)‖Sp . Отже, якщо f[r−1] ∈

∈ Lip(α, Sp) ∩ L1,Y , то g ∈ Lip(α, Sp) ∩ L1,Y i при |h| → 0

2p
∞∑
ν=1

bpν

∣∣∣∣sin νh2
∣∣∣∣p =

∞∑
ν=0

bpν |1− eiνh|p = ‖g − gh‖pSp = O(1)|h|α.

Звiдси, поклавши hn := π/n, n ∈ N, з урахуванням нерiв-
ностi νhn ≤ π sin(νhn/2), яка має мiсце для всiх ν = 1, 2, . . . , n,
отримаємо спiввiдношення

‖SM
n (g[1])‖pSp =

n∑
ν=1

νpbpν ≤
1
hpn

n∑
ν=1

(νhn)pbpν ≤

≤ π

hpn

n∑
ν=1

bpν

∣∣∣∣sin νhn2

∣∣∣∣p ≤ π

hpn

∞∑
ν=1

bpν

∣∣∣∣sin νhn2

∣∣∣∣p =

= O(1)hp(α−1)
n = O(1)np(1−α), n→∞.

Отже, iмплiкацiю 6) ⇒ 3) теж доведено. Далi з урахуван-
ням доведеної вище рiвносильностi тверджень 3) та 4) зали-
шається показати, що 4)⇒ 6).

Нехай f[r−1] ∈ L1,Y , тодi, поклавши n = 1/[h], h > 0, одер-
жимо низку спiввiдношень

‖g − gh‖pSp = 2p
∞∑
ν=1

bpν

∣∣∣∣sin νh2
∣∣∣∣p ≤



Наближення функцiй багатьох змiнних . . . 317

≤
n−1∑
ν=1

bpν

∣∣∣2 sin
ν

2n

∣∣∣p + 2p
∞∑
ν=n

bpν ≤

≤ 2p

np

n−1∑
ν=1

(νbν)p + 2p
∞∑
ν=n

bpν = 2p
∥∥g − σM

n−1(g)
∥∥p
Sp

=

= O(1)
1
npα

= O(1)hpα, n→∞.

Теорему 1 доведено.
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