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ПРО ПОВЕДIНКУ СУМИ ВIДХИЛЕНЬ
СУМ ФУР’Є В СИМЕТРИЧНИХ ТОЧКАХ

Одержано асимптотичну формулу для верхнiх граней суми вiдхи-
лень сум Фур’є в симетричних точках в рiвномiрнiй метрицi на
класах Cψ∞.

Нехай L — множина сумовних 2π-перiодичних функцiй,
f ∈ L,

S[f ] =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
∞∑
k=0

Ak (f ;x)

— ряд Фур’є функцiї f ,

Sn(f ;x) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

— частинна сума порядку n цього ряду i
ρn(f ;x) = f(x)− Sn−1(f ;x).

В роботi розглядаються величини

R(f ;x;n) = ρn

(
f ;x+

π

2n

)
+ ρn

(
f ;x− π

2n

)
(1)

у випадку, коли функцiї f(·) вибираємо з класiв CψN, що
введенi в роботi [1] таким чином.

Нехай ψ = (ψ1, ψ2) — пара довiльних числових послiдовно-
стей ψ1(k) i ψ2(k), k = 1, 2, . . . .
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Якщо, для даної функцiї ϕ ∈ L ряд

A0 +
∞∑
k=1

(
ψ1(k)Ak(ϕ;x) + ψ2(k)

∼
Ak (ϕ;x)

)
,

в якому A0 — деяке число i
∼
Ak (ϕ;x) = ak sin kx− bk cos kx,

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї f , то f називають
ψ-iнтегралом функцiї ϕ i пишуть f(·) = J ψ(ϕ; ·). При цьо-
му функцiю ϕ називають ψ-похiдною функцiї f i пишуть
ϕ(·) = fψ(·). Множину ψ-iнтегралiв всiх функцiй ϕ ∈ L позна-
чають через Lψ.

Якщо N — деяка пiдмножина iз L, то через LψN позначають
множину ψ-iнтегралiв всiх функцiй iз N; якщо C — пiдмножи-
на неперервних функцiй iз L, то покладають Cψ = Lψ ∩ C i
CψN = LψN ∩ C.

У випадку, коли N є одиничною кулею S0
M в просторiM0

2π -перiодичних суттєво обмежених i ортогональних константi
функцiй:

S0
M =

{
ϕ ∈ L : ess sup

t
|ϕ (t)| ≤ 1,

π∫
−π

ϕ(t) dt = 0

}
,

множину CψN позначають через Cψ∞.
Будемо вважати, що елементи систем чисел ψi (k) є значен-

нями неперервних невiд’ємних функцiй ψi (x), x ≥ 0.
Наслiдуючи О.I. Степанця [1], через M будемо познача-

ти множину всiх неперервних додатних i опуклих донизу при
v ≥ 1 функцiй ψ(v) таких, що lim

v→∞
ψ (v) = 0, а також покладати

M′ = {ψ ∈M :

∞∫
1

ψ(v)
v

dv <∞},
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M0 = {ψ ∈M : 0 <
v

η(v)− v
≤ K <∞, v ≥ 1},

M′0 = M0 ∩M′,

де

η(v) = η(ψ; v) = ψ−1

(
1
2
ψ(v)

)
, v ≥ 1,

а ψ−1(·) — функцiя, обернена до функцiї ψ(·).
Основний результат даної роботи мiститься в такому твер-

дженнi.
Теорема. Нехай ψ1 ∈M, ψ2 ∈M′, тодi при n ∈ N

sup
f∈Cψ∞

∥∥∥ρn(f ;x+
π

2n

)
+ρn

(
f ;x− π

2n

)∥∥∥
C

=
4
π

∞∫
n

ψ2 (v)
v

dv+γn, (2)

де ‖ϕ‖C = max
x
|ϕ(x)|,

|γn| < 2
(
Siπ +

1
n

+ 2
)
ψ1 (n) +

4
π

(
2 + (1 + π) ln 3

)
ψ2 (n) +

+8

√
2
π

∣∣ψ′1 (n)
∣∣n+ 10

2
3

∣∣ψ′2 (n)
∣∣n,

а Siπ =
π∫
0

sin t
t dt.

Якщо ψ1 ∈M0, ψ2 ∈M′0, то, згiдно з теоремою 3.12.1 моно-
графiї [2], знайдуться додатнi сталi K1 i K2 такi, що ∀t ≥ 1

ψ1(t)
t|ψ′1(t)|

≥ K1 i
ψ2(t)
t|ψ′2(t)|

≥ K2. (3)

Враховуючи (3), з теореми отримуємо такий наслiдок.
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Наслiдок. Нехай ψ1 ∈M0, ψ2 ∈M′0, тодi при n ∈ N

sup
f∈Cψ∞

∥∥∥ρn(f ;x+
π

2n

)
+ρn

(
f ;x− π

2n

)∥∥∥
C

=
4
π

∞∫
n

ψ2 (v)
v

dv+γn, (4)

де

|γn| < 2
(
Siπ +

1
n

+ 2 +K1

)
ψ1 (n)+

4
π

(
2+(1+π) ln 3+K2

)
ψ2 (n).

Зауваження. Нехай ψ1 ∈M, ψ2 ∈M′, α(1)
0 = lim

t→∞
ψ2(t)
t|ψ′1(t)| i

α
(2)
0 = lim

t→∞
ψ2(t)
t|ψ′2(t)| . Тодi

lim
t→∞

∫∞
t

ψ2(v)
v dv

ψ1(t)
= lim

t→∞

−ψ2(t)
t

ψ′1(t)
= lim

t→∞

ψ2(t)
t|ψ′1(t)|

= α
(1)
0

i, аналогiчно,

lim
t→∞

∫∞
t

ψ2(v)
v dv

ψ2(t)
= α

(2)
0 .

Таким чином, спiввiдношення (2) буде асимтотичною рiв-
нiстю за умов α(1)

0 = α
(2)
0 = ∞, що, наприклад, має мiсце для

функцiй

ψ1(t) = ln−ε1(t+1) i ψ2(t) = ln−1−ε2(t+1) при ε1 > ε2 > 0.

Доведення теореми. В роботi [3, с.27] показано, що як-
що f ∈ CψM, ψ1 ∈ M, ψ2 ∈ M′, то в кожнiй точцi x ∈ R
виконується рiвнiсть

ρn (f ;x) =
1
π

∞∫
−∞

fψ(x− t)
∞∫
n

(
ψ1 (v) cos vt+ ψ2 (v) sin vt

)
dvdt+
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+
1

2π

π∫
−π

fψ(x− t)
(
ψ1 (n) cosnt+ ψ2 (n) sinnt

)
dt. (5)

Нехай

∆n(x− t) = fψ(x− t− π

2n
) + fψ(x− t+

π

2n
),

тодi, враховуючи (1) i (5), маємо

R(f ;x;n) =
1
π

∞∫
−∞

∆n(x− t)
∞∫
n

ψ1 (v) cos vt dvdt+

+
1
π

∞∫
−∞

∆n(x−t)
∞∫
n

ψ2 (v) sin vt dvdt+
ψ1 (n)

2π

π∫
−π

∆n(x−t) cosnt dt+

+
ψ2 (n)

2π

π∫
−π

∆n(x− t) sinnt dt df= Jn(ψ1; fψ;x)0+

+Jn(ψ2; fψ;x)1 + rn(ψ1; fψ;x)0 + rn(ψ2; fψ;x)1. (6)

В рiвностi (6) два останнi доданки дорiвнюють нулю. Дiйс-
но,

rn(ψ1; fψ;x)0 =

=
ψ1 (n)

2π

π∫
−π

fψ(x− t)
(

cosn(t− π

2n
) + cosn(t+

π

2n
)
)
dt =

=
ψ1 (n)

2π

π∫
−π

fψ(x− t) (sinnt− sinnt) dt = 0. (7)
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Аналогiчно знаходимо, що

rn(ψ2; fψ;x)1 = 0. (8)

Далi для доведення теореми будуть необхiднi такi
твердження.

Лема 1. Нехай ψ1 ∈M, тодi при n ∈ N

sup
fψ∈S0

M

‖Jn(ψ1; fψ;x)0‖C<2(Siπ+
1
n

+2)ψ1(n)+8

√
2
π
|ψ′1(n)|n. (9)

Лема 2. Нехай ψ2 ∈M′, тодi при n ∈ N

sup
fψ∈S0

M

‖Jn(ψ2; fψ;x)1‖C =
4
π

∞∫
n

ψ2(v)
v

dv + αn, (10)

де
|αn| <

4
π

(
2 + (1 + π) ln 3

)
ψ2 (n) + 10

2
3
|ψ′2(n)|n. (11)

Припустимо, що леми доведено. Тодi, враховуючи (1) i
(6)–(8) та леми 1 i 2, одержуємо теорему.

Доведення леми 1. Нехай ψ1 ∈M, fψ ∈ S0
M i

Jn(ψ1; fψ;x)0 визначається рiвнiстю (6).
Дотримуючись позначень роботи [2, с. 187], покладемо

I2(t)0 =

∞∫
n

ψ1(v) cos vt dv.

Далi, iнтегруючи частинами, маємо

I2(t)0 = −ψ1(n)
sinnt
t
−1
t

∞∫
n

ψ′1(v) sin vt dv
df
= I4(t)0−I3(t)0. (12)
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Пiсля цього, враховуючи (12), отримуємо

|Jn(ψ1; fψ;x)0| =

=
1
π

∣∣∣ ∞∫
−∞

fψ(x− t)
∞∫
n

ψ1(v)
(

cos v(t− π

2n
) + cos v(t+

π

2n
)
)
dvdt

∣∣∣ ≤
≤ 1
π

∞∫
−∞

∣∣∣I4 (t− π

2n

)
0

+ I4

(
t+

π

2n

)
0

∣∣∣ dt+
2
π

∞∫
−∞

|I3(t)0| dt. (13)

Оскiльки

I4

(
t− π

2n

)
0

+ I4

(
t+

π

2n

)
0

=

= −ψ1(n)
(

1
t+ π

2n

sin(nt+
π

2
) +

1
t− π

2n

sin(nt− π

2
)
)

=

= −ψ1(n)
(

1
t+ π

2n

− 1
t− π

2n

)
cosnt,

i крiм того, як випливає зi спiввiдношень (1.3.25) з [2] та (4.1.8)–
(4.1.11) з [4],

1
π

∞∫
−∞

∣∣∣∣( 1
t+ π

2n

− 1
t− π

2n

)
cosnt

∣∣∣∣ dt < 2
(

Siπ +
1
n

)
,

то

1
π

∞∫
−∞

∣∣∣I4 (t− π

2n

)
0

+ I4

(
t+

π

2n

)
0

∣∣∣ dt < 2ψ1(n)
(

Siπ +
1
n

)
. (14)

В [2, с. 189–190] показано, що для довiльних ψ ∈ M i a > 0
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a∫
−a

|I3(t)0| dt ≤ 2πψ1(n) + 2a|ψ′1(n)|n2, (15)

i
∞∫
a

|I3(t)0| dt ≤
∞∫
a

∣∣∣∣1t
n+ 2π

t∫
n

ψ′1(v) dv
∣∣∣∣dt ≤

≤ 2π|ψ′1(n)|
∞∫
a

dt

t2
= 2π|ψ′1(n)|1

a
. (16)

Звiдси випливає

∞∫
−∞

|I3(t)0| dt =

a∫
−a

|I3(t)0| dt+ 2

∞∫
a

|I3(t)0| dt ≤

≤ 2πψ1(n) + 2a|ψ′1(n)|n2 + 4π|ψ′1(n)|1
a
. (17)

Права частина нерiвностi (17) набуває найменшого значен-
ня 2πψ1(n) + 4

√
2π|ψ′1(n)|n в точцi a =

√
2π/n.

Таким чином зi спiввiдношень (13), (14) i (17), поклавши
a =
√

2π/n, отримуємо нерiвнiсть (9). Лему 1 доведено.
Доведення леми 2. Нехай ψ2 ∈ M′ i fψ ∈ S0

M. Поклада-
ючи

I2(t)1 =

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv,

запишемо величину Jn(ψ2; fψ;x)1 в такому виглядi:

Jn(ψ2; fψ;x)1 =
1
π

( ∫
|t|≤ π

2n

+
∫

|t|≥ π
2n

)
∆n(x− t)I2(t)1 dt. (18)
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Покажемо, що при t ∈ (0; π
2n) I2(t)1 > 0:

I2(t)1 =

∞∫
n

ψ2(v) sin vt dv =
1
t

∞∫
nt

ψ2

(τ
t

)
sin τ dτ =

=
1
t

π
2∫

nt

ψ2

(τ
t

)
sin τ dτ +

1
t

∞∫
π
2

ψ2

(τ
t

)
sin τ dτ =

=
1
t

π
2∫

nt

ψ2

(τ
t

)
sin τ dτ − 1

t
ψ2

(τ
t

)
cos τ

∣∣∣∣∣
∞

π
2

+
1
t2

∞∫
π
2

ψ′2

(τ
t

)
cos τ dτ =

=
1
t

π
2∫

nt

ψ2

(τ
t

)
sin τ dτ +

1
t2

∞∫
π
2

ψ′2

(τ
t

)
cos τ dτ.

Оскiльки при τ ∈ (0; π2 ) sin τ > 0, то 1
t

π
2∫
nt

ψ2

(
τ
t

)
sin τ dτ > 0.

Якщо ψ2 ∈M′, то ψ′2
(
τ
t

)
< 0 i lim

τ→∞
ψ′2
(
τ
t

)
= 0 при t ∈ (0; π

2n).

Функцiя |ψ′2
(
τ
t

)
| — спадна, тому, застосовуючи теорему Лейб-

нiца про знакозмiннi ряди, маємо

∞∫
π
2

ψ′2

(τ
t

)
cos τ dτ =

∞∑
k=0

π
2
+(k+1)π∫
π
2
+kπ

ψ′2

(τ
t

)
cos τ dτ > 0.

Отже, при t ∈ (0; π
2n) справдi I2(t)1 > 0.

Враховуючи цей факт, одержуємо∣∣∣∣
π
2n∫

− π
2n

∆n(x− t)I2(t)1 dt
∣∣∣∣ ≤ 4

π
2n∫

0

I2(t)1 dt =
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= 4

∞∫
n

ψ2

(
v
) π

2n∫
0

sin vt dtdv = 4

∞∫
n

ψ2

(
v
)

v
(1− cos

π

2n
v) dv =

= 4

∞∫
n

ψ2(v)
v

dv − 4

∞∫
n

ψ2(v)
v

cos
π

2n
v dv. (19)

Функцiя ψ2(v)
v додатна на [n;∞), монотонно спадна i

lim
v→∞

ψ2(v)
v = 0, а тому, застосовуючи теорему Лейбнiца про зна-

козмiннi ряди, маємо

∣∣∣∣
∞∫
n

ψ2(v)
v

cos
π

2n
v dv

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∞∑
k=1

(2k+1)n∫
(2k−1)n

ψ2(v)
v

cos
π

2n
v dv

∣∣∣∣ <

<

3n∫
n

ψ2(v)
v

dv <
ψ2(n)
n
· 2n = 2ψ2(n). (20)

Далi, враховуючи (19) i (20), одержуємо

∣∣∣∣∣
π
2n∫

− π
2n

∆n(x− t)I2(t)1 dt

∣∣∣∣∣ ≤ 4

∞∫
n

ψ2(v)
v

dv + 8ψ2(n). (21)

Нарештi, щоб знайти необхiдну оцiнку другого доданку
правої частини рiвностi (18), перепишемо його у виглядi:∫

|t|≥ π
2n

∆n(x− t)I2(t)1 dt =
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= 2
∫
|t|≥π

n

fψ(x− t)
(
I2(t− π

2n
)1 + I2(t+

π

2n
)1
)
dt+

+

π
n∫

0

fψ(x− t)I2
(
t+

π

2n

)
1

dt+

0∫
−π
n

fψ(x− t)I2
(
t− π

2n

)
1

dt. (22)

Оцiнимо кожен з iнтегралiв в правiй частинi (22) окремо.
Нехай

I3(t)1 =
1
t

∞∫
n

ψ′2(v) cos vt dv i I4(t)1 = ψ2(n)
cosnt
t

,

тодi, iнтегруючи частинами, маємо

I2(t)1 = ψ2(n)
cosnt
t

+
1
t

∞∫
n

ψ′2(v) cos vt dv df= I4(t)1 + I3(t)1. (23)

З огляду на (23) можемо записати таку оцiнку:∣∣∣∣ ∫
|t|≥π

n

fψ(x− t)
(
I4(t− π

2n
)1 + I4(t+

π

2n
)1
)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤ ψ2(n)

∫
|t|≥π

n

∣∣∣∣cos(nt− π
2 )

t− π
2n

+
cos(nt+ π

2 )
t+ π

2n

∣∣∣∣ dt =

= ψ2(n)
∫
|t|≥π

n

∣∣∣∣( 1
t− π

2n

− 1
t+ π

2n

)
sinnt

∣∣∣∣ dt ≤
≤ 2π

n
ψ2(n)

∞∫
t≥π

n

dt

t2 − π2

4n2

=
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=
2π
n
ψ2(n)

n

π
ln
(
t− π

2n

t+ π
2n

)∣∣∣∣∞
π
n

= 2 ln 3ψ2(n). (24)

Внаслiдок нерiвностi 5.4.50 з [2]:

|I3(t)1| ≤ 2π
|ψ′2(n)|
t2

∀t > 0,

маємо ∣∣∣∣ ∫
|t|≥π

n

fψ(x− t)
(
I3(t− π

2n
)1 + I3(t+

π

2n
)1
)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤ 2π|ψ′2(n)|

∫
|t|≥π

n

(
1

(t− π
2n)2

+
1

(t+ π
2n)2

)
dt =

= 4π|ψ′2(n)|
(
−1

t− π
2n

− 1
t+ π

2n

)∣∣∣∣∞
π
n

= 10
2
3
π|ψ′2(n)|n. (25)

Для оцiнки другого iнтеграла рiвностi (22), скористаємося
нерiвнiстю 4.3.35 з [2]:

∣∣∣I2(t+
π

2n
)1
∣∣∣ ≤

n+ 2π
t+π/(2n)∫
n

ψ2(v) dv ∀t > 0.

Тодi

∣∣∣∣
π
n∫

0

fψ(x− t)I2(t+
π

2n
)1 dt

∣∣∣∣ ≤
π
n∫

0

∣∣∣I2(t+
π

2n
)1
∣∣∣ dt ≤

≤

π
n∫

0

∣∣∣∣
n+ 2π

t+π/(2n)∫
n

ψ2(v) dv
∣∣∣∣ dt ≤ 2πψ2(n)

π
n∫

0

dt

t+ π
2n

=
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= 2πψ2(n) ln
(
t+

π

2n

)∣∣∣∣∣
π
n

0

= 2π ln 3ψ2(n). (26)

За допомогою мiркувань, подiбних до використаних при
одержаннi (26), отримуємо∣∣∣∣∣

0∫
−π
n

fψ(x− t)I2(t− π

2n
)1 dt

∣∣∣∣∣ ≤ 2π ln 3ψ2(n). (27)

Об’єднуючи спiввiдношення (22) i (24)–(27), маємо

∣∣∣∣∣
∫

|t|≥ π
2n

∆n(x−t)I2(t)1 dt

∣∣∣∣∣ ≤4(1+π) ln 3ψ2 (n)+10
2
3
π
∣∣ψ′2 (n)

∣∣n. (28)
Далi, враховуючи (18), (21) i (28), одержуємо

sup
fψ∈S0

M

‖Jn(ψ2; fψ;x)1‖C ≤
4
π

∞∫
n

ψ2 (v)
v

dv + αn, (29)

де

|αn| <
4
π

(
2 + (1 + π) ln 3

)
ψ2 (n) + 10

2
3

∣∣ψ′2 (n)
∣∣n.

Знайдемо тепер для величини sup
fψ∈S0

M

‖Jn(ψ2; fψ;x)1‖C необ-

хiдну оцiнку знизу. Для цього на множинi In = {t : t ∈ [−π
n ; πn ]}

означимо функцiю fψn (t), поклавши

fψn (t) =


sign I2(t− π

2n)1, t ∈ ( π2n ; πn ],
0, t ∈ [− π

2n ; π
2n ],

sign I2(t+ π
2n)1, t ∈ [−π

n ; π
2n),
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i через f̃ψn (t) позначимо функцiю з S0
M, яка спiвпадає з fψn (t)

на множинi In. Очевидно, що така функцiя f̃ψn (t) завжди iснує.
Тодi

sup
fψ∈S0

M

‖Jn(ψ2; fψ;x)1‖C ≥ |Jn(ψ2; fψ; 0)1| =

=
1
π

∣∣∣∣
∞∫
−∞

(
f̃ψn (t+

π

2n
) + f̃ψn (t− π

2n
)
) ∞∫
n

ψ2

(
v
)

sin vt dvdt
∣∣∣∣ ≥

≥ 1
π

π
2n∫

− π
2n

∣∣∣ ∞∫
n

ψ2

(
v
)

sin vt dv
∣∣∣dt− 1

π

∫
|t|≥ π

2n

∣∣∣ ∞∫
n

ψ2

(
v
)

sin vt dv
∣∣∣dt ≥

≥ 4
π

∞∫
n

ψ2 (v)
v

dv + α∗n, (30)

де, як випливає зi спiввiдношень (19), (20) i (28),

|α∗n| <
8
π
ψ2 (n) +

4
π

(1 + π) ln 3ψ2 (n) + 10
2
3

∣∣ψ′2 (n)
∣∣n.

Таким чином, об’єднуючи спiввiдношення (29) та (30), пе-
реконуємося в справедливостi леми 2.

1. Степанец А.И. Приближение ψ-интегралов периодических функ-
ций суммами Фурье (небольшая гладкость). I // Укр. мат. журн. —
1998. — Т. 50, №2 — С. 274–291.

2. Степанец А.И. Методы теории приближений: В 2 т. — Киев: Ин-т
математики НАН Украины, 2002. — Т. 1. — 426 с.

3. Степанец А.И. Приближение ψ-интегралов периодических функ-
ций суммами Фурье. // Скорость сходимости рядов Фурье на клас-
сах сверток. — Киев, 1996. — С. 3–62. — (Препр./НАНУ. Ин-т мате-
матики. 96.11).

4. Степанец А.И. Равномерные приближения тригонометрическими
полиномами. Линейные методы. К.: Наукова думка, 1981. — 340 с.


