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ПРИБЛИЖЕНИЕ КЛАССОВ
КРАТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ ПУАССОНА

Найдены точные по порядку оценки приближения классов сверток
суммируемых функций с многомерным ядром Пуассона при помо-
щи тригонометрических полиномов со спектром в многогранных
областях.

1. Обозначения, определения и формулировка основ-
ных результатов. Пусть Rd — d-мерное евклидово про-
странство, Zd — целочисленная решетка в Rd, Zd+ = {k =
= (k1, . . . , kd) ∈ Zd : kj ≥ 0, j = 1, d}, Zd0 = {k = (k1, . . . , kd) ∈

∈ Zd :
d∏
j=1

kj 6= 0}, Nd = {k = (k1, . . . , kd) : kj = 1, 2, . . . , j =

= 1, d} (при d = 1 пишем соответственно R, Z, Z+, Z0 и N);

Td :=
d∏
j=1

[−π, π) = {x ∈ Rd : x = (x1, . . . , xd), xj ∈ [−π, π), j =

= 1, d} — d-мерный куб; если Ω ⊂ Zd, то |Ω| обозначает коли-
чество точек конечного множества Ω;
Lp(Td), 1≤p≤∞, — пространство измеримых 2π-периодических
по каждому аргументу функций f(x) = f(x1, . . . , xd) с конеч-
ной нормой

||f ||p =
(

(2π)−d
∫
Td

|f(x)|pdx
)1/p

, при 1 ≤ p <∞

и
||f ||∞ = ess sup

x∈Rd

|f(x)|, при p =∞.
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Определим оператор IK : L1(Td) → L1(Td) посредством равен-
ства

IKϕ(x) = ϕ ∗K = (2π)−d
∫
Td

ϕ(y)K(x− y)dy

— оператор свертки с ядром K ∈ L1(Td), определенный на
множестве L1(Td). Пусть

W (K) = {f : f(x) = IKϕ(x), x ∈ Td, ||ϕ||p ≤ 1}. (1)

Положим
(i) W r

p, β =: W (K), если

K(t) =: Br(t;β) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

k
−rj
j cos(kjtj −

βjπ

2
)

— многомерное ядро Бернулли;
(ii) Ar,αp, β =: W (K), если

K(t) =: P r,αp, β(t) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

e−αjk
rj
j cos(kjtj −

βjπ

2
),

αj > 0, rj > 0, βj ∈ R.
В случае, когда rj = 1 при всех j = 1, d и α1 = α2 = . . .

. . . = αd =: α > 0, полагая e−α = % (0 < % < 1), класс Ar,αp, β
обозначаем через A%p, β и если, кроме того, βj = 0, j = 1, d, —
то через A%p. Именно классы A%p рассматриваются в настоящей
работе, хотя, как будет видно из доказательств утверждений
по приближению классов A%p, полученные результаты остаются
справедливыми и для классов A%p, β при любых β ∈ Rd.

Соответствующее классам A%p ядро в представлении (1)

P (%; t) := 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

% kj cos kjtj (2)
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— есть многомерное ядро Пуассона.
Отметим, что множество A%p при любом 1 ≤ p ≤ ∞ со-

стоит из непрерывных на Td функций, подчиненных условию
π∫
−π

f(x)dxj = 0, j = 1, d.

Для произвольного ограниченного множества Ω ⊂ Zd через
T (Ω) обозначим пространство тригонометрических полиномов
вида

t(x) =
∑
k∈Ω

cke
i(k;x), ck ∈ R, (k;x) := k1x1 + . . .+ kdxd.

Пусть, далее,

EΩ(F )q := sup
f∈F

inf
t∈T (Ω)

||f − t||q, F ⊂ Lq(Td)

— величина наилучшего приближения класса функций F в про-
странстве Lq(Td) при помощи тригонометрических полиномов
из T (Ω).

Для функции h ∈ L1(Td) через S[h] обозначим её ряд Фурье
по тригонометрической системе {ei(k;x)}k∈Zd

S[h](x) :=
∑
k∈Zd

ck(h)ei(k;x), ck(h) = (2π)−d
∫
Td

h(t)e−i(k;t)dt

и
SΩ(h;x) =

∑
k∈Ω

ck(h)ei(k;x)

— частная сумма Фурье функции h по множеству гармоник
{ei(k;x)}k∈Ω (Ω-сумма Фурье).

В частности, если

4(l, d) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : |k|1 :=
d∑
j=1

|kj | ≤ l},
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то для произвольного N ∈ N

S4(N,d)(h;x) =
∑

k∈4(N,d)

ck(h)ei(k;x) =

=:
N∑
l=1

∑
k∈Θ(l)

ck(h)ei(k;x) =:
N∑
l=1

Y (h;x), (3)

где Θ(l) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : |k|1 = l}.
Положим

EΩ(F )q := sup
f∈F
||f(x)− SΩ(f ;x)||q, F ⊂ Lq(Td),

— точная верхняя грань по множеству функций F величин их
приближений в пространстве Lq(Td) Ω-суммами Фурье.

В работе устанавливаются точные по порядку относитель-
но параметра n оценки величин E�(n,d)(A

%
p)q и E�(n,d)(A

%
p)q, 1 ≤

≤ p, q ≤ ∞ (теорема 1), где �(n, d) — множество целочислен-
ных точек d-мерного куба в Rd

�(n, d) := {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd0 : max
1≤j≤d

|kj | ≤ n}.

Установлено также (теорема 2), что при некоторых соот-
ношениях между параметрами p и q (а именно, при 1 < q ≤
≤ p <∞) оценки приближения класса A%p в пространстве
Lq(Td) полиномами из T (4(n, d)) не ухудшаются по срав-
нению с оценками приближения полиномами из T (�(n, d))

несмотря на то, что dimT (4(n, d)) = |4(n, d)| = 2d
(
n
d

)
,

а dimT (�(n, d)) = = |�(n, d)| = 2d(n+ 1)d, т.е. при d ≥ 2
dimT (4(n, d)) < dimT (�(n, d)).
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Итак, справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. При любых d ∈ N и 1 ≤ p, q ≤ ∞

E�(n,d)(A
%
p)q � E�(n,d)(A

%
p)q � %n.

Теорема 2. При любых d ∈ N и 1 < q ≤ p <∞

E4(n,d)(A
%
p)q � E4(n,d)(A

%
p)q � %n.

Запись α(n) � β(n) означает, что существуют постоянные
C1, C2 > 0 такие, что ∀n ∈ N C1α(n) ≤ β(n) ≤ C2α(n). Если
β(n) ≤ C2α(n), то пишем β(n)� α(n).
2. Комментарии к теоремам. 1) В случае d = 1, очевид-
но, �(n, d) = 4(n, d) = [−n, n] ∩ Z0 и результат теоремы 1
в этом случае известен (см., например, [1, c. 185–190] и [2,
c. 217–227, 247–251]). Более того, для классов Cr,αβ, p непрерыв-
ных 2π-периодических функций одной переменной, предста-
вимых в виде f = c + ϕ ∗ Ψr,α

β , где c ∈ R, ||ϕ||p ≤ 1 и

Ψr,α
β (t) = 1 + 2

∞∑
k=1

e−αk
r

cos(kt + βπ
2 ), α > 0, r > 0 (заметим,

что класс Cr,αβ, p отличается от Ar,αβ, p при d = 1 лишь тем, что

для функций f ∈ Cr,αβ, p не обязательно
π∫
−π

f(x)dx = 0) установ-

лена сильная асимптотика величин En(Cr,αβ, p)q, p = q = 1 либо
p = q =∞ — в [3] при r = 1, а в [2, c. 130–132, 154–157] — при
r > 1. Также найдены точные значения величин En(Cr,αβ, p)q —
в [3] при p = q = 1, r = 1, и в [4, 5] — при p = q = ∞,
r = 1 (и асимптотически точные значения при p = q = 1 либо
p = q =∞, r ≥ 1, β ∈ R в [2, c. 260]).

В случае d ∈ N и при p = q = 2 в [6, c. 372–378] найде-
ны точные значения величин E4(n,d)(A

%
2)2 (в наших обозначе-

ниях класса приближаемых функций) и при решении задачи о
значениях колмогоровских поперечников показано, что именно



Приближение классов кратных интегралов Пуассона . . . 263

пространство T (4(n, d)) является экстремальным. Этот факт,
хотя и не отмечался явно, исходит и из других работ [1c. 239–
240] и [7,8].

2) Пространство полиномов T (4(n, d)), d ≥ 2, в отличие от
пространства T (�(n, d)), в ряде случаев (соотношений между
параметрами p и q в определении класса A%p и пространства
Lq(Td))) является оптимальным также и в том смысле, что до-
ставляет наилучшие по порядку оценки для колмогоровских
поперечников dM (A%p, Lq(Td)) заданной размерности M .

Отметим, что с этой точки зрения наилучшим подпростран-
ством для приближения функций из классов W r

p, β в простран-
стве Lq(Td) являются тригонометрические полиномы T (Ω) со
спектром в гиперболических крестах

Ω = Γ(N, γ) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : 0 <
d∏
j=1

|kj |γj ≤ N},

где для r = (r1, . . . , rd), rj > 0 — γj = rj
r1
, j = 1, d (см.,

например, [9]).
3. Доказательство теоремы 1. Оценка сверху. Если f ∈ A%p,
то согласно (1) и (2)

f(x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(t)P (%, x− t)dt, ||ϕ||p ≤ 1. (4)

С другой стороны, ечевидно, что ∀n ∈ N

S�(n,d)(f ;x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(t)Pn(%, x− t)dt, (5)

где

Pn(%; t) = 2d
∑

k∈�+(n,d)

d∏
j=1

% kj cos kjtj
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и
�+(n, d) := �(n, d) ∩ Nd.

Поэтому для любой функции f ∈ A%p

f(x)− S�(n,d)(f ;x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(t)Q(%, x− t)dt,

где

Q(%; t) = 2d
∑

k∈Nd\�+(n,d)

d∏
j=1

% kj cos kjtj .

Далее, согласно неравенству Юнга (см., например, [10, c. 67–
68]) если p, q и s таковы, что 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, 1 − 1

p + 1
q = 1

s ,
то

||f(x)− S�(n,d)(f ;x)||q ≤ C||ϕ||p · ||Q||s. (6)

Но

||Q||s ≤ ||Q||∞ ≤ 2d
∑

k∈Nd\�+(n,d)

d∏
j=1

% kj � %n. (7)

Последнее неравенство записано на основании леммы A в При-
ложении I.

Таким образом, сопоставляя (6) и (7), делаем вывод, что
при 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞

E�(n,d)(A
%
p)q � %n,

и такая же оценка справедлива и при 1 ≤ q < p ≤ ∞, поскольку
в этом случае

E�(n,d)(A
%
p)q ≤ E�(n,d)(A

%
p)p � %n.

Оценка снизу. Получим оценки снизу для E�(n,d)(A
%
∞)1, ко-

торые, очевидно, влекут соответствующие оценки снизу для
E�(n,d)(A

%
p)q при любых p и q, 1 ≤ p, q ≤ ∞.
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Рассмотрим функцию ϕ(x) = ei(k
0;x), где k0 = (k1, . . . , kd) =

= (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
d−1

, n+ 1). Тогда, очевидно, k∈̄�(n, d). Пусть

f(t) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(x)P (%; t− x)dx, t = (t1, . . . , td),

где, напомним, P (%;x) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

% kj cos kjxj . Очевидно, что

тогда f(t) = %n+dei(k
0;t) и поскольку ||ϕ||∞ ≤ 1, то f ∈ A%∞.

Далее для любого полинома t ∈ T (�(n, d))

σ := (f − t; ei(k0;x)) := (2π)−d
∫
Td

(f(x)− t(x))e−i(k
0;x)dx = %n+d.

С другой стороны, σ ≤ ||f − t||1, что влечет оценку
E�(n,d)(A

%
∞)1 � %n.

Теорема 1 доказана.
4. Доказательство теоремы 2. Оценка снизу является след-
ствием теоремы 1, поскольку ∀n ∈ N и d ≥ 2 �(n, d) ⊃ 4(n, d).

Установим оценку сверху для E4(n,d)(A
%
p)q. Вначале рас-

смотрим случай 1 < p = q < ∞. Для любой функции f ∈
∈ Lp(Td), 1 ≤ p ≤ ∞, можем записать

f(x)− S4(n,d)(f ;x) = [f(x)− S4(2n,d)(f ;x)]+

+[S4(2n,d)(f ;x)− S4(n,d)(f ;x)] =: Q−(f ;x) +Q+(f ;x)

и по неравенству Минковского

||f(x)− S4(n,d)(f ;x)||p ≤ ||Q−(f ;x)||p + ||Q+(f ;x)||p. (8)

Аналогично, как и при оценке сверху величины E�(n,d)(A
%
p)p,

1 < p <∞,

||Q−(f ;x)||p ≤ ||
∑

k∈Nd\4+(2n,d)

d∏
j=1

%kj cos kjtj ||1 ≤
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≤
∑

k∈Nd\4+(2n,d)

d∏
j=1

%kj � %n (9)

(здесь 4+(n, d) := 4(n, d) ∩ Nd).
Последнее неравенство в (9) получено на основании леммы

A в Приложении I с учетом того, что 4(2n, d) ⊃ �(n, d).
Оценим теперь ||Q+(f ;x)||p. Заметим, что если f ∈ A%p, то

согласно определению имеет место представление (4) и, оче-
видно,

Q+(f ;x) =
2n∑

l=n+1

% lYl(ϕ;x)

(см. соотношение (3)). Тогда воспользовавшись леммой B при
M = n+ 1, N = 2n и λm = %m (см. Приложение II), получим

||Q+(f ;x)||p ≤ %n+1 sup
n+1≤s≤2n

||
s∑

k=n+1

Yk(ϕ;x)||p ≤

≤ %n+1 sup
n+1≤s≤2n

||
s∑

k=1

Yk(ϕ;x)−
n∑
k=1

Yk(ϕ;x)||p ≤

≤ 2%n+1 sup
n+1≤s≤2n

||
s∑

k=1

Yk(ϕ;x)||p =

= 2%n+1 sup
n+1≤s≤2n

||S4(s,d)(ϕ;x)||p. (10)

Теперь осталось заметить, что, как следует из работы [11],
последовательность операторов S4(n,d): Lp(Td) → Lp(Td) при
1 < p <∞ равномерно ограничена по n, т.е.

||S4(n,d)(ϕ;x)||p ≤ Cp||ϕ||p,
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чтобы от (10) прийти к неравенству

||Q+(f ;x)||p � %n. (11)

Сопоставляя (9) и (11) с (8), получаем, что ∀f ∈ A%p, 1 < p <∞

||f(x)− S4(n,d)(f ;x)||p � %n,

т.е. оценка сверху для E4(n,d)(A
%
p)p установлена.

Оценка сверху для E4(n,d)(A
%
p)q при 1 < q < p <∞ являет-

ся следствием оценки сверху для E4(n,d)(A
%
p)p в силу того, что

|| · ||q ≤ || · ||p. Теорема 2 доказана.

5. Приложение.
I. Лемма A. Имеет место оценка

δ(N) :=
∑

k∈Nd\�+(N,d)

d∏
j=1

%kj � %N , 0 < % < 1.

Доказательство. Оценка снизу тривиальна. Получим
оценку δ(N) сверху. Положим

�(j)(N, d) = {k = (k1, . . . , kd) ∈ Nd : kj > N}.

Тогда, очевидно, Nd \ �+(N, d) ⊂
d
∪
j=1

�(j)(N, d), и если k(j) :=

:= (k1, . . . , kj−1, kj+1, . . . , kd) ∈ Nd−1, j = 1, d и Θ(l) = {k =

= (k1, . . . , kd) ∈ Nd :
d∑
j=1

kj = l} (заметим, что |Θ(l)| =

=
(
l − 1
d− 1

)
� ld−1), то

δ(N) ≤
d∑
j=1

∑
k∈�(j)(N,d)

d∏
j=1

%kj �



268 В.С. Романюк

�
d∑
j=1

∞∑
m=1

∑
k(j)∈Θ(m,d−1)

kj>N

%k1+...+kd �
d∑
j=1

∞∑
m=1

md−2%m
∞∑

kj=N+1

%kj � %N ,

так как
∞∑
m=1

md−2%m ≤ C. Лемма доказана.

II. Рассмотрим полином tM, N (x) =
N∑

m=M

Ym(x), где Ym(x) =

=
∑

k∈Θ(m,d)

cke
i(k;x); M,N ∈ Z+, N ≥ M , ck ∈ R. Пусть Λ =

= {λm}Nm=M — произвольный набор действительных чисел и

tM, N (x; Λ) =
N∑

n=M

λmYm(x).

Следующее утверждение мы формулируем в виде леммы, хотя
оно является простым следствием теоремы 2.2 из [10, c. 15].

Лемма B. Если λm+1 ≤ λm, m = M,M + 1, . . . , N − 1, то
при 1 ≤ p ≤ ∞

||tM, N (x)||p ≤ λM sup
M≤s≤N

||tM,s(x)||p. (12)

В самом деле, применяя к tM, N (x) при фиксированном x ∈
∈ Rd преобразование Абеля, получим

N∑
m=M

λmYm(x) =
N−1∑
m=M

(λm − λm+1)
m∑

j=M

Yj(x) + λn

N∑
j=M

Yj(x)

и

|
N∑

m=M

λmYm(x)| ≤ λM sup
M≤s≤N

|
s∑

j=M

Yj(x)|

откуда следует (12).
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