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Є.Ю. Овсiй (Iн–т математики НАН України, Київ)

НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ
НЕПЕРЕРВНИХ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ
УЗАГАЛЬНЕНИМИ СУМАМИ

Дослiджується асимптотична поведiнка верхнiх граней вiдхилень
аналогiв узагальнених сум Валле Пуссена вiд функцiй з класiв Cψ̄∞.
У рядi важливих випадкiв, одержано розв’язок задачi Колмогорова–
Нiкольського для класiв Cψ̄∞.

1. Постановка задачi та основнi результати. В роботi
[1] введенi класи неперервних перiодичних функцiй Cψ̄∞ наступ-
ним чином.

Нехай L — простiр iнтегровних 2π-перiодичних функцiй,
f ∈ L i

S[f ] =
a0

2
+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ≡
∞∑
k=0

Ak(f ;x) (1)

— ряд Фур’є функцiї f .
Нехай, ψ̄ = (ψ1, ψ2) — пара довiльних числових послiдовно-

стей ψ1(k) i ψ2(k), k = 0, 1, ..., якi задовольняють умову

ψ̄2(k) = ψ2
1(k) + ψ2

2(k) 6= 0, k ∈ N.

Припустимо, що ряд

A0 +
∞∑
k=1

(
ψ1(k)Ak(f ;x) + ψ2(k)

∼
Ak (f ;x)

)
,

де A0 — деяке число,
∼
Ak (f ;x) = ak sin kx − bk cos kx, є ря-

дом Фур’є деякої функцiї F ∈ L. Цю функцiю називають ψ̄-
iнтегралом функцiї f(·) i пишуть F (·) = J ψ̄(f ; ·).
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Функцiю f(·) − a0/2 називають ψ̄-похiдною функцiї F (·) i
позначають через F ψ̄(·). Множину ψ̄-iнтегралiв всiх функцiй
f ∈ L позначають через Lψ̄, Cψ̄ = Lψ̄ ∩ C.

Якщо N — деяка пiдмножина з L, то через Lψ̄N позначають
множину ψ̄-iнтегралiв функцiй з N.

Cψ̄∞ = Cψ̄S0
M =

{
f : f ∈ Cψ̄, f ψ̄ ∈ S0

M

}
,

де

S0
M =

{
ϕ : ‖ϕ‖M = ess sup

t
|ϕ(t)| 6 1,

π∫
−π

ϕ(t) dt = 0
}
.

Нехай M — множина всiх додатних неперервних та опук-
лих донизу функцiй ψ(t) неперервного аргументу t > 1, якi
задовольняють умову lim

t→∞
ψ(t) = 0, M′ — пiдмножина функцiй

ψ ∈M, для яких
∞∫
1

ψ(t)
t dt <∞,

M0 = {ψ ∈M : 0 < µ(ψ; t) 6 K, ∀t > 1},

де

η(t) = η(ψ; t) = ψ−1(
1
2
ψ(t)), µ(t) = µ(ψ; t) =

t

η(t)− t
, t > 1,

а K — деякi додатнi константи, взагалi кажучи, рiзнi, i
M′0 = M′ ∩M0.

За допомогою нескiнченної трикутної матрицi Λ = ‖λ(n)
k ‖,

k, n = 0, 1, 2, ..., λ(n)
k = 0 при k > n, кожнiй функцiї f ∈ L з

рядом Фур’є (1) поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть три-
гонометричних полiномiв

Un(f ;x; Λ) =
a0

2
λ

(n)
0 +

n∑
k=1

λ
(n)
k Ak(f ;x). (2)
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Таким чином, будь-яка трикутна матриця Λ задає метод
побудови тригонометричних полiномiв Un(f ;x; Λ).

Символом Υ позначимо множину всiх неперервних i моно-
тонно зростаючих при u > n−p (p, n ∈ N, p 6 n) функцiй ϕ(u),
якi мають неперервнi похiднi другого порядку при u > n− p.

Через Φ позначимо множину всiх визначених та непере-
рвних разом з похiдними другого порядку на промiжку [0;1]
функцiй F (u), для яких F (1) = 1, F (0) 6= 0.

В роботах [4–6] вивчалися апроксимацiйнi властивостi уза-
гальнених сум Валле Пуссена V ϕ,h

n,p (f ;x), якi представляють со-
бою полiноми вигляду (2), коли λ(n)

k = λϕ,hn,p (k/n), k = 0, 1, ..., n,
де

λϕ,hn,p (u) =

{
1, 0 6 u 6 n−p

n ,

1− ϕn(nu)
ϕn(n) hn(u), n−p

n 6 u 6 1,

p ∈ [1;n − 1] ∩ N , p = p(n), hn ∈ Φ, а ϕn(u) — послiдов-
нiсть функцiй, диференцiйованих i монотонно зростаючих при
u > n− p+ 1, причому, якщо u ∈ [(n− p)/n; (n− p+ 1)/n], то

ϕn(nu) =
ψ(n− p+ 1)ϕn(n− p+ 1)hn(n−p+1

n )
ψ(nu)hn(u)

(nu− n+ p).

Нехай

λϕ,Fn,p (u) =

{
1, 0 6 u 6 n−p

n ,

1− ϕ(nu)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p) F (u), n−p

n 6 u 6 1,
(3)

де p ∈ [1;n] — деяке натуральне число, p = p(n).
Полiноми вигляду (2), коли λ(n)

k = λϕ,Fn,p (k/n), k = 0, 1, ..., n,
назвемо аналогами узагальнених сум Валле Пуссена i позначи-
мо через Uϕ,Fn,p (f ;x).

При певних умовах, полiноми Uϕ,Fn,p (f ;x) спiвпадають як з
узагальненими сумами V ϕ,h

n,p (f ;x), так i з вiдомими класичними
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сумами — такими, як суми Валле Пуссена Vn,p(f ;x) (ϕ(u) = u

i F (u) ≡ 1), суми Зiгмунда Z
(s)
n (f ;x) (ϕ(u) = us, де s > 0,

F (u) ≡ 1 i p = n) тощо.
Полiноми Uϕ,Fn,p (f ;x) задаються значно бiльшою множиною

параметрiв ϕ(·), нiж суми V ϕ,h
n,p (f ;x). При певних умовах мо-

нотонностi та опуклостi на функцiї ϕ(·)ψi(·), i = 1, 2, це
дає можливiсть одержувати розв’язки задачi Колмогорова–
Нiкольського для бiльшого кола множин ψ̄-iнтегралiв.

З iсторiєю задачi Колмогорова–Нiкольського можна де-
тально ознайомитися, наприклад, в роботi [3].

В роботi вивчається асимптотична поведiнка при n → ∞
величин

E
(
Cψ̄∞;Uϕ,Fn,p

)
= sup

f∈Cψ̄∞

∥∥f(x)− Uϕ,Fn,p (f ;x)
∥∥
C

при умовi, що Θ = 1, де Θ df= lim
n→∞

p(n)/n, причому n − p(n)
фiксовано.

Основний результат даної роботи мiститься в такому твер-
дженнi.

Теорема. Нехай ψ1 ∈M0, ψ2 ∈M′0, ϕ ∈ Υ, F ∈ Φ, Θ = 1

i функцiї gi(u) df= ϕ(u)ψi(u), i = 1, 2, не спадають та опуклi
догори при u > a0 > 1.

Тодi при n→∞ справедлива рiвнiсть

E
(
Cψ̄∞;Uϕ,Fn,p

)
=

2
π

∞∫
n

ψ2(u)
u

du+

+
2|F (0)|

π(ϕ(n)− ϕ(n− p))

n∫
n−p+1

(ϕ(u)− ϕ(n− p))ψ2(u)
u

du+

+O(1)ψ̄(n), (4)
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де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по n.
2. Допомiжнi твердження. Нехай τ

(i)
n (u), n ∈ N,

i = 1, 2, — неперервнi при всiх u > 0 функцiї.
Якщо τ (1)

n (u) i τ (2)
n (u) мають абсолютно iнтегровнi на всiй

осi перетворення Фур’є

τ̂
(1)
n+(t) df=

1
π

∞∫
0

τ (1)
n (u) cosut du, τ̂ (2)

n−(t) df=
1
π

∞∫
0

τ (2)
n (u) sinut du

i

τ (i)
n (

k

n
) =

{
(1− λ(n)

k )ψi(k), 1 6 k 6 n,

ψi(k), k > n, i = 1, 2,
(5)

де λ
(n)
k — як i ранiше, елементи матрицi Λ, а послiдовностi

ψi(k), k = 1, 2, ..., є звуженнями на множинi натуральних чисел
деяких функцiй ψi(·) з множини M, то згiдно з теоремою 2 i
пунктом 3 роботи [1], для довiльної функцiї f ∈ Cψ̄M в кожнiй
точцi x ∈ R1 справедлива рiвнiсть

δn(f ;x; Λ) df= f(x)− Un(f ;x; Λ) =

∞∫
−∞

f ψ̄(x− t

n
)τ̂n(t) dt, (6)

де
τ̂n(t) = τ̂

(1)
n+(t) + τ̂

(2)
n−(t).

В прийнятих позначеннях має мiсце лема.
Лема 1. Нехай τ̂

(1)
n+(t), τ̂ (2)

n−(t) — абсолютно iнтегровнi на
R1 i виконується спiввiдношення (5).

Тодi при n→∞

E
(
Cψ̄∞;Un

)
df= sup

f∈Cψ̄∞

∥∥δn(f ;x; Λ)
∥∥
C

=



Наближення класiв неперервних перiодичних . . . 217

=
∫
|t|>1

∣∣τ̂n(t)
∣∣ dt+

∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt+
+O(1)

( ∫
|t|61

∣∣τ̂ (1)
n+(t)

∣∣ dt+
∫

|t|>πn
2

∣∣τ̂n(t)
∣∣ dt). (7)

Доведення. Зважаючи на те, що класи Cψ̄N iнварiантнi
вiдносно зсуву аргументу, а також той факт, що при ϑ ∈ S0

M

функцiя ϑ(−t) теж належить до множини S0
M , та враховуючи

(6), отримуємо

E
(
Cψ̄∞;Un

)
= sup

f∈Cψ̄∞

∣∣δn(f ; 0; Λ)
∣∣ 6

6
1
π

sup
ϑ∈S0

M

∣∣∣ ∫
|t|61

ϑ
( t
n

) ∞∫
0

τ (1)
n (u) cosut du dt

∣∣∣+

+
1
π

sup
ϑ∈S0

M

∣∣∣ ∫
|t|61

ϑ
( t
n

) ∞∫
0

τ (2)
n (u) sinut du dt

∣∣∣+

+
1
π

sup
ϑ∈S0

M

∣∣∣ ∫
16|t|6πn

2

ϑ
( t
n

) ∞∫
0

(
τ (1)
n (u) cosut+ τ (2)

n (u) sinut
)
du dt

∣∣∣+

+
1
π

sup
ϑ∈S0

M

∣∣∣ ∫
|t|>πn

2

ϑ
( t
n

) ∞∫
0

(
τ (1)
n (u) cosut+ τ (2)

n (u) sinut
)
du dt

∣∣∣ 6
6

∫
16|t|6πn

2

∣∣τ̂n(t)
∣∣ dt+

∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt+
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+O(1)

( ∫
|t|61

∣∣τ̂ (1)
n+(t)

∣∣ dt+
∫

|t|>πn
2

∣∣τ̂n(t)
∣∣ dt). (8)

Нехай

ϑn(t) =


sign

( ∞∫
0

τ
(2)
n (u) sinnut du

)
, t ∈ [− 1

n ; 1
n ],

sign
( ∞∫

0

(
τ

(1)
n (u) cosnut+

+τ (2)
n (u) sinnut

)
du
)
, t ∈ [−π

2 ;− 1
n) ∪ ( 1

n ; π2 ].

Через ϑ∗n(t) позначимо функцiю з S0
M , яка спiвпадає з ϑn(t)

на промiжку [−π
2 ; π2 ], а через f1(·) — функцiю з Cψ̄∞, для якої

f ψ̄1 (t) = ϑ∗n(−t). Такi функцiї завжди iснують.
Тодi, у вiдповiдностi до (6), маємо

δn(f1; 0; Λ) =
∫

16|t|6πn
2

∣∣τ̂n(t)
∣∣ dt+

∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt+

+O(1)

( ∫
|t|61

∣∣τ̂ (1)
n+(t)

∣∣ dt+
∫

|t|>πn
2

∣∣τ̂n(t)
∣∣ dt). (9)

Спiвставляючи спiввiдношення (8) та (9), одержуємо (7).
Лема 1 доведена.
Нехай

a =
n− q
n

, q ∈ [1;n] ∩N.

Лема 2. Нехай ψ1 ∈ M0, ψ2 ∈ M′0, функцiї τ
(i)
n (u),

i = 1, 2, — абсолютно неперервнi на вiдрiзку [0;1], тотож-
но дорiвнюють нулю при u ∈ [0; a], дорiвнюють ψi(nu) при
u > 1 i задовольняють спiввiдношення (5), а функцiї (τ (i)

n (u))′
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в тих точках, де вони не iснують, можна довизначити так,

що iнтеграли
1∫
a
u(1− u) |d(τ (i)

n (u))′|, збiгаються i виконуються
умови

1∫
a

|τ (2)
n (u)|
u

du <∞,
1∫

0

|µ(i)
n (u)|

1− u
du <∞, (10)

де

µ(i)
n (u)=


1, 0 6 u 6 a,

1−τ (i)
n (u)/ψi(na+1), a 6 u 6 a+1/n,

1−τ (i)
n (u)/ψi(nu), a+1/n 6 u 6 1, i = 1, 2.

(11)

Тодi при n→∞ справедливi рiвностi

E
(
Cψ̄∞;Un

)
=

2
π

1∫
a

|τ (2)
n (u)|
u

du+
2
π

∞∫
n

ψ2(u)
u

du+

+O(1)

( 1∫
0

σn(u)
1− u

du+

2
πn∫

0

|τ (2)
n (u)|
u

du+ αn

)
(12)

i

E
(
Cψ̄∞;Un

)
=

4
π2

1∫
0

σn(u)
1− u

du+
2
π

∞∫
n

ψ2(u)
u

du+

+O(1)

( 1∫
1− 2

πn

σn(u)
1− u

du+

1∫
a

|τ (2)
n (u)|
u

du+ αn

)
, (13)

де

αn =
2∑
i=1

1∫
a

u(1− u) |d(τ (i)
n (u))′|+ ψ̄(n),
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σn(u) =
√(

ψ1(n)µ(1)
n (u)

)2 +
(
ψ2(n)µ(2)

n (u)
)2
. (14)

Якщо, крiм цього,

|τ (2)
n (u)| > σn(1− u), u ∈ [0; 1],

то в формулi (12) можно опустити величину

1∫
0

σn(u)
1− u

du.

Доведення. Нехай

ν(i)
n (u) =

{
ψi(n)u, 0 6 u 6 1,
ψi(nu), u > 1,

(15)

i
δ(i)
n (u) = τ (i)

n (u)− ν(i)
n (u), i = 1, 2. (16)

Використовуючи схему доведення леми 3 iз роботи [8], от-
римуємо, що за даних умов τ̂ (1)

n+(t) i τ̂ (2)
n−(t) абсолютно iнтегровнi

на R1. Тодi, зважаючи на лему 1 i враховуючи (16), одержуємо

E
(
Cψ̄∞;Un

)
=
∫
|t|>1

∣∣δ̂n(t)
∣∣ dt+

∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt+
+O(1)

( ∫
|t|>1

∣∣ν̂n(t)
∣∣ dt+

∫
|t|61

∣∣τ̂ (1)
n+(t)

∣∣ dt+
∫

|t|>πn
2

∣∣δ̂n(t)
∣∣ dt) =

=

∞∫
−∞

∣∣δ̂n(t)
∣∣ dt+

∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt+O(1)
( ∫
|t|>1

∣∣ν̂n(t)
∣∣ dt+
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+
∫
|t|61

∣∣δ̂n(t)
∣∣ dt+

∫
|t|61

∣∣τ̂ (1)
n+(t)

∣∣ dt+
∫

|t|>πn
2

∣∣δ̂n(t)
∣∣ dt). (17)

В роботi [9, с. 131] встановлено оцiнку∫
|t|>1

|ν̂n(t)| dt = O(1)ψ̄(n). (18)

Оскiльки функцiї δ(i)
n (u), i = 1, 2, є абсолютно неперервнi

на промiжку [0;1], δ(i)
n (0) = δ

(i)
n (1) = 0, i

1∫
0

u(1− u) |d(δ(i)
n (u))′| =

1∫
a

u(1− u) |d(τ (i)
n (u))′| <∞, i = 1, 2,

то згiдно з лемою 1 роботи [12], маємо

|δ(i)
n (u)| 6

1∫
a

u(1− u) |d(τ (i)
n (u))′|, u ∈ [0; 1], i = 1, 2.

Тодi

∫
|t|61

|δ̂n(t)| dt <
2∑
i=1

∫
|t|61

∣∣∣∣
1∫

0

δ(i)
n (u) cos

(
ut+

1− i
2

π
)
du

∣∣∣∣ dt 6

6
2∑
i=1

1∫
0

|δ(i)
n (u)| du 6

2∑
i=1

max
u∈[0;1]

|δ(i)
n (u)| 6

6
2∑
i=1

1∫
a

u(1− u) |d(τ (i)
n (u))′|. (19)
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Неважко показати, що∫
|t|61

∣∣τ̂ (1)
n+(t)

∣∣ dt = O(1)
(
ψ̄(n) +

1∫
a

u(1− u) |d(τ (1)
n (u))′|

)
. (20)

Об’єднуючи спiввiдношення (17) – (20), отримуємо

E
(
Cψ̄∞;Un

)
=

∞∫
−∞

∣∣δ̂n(t)
∣∣ dt+

∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt+

+O(1)
(
ψ̄(n)+

2∑
i=1

1∫
a

u(1− u)|d(τ (i)
n (u))′|+

∫
|t|>πn

2

∣∣δ̂n(t)
∣∣dt). (21)

Далi, розглянемо iнтеграл
∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt.
Покладемо

Vn(u) =

{
ψ2(n), 0 6 u 6 1,
ψ2(nu), u > 1.

Тодi ∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt =
2
π

1∫
0

∣∣∣∣
∞∫

0

Vn(u) sinut du
∣∣∣∣ dt+

+O(1)
( 1∫

0

∣∣∣∣
1∫

0

(
τ (2)
n (u)− Vn(u)

)
sinut du

∣∣∣∣ dt). (22)

Маємо оцiнку
1∫

0

∣∣∣∣
1∫

0

(
τ (2)
n (u)− Vn(u)

)
sinut du

∣∣∣∣ dt 6

1∫
a

|τ (2)
n (u)| du+ ψ2(n) 6
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6 max
u∈[a;1]

|τ (2)
n (u)|+ ψ2(n) = max

u∈[a;1]
|δ(2)
n (u) + ν(2)

n (u)|+ ψ2(n) =

= O(1)
( 1∫
a

u(1− u) |d(τ (2)
n (u))′|+ ψ̄(n)

)
. (23)

Зважаючи на встановлене в роботi [10, с. 191] спiввiдношен-
ня:

1∫
0

∣∣∣∣
∞∫

0

Vn(u) sinut du
∣∣∣∣ dt =

∞∫
n

ψ2(u)
u

du+O(1)ψ̄(n), (24)

а також враховуючи (22) – (24), отримуємо

∫
|t|61

∣∣τ̂ (2)
n−(t)

∣∣ dt =
2
π

∞∫
n

ψ2(u)
u

du+

+O(1)
( 1∫
a

u(1− u) |d(τ (2)
n (u))′|+ ψ̄(n)

)
. (25)

На пiдставi леми 1 роботи [7], маємо

∞∫
−∞

|δ̂n(t)| dt =

=
4
π2

1∫
0

ξ
(
δ(2)
n (u),

√
(δ(1)
n (1− u))2 + (δ(2)

n (1− u))2
) du
u

+

+O(1)

 1∫
a

u(1− u)|d(τ (1)
n (u))′|+

1∫
a

u(1− u)|d(τ (2)
n (u))′|

 , (26)



224 Є.Ю. Овсiй

де функцiя ξ(t, u) визначається рiвностями

ξ(t, u) =

{
π
2 |t|, |u| 6 |t|,
|t| arcsin

∣∣ t
u

∣∣+
√
u2 − t2, |u| > |t|.

(27)

Згiдно з лемою 7.3 роботи [2, с. 63], для функцiї ξ(t;u) ви-
конується рiвнiсть

ξ(A,
√
B2 +D2) =

1
4

π∫
−π

∣∣A+B sinx+D cosx
∣∣ dx,

де A, B i D — довiльнi дiйснi числа.
Звiдси випливають такi нерiвностi

|ξ(A,
√
B2

1+D2
1)−ξ(A,

√
B2

2+D2
2)| 6 |B1−B2|+|D1−D2|, (28)

|ξ(A1,
√
B2 +D2)− ξ(A2,

√
B2 +D2)| 6 π

2
|A1 −A2|. (29)

Користуючись оцiнкою (28) i зважаючи на те, що
ξ(A,

√
B2 +D2) = ξ(A,

√
(−B)2 + (−D)2), отримуємо∣∣ξ(δ(2)

n (u),
√

(δ(1)
n (1− u))2 + (δ(2)

n (1− u))2
)
−

−ξ
(
δ(2)
n (u),

√
(ψ1(n)µ(1)

n (1− u))2 + (ψ2(n)µ(2)
n (1− u))2

)∣∣ 6
6 |δ(1)

n (1−u)+ψ1(n)µ(1)
n (1−u)|+ |δ(2)

n (1−u)+ψ2(n)µ(2)
n (1−u)| =

=
2∑
i=1

|τ (i)
n (1−u)−ψi(n)(1−u)+ψi(n)µ(i)

n (1−u)| =
2∑
i=1

|s(i)
n (1−u)|.

Таким чином, враховуючи (14) та (26), отримуємо рiвнiсть

∞∫
−∞

|δ̂n(t)| dt =
4
π2

1∫
0

ξ
(
δ(2)
n (u), σn(1− u)

) du
u

+
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+O(1)
2∑
i=1

 1∫
0

|s(i)
n (u)|
1− u

du+

1∫
a

u(1− u) |d(τ (i)
n (u))′|

 , (30)

де
1∫

0

|s(i)
n (u)|
1− u

du =

a∫
0

ψi(n)(1− u)
1− u

du+

+

a+ 1
n∫

a

|τ (i)
n (u)− ψi(n)u+ ψi(n)

(
1− τ

(i)
n (u)

ψi(na+1)

)
|

1− u
du+

+

1∫
a+ 1

n

|τ (i)
n (u)− ψi(n)u+ ψi(n)

(
1− τ

(i)
n (u)
ψi(nu)

)
|

1− u
du 6

6

a+ 1
n∫

a

|τ (i)
n (u)

(
1− ψi(n)

ψi(na+1)

)
|

1− u
du+

+

1∫
a+ 1

n

|τ (i)
n (u)

(
1− ψi(n)

ψi(nu)

)
|

1−u
du+ψi(n) = J

(i)
n,1+J (i)

n,2+ψi(n). (31)

Але ж 1− ψi(n)/ψi(na+ 1) = O(1)(n(1− a)− 1)/(na+ 1), тому

J
(i)
n,1 = O(1)

n(1− a)− 1
na+ 1

a+ 1
n∫

a

|τ (i)
n (u)|
1− u

du =

= O(1)
n

na+ 1

a+ 1
n∫

a

|τ (i)
n (u)| du = O(1) max

u∈[a;a+ 1
n

]
|τ (i)
n (u)|.
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Далi,

J
(i)
n,2 6 max

u∈[a+ 1
n

;1]
|τ (i)
n (u)|

1∫
a+ 1

n

1− ψi(n)
ψi(nu)

1− u
du.

Якщо a+ 1/n < 1/2, то

1∫
a+ 1

n

1− ψi(n)
ψi(nu)

1− u
du =


1
2∫

a+ 1
n

+

1∫
1
2

 1− ψi(n)
ψi(nu)

1− u
du 6

6
1

1− 1
2

1
2∫

a+ 1
n

du+

1∫
1
2

ψi(nu)− ψi(n)
ψi(nu)(1− u)

du <

< 1 +

1∫
1
2

|ψ′i(nα)|n(1− u)
ψi(nu)(1− u)

du, α ∈ (u; 1).

Оскiльки функцiї |ψ′i(t)|, i = 1, 2, спадають при t > 1, то

J
(i)
n,2 < max

u∈[a+ 1
n

;1]
|τ (i)
n (u)|

(
1 +

1∫
1
2

|ψ′i(nu)|n
ψi(nu)

du

)
=

= max
u∈[a+ 1

n
;1]
|τ (i)
n (u)|

(
1 +

n∫
n
2

|ψ′i(t)|
ψi(t)

dt

)
=

= max
u∈[a+ 1

n
;1]
|τ (i)
n (u)|

(
1 +

n∫
n
2

dt

tαi(t)

)
, αi(t) =

ψi(t)
t|ψ′i(t)|

.
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За теоремою 12.1 з роботи [2, с. 161], для функцiй ψi ∈M0,
i = 1, 2, величини αi(t) задовольняють умову

αi(t) > K > 0 ∀t > 1, i = 1, 2.

Тому

J
(i)
n,2 = O(1) max

u∈[a+ 1
n

;1]
|τ (i)
n (u)|

(
1+

n∫
n
2

dt

t

)
= O(1) max

u∈[a+ 1
n

;1]
|τ (i)
n (u)|.

Якщо ж a+ 1/n > 1/2, то

J
(i)
n,2 6 max

u∈[a+ 1
n

;1]
|τ (i)
n (u)|

1∫
1
2

1− ψi(n)
ψi(nu)

1− u
du = O(1) max

u∈[a+ 1
n

;1]
|τ (i)
n (u)|.

Таким чином,
J

(i)
n,1 + J

(i)
n,2 =

= O(1) max
u∈[a;1]

|τ (i)
n (u)| = O(1)

(
max
u∈[a;1]

|δ(i)
n (u)|+ ψi(n)

)
=

= O(1)
( 1∫
a

u(1− u) |d(τ (i)
n (u))′|+ ψ̄(n)

)
, i = 1, 2. (32)

На пiдставi нерiвностi (29), маємо∣∣ξ(δ(2)
n (u), σn(1− u)

)
− ξ
(
τ (2)
n (u), σn(1− u)

)∣∣ 6 π

2
|ν(2)
n (u)|.

Тодi, враховуючи (30)–(32) i (15), отримуємо

∞∫
−∞

|δ̂n(t)| dt =
4
π2

1∫
0

ξ
(
τ (2)
n (u), σn(1− u)

) du
u

+
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+O(1)
(
ψ̄(n) +

2∑
i=1

1∫
a

u(1− u) |d(τ (i)
n (u))′|

)
. (33)

Далi, застосовуючи лему 1 з роботи [7] i використовуючи
тi ж самi мiркування, що i при доведеннi попередньої оцiнки,
отримуємо

∫
|t|>πn

2

|δ̂n(t)| dt =

∞∫
−∞

|δ̂n(t)| dt−

πn
2∫

−πn
2

|δ̂n(t)| dt =

=
4
π2

2
πn∫

0

ξ
(
τ (2)
n (u), σn(1− u)

) du
u

+

+O(1)
(
ψ̄(n) +

2∑
i=1

1∫
a

u(1− u) |d(τ (i)
n (u))′|

)
. (34)

За лемою 7.4 [2, с. 63] для функцiї ξ(t;u), яка визначена
рiвнiстю (27), при будь-яких значеннях t i u справедливi нерiв-
ностi

ξ(t;u)− π

2
|t| 6 |u|, ξ(t;u)− |u| 6 π

2
|t|.

Отже, при будь-яких τ (2)
n (u) i σn(1− u), маємо

1∫
0

ξ
(
τ (2)
n (u), σn(1−u)

) du
u
−π

2

1∫
a

|τ (2)
n (u)|
u

du 6

1∫
0

σn(u)
1−u

du, (35)

1∫
0

ξ
(
τ (2)
n (u), σn(1−u)

)du
u
−

1∫
0

σn(u)
1−u

du 6
π

2

1∫
a

|τ (2)
n (u)|
u

du. (36)
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Об’єднуючи спiввiдношення (21), (25), (33)–(36), одержуємо
рiвностi (12) та (13).

Якщо |τ (2)
n (u)| > σn(1−u), u ∈ [0; 1], то згiдно з означенням

функцiї ξ(t;u), отримуємо

1∫
0

ξ
(
τ (2)
n (u), σn(1− u)

) du
u

=
π

2

1∫
a

|τ (2)
n (u)|
u

du. (37)

Тодi, зважаючи на спiввiдношення (21), (25), (33), (34) та

(37), можемо зробити висновок, що iнтеграл
1∫
0

σn(u)
1−u du в рiвно-

стi (12) можно опустити.
Лема 2 доведена.
Лема 3. Нехай ψ1 ∈ M, ψ2 ∈ M′, ϕ ∈ Υ, F ∈ Φ, n, p —

довiльнi натуральнi числа, p 6 n, i функцiї τ (i)
n,p(u), i = 1, 2,

означенi за допомогою спiввiдношення

τ (i)
n,p(u) =



0, 0 6 u 6 n−p
n ,

ϕ(n−p+1)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p) F (n−p+1

n )·
·ψi(n−p+1)(nu−n+p), n−p

n 6 u 6 n−p+1
n ,

ϕ(nu)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p) F (u)ψi(nu), n−p+1

n 6 u 6 1,

ψi(nu), u > 1.

(38)

Тодi перетворення

τ̂
(1)
n,p+(t) =

1
π

∞∫
0

τ (1)
n,p(u) cosut du, (39)

τ̂
(2)
n,p−(t) =

1
π

∞∫
0

τ (2)
n,p(u) sinut du (40)
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абсолютно iнтегровнi на всiй числовiй осi, тобто
τ̂

(1)
n,p+, τ̂

(2)
n,p− ∈ L(R):

∞∫
−∞

∣∣τ̂ (1)
n,p+(t)

∣∣ dt <∞, ∞∫
−∞

∣∣τ̂ (2)
n,p−(t)

∣∣ dt <∞.
Доведення. Доведення буде проведено в два етапи.
1. Покажемо, що τ̂ (1)

n,p+ ∈ L(R).
Справедлива рiвнiсть
∞∫
−∞

∣∣τ̂ (1)
n,p+(t)

∣∣dt=∫
|t|61

∣∣τ̂ (1)
n,p+(t)

∣∣dt+∫
|t|>1

∣∣τ̂ (1)
n,p+(t)

∣∣dt=jn,1+jn,2. (41)

Нехай

φn(u) =

{
ψ′1(n)(u− 1)n+ ψ1(n), 0 6 u 6 1,
ψ1(nu), u > 1,

∆n,p(u) = τ (1)
n,p(u)− φn(u) =

=

{
τ

(1)
n,p(u)− ψ′1(n)(u− 1)n− ψ1(n), 0 6 u 6 1,

0, u > 1.

Iнтегруючи частинами i враховуючи те, що функцiї τ (i)
n,p(u)

зникають на нескiнченностi, отримуємо

jn,1 <

1∫
0

∣∣∣∣
∞∫

0

(τ (1)
n,p(u))′

sinut
t

du

∣∣∣∣ dt 6

( 1∫
0

∣∣∣∣
1∫

0

φ′n(u)
sinut
t

du

∣∣∣∣ dt+
+

1∫
0

∣∣∣∣
∞∫

1

φ′n(u)
sinut
t

du

∣∣∣∣ dt+

1∫
0

∣∣∣∣
1∫

0

∆′n,p(u)
sinut
t

du

∣∣∣∣ dt). (42)
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Оскiльки t−1 sinut 6 1 ∀u ∈ [0; 1], ∀t ∈ (0; 1], то

1∫
0

∣∣∣∣
1∫

0

φ′n(u)
sinut
t

du

∣∣∣∣ dt 6

1∫
0

∣∣φ′n(u)
∣∣ du = |ψ′1(n)|n. (43)

Згiдно з лемою 3.1 роботи [2, с. 189], справедлива оцiнка

1∫
0

∣∣∣∣
∞∫

1

φ′n(u)
sinut
t

du

∣∣∣∣ dt =

1∫
0

∣∣∣∣nt
∞∫

1

ψ′1(nu) sinut du
∣∣∣∣ dt <

< πψ1(n) + |ψ′1(n)|n. (44)

Нехай

υi(p;u) df=
ϕ(nu)− ϕ(n− p)
ϕ(n)− ϕ(n− p)

ψi(nu), i = 1, 2. (45)

Бачимо, що

υi(p;
n− p
n

) = 0, υi(p; 1) = ψi(n)

i

υi
(
p;
n− p+ 1

n

)
=

{
O(1)ψi(n− p+ 1), 0 6 Θ < 1,
O(1)ϕ(n)−1, Θ = 1, i = 1, 2.

(46)

Тодi

∆′n,p(u) =


−ψ′1(n)n, 0 6 u 6 n−p

n ,

υ1(p; n−p+1
n )F (n−p+1

n )n−
−ψ′1(n)n, n−p

n < u 6 n−p+1
n ,(

υ1(p;u)F (u)
)′ − ψ′1(n)n, n−p+1

n < u 6 1
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i
1∫

0

∣∣∣∣
1∫

0

∆′n,p(u)
sinut
t

du

∣∣∣∣ dt 6

1∫
0

∣∣∆′n,p(u)
∣∣ du 6 |ψ′1(n)|n+

+υ1

(
p;
n− p+ 1

n

)∣∣F (n− p+ 1
n

)∣∣n
n−p+1
n∫

n−p
n

du+

+

1∫
n−p+1
n

∣∣∣(υ1(p;u)F (u)
)′∣∣∣ du = O(1)

(
|ψ′1(n)|n+

+υ1

(
p;
n− p+ 1

n

)
+
p

n
max

n−p+1
n

<u61

(∣∣υ′1(p;u)
∣∣+ υ1(p;u)

))
. (47)

Згiдно з (45)

|υ′i(p;u)| 6 ϕ′(nu)ψi(nu)n
ϕ(n)− ϕ(n− p)

+ |ψ′i(nu)|n, n− p+ 1
n

6 u 6 1.

Отже, об’єднуючи спiввiдношення (42) – (44) i (47), отри-
муємо

jn,1 <∞. (48)

Розглянемо iнтеграл jn,2.
Спочатку, iнтегруючи частинами i враховуючи те, що

τ
(i)
n,p(0) = τ

(i)
n,p(∞) = 0, i = 1, 2, отримуємо∣∣∣∣
∞∫

0

τ (i)
n,p(u) cos

(
ut+

1− i
2

π
)
du

∣∣∣∣ =

=
1
t

∣∣∣∣
∞∫

0

(
τ (i)
n,p(u)

)′ sin(ut+
1− i

2
π
)
du

∣∣∣∣ =
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=
1
t

∣∣∣∣υi(p; n− p+ 1
n

)
F
(n− p+ 1

n

)
n

n−p+1
n∫

n−p
n

sin
(
ut+

1− i
2

π
)
du+

+

1∫
n−p+1
n

(
υi(p;u)F (u)

)′ sin(ut+
1− i

2
π
)
du+

+

∞∫
1

(
ψi(nu)

)′ sin(ut+
1− i

2
π
)
du

∣∣∣∣ =
O(1)
t2

(
υi
(
p;
n− p+ 1

n

)
n+

+
∣∣∣∣(υi(p;u)F (u)

)′ cos
(
ut+

1− i
2

π
)∣∣∣1

n−p+1
n

∣∣∣∣+
+
∣∣∣∣

1∫
n−p+1
n

(
υi(p;u)F (u)

)′′ cos
(
ut+

1− i
2

π
)
du

∣∣∣∣+
+
∣∣∣∣(ψi(nu)

)′ cos
(
ut+

1− i
2

π
)∣∣∣∞

1

∣∣∣∣+
+
∣∣∣∣
∞∫

1

(
ψi(nu)

)′′ cos
(
ut+

1− i
2

π
)
du

∣∣∣∣) =

= O(1)
1
t2

(
υi
(
p;
n− p+ 1

n

)
n+ |υ′i(p; 1)|+

∣∣υ′i(p; n− p+ 1
n

)∣∣+
+
p

n
max

n−p+1
n

6u61

(
|υ′′i (p;u)|+ |υ′i(p;u)|+ υi(p;u)

)
+

+ψi(n) + |ψ′i(n)|n
)
. (49)
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Тодi∣∣∣∣
∞∫

0

τ (i)
n,p(u) cos

(
ut+

1− i
2

π
)
du

∣∣∣∣ 6 C(n)
t2

, i = 1, 2, (50)

де C(n) — константа, яка залежить тiльки вiд n.
Iз урахуванням останньої оцiнки отримуємо

jn,2 =
2
π

∞∫
1

∣∣∣∣
∞∫

0

τ (1)
n,p(u) cosut du

∣∣∣∣ dt <∞. (51)

Спiвставляючи (41), (48) та (51), переконуємося в тому, що
функцiя τ̂ (1)

n,p+(t) абсолютно iнтегровна на R1.
2. Покажемо, що τ̂ (2)

n,p− ∈ L(R).
Згiдно з (50), маємо∫

|t|>1

|τ (2)
n,p−(t)| dt <∞. (52)

Оскiльки τ
(2)
n,p(u) = ψ2(nu) при u > 1, то, користуючись

оцiнкою (3.36) роботи [2, с. 191], отримуємо∫
|t|61

|τ (2)
n,p−(t)| dt 6

6
2
π

1∫
0

1∫
0

|τ (2)
n,p(u)|dudt+ 2

π

1∫
0

∣∣∣∣
∞∫

1

ψ2(nu) sinutdu
∣∣∣∣dt<∞. (53)

Використовуючи спiввiдношення (52) i (53), показуємо, що

iнтеграл
∞∫
−∞
|τ̂ (2)
n,p−(t)| dt збiгається.

Лема 3 доведена.
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Лема 4. Нехай f ∈ Cψ̄M i функцiї τ (i)
n,p(u), i = 1, 2, визна-

ченi спiввiдношенням (38). Тодi в кожнiй точцi x ∈ R1 спра-
ведлива рiвнiсть

δϕ,Fn,p (f ;x) df= f(x)− Uϕ,Fn,p (f ;x) =

∞∫
−∞

f ψ̄(x− t

n
)τ̂n,p(t) dt, (54)

де τ̂n,p(t) = τ̂
(1)
n,p+(t)+ τ̂

(2)
n,p−(t), а функцiї τ̂ (1)

n,p+(t), τ̂ (2)
n,p−(t) визна-

ченi формулами (39) i (40).
Доведення. Iз спiввiдношення (38) випливає, що

τ (i)
n,p(

k

n
) =

{(
1− λϕ,Fn,p (k/n)

)
ψi(k), 1 6 k 6 n,

ψi(k), k > n, i = 1, 2,
(55)

де λϕ,Fn,p (k/n) — це значення пiдсумовуючої функцiї λϕ,Fn,p (u), яка
визначається рiвностями (3), в точцi k/n.

Звiдси, на пiдставi леми 3 даної роботи, теореми 2 та пункту
3 роботи [1], отримуємо твердження леми.

Лема 4 доведена.
3. Доведення теореми. Нехай функцiї τ (i)

n (u) = τ
(i)
n,p(u),

i = 1, 2, визначенi рiвностями (38).
Цi функцiї абсолютно неперервнi на вiдрiзку [0;1]. Переко-

наємося, що функцiї τ (1)
n,p(u) i τ (2)

n,p(u) задовольняють всi умови
леми 2.

Розглянемо iнтеграл

m(i)
n,p =

1∫
n−p
n

u(1− u) |d(τ (i)
n,p(u))′| =
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=

1∫
n−p+1
n

(u− u2)
∣∣(υi(p;u)F (u))′′

∣∣ du. (56)

В даному випадку, роль величини a в лемi 2 грає число n−p
n .

Спочатку зазначимо, що довiльнi полiноми Uϕ,Fn,p (f ;x), якi
задаються деякими функцiями ϕ(·) з множини Υ, задаються
також i функцiями ϕ1(·) = ϕ(·) + h, h ∈ R1. Дiйсно, для цього,
враховуючи (3), достатньо помiтити, що

ϕ1(nu)− ϕ1(n− p)
ϕ1(n)− ϕ1(n− p)

=
ϕ(nu)− ϕ(n− p)
ϕ(n)− ϕ(n− p)

,
n− p
n

6 u 6 1.

Тобто, будь-який зсув функцiй ϕ(·) на довiльне дiйсне число
жодним чином не впливає на полiноми Uϕ,Fn,p (f ;x), а отже, i на
величини E

(
Cψ̄∞;Uϕ,Fn,p

)
.

На цiй пiдставi, у випадку, коли функцiї gi(u) = ϕ(u)ψi(u),
ϕ ∈ Υ, i = 1, 2, не спадають та опуклi догори при u > a1 > 1,
завжди можемо взяти таке число h∗ ∈ R1 i, вiдповiдно, та-
ку функцiю ϕ1(u) = ϕ(u) − h∗, що функцiї ϕ1(u)ψi(u) будуть
опуклими догори та не спадати при всiх u > 1 i, крiм того, буде
виконуватися рiвнiсть E

(
Cψ̄∞;Uϕ1,F

n,p

)
= E

(
Cψ̄∞;Uϕ,Fn,p

)
.

Отже, доведення теореми достатньо провести для випадку,
коли a0 = 1. Тодi ∀u > 1/n

g′i(nu)n > 0, −ϕ(n− p)ψ′i(nu)n > 0,

g′′i (nu)n2 6 0, −ϕ(n− p)ψ′′i (nu)n2 6 0.

Звiдси, при n−p+1
n 6 u 6 1, маємо

υi(p;u) =
gi(nu)− ϕ(n− p)ψi(nu)

ϕ(n)− ϕ(n− p)
> 0,
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υ′i(p;u) =
g′i(nu)n− ϕ(n− p)ψ′i(nu)n

ϕ(n)− ϕ(n− p)
> 0,

υ′′i (p;u) =
g′′i (nu)n2 − ϕ(n− p)ψ′′i (nu)n2

ϕ(n)− ϕ(n− p)
6 0.

Оскiльки функцiї F (u), F ′(u), F ′′(u) — обмеженi, то∣∣(υi(p;u)F (u)
)′′∣∣ =

=
∣∣υ′′i (p;u)F (u) + 2υ′i(p;u)F ′(u) + υi(p;u)F ′′(u)

∣∣ =

= O(1)
(
− υ′′i (p;u) + υ′i(p;u) + υi(p;u)

)
.

Iз (56) випливає

m(i)
n,p = O(1)

(
−

1∫
n−p+1
n

(u− u2)υ′′i (p;u) du+

+

1∫
n−p+1
n

(u− u2)υ′i(p;u) du+

1∫
n−p+1
n

(u− u2)υi(p;u) du
)
.

Тепер, враховуючи той факт, що(
ϕ(n)− ϕ(n− p)

)−1 = O(1)ϕ(n)−1, Θ = 1, (57)

одержуємо

m(i)
n,p = O(1)

(
− (u− u2)υ′i(p;u)

∣∣∣1
n−p+1
n

+

+

1∫
n−p+1
n

υ′i(p;u) du+

1∫
n−p+1
n

υi(p;u) du
)

=
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= O(1)
(

1
n
υ′i
(
p;
n− p+ 1

n

)
+

1∫
n−p+1
n

υ′i(p;u) du+
gi(n)
ϕ(n)

1∫
n−p+1
n

du

)
=

= O(1)
(

1
ϕ(n)

+ ψi(n)
)

= O(1)ψi(n), i = 1, 2. (58)

Далi, перевiримо виконання умови (10).
Для цього позначимо спочатку

In,p =

1∫
n−p+1
n

υ2(p;u)|F (u)|
u

du.

Тодi можемо записати

1∫
n−p
n

|τ (2)
n,p(u)|
u

du = In,p+

+

n−p+1
n∫

n−p
n

|υ2(p; n−p+1
n )F (n−p+1

n )n(u− n−p
n )|

u
du =

= In,p +O(1)
1

ϕ(n)

(
n

n−p+1
n∫

n−p
n

du+ (n− p)

n−p+1
n∫

n−p
n

du

u

)
=

= In,p +O(1)
1

ϕ(n)

(
1 + n

n−p+1
n∫

n−p
n

du

)
= In,p +O(1)

1
ϕ(n)

= (59)
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= O(1)
( n∫
n−p+1

ψ2(u)
u

du+
1

ϕ(n)

)
<∞, ψ2 ∈M′. (60)

Згiдно з (11) та (38), маємо

µ(i)
n (u) = µn,p(u) =

=


1, 0 6 u 6 n−p

n ,

1−ϕ(n−p+1)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p) F (n−p+1

n )·
·(nu−n+p), n−p

n 6 u 6 n−p+1
n ,

1− ϕ(nu)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p) F (u), n−p+1

n 6 u 6 1.

(61)

Тодi iз (14) отримуємо

σn(u) = σn,p(u) = ψ̄(n)|µn,p(u)|. (62)

Далi, розглядаємо iнтеграл

1∫
0

|µn,p(u)|
1− u

du =

n−p
n∫

0

du

1− u
+

+

n−p+1
n∫

n−p
n

|1− ϕ(n−p+1)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p) F (n−p+1

n )(nu− n+ p)|
1− u

du+

+

1∫
n−p+1
n

|1− ϕ(nu)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p) F (u)|

1− u
du = ln

n

p
+ In,p,1 + In,p,2; (63)

В результатi отримуємо суму з трьох доданкiв. Для другого
з них одразу можна записати

In,1,1 = 1. (64)
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Якщо ж p > 1, то

In,p,1 = O(1)
(

1 +
1

ϕ(n)

) n−p+1
n∫

n−p
n

du

1− u
= O(1)

(
1 +

1
ϕ(n)

) 1
p− 1

.

(65)
Третiй доданок вимагає бiльш детального розгляду, саме:

In,p,2 6

1∫
n−p+1
n

1− ϕ(nu)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p)

1− u
du+

+

1∫
n−p+1
n

ϕ(nu)−ϕ(n−p)
ϕ(n)−ϕ(n−p) |F (1)− F (u)|

1− u
du =

= O(1)

( 1∫
n−p+1
n

1− ϕ(nu)
ϕ(n)

1− u
du+

1∫
n−p+1
n

|F ′(γ)| du

)
, γ ∈ (u; 1).

Оскiльки, ϕ(u) = gi(u)/ψi(u), i = 1, 2, то

In,p,2 = O(1)

( 1∫
n−p+1
n

1− gi(nu)
gi(n)

ψi(n)
ψi(nu)

1− u
du+

p

n
max

n−p+1
n

<u<1
|F ′(u)|

)
.

(66)

1∫
n−p+1
n

1− gi(nu)
gi(n)

ψi(n)
ψi(nu)

1− u
du =

1∫
n−p+1
n

1− gi(nu)
gi(n)

1− u
du+

+

1∫
n−p+1
n

gi(nu)
gi(n) (1− ψi(n)

ψi(nu))

1− u
du 6
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6

1∫
n−p+1
n

gi(n)− gi(nu)
gi(n)(1− u)

du+

1∫
n−p+1
n

1− ψi(n)
ψi(nu)

1− u
du. (67)

Повторюючи мiркування, якi були проведенi при одержанi
оцiнки (32), отримуємо

1∫
n−p+1
n

1− ψi(n)
ψi(nu)

1− u
du = O(1). (68)

Оскiльки функцiї gi(u) опуклi догори при u > 1, то при
(n− p+ 1)/n 6 u 6 1

gi(n)− gi(nu) 6
n

p− 1
(
gi(n)− gi(n− p+ 1)

)
(1− u).

Отже,

1∫
n−p+1
n

gi(n)− gi(nu)
gi(n)(1− u)

du 6
n(gi(n)− gi(n− p+ 1))

gi(n)(p− 1)

1∫
n−p+1
n

du =

=
gi(n)− gi(n− p+ 1)

gi(n)
< 1. (69)

Нарештi, об’єднуючи (63) – (69), одержуємо

1∫
0

|µn,p(u)|
1− u

du = O(1). (70)

Таким чином, спiвставляючи (58), (60) та (70), бачимо, що
умови леми 2 виконуються повнiстю, i отже, враховуючи (62),
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отримуємо рiвнiсть

E
(
Cψ̄∞;Uϕ,Fn,p

)
=

2
π

1∫
n−p
n

|τ (2)
n,p(u)|
u

du+
2
π

∞∫
n

ψ2(u)
u

du+

+O(1)

( 2
πn∫

0

|τ (2)
n,p(u)|
u

du+ ψ̄(n)

)
, n→∞. (71)

Має мiсце оцiнка

2
πn∫

0

|τ (2)
n,p(u)|
u

du 6

1
n∫

0

|τ (2)
n,p(u)|
u

du = O(1)

(
n

ϕ(n)

1
n∫

0

du

)
=

= O(1)
1

ϕ(n)
= O(1)ψ̄(n). (72)

Згiдно з формулою Тейлора справедливе представлення

F (u) = F (0) +
(
F ′(0) +

1
2
F ′′(ζu)u

)
u, ζ ∈ (0; 1).

Тепер, враховуючи (59), отримуємо

1∫
n−p
n

|τ (2)
n,p(u)|
u

du = |F (0)|
1∫

n−p+1
n

υ2(p;u)
u

du+

+O(1)
( 1∫
n−p+1
n

υ2(p;u)
∣∣∣F ′(0) +

1
2
F ′′(ζu)u

∣∣∣ du+
1

ϕ(n)

)
=
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=
|F (0)|

(ϕ(n)− ϕ(n− p))

n∫
n−p+1

(ϕ(u)− ϕ(n− p))ψ2(u)
u

du+

+O(1)ψ̄(n). (73)

Поєднуючи спiввiдношення (71) — (73), одержуємо, наре-
штi, рiвнiсть (4). Теорема доведена.

4. Наслiдки з теореми.
Наслiдок 1. Нехай ψi(u) = u−1+ln (u+1)

u , i = 1, 2, ϕ(u) = u,
F (u) ≡ 1 i p = n.

Тодi при n→∞ виконується асимптотична рiвнiсть

E
(
Cψ̄∞;Uϕ,Fn,p

)
=E
(
Cψ̄∞;σn

)
=

ln2 n

πn
+O(1)

lnn
n
, n→∞, (74)

де σn(f ;x) = Z
(1)
n (f ;x) — суми Фейера функцiї f(x), а O(1) —

величина, рiвномiрно обмежена по n.
Доведення. Функцiї ψi(u), i = 1, 2, належать до множини

M′0, а функцiї gi(u) = uψi(u) — задовольняють умови теореми,
згiдно з якою, рiвнiсть (74) має мiсце.

Зазначимо, що скористатися теоремами 3.1 i 3.2 роботи [6]
для сум Фейера на даному класi функцiй не можна, оскiльки
функцiї gi(u), i = 1, 2, не задовольняють умов цих теорем.

Наслiдок 2. Нехай ϕ ∈ Υ, F ∈ Φ i Θ = 1.
Тодi при n→∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
Cψ̄∗∞ ;Uϕ,Fn,p

)
=

2|F (0)|
π(ϕ(n)− ϕ(n− p))

ln
n

n− p+ 1
+

+
2
π

∞∫
n

du

u(ϕ(u)− ϕ(n− p))
+

O(1)
ϕ(n)− ϕ(n− p)

,
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де Cψ̄∗∞ — клас Cψ̄∞, що задається функцiями
ψi(u) = (ϕ(u)− ϕ(n− p))−1, ψi ∈ M′0, i = 1, 2, а O(1) —
величина, рiвномiрно обмежена по n.

Доведення. Нехай ϕ1(u) = ϕ(u) − ϕ(n − p) − 1. Зрозумi-
ло, що ϕ1 ∈ Υ i, як зазначалося ранiше, функцiї ϕ1(u) i ϕ(u)
визначають однi й тi самi полiноми Uϕ,Fn,p (f ;x).

Функцiї
ϕ1(u)ψi(u) =

= (ϕ(u)− ϕ(n− p)− 1)(ϕ(u)− ϕ(n− p))−1 = 1− ψi(u), i = 1, 2,

не спадають та опуклi догори при u > 1.
Застосовуючи теорему, одержуємо

E
(
Cψ̄∗∞ ;Uϕ,Fn,p

)
=

2|F (0)|
π(ϕ1(n)− ϕ1(n− p))

ln
n

n− p+ 1
+

+
2
π

∞∫
n

du

u(ϕ(u)− ϕ(n− p))
+

O(1)
ϕ1(n)− ϕ1(n− p)

, n→∞.

Пiдставивши в останню формулу замiсть ϕ1(u) величину
ϕ(u)− ϕ(n− p)− 1, отримуємо необхiдне твердження.

Можна навести приклади, коли обидва першi доданки рiв-
ностi (4) є iстотними.

Позначимо через 1̃6V n лiнiйний метод наближення, що за-
дається пiдсумовуючою функцiєю

λn(u) =

{
1− ln2(nu+1)

ln2(n+1)
, 0 6 u 6 1,

0, u > 1
(75)

(ϕ(u) = ln2(u + 1), F (u) ≡ 1, p = n) i нехай клас Cψ̄∞ визна-
чається наступними функцiями ψi(u) = u

(u+1) ln2(u+1)
, i = 1, 2,

u > 1.
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Бачимо, що функцiї ϕ(u)ψi(u) опуклi догори та не спадають
при u > 1.

Iнтегруючи, отримуємо

1
ϕ(n)− ϕ(0)

n∫
1

(ϕ(u)− ϕ(0))ψ2(u)
u

du =
1

ln2(n+ 1)

n∫
1

du

u+ 1
=

=
1

ln(n+ 1)
− ln 2

ln2(n+ 1)
,

∞∫
n

ψ2(u)
u

du =

∞∫
n

du

(u+ 1) ln2(u+ 1)
=

1
ln(n+ 1)

.

Пiдставляючи значення цих iнтегралiв до виразу (4), отри-
муємо таку асимптотичну рiвнiсть:

E
(
Cψ̄∞; 1̃6V n

)
=

4
π ln(n+ 1)

+O(1) ln−2(n+ 1), n→∞. (76)

1. Степанец А.И. Скорость сходимости рядов Фурье на классах
ψ̄-интегралов // Укр. мат. журн. — 1997. — T. 49, №8. — C. 1069–
1113.

2. Степанец А.И. Методы теории приближений: В 2 ч. // Працi IМ
НАН України. — 2002. — Т. 40. — Ч. I. — 427 c.

3. Степанец А.И. Классификация и приближение периодических
функций. // Киев: Наук. Думка, 1987. — 268 с.

4. Новиков О.А., Рукасов В.И. Приближение классов непрерывных
периодических функций аналогами сумм Валле Пуссена // Ряды
Фурье: теория и приложения: Сб. научн. тр. – Ин-т математики,
1992. — С. 57–63.

5. Новиков О.А., Рукасов В.И. Приближение непрерывных периоди-
ческих функций обобщенными суммами Валле Пуссена // Укр. мат.
журн. — 1995. — Т. 47, №8. — С. 1069–1080.



246 Є.Ю. Овсiй

6. Рукасов В.I. Дослiдження екстремальних задач теорiї наближення
функцiй: Дис... д-ра фiз.-мат. наук. — Слов’янськ, 2003. — 349 с.

7. Рукасов В.И., Чайченко С.О. Приближение ψ̄-интегралов периоди-
ческих функций суммами Валле Пуссена (небольшая гладкость) //
Укр. мат. журн. — 2001. — T. 53, №12. — C. 1641–1653.

8. Рукасов В.И. Приближение периодических функций линейными
средними их рядов Фурье — Киев, 1983. — 55 с. — (Препринт/АН
УССР. Ин-т математики; 83.62).

9. Рукасов В.И., Новиков О.А., Чайченко С.О. Приближение классов
периодических функций с малой гладкостью суммами Валле Пуссе-
на // Теорiя наближення функцiй та сумiжнi питання: Працi Iн–ту
математики НАН України, 2002. — Т. 35. — C. 119–133.

10. Рукасов В.И., Новиков О.А. Приближение функций с небольшой
гладкостью из классов Cψ̄∞ линейными методами // Теорiя наб-
лижень та гармонiчний аналiз: Працi Українського математичного
конгресу — 2001. — Київ: Iн-т математики НАН України, 2002. —
С. 184–193.

11. Рукасов В.И. Приближение функций класса Cψβ,∞ линейными сред-
ними их рядов Фурье // Укр. мат. журн. — 1987. — Т. 39, №4. —
C. 478–483.

12. Теляковский С.А. О нормах тригонометрических полиномов и при-
ближении дифференцируемых функций линейными средними их
рядов Фурье. I // Тр. Мат. ин-та АН СССР. — 1961. — Т. 62. —
С. 61–97.


