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ПОТОЧКОВА ФРАКТАЛЬНА
АПРОКСИМАЦIЯ ФУНКЦIЙ

Встановлено достатнi умови для того, щоб послiдовнiсть функцiй,
якi є результатом дiї iтерацiй оператора фрактального перетво-
рення на деяку функцiю, збiгалась поточково. Наведено приклад, ко-
ли фрактальний оператор не є (евентуально) стискуючим на про-
сторi обмежених чи iнтегровних у деякому степенi функцiй, проте
згадана послiдовнiсть функцiй збiгається в деяких точках вiдрiзка.
Отримано поточковi оцiнки для похибки фрактального наближен-
ня, що є аналогами теореми про колаж.

1. Вступ. В роботi [1] було встановлено достатнi умови
для того, щоб оператор фрактального перетворення був стис-
куючим або принаймнi евентуально стискуючим на певнiй за-
мкненiй множинi у просторi обмежених (неперервних) чи iн-
тегровних в деякому степенi функцiй на вiдрiзку. Виконання
цих умов гарантувало збiжнiсть послiдовностi функцiй, якi є
результатом дiї iтерацiй оператора фрактального перетворення
на деяку функцiю, до його єдиної нерухомої точки у метрицi
вiдповiдного простору функцiй. Зауважимо, що графiк функ-
цiї, яка є цiєю нерухомою точкою, може (як множина на пло-
щинi) мати дробову розмiрнiсть за Хаусдорфом–Безиковичем;
це, як правило, i є мотивацiєю використання термiнiв ”фрак-
тальне перетворення“, ”фрактальна апроксимацiя“ тощо [2].

Умова збереження неперервностi функцiї фрактальним
оператором є досить обмежувальною у розглядуванiй задачi
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фрактальної апроксимацiї на вiдмiну вiд задачi фрактальної
iнтерполяцiї. Тому для наших цiлей деякi результати статтi
[1], що стосуються простору неперервних функцiй, переформу-
льованi в данiй статтi для простору обмежених функцiй (їхнi
доведення залишаються в силi). Iнший пiдхiд обрано в статтi
[3], де запропоновано модифiкованi фрактальнi оператори, що
зберiгають неперервнiсть чи гладкiсть певного порядку.

Фрактальну апроксимацiю розглядають не тiльки в про-
сторах з рiвномiрною чи iнтегральною метрикою, можливi
постановки задач щодо фрактальної апроксимацiї в просто-
рах з хаусдорфовою метрикою [4], метрикою Скорохода, iнте-
гральною хаусдорфовою вiдстанню, метрикою Канторовича–
Васерштейна тощо.

Неабиякий iнтерес становить поведiнка послiдовностi iтера-
цiй фрактального оператора не тiльки в тому чи iншому мет-
ричному просторi, але й в сенсi поточкової збiжностi або збiж-
ностi майже скрiзь. Якщо така збiжнiсть має мiсце, фракталь-
ний оператор може не бути стискуючим чи навiть евентуально
стискуючим, i стандартнi метричнi теореми про нерухомi точ-
ки типу принципу стискуючих вiдображень не можуть бути
застосованi. Так, в статтях [5–8] використовуються для дослiд-
ження орбiт вiдображень елементи теорiї графiв, в роботi [9] —
елементи ергодичної теорiї, а в роботi [10] запропоновано мар-
тингальний пiдхiд.

В данiй статтi встановлено достатню умову для того, щоб
послiдовнiсть функцiй, якi є результатом дiї iтерацiй оператора
фрактального перетворення на деяку функцiю, збiгалась по-
точково на вiдрiзку. Результати проiлюстровано прикладами,
в яких порiвнюються умови поточкової збiжностi та збiжностi
у вiдповiдному метричному просторi.

Одержано поточковi оцiнки для похибки фрактального на-
ближення, що є аналогами вiдомої теореми Барнслi про колаж
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[2, 11].
Зауважимо, що результати цiєї роботи можуть бути вико-

ристанi в задачах фрактального стиску графiчних даних. Дiйс-
но, так зване зображення в градацiях сiрого кольору (greyscale
image) можна розглядати як функцiю f , задану на квадратi. Її
значеннями в точках квадрата є значення iнтенсивностi сiрого
кольору в цих точках. Iдея фрактального стиску полягає в то-
му [11], щоб зберiгати в пам’ятi комп’ютера чи передавати по
каналах зв’язку не поточкову iнформацiю про функцiю f , а iн-
формацiю про параметри фрактального перетворення, нерухо-
ма точка якого є досить близькою до f . Алгоритми фракталь-
ного стиску належать до так званого класу алгоритмiв стиску
iз втратами даних (lossy compression algorithms). Твердження
6 цiєї роботи можна iнтерпретувати як умову збiжностi вiдпо-
вiдного алгоритму, а твердження 7 — як умову того, наскiльки
близькою (в поточковому сенсi) до f треба вибирати нерухому
точку фрактального перетворення (див. також [1], п. 4.1, 4.2).

2. Означення та деякi результати щодо збiжностi по-
слiдовностi фрактальних наближень у рiвномiрнiй та
iнтегральнiй метриках. Введемо деякi позначення. Нехай
вiдрiзок I = [a, b] ⊂ R. Зафiксуємо:

1) набiр точок {xi}ni=0 таких, що a = x0 < x1 < . . . < xn = b,
тобто тих, що утворюють розбиття вiдрiзка I. Позначимо
Ii = [xi−1, xi), i = 1, . . . , n − 1; In = [xn−1, xn]. Очевидно, що
Ii ⊂ I, i = 1, . . . , n;

⋃n
i=1 In = I; Ii1 ∩ Ii2 = ∅, 1 ≤ i1 6= i2 ≤ n.

2) набори точок {αi}ni=1, {βi}ni=1 таких, що a ≤ αi < βi ≤ b.
Позначимо I ′i = [αi, βi) або (αi, βi], i = 1, . . . , n−1; I ′n = [αn, βn].

3) набiр {ϕi}ni=1 бiєкцiй ϕi : I ′i → Ii, i = 1, . . . , n (як правило,
вони будуть гомеоморфiзмами або дифеоморфiзмами).

4) набiр {ψi}ni=1 вiдображень ψi : I ′i×R→ R, i = 1, . . . , n (як
правило, вони будуть обмеженими, неперервними чи гладкими
або будуть задовольняти умову Лiпшица).
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Будемо користуватись стандартними позначеннями для
простору B(I) обмежених на вiдрiзку I функцiй та простору
Lp(I) iнтегровних у p-му степенi на вiдрiзку I функцiй (роз-
глядуваних з точнiстю до еквiвалентностi) з вiдповiдними мет-
риками: ρ(f, g) = supI |f − g| та

(∫
I |f − g|

p dx
)1/p, 1 ≤ p < +∞.

Надалi X позначатиме один з просторiв: B(I) або Lp(I).
Означення 1. Оператором фрактального перетворення

називається вiдображення T : X → X(
T (f)

)
(x) =

n∑
i=1

ψi

(
ϕ−1

i (x), f(ϕ−1
i (x))

)
1IIi(x), f ∈ X, x ∈ I.

Тут через 1IA(x) позначено iндикаторну функцiю множини A
i використано домовленiсть, що добуток невизначеного виразу
на нульове значення iндикаторної функцiї дорiвнює нулю.

Отже, оператор T (взагалi кажучи, нелiнiйний) задаєть-
ся розбиттям вiдрiзка на промiжки Ii, видiленням пiдпромiж-
кiв I ′i вiдрiзка I, заданням перетворень площини Φi(x, y) =
= (ϕi(x), ψi(x, y)) i переводить довiльну функцiю f ∈ X у
кусково-задану функцiю, що є на кожному з промiжкiв задан-
ня деформованою копiєю звуження f на деякий промiжок.

Розглянемо множину F ⊂ X, iнварiантну вiдносно фрак-
тального оператора T , тобто таку, що T (F) ⊂ F.

Означення 2. Оператор T називається евентуально
стискуючим порядку k ∈ N на множинi F ⊂ X, якщо його
k-та iтерацiя є стискуючим оператором на F.

Зауважимо, що звiдси випливає, що для T знайдеться його
iтерацiя, можливо, зi ще бiльшим номером, починаючи з якої,
всi наступнi iтерацiї є стискуючими операторами на F. Евен-
туально стискуючий оператор деякого натурального степеня
просто називається евентуально стискуючим.

Наведемо в цьому пунктi кiлька тверджень, що є перефор-
мулюваннями вiдповiдних результатiв з [1], бо саме в такiй фор-
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мi вони нам знадобляться в п. 4.
Твердження 1. Нехай задано точки {xi}, {αi}, {βi}, бiєк-

цiї {ϕi} є гомеоморфiзмами, вiдображення {ψi} задовольня-
ють умови:

∀C > 0 : sup{|ψi(x, y)| : |y| ≤ C, x ∈ I ′i} < +∞,
|ψi(x, y1)− ψi(x, y2)| ≤ di|y1 − y2|, x ∈ I ′i, y1, y2 ∈ R, di > 0.

Тодi оператор T : B(I) → B(I) є неперервним вiдносно мет-
рики ρ(f, g) = supI |f − g| в просторi B(I).

Твердження 2. Нехай задано точки {xi}, {αi}, {βi}, бiєк-
цiї {ϕi} є дифеоморфiзмами, вiдображення {ψi} задовольня-
ють умови:

ψi ∈ C(I ′i × R),
|ψi(x, y1)− ψi(x, y2)| ≤ di|y1 − y2|, x ∈ I ′i, y1, y2 ∈ R, di > 0.

Тодi оператор T : Lp(I)→ Lp(I) є неперервним вiдносно мет-
рики ρ(f, g) =

(∫
I |f − g|

p dx
)1/p в просторi Lp(I), 1 ≤ p < +∞.

Позначимо:

ui1...ik(F, B(I)) = sup
f,g∈F
f 6=g

sup
ϕ−1

i1
(Ii1
∩ϕ−1

i2
(Ii2
∩...ϕ−1

ik
(Iik

)...))

|f − g|

sup
I
|f − g|

≤ 1,

ui1...ik(F, Lp(I))= sup
f,g∈F
f 6=g

∫
ϕ−1

i1
(Ii1
∩ϕ−1

i2
(Ii2
∩...ϕ−1

ik
(Iik

)...))

|f − g|p |(ϕi1 ◦ . . . ◦ ϕik)′| dx

∫
I

|f − g|p dx
,

1 ≤ i1, . . . , ik ≤ n,
Lk(T,F, B(I)) = max

1≤i1,...,ik≤n
di1 . . . dikui1...ik(F, B(I)),

Lk(T,F, Lp(I)) =
n∑

i1,...,ik=1

dp
i1
. . . dp

ik
ui1...ik(F, Lp(I)), k ≥ 1.
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Твердження 3. Нехай infk≥1 Lk(T,F, X) < 1. Тодi опера-
тор T — евентуально стискуючий на F.

Твердження 4. Нехай множина F задовольняє умову:

f ∈ F =⇒ f(ϕ−1
i (·))1IIi(·) ∈ F, i = 1, . . . , n.

Тодi iснує границя L(T,F, X) := limk→∞
(
Lk(T,F, X)

)1/k
< +∞.

Якщо L(T,F, X) < 1, то оператор T — евентуально стис-
куючий на F.

Наслiдок 5. Нехай множина F ⊂ X — замкнена. Тодi за
умови, що оператор T евентуально стискуючий, у нього iснує
єдина нерухома точка f∗T ∈ F, причому для довiльної f ∈ F

маємо T ◦k(f)→ f∗T , k →∞, де збiжнiсть експоненцiйно швидка
(явнi оцiнки швидкостi наведено в [1], п. 4.1).

3. Умови поточкової збiжностi послiдовностi фрак-
тальних наближень. Перепишемо оператор фрактального
перетворення у бiльш зручному для подальшого виглядi:

(
T (f)

)
(x) =

n∑
i=1

ψi

(
ϕ−1

i (x), f(ϕ−1
i (x))

)
1IIi(x) =

= ψi1(x)

(
ϕ−1

i1(x)
(x), f(ϕ−1

i1(x)
(x))

)
, i1 = i1(x) : x ∈ Ii1 .

Для довiльної точки x ∈ I позначимо:

i1 = i1(x) : x ∈ Ii1 , x1 = x1(x) = ϕ−1
i1

(x),

i2 = i2(x) : x1(x) ∈ Ii2 , x2 = x2(x) = ϕ−1
i2

(x1(x)),

i3 = i3(x) : x2(x) ∈ Ii3 , x3 = x3(x) = ϕ−1
i3

(x2(x)),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Тепер iтерацiї фрактального оператора можна переписати в та-
кий спосiб:(

T ◦k(f)
)
(x) =

= ψi1(x)(x
1(x), ψi2(x)(x

2(x), . . . ψik(x)(x
k(x), f(xk(x)) . . .)). (1)
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Твердження 6. Нехай (у позначеннях п. 2) задано точки
{xi}, {αi}, {βi}, бiєкцiї {ϕi} є гомеоморфiзмами, вiдображення
{ψi} задовольняють умови:

ψi ∈ C(I ′i × R),
|ψi(x, y1)− ψi(x, y2)| ≤ di|y1 − y2|, x ∈ I ′i, y1, y2 ∈ R, di > 0,

причому
∞∑

k=1

di1(x)di2(x) . . . dik(x) < +∞, x ∈ I. (2)

Тодi для довiльних f ∈ B(I) та x ∈ I маємо
(
T ◦k(f)

)
(x) →

→ f∗T (x), k →∞, де f∗T — єдина нерухома точка оператора T .
Доведення. Перша умова на {ψi} гарантує, що T (f) ∈

∈ B(I) для f ∈ B(I).
З (1) та другої умови на {ψi} випливає, що

|T ◦k(f)− T ◦k(g)|(x) ≤ di1(x)di2(x) . . . dik(x)|f − g|(xk(x)). (3)

Доведемо, що числова послiдовнiсть
(
T ◦k(f)

)
(x), k ≥ 1, збi-

гається. Маємо:

|T ◦(k+m)(f)− T ◦k(f)|(x) ≤
k+m−1∑

j=k

|T ◦(j+1)(f)− T ◦j(f)|(x).

З урахуванням (3) звiдси випливає:

|T ◦(k+m)(f)− T ◦k(f)|(x) ≤

≤
k+m−1∑

j=k

di1(x)di2(x) . . . dij(x)|T (f)− f |(xj(x)) ≤ (4)

≤ sup
I
|T (f)− f | ·

∞∑
j=k

di1(x)di2(x) . . . dij(x) → 0, k →∞,
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i для доведення збiжностi залишилось скористатися критерiєм
Кошi в R.

З (3) випливає:

|T ◦k(f)−T ◦k(g)|(x) ≤ sup
I
|f−g|·di1(x)di2(x) . . . dik(x) → 0, k →∞,

що доводить незалежнiсть границi вiд вибору f .
Позначимо поточкову границю через f∗T (x). Доведемо, що

f∗T — нерухома точка T . Для цього досить, враховуючи першу
умову на {ψi}, перейти до поточкової границi при k → ∞ у
рiвностi:

fk+1(x) = ψi1(x)

(
ϕ−1

i1(x)
(x), fk(ϕ−1

i1(x)
(x))

)
,

де fk = T ◦k(f).
Залишилось зазначити, що нерухома точка єдина. Дiйс-

но, якби iснувала iнша нерухома точка g∗, то
(
T ◦k(g∗)

)
(x) =

= g∗(x)→ g∗(x), k →∞, що суперечило б незалежностi грани-
цi вiд вибору f .

Зауваження. Iснування та єдинiсть нерухомої точки за-
раз не випливають з теореми Банаха, оскiльки у припущеннях
твердження 6 оператор T може не бути (евентуально) стиску-
ючим в просторi B(I).

4. Приклади. Розглянемо два приклади, в яких ситуацiї
зi спiввiдношенням умов тверджень 4 та 6 в певному сенсi про-
тилежнi.

Приклад 1. Нехай I = [0, 1], n = 2, I1 = [0, 1/2), I2 = [1/2, 1],
I ′1 = [1/2, 1), I ′2 = [0, 1/2], ϕ1(x) = x− 1/2, ϕ2(x) = x+ 1/2.

Тодi для x ∈ I1: i1 = 1, i2 = 2, i3 = 1, i4 = 2, . . . , а для
x ∈ I2: i1 = 2, i2 = 1, i3 = 2, i4 = 1, . . . Отже, ряд (2) для x ∈ I1
має вигляд:

d1 + d1d2 + d2
1d2 + d2

1d
2
2 + d3

1d
2
2 + d3

1d
3
2 + . . . ,
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а для x ∈ I2:

d2 + d1d2 + d1d
2
2 + d2

1d
2
2 + d2

1d
3
2 + d3

1d
3
2 + . . . .

Ряд збiгається на всьому вiдрiзку [0, 1] при d1d2 < 1.
Єдинi ненульовi значення ui1...ik такi: u1212...12(1) = u1,

u2121...21(2) = u2. Тому

(Lk(B[0, 1]))1/k =

= k
√

max{u1d1d2d1d2 . . . d1d2(d1), u2d2d1d2d1 . . . d2d1(d2)},

(Lk(B[0, 1]))1/k = k

√
max

{
u1d

k/2
1 d

k/2
2 , u2d

k/2
1 d

k/2
2

}
, k — парне,

(Lk(B[0, 1]))1/k = k

√
max

{
u1d

(k+1)/2
1 d

(k−1)/2
2 , u2d

(k−1)/2
1 d

(k+1)/2
2

}
,

k — непарне,

звiдки L(B[0, 1]) =
√
d1d2 < 1.

Аналогiчно

(Lk(Lp[0, 1]))1/k =

=
k
√
u1d

p
1d

p
2d

p
1d

p
2 . . . d

p
1d

p
2(dp

1) + u2d
p
2d

p
1d

p
2d

p
1 . . . d

p
2d

p
1(dp

2),

(Lk(Lp[0, 1]))1/k =
k

√
u1d

kp/2
1 d

kp/2
2 + u2d

kp/2
1 d

kp/2
2 , k — парне,

(Lk(Lp[0, 1]))1/k =
k

√
u1d

(k+1)p/2
1 d

(k−1)p/2
2 + u2d

(k−1)p/2
1 d

(k+1)p/2
2 ,

k — непарне,

звiдки L(Lp[0, 1]) =
√
d1d2 < 1.

Таким чином, в даному прикладi умови на d1, d2 тверджень
4 та 6 фактично однаковi.

Приклад 2. Нехай I = [0, 1], n = 2, I1 = [0, 1/2), I2 =
= [1/2, 1], I ′1 = [0, 1), I ′2 = [0, 1], ϕ1(x) = x/2, ϕ2(x) = (x+ 1)/2.

Тодi для двiйкового запису x = 0,x1x2x3 . . .(2):
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ik =

{
1, xk = 0,
2, xk = 1.

Отже, ряд (2)

di1 + di1di2 + di1di2di3 + . . .

збiгається на всьому вiдрiзку [0, 1] при max{d1, d2} < 1, а майже
скрiзь на [0, 1] збiгається при d1d2 < 1.

Маємо: u1i2...ik(B[0, 1]) = u1(B[0, 1]) = 1, u2i2...ik(B[0, 1]) =
= u2(B[0, 1]) = 1. Тому

(Lk(B[0, 1]))1/k =

= k
√

max
i2,...,ik=1,2

max{u1d1di2 . . . dik , u2d2di2 . . . dik} = max{d1, d2},

звiдки L(B[0, 1]) = max{d1, d2} < 1.
Аналогiчно маємо: u1i2...ik(Lp[0, 1]) = 1

2k−1 u1(Lp[0, 1]) = 1
2k ,

u2i2...ik(Lp[0, 1]) = 1
2k−1 u2(Lp[0, 1]) = 1

2k . Тому:

(Lk(Lp[0, 1]))1/k =

=
k

√ ∑
i2,...,ik=1,2

( 1
2k−1 u1d

p
1d

p
i2
. . . dp

ik
+ 1

2k−1 u2d
p
2d

p
i2
. . . dp

ik
)=
dp

1 + dp
2

2
,

звiдки L(Lp[0, 1]) =
dp

1 + dp
2

2
< 1.

Таким чином, бачимо, що якщо взяти d1d2 < 1, але
max{d1, d2} > 1 (чи (dp

1 + dp
2)/2 > 1), то все одно майже скрiзь

на вiдрiзку [0, 1]
(
T ◦k(f)

)
(x) буде збiгатися, проте оператор T

може не бути евентуально стискуючим у B[0, 1] (чи Lp[0, 1] вiд-
повiдно). Зокрема, при d1d2 < 1, (d1 +d2)/2 > 1; ψ1(x, y) = d1y,
x ∈ [0, 1), y ∈ R; ψ2(x, y) = d2y, x ∈ [0, 1], y ∈ R, буде мати мiсце
збiжнiсть майже скрiзь, проте, як неважко перевiрити, опера-
тор T не буде евентуально стискуючим у жодному з просторiв:
B[0, 1]; Lp[0, 1], 1 ≤ p < +∞.
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5. Поточковi оцiнки похибки фрактального набли-
ження. Перейдемо вiд умов збiжностi до оцiнок похибки наб-
лиження.

Твердження 7. Нехай (у позначеннях п. 2) задано точки
{xi}, {αi}, {βi}, бiєкцiї {ϕi} є гомеоморфiзмами, вiдображення
{ψi} задовольняють умови:

ψi ∈ C(I ′i × R),
|ψi(x, y1)− ψi(x, y2)| ≤ di|y1 − y2|, x ∈ I ′i, y1, y2 ∈ R, di > 0,

причому
∑∞

k=1 di1(x)di2(x) . . . dik(x) < +∞, x ∈ I. Позначимо че-
рез f∗T нерухому точку оператора T (яка iснує та єдина за
твердженням 6). Тодi має мiсце нерiвнiсть:

|T ◦k(f)− f∗T |(x) ≤
∞∑

j=k

di1(x)di2(x) . . . dij(x)|T (f)− f |(xj(x)) ≤

≤ sup
I
|T (f)− f | ·

∞∑
j=k

di1(x)di2(x) . . . dij(x), (5)

зокрема

|f−f∗T |(x)≤|T (f)−f |(x)+
∞∑

k=1

di1(x) . . . dik(x)|T (f)−f |(xk(x))≤

≤ sup
I
|T (f)− f | ·

(
1 +

∞∑
k=1

di1(x)di2(x) . . . dik(x)

)
. (6)

Доведення. Переходячи до границi при m→∞ в нерiвно-
стi (4), отримуємо оцiнку (5). Нерiвнiсть (6) випливає з (5) при
k = 0.

Зауваження. Твердження 7 є аналогом вiдомої теореми
Барнслi про колаж [2, 11].
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