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ХАРАКТЕРИЗАЦIЯ ПОЛIНОМА НАЙКРАЩОГО
НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЇ БАГАТЬОХ
ЗМIННИХ З ОБМЕЖЕННЯМИ НА ПОХIДНI

Вивчається найкраще наближення дiйсної функцiї багатьох змiн-
них узагальненими полiномами з обмеженнями на частиннi похiд-
нi. Доведено теорему про характеризацiю полiнома найкращого на-
ближення.

1. Вступ. Теорiя наближення з обмеженнями була започат-
кована ще вiдомими роботами П.Л.Чебишова про наближення
монотонними на вiдрiзку многочленами. Випадкам апроксима-
цiї з iнтерполяцiйними обмеженнями, обмеженнями на норму,
на коефiцiєнти полiномiв, одностороннього наближення при-
свячена значна кiлькiсть робiт вiтчизняних та зарубiжних ма-
тематикiв.

До числа задач iз цього класу також належать задачi про
наближення з обмеженнями на похiднi апроксимант. Вперше в
цiй категорiї було розглянуто випадок монотонного наближен-
ня. У роботах Дж. Калбертсона [1], О. Шишi [2] розв’язано за-
дачi про порядок апроксимацiї, про характеризацiю i єдинiсть
елемента найкращого наближення для цього випадку.

Теорiя монотонних наближень була узагальнена незалежно
Б. Чалмерсом [3] i Дж. Рольєром та Г. Тейлором [4] до теорiї
наближення полiномами, значення похiдних яких лежать в об-
меженому дiапазонi. Зокрема, доведено теореми про iснування,
характеризацiю i єдинiсть елемента найкращого наближення
неперервної функцiї з такими обмеженнями.
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У данiй статтi розв’язано задачi iснування та характериза-
цiї елемента найкращого наближення для випадку наближен-
ня неперервної функцiї багатьох змiнних узагальненими полi-
номами, частиннi похiднi яких по всiх або по деяких змiнних
належать певним "коридорам".

2. Основнi означення, допомiжнi твердження. Розг-
лянемо банахiв простiр C(Q) неперервних функцiй m змiнних

f = f(t1, ..., tm) : Q→ R

з нормою
‖f‖ := max

t=(t1,...,tm)∈Q
|f(t)|,

де Q− компактна пiдмножина Rm, що мiстить не менше, нiж n
точок. Нехай {ϕ1, ..., ϕn}− система лiнiйно незалежних функ-
цiй в C1 (Q) ⊂ C(Q), тобто таких, що мають неперервнi ча-
стиннi похiднi на деякiй вiдкритiй множинi D ⊃ Q, D ⊂ Rm;
{li}i∈U та {ui}i∈U – набори функцiй m змiнних iз C (Q), для
яких виконуються нерiвностi li(t) < ui(t), t ∈ Q, i ∈ U , де
U ⊂ {1, ...,m}, U 6= ∅.

Розглянемо n-вимiрний пiдпростiр в C1 (Q)

P =
{
p =

n∑
k=1

ckϕk|ck ∈ R, k = 1, n
}
,

елементи якого будемо називати узагальненими полiномами.
Означимо множину

K :=
{
p ∈ P

∣∣∣∣ li(t) ≤ ∂p

∂ti

∣∣∣
t
≤ ui(t)∀t = (t1, ..., tm) ∈ Q, i ∈ U

}
,

де ∂p
∂ti

∣∣∣
t
, i ∈ U, — це значення частинних похiдних полiнома p у

точцi t = (t1, ..., tm). Далi будемо припускати, що iснує полiном
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q1 ∈ K, для якого виконується

li(t) <
∂q1
∂ti

∣∣∣
t
< ui(t) для всiх t ∈ Q, i ∈ U.

Величину

E (f,K) := inf
p∈K

sup
t∈Q
|f (t)− p (t)|

будемо називати величиною найкращого наближення функцiї
f ∈ C(Q) елементами iз K.

Означення 2.1. Полiном q ∈ K, що задовольняє рiвнiсть

sup
t∈Q
|f(t)− q(t)| = E (f,K) ,

називається полiномом найкращого наближення для f ∈ C(Q)
множиною K.

Теорема 2.1 Для кожної функцiї f ∈ C (Q) iснує елемент
найкращого наближення множиною K.

Доведення теореми базується на замкненостi K.
3. Характеризацiя полiнома найкращого наближення.

Введемо такi позначення. Зафiксуємо f ∈ C(Q), p ∈ K. По-
кладемо

M(f) = {t ∈ Q| |f(t)| = ‖f‖},

Ei+(p) =
{
t ∈ Q| ∂p

∂ti

∣∣∣
t

= li(t)
}
, i ∈ U,

Ei−(p) =
{
t ∈ Q| ∂p

∂ti

∣∣∣
t

= ui(t)
}
, i ∈ U.

Зазначимо, що множина
⋃
i∈U

(Ei+(p) ∪Ei−(p)) є компактною.

Справдi, вiзьмемо довiльну точку t∗ ∈ Q \ (
⋃
i∈U

(Ei+(p)∪Ei−(p)).

Тодi не виконується жодна з рiвностей
∂p

∂ti

∣∣∣
t∗

= li(t∗),
∂p

∂ti

∣∣∣
t∗

= ui(t∗), i ∈ U.
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Оскiльки функцiї ∂p
∂ti

∣∣∣
t
, i ∈ U, {li}i∈U та {ui}i∈U — неперервнi,

то iснує набiр околiв {Wi, i ∈ U} точки t∗ таких, що для усiх
s ∈Wi

∂p

∂ti

∣∣∣
s
6= li(s),

∂p

∂ti

∣∣∣
s
6= ui(s), i ∈ U.

Нехай W :=
⋂
i∈U

Wi. Тодi,

W ⊂ Q \
⋃
i∈U

(Ei+(p) ∪ Ei−(p)).

Отже, множина Q \
⋃
i∈U

(Ei+(p)∪Ei−(p)) вiдкрита, а
⋃
i∈U

(Ei+(p)∪

∪Ei−(p)) — замкнена, а, тому, i компактна.
Iстотну роль для знаходження характеристик полiнома

найкращого наближення з наведеними обмеженнями вiдiграє
класичний критерiй Колмогорова.

Теорема 3.1 [5]. Нехай Q0− компактний гаусдорфiв про-
стiр, W− непорожня опукла пiдмножина C (Q0), f ∈ C (Q0).
Для того, щоб елемент p∗ ∈ W задовольняв спiввiдношення
‖f − p∗‖ = inf

p∈W
‖f − p‖, необхiдно й достатньо, щоб для кож-

ного елемента p ∈W виконувалась нерiвнiсть

min
t∈M(f−p∗)

(p (t)− p∗ (t))σ1 (t) ≤ 0,

де σ1 (t) := f (t)− p∗ (t), t ∈M (f − p∗).
Нехай B ⊂ Q, B 6= ∅. Введемо наступне позначення

KB :=
{
p ∈ P

∣∣∣∣ li(t) ≤ ∂p

∂ti

∣∣∣
t
≤ ui(t) ∀t = (t1, ..., tm) ∈ B, i ∈ U

}
.

Означення 3.1. Впорядкована пара множин (A,B), A ⊂
⊂ Q, B ⊂ Q i A 6= ∅, називається допустимою парою для
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функцiї f ∈ C(Q) вiдносно K, якщо

inf
p∈KB

sup
t∈A
|f (t)− p (t)| = E(f,K).

Теорема 3.2. Припустимо, що q∗ ∈ K є полiномом най-
кращого наближення функцiї f ∈ C(Q) елементами з K. Тодi
пара множин (

M(f − q∗),
⋃
i∈U

(Ei+(q∗) ∪ Ei−(q∗))
)

є допустимою парою для f вiдносно K.
Доведення.
(а) Покажемо, в першу чергу, що пара (M (f − q∗) , Q) є до-

пустимою парою для f вiдносно K. Для цього розглянемо до-
вiльний полiном p ∈ K. За критерiєм Колмогорова знайдеться
точка t0 ∈M (f − q∗), для якої має мiсце спiввiдношення

(p (t0)− q∗ (t0)) (f(t0)− q∗ (t0)) ≤ 0.

Використовуючи цю нерiвнiсть, одержимо такi оцiнки:

E2 (f,K) = ‖f − q∗‖2 = |f (t0)− q∗ (t0)|2 =

= (f (t0)−p (t0)) (f (t0)−q∗(t0))+(p (t0)−q∗ (t0))(f (t0)−q∗(t0))≤

≤ |f (t0)−p (t0)| |f (t0)−q∗ (t0)| ≤ max
t∈M(f−q∗)

|f (t)−p (t)|E (f,K) .

I звiдси випливає оцiнка

E (f,K) ≤ inf
p∈K

max
t∈M(f−q∗)

|f (t)− p (t)| = EM(f−q∗) (f,K) .

З другого боку, маємо

EM(f−q∗) (f,K) ≤ E (f,K) .
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Тому
E (f,K) = EM(f−q∗) (f,K) . (1)

(б) Для доведення теореми застосуємо метод “вiд супротив-
ного”. Припустимо, що iснує полiном p1 ∈ K ⋃

i∈U
(Ei

+(q∗)∪Ei
−(q∗)),

для якого
max

t∈M(f−q∗)
|f (t)− p1 (t)| < E (f,K) . (2)

Не обмежуючи загальностi можна вважати, що

∂p1

∂ti

∣∣∣
t
∈ (li(t), ui(t)),

t ∈
⋃
i∈U

(Ei+(q∗) ∪ Ei−(q∗))), i ∈ U

(у випадку необхiдностi p1 можна замiнити на полiном вигляду
(1− µ) p1 + µq1, де q1 ∈ K такий, що ∂q1

∂ti

∣∣∣
t
∈ (li(t), ui(t)), i ∈ U,

t ∈ Q, а µ — досить мале додатне число).
Задамо число µ1 ∈ (0, 1). Тодi легко перевiрити, що

∂(q∗ + µ1(p1 − q∗))
∂ti

∣∣∣
t
∈ (li(t), ui(t)),

t ∈ (Ei+(q∗) ∪ Ei−(q∗)), i ∈ U.

Нехай G ⊃ (Ei+(q∗) ∪ Ei−(q∗)) — вiдкрита множина, така, що

∂(q∗ + µ1(p1 − q∗))
∂ti

∣∣∣
t
∈ (li(t), ui(t)), i ∈ U, ∀t ∈ G.

Покладемо F := Q\G . Зафiксуємо точку t0 ∈ F ⊂ Q\(Ei+(q∗)∪
∪Ei−(q∗)), i ∈ U . Очевидно, що

∂q∗

∂ti

∣∣∣
t0
∈ (li(t0), ui(t0)), i ∈ U.



192 T.В. Манжос

Тому знайдеться число µ (t0) ∈ (0, 1) таке, що

∂(q∗ + µ(t0)(p1 − q∗))
∂ti

∣∣∣
t0
∈ (li(t0), ui(t0)), i ∈ U.

Крiм того, для деякого околу V (t0) точки t0 буде виконуватись
включення

∂(q∗ + µ(t0)(p1 − q∗))
∂ti

∣∣∣
t
∈ (li(t), ui(t)), i ∈ U, t ∈ V (t0).

Оскiльки множина F компактна, то для неї знайдеться скiнчен-
ний набiр точок {t1, ..., tk} ⊂ F , набiр чисел {µ (t1) , ..., µ (tk)} ⊂
⊂ (0, 1) i набiр околiв {V (t1) , ..., V (tk)} таких, що

F ⊂
k⋃
j=1

V (tj),

i для кожного j = 1, k має мiсце включення

∂(q∗ + µ(tj)(p1 − q∗))
∂ti

∣∣∣
t
∈ (li(t), ui(t)), i ∈ U, t ∈ V (tj).

Покладемо
µ0 := min {µ (t1) , ..., µ (tk) , µ1} .

Легко перевiрити, що

∂(q∗ + µ0(p1 − q∗))
∂ti

∣∣∣
t
∈ [li(t), ui(t)], i ∈ U, t ∈ Q.

Крiм того, для кожної точки t ∈M (f − q∗) внаслiдок нерiвно-
стi (2) маємо

|f (t)− q∗ (t)− µ0 (p1 (t)− q∗ (t))| ≤

≤ (1− µ0) |f (t)− q∗ (t)|+ µ0 |f (t)− p1 (t)| < E (f,K) ,
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що суперечить рiвностi (1). Теорему доведено.
Введемо в розгляд множину

Ξ := {b (t) := (f(t)− q∗(t)) (ϕ1 (t) , ..., ϕn (t)) |t ∈M(f − q∗)}∪

∪
{
ci (t) :=

(
∂ϕ1

∂ti

∣∣∣
t
, ...,

∂ϕn
∂ti

∣∣∣
t

)
|t ∈ Ei+(q∗), i ∈ U

}
∪

∪
{
gi (t) := −

(
∂ϕ1

∂ti

∣∣∣
t
, ...,

∂ϕn
∂ti

∣∣∣
t

)
|t ∈ Ei−(q∗), i ∈ U

}
.

Вiдмiтимо, що множина M(f − q∗) — компактна. Також кожна
з множин Ei+(q∗) та Ei−(q∗), i ∈ U, є компактною як замкнена
пiдмножина компактної множини. Оскiльки функцiї f − q∗ та
ϕj ,

∂ϕj

∂ti
, 1 ≤ j ≤ n, i ∈ U, неперервнi, то множина Ξ є компакт-

ною в Rn.
Теорема 3.3. Наступнi твердження рiвносильнi:
(а) полiном q∗ ∈ K є полiномом найкращого наближення

функцiї f ∈ C(Q) множиною K;
(б) для кожного p ∈ P виконується одна з двох умов:

min
t∈M(f−q∗)

(f(t)− q∗(t)) p(t) ≤ 0 (3)

або при деякому i ∈ U справедлива хоча б одна з нерiвностей:

∂ p

∂ti

∣∣∣
t
≥ 0 для деякого t ∈ Ei−(q∗),

∂p

∂ti

∣∣∣
t
≤ 0 для деякого t ∈ Ei+(q∗);

(в) 0 ∈ convΞ (в Rn);
(г) iснують точки tj = (tj1, ..., t

j
m), j = 1, ..., w, з M(f − q∗),

sij+ = (sij1+, ..., s
ij
m+) з Ei+(q∗), i ∈ U, j = 1, ..., µi+, sij− =
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= (sij1−, ..., s
ij
m−) з Ei−(q∗), i ∈ U, j = 1, ..., µi−, i вiдповiднi кон-

станти λj > 0, λ+
ij > 0, λ−ij < 0 такi, що для кожного полiнома

p ∈ P виконується умова

w∑
j=1

λjp
(
tj
)

(f(tj)− q∗(tj))+

+
∑
i∈U

{ µi
+∑

j=1

λ+
ij

∂p

∂ti

∣∣∣
sij
+

+
µi
−∑

j=1

λ−ij
∂p

∂ti

∣∣∣
sij
−

}
= 0, (4)

причому w +
∑
i∈U

µi+ +
∑
i∈U

µi− ≤ n+ 1.

Доведення.
(а)⇒(б)
Розглянемо довiльний полiном p ∈ P . Якщо при деякому

i ∈ U виконується хоча б одна з двох нерiвностей

∂ p

∂ti

∣∣∣
t
≥ 0 для деякого t ∈ Ei−(q∗)

чи
∂p

∂ti

∣∣∣
t
≤ 0 для деякого t ∈ Ei+(q∗),

то, очевидно, твердження (б) є вiрним. Припустимо проти-
лежне.

Нехай

∂ p

∂ti
< 0 на Ei−(q∗),

∂p

∂ti
> 0 на Ei+(q∗),

i ∈ U.

Зафiксуємо довiльну точку t0 ∈
⋃
i∈U

(Ei+(q∗)∪Ei−(q∗)). Тодi знай-

деться додатне число z(t0) таке, що
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∂(q∗ + z(t0)p)
∂ti

∣∣∣
t0
∈ (li(t0), ui(t0)), i ∈ U.

Зазначимо, що для деякого околу V (t0) точки t0 справедливе
включення

∂(q∗ + z(t0)p)
∂ti

∣∣∣
t
∈ (li(t), ui(t)), t ∈ V (t0), i ∈ U.

З вiдкритого покриття{
V (t)

∣∣∣∣ t ∈
⋃
i∈U

(Ei+(q∗) ∪ Ei−(q∗))
}

компактної множини
⋃
i∈U

(Ei+(q∗) ∪ Ei−(q∗)) видiлимо скiнченне

пiдпокриття {V (tk)|1 ≤ k ≤ s} i розглянемо вiдповiдний набiр
чисел {z(tk)|1 ≤ k ≤ s}. Покладемо z0 := min

1≤k≤s
z(tk). Неважко

переконатись, що

(q∗ + z0p) ∈ K ⋃
i∈U

(Ei
+(q∗)∪Ei

−(q∗)).

Оскiльки за теоремою 3.2 пара (M(f−q∗),
⋃
i∈U

(Ei+(q∗)∪Ei−(q∗)))

є допустимою парою для f вiдносно K, то за критерiєм Колмо-
горова (покладаючи Q0 := M(f−q∗), W := K ⋃

i∈U
(Ei

+(q∗)∪Ei
−(q∗)))

одержимо
min

t∈M(f−q∗)
(f(t)− q∗(t))p(t) =

=
1
z0

min
t∈M(f−q∗)

(f(t)− q∗(t))(q∗(t) + z0p(t)− q∗(t)) ≤ 0.

Звiдси випливає нерiвнiсть (3).
(б) ⇒ (в)
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Поставимо у вiдповiднiсть полiному

p (t) = a1ϕ1 + ...+ anϕn

вектор
a = (a1, ..., an) ∈ Rn.

Слiд вiдмiтити, що

p (t) (f(t)− q∗(t)) = (a,b (t)) , t ∈M(f − q∗), (5)

∂p

∂ti

∣∣∣
t

= (a, ci (t)) , i ∈ U, t ∈ Ei+(q∗), (6)

− ∂p
∂ti

∣∣∣
t

= (a,gi (t)) , i ∈ U, t ∈ Ei−(q∗). (7)

Легко бачити, що твердження (б) рiвносильне несумiсностi на-
ступної системи лiнiйних нерiвностей:

(a,b (t)) > 0,
(a, ci (t)) > 0,
(a,gi (t)) > 0,

t ∈M(f − q∗),
t ∈ Ei+(q∗), i ∈ U,
t ∈ Ei−(q∗), i ∈ U.

Враховуючи компактнiсть множини Ξ i теорему про лiнiйнi
нерiвностi [6] одержуємо, що 0 ∈ convΞ.

(в) ⇒ (г)
За теоремою Каратеодорi [6] вектор 0 (в Rn) має представ-

лення у виглядi лiнiйної комбiнацiї не бiльш нiж n+ 1 векторiв
з Ξ. Тому знайдуться точки

tj = (tj1, ..., t
j
m), j = 1, ..., w, з M(f − q∗)

та
sij+ = (sij1+, ..., s

ij
m+), j = 1, ..., µi+ з Ei+(q∗), i ∈ U,

sij− = (sij1−, ..., s
ij
m−), j = 1, ..., µi− з Ei−(q∗), i ∈ U,
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i вiдповiднi константи λj > 0, λ+
ij > 0, λ−ij < 0 такi, що

w∑
j=1

λj +
∑
i∈U

( µi
+∑

j=1

λ+
ij −

µi
−∑

j=1

λ−ij

)
= 1

i

w∑
j=1

λjb(tj) +
∑
i∈U

( µi
+∑

j=1

λ+
ijci(s

ij
+)−

µi
−∑

j=1

λ−ijgi(s
ij
−)
)

= 0. (8)

Довiльному полiному p (t) =
n∑
k=1

akϕk (t) ∈ P поставимо у вiд-

повiднiсть вектор a = (a1, ..., an) ∈ Rn. Домножуючи рiвнiсть
(8) на вектор a i враховуючи спiввiдношення (6) i (7), прихо-
димо до рiвностi (4).

Вiдмiтимо, що множина точок {tj = (tj1, ..., t
j
m), j = 1, ..., w}

є непорожньою. Справдi, покладаючи p := q0 − q∗, де q0 —
полiном з K, для якого

li(t) <
∂q0
∂ti

∣∣∣
t
< ui(t) для всiх t ∈ Q, i ∈ U,

i враховуючи, що виконуються нерiвностi

∂(q0 − q∗)
∂ti

∣∣∣
t
> 0, i ∈ U, t ∈ Ei+(q∗),

∂(q0 − q∗)
∂ti

∣∣∣
t
< 0, i ∈ U, t ∈ Ei−(q∗),

з (4) одержуємо

w∑
j=1

λj(q0
(
tj
)
− q∗

(
tj
)
)(f(tj)− q∗(tj)) < 0.
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Таким чином, множина {tj = (tj1, ..., t
j
m), j = 1, ..., w} — непо-

рожня.
(г) ⇒ (а)
Задамо довiльний полiном p ∈ K, вiдмiнний вiд q∗. З рiвно-

стi (4) випливає, що

w∑
j=1

λj(p
(
tj
)
− q∗(tj)(f(tj)− q∗(tj))+

+
∑
i∈U

{ µi
+∑

j=1

λ+
ij

∂(p− q∗)
∂ti

∣∣∣
sij
+

+
µi
−∑

j=1

λ−ij
∂(p− q∗)

∂ti

∣∣∣
sij
−

}
= 0. (9)

Враховуючи, що p ∈ K, маємо

∂(p− q∗)
∂ti

∣∣∣
t
> 0, i ∈ U, t ∈ Ei+(q∗), (10)

∂(p− q∗)
∂ti

∣∣∣
t
< 0, i ∈ U, t ∈ Ei−(q∗). (11)

Тому, внаслiдок (9), (10) i (11), знайдеться точка

t0 ∈ {tj = (tj1, ..., t
j
m), j = 1, ..., w} ⊂M(f − q∗)

така, що
(p (t0)− q∗ (t0)) (f(t0)− q∗(t0)) ≤ 0.

Використовуючи останню нерiвнiсть, одержимо:

‖f − q∗‖2 = |f (t0)− q∗ (t0)|2 = (f (t0)− q∗ (t0)) ·

· (f (t0)− q∗ (t0)) = (f (t0)− p (t0)) (f (t0)− q∗ (t0)) +

+ (p (t0)− q∗ (t0)) (f (t0)− q∗ (t0)) ≤
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≤ |f (t0)− p (t0)| |f (t0)− q∗ (t0)| ≤ ‖f − p‖ · ‖f − q∗‖ .
Звiдси маємо ‖f − q∗‖ ≤ ‖f − p‖ . Теорему доведено.

Введемо такi позначення:

T := {tj = (tj1, ..., t
j
m), j = 1, ..., w} ⊂M(f − q∗),

S := {sij+ = (sij1+, ..., s
ij
m+), i ∈ U, j = 1, ..., µi+}∪

∪{sij−=(sij1−, ..., s
ij
m−), i∈U, j = 1, ..., µi−} ⊂

⋃
i∈U

(Ei+(q∗) ∪ Ei−(q∗)).

Наслiдок 3.1. Пара множин (T, S) з твердження (г) є
допустимою парою для f вiдносно K.

Доведення цього твердження аналогiчне доведенню пункту
(г) ⇒ (а).

Висновок. В роботi розглянуто випадок наближення дiйс-
них неперервних функцiй багатьох змiнних, заданих на ком-
пактi, з обмеженнями на частиннi похiднi полiномiв. Доведено
теорему про харктеризацiю елемента найкращого наближення,
а також введено поняття допустимої пари множин для такого
випадку обмежень i наведено приклад такої пари.
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