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ОЦIНКА НАЙКРАЩОГО НАБЛИЖЕННЯ
ТРИГОНОМЕТРИЧНИМИ ПОЛIНОМАМИ
ФУНКЦIЙ З ПРОСТОРУ Lp(Q2), 1 < p <∞,
ЧЕРЕЗ КОЕФIЦIЄНТИ ФУР’Є

Встановлено виражену через коефiцiєнти Фур’є оцiнку зверху
найкращого наближення тригонометричними полiномами функцiй
простору Lp(Q2), 1<p<∞, якi заданi подвiйними тригонометрич-
ними рядами з коефiцiєнтами al1l2→0, l1+l2→∞, що задoвольня-

ють умову
∞∑

k1=0

∞∑
k2=0

( ∞∑
l1=k1

∞∑
l2=k2

|∆12al1l2 |
)p

(k1+1)p−2(k2+1)p−2 <∞.

Нехай Lp(Qm), 1 < p < ∞, m = 1, 2, ..., — простiр 2π-
перiодичних за кожною змiнною сумовних у p-му степенi на
Qm = [−π;π]m функцiй m змiнних з нормою

‖f(x)‖Lp(Qm) =
( ∫
Qm

|f(x)|p dx
) 1

p

,

де x = (x1, ..., xm), dx = dx1...dxm.
Оцiнку зверху величини найкращого наближення En(f)p

тригонометричними полiномами степеня не вище n функцiй
простору Lp(Q), 1 < p <∞, заданих рядами Фур’є по синусах
з монотонними коефiцiєнтами, що задовольняють деякi додат-
ковi умови, одержав А.А. Конюшков [1] (теорема 4).

Якщо

g(x) =
∞∑
k=1

bk sin kx, (1)
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де bk ↓ 0, k →∞, i при деякому p, 1 < p <∞, збiгається ряд
∞∑
k=1

bpkk
p−2 <∞ (2)

то

En(g)p ≤ Cp
(

(n+ 1)
1
p′ bn+1 +

( ∞∑
k=n+1

bpkk
p−2

) 1
p
)
,

де p′ = p
p− 1 , n = 0, 1, ... . При p ≥ 2 доданок (n+ 1)

1
p′ bn+1 у

правiй частинi нерiвностi можна вiдкинути (тут i надалi сим-
волом Cp позначено додатнi сталi, якi залежать хiба що вiд p i
можуть бути неоднаковими у рiзних формулах).

Зазначимо, що ряд (1) при bk ↓ 0 збiгається скрiзь [2, с. 95]
i за умови (2) є рядом Фур’є своєї суми — функцiї простору
Lp(Q) [2, с. 657; 3, с. 63].

Для функцiй, заданих синус- або косинус-рядами з коефi-
цiєнтами, що можуть бути немонотонними, нами встановлено
оцiнку [4], яка за умови монотонностi збiгається з результатом
А.А. Конюшкова.

Якщо елементи послiдовностi {bk} такi, що bk → 0, k →∞,
i при деякому p, 1 < p < 2, збiгається ряд

∞∑
k=0

( ∞∑
i=k

|∆bi|
)p

(k + 1)p−2 <∞, (3)

де ∆bi = bi − bi+1, то для функцiї (1) справджується оцiнка

En(g)p ≤ Cp
(

(n+ 1)
1
p′

∞∑
k=n+1

|∆bk| +

+
( ∞∑
k=n+1

( ∞∑
i=k

|∆bi|
)p
kp−2

) 1
p
)
, (4)

p′ = p
p− 1 , n = 0, 1, ... .
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Спiввiдношення (4) має мiсце i для функцiї

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos kx (5)

при виконаннi для коефiцiєнтiв ak вказаних умов. Крiм того,
нерiвнiсть (4) справджується також i при p ≥ 2, але у цьому
випадку на пiдставi теореми Хардi i Лiттльвуда [5, с. 165; 6,
с.215] можна одержати точнiшу оцiнку. Так, якщо при деякому
2 ≤ p <∞ виконується

∞∑
k=0

|bk|p(k + 1)p−2 <∞,

то для функцiї g ∈ Lp(Q) з коефiцiєнтами Фур’є {bk} спра-
ведлива оцiнка

En(g)p ≤ Cp
( ∞∑
k=n+1

|bk|p(k + 1)p−2

) 1
p

, n = 0, 1, ... .

Зазначимо, що умова (3) гарантує виконання умови
∞∑
i=0
|∆bi| < ∞ i разом з умовою bk → 0, k → ∞, забезпе-

чує збiжнiсть ряду (1) скрiзь до g(x) ∈ Lp(Q) (а ряду (5) за
винятком хiба що точок x ≡ 0( mod 2π) — до f(x) ∈ Lp(Q)) [2,
с. 96]. Тому на пiдставi теореми дю Буа-Реймона [2, с. 790] ряд
(1) є рядом Фур’є функцiї g(x) (а ряд (5) — функцiї f(x)).

У роботi [7] нами отримана аналогiчна спiввiдношенню (4)
оцiнка для найкращого наближення "кутом" функцiй простору
Lp(Q2), 1 < p < ∞, заданих тригонометричними рядами, якi
при накладених на коефiцiєнти умовах є рядами Фур’є своїх
сум.
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Метою даної роботи є встановлення оцiнки, аналогiчної (4),
у випадку найкращого наближення зазначених функцiй про-
стору Lp(Q2) тригонометричними полiномами.

Позначимо через Tn1n2 , n1, n2 = 0, 1, ..., множину тригоно-
метричних полiномiв вигляду

tn1n2(x1, x2) =
n1∑
l1=0

n2∑
l2=0

2−γ(l1,l2)(Al1l2 cos l1x1 cos l2x2+

+Bl1l2 cos l1x1 sin l2x2 + Cl1l2 sin l1x1 cos l2x2+

+Dl1l2 sin l1x1 sin l2x2). (6)

Тут i надалi γ(l1, l2) — кiлькiсть нульових координат вектора
(l1, l2), Al1l2 , Bl1l2 , Cl1l2 , Dl1l2 — довiльнi дiйснi числа.

Через En1n2(f)p, n1, n2 = 0, 1, ..., позначимо величину най-
кращого наближення функцiї f ∈ Lp(Q2) тригонометричними
полiномами tn1n2 ∈ Tn1n2 :

En1n2(f)p = inf
tn1n2∈Tn1n2

‖f(x1, x2)− tn1n2(x1, x2)‖Lp(Q2).

Покладемо N0 = N ∪ {0}, Z2
+ = N0 ×N0. Нехай також

Qm1m2 = {(l1, l2) ∈ Z2
+ : (l1 ≤ m1) ∧ (l2 ≤ m2)}, (7)

m1,m2 ∈ N0.
Позначимо через Sij(a), i, j ∈ {0, 1}, тригонометричнi ряди

вигляду

Sij(a) =
∞∑
l1=0

∞∑
l2=0

2−γ(l1,l2)al1l2 cos
(
l1x1−

iπ

2
)

cos
(
l2x2−

jπ

2
)
, (8)

де al1l2 — дiйснi числа.
Для довiльної послiдовностi дiйсних чисел {al1l2}, (l1, l2) ∈

∈Z2
+, покладемо: ∆1al1l2=al1l2−al1+1 l2 ,∆

2al1l2 = al1l2 − al1 l2+1,
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∆12al1l2 = ∆2(∆1al1l2) = ∆1(∆2al1l2) = al1l2 − al1+1l2 − al1l2+1 +

+ al1+1l2+1, řm1m2(a) =
∞∑

l1=m1

∞∑
l2=m2

|∆12al1l2 |, m1,m2 ∈ N0.

Розглядатимемо функцiї, якi можуть бути представленi за
допомогою тригонометричних рядiв вигляду (8), коефiцiєнти
яких задовольняють умови

al1l2 → 0 l1 + l2 →∞, (9)
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

(
řk1k2(a)

)p
(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2 <∞ (10)

при деякому p, 1 < p <∞.
Нехай для послiдовностi {al1l2}, (l1, l2) ∈ Z2

+, виконується
(10). Скiнченнiсть кожного доданку ряду (10) гарантує

ř00(a) =
∞∑
l1=0

∞∑
l2=0

|∆12al1l2 | <∞,

що разом з (9) забезпечує збiжнiсть за Прiнгсхеймом рядiв
S00(a), S01(a), S10(a) скрiзь у Q2, за винятком хiба що то-
чок з множин {(x1, x2) ∈ Q2 : x1x2 = 0}, {(x1, x2) ∈ Q2 :
x1 = 0}, {(x1, x2) ∈ Q2 : x2 = 0} вiдповiдно, а ряду S11(a) —
скрiзь у Q2 [8] (теорема 1). Отже, за умов (9), (10) майже скрiзь
визначено функцiї

f ij(x1, x2)=
∞∑
l1=0

∞∑
l2=0

2−γ(l1,l2)al1l2 cos
(
l1x1−

iπ

2
)

cos
(
l2x2−

jπ

2
)
,

(11)
i, j ∈ {0, 1}.

Якщо елементи послiдовностi {al1l2}, (l1, l2) ∈ Z2
+, задо-

вольняють умови (9), (10), то, як показано у роботi [7] (теорема
2), функцiї f ij(x1, x2), i, j ∈ {0, 1}, належать простору Lp(Q2),
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1 < p <∞, i справджується оцiнка

‖f ij(x1, x2)‖Lp(Q2) ≤

≤Cp
( ∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

(
řk1k2(a)

)p(k1+1)p−2(k2+1)p−2

) 1
p

. (12)

Тому функцiї, визначенi рiвностями (11), належать i простору
L(Q2), а отже, ряди Sij(a) є їх рядами Фур’є [9, 10].

Теорема. Якщо елементи послiдовностi {al1l2}, (l1, l2) ∈
∈ Z2

+, задовольняють умови (9), (10), то для функцiй
f ij(x1, x2), i, j ∈ {0, 1}, справедлива оцiнка

En1n2(f ij)p ≤ Cp
(

(n1 + 1)
1
p′ (n2 + 1)

1
p′ řn1+1 n2+1(a) +

+ (n1 + 1)
1
p′

( ∞∑
k2=0

(
řn1+1 k2(a)

)p(k2 + 1)p−2

) 1
p

+

+ (n2 + 1)
1
p′

( ∞∑
k1=0

(
řk1 n2+1(a)

)p(k1 + 1)p−2

) 1
p

+

+
( ∑

(k1,k2)∈Z2
+\Qn1n2

(
řk1k2(a)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2

) 1
p
)
, (13)

де n1, n2 = 0, 1, ..., p′ = p
p− 1 .

Доведення. Позначимо

Sn1n2(f ij ;x1, x2):=
∑

(l1,l2)∈Qn1n2

2−γal1l2 cos
(
l1x1−

iπ

2
)

cos
(
l2x2−

jπ

2
)
,

Rn1n2(f ij ;x1, x2) := f ij(x1, x2)− Sn1n2(f ij ;x1, x2),
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де n1, n2 ∈ N0, i, j ∈ {0, 1}. Тодi

Rn1n2(f ij ;x1, x2) =

=
∞∑
l1=0

∞∑
l2=0

2−γαl1l2 cos
(
l1x1 −

iπ

2
)

cos
(
l2x2 −

jπ

2
)
,

де

αl1l2 =
{

0, якщо (l1, l2) ∈ Qn1n2 ;
al1l2 , якщо (l1, l2) ∈ Z2

+ \Qn1n2 .

Покажемо, що функцiя Rn1n2(f ij ;x1, x2) задовольняє умо-
ви (9), (10). Очевидно, що перша з них має мiсце, оскiльки (9)
виконується для al1l2 . Доведемо, що коефiцiєнти αl1l2 задоволь-
няють умову (10). Знайдемо

∆12αl1l2 =



0, якщо 0 ≤ l1 ≤ n1 − 1,
0 ≤ l2 ≤ n2 − 1;

−∆1al1n2+1, якщо 0 ≤ l1 ≤ n1 − 1,
l2 = n2;

−∆2an1+1 l2 , якщо l1 = n1,
0 ≤ l2 ≤ n2 − 1;

an1+1 n2+1 − an1+1 n2−
−an1n2+1, якщо l1 = n1, l2 = n2;
∆12al1l2 , якщо l1 ≥ n1 + 1

або l2 ≥ n2 + 1.

Покажемо, що

∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

(
řk1k2(α)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2 ≤

≤ Cp
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

(
řk1k2(a)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2. (14)
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1) Нехай 0 ≤ k1 ≤ n1 − 1, 0 ≤ k2 ≤ n2 − 1. Тодi

řk1k2(α) =
n1−1∑
l1=k1

|∆1al1n2+1|+
n2−1∑
l2=k2

|∆2an1+1 l2 |+ |an1+1 n2+1|+

+|an1+1 n2 |+ |an1n2+1|+
( n1∑
l1=k1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |+

+
∞∑

l1=n1+1

n2∑
l2=k2

|∆12al1l2 |+
∞∑

l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)
≤

≤ C
( n1∑
l1=k1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |+
∞∑

l1=n1+1

n2∑
l2=k2

|∆12al1l2 |+

+
∞∑

l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)
. (15)

Отже, řk1k2(α) ≤ C řk1k2(a).
2) Нехай 0 ≤ k1 ≤ n1 − 1, k2 = n2. Тодi

řk1n2(α) =
n1−1∑
l1=k1

|∆1al1n2+1|+|an1+1 n2+1|+|an1+1 n2 |+|an1n2+1|+

+
( n1∑
l1=k1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |+
∞∑

l1=n1+1

|∆12al1n2 |+

+
∞∑

l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)
≤ C

( n1∑
l1=k1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |+

+
∞∑

l1=n1+1

|∆12al1n2 |+
∞∑

l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)
. (16)
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Отже, řk1n2(α) ≤ C řk1n2(a).
3) Нехай k1 = n1, 0 ≤ k2 ≤ n2 − 1. Аналогiчно (16),

одержуємо

řn1k2(α) ≤ C
( ∞∑
l1=n1+1

n2∑
l2=k2

|∆12al1l2 |+
∞∑

l2=n2+1

|∆12an1l2 |+

+
∞∑

l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)
. (17)

Отже, řn1k2(α) ≤ C řn1k2(a).
4) Нехай k1 = n1, k2 = n2. Тодi

řn1n2(α) = |an1+1 n2+1|+ |an1+1 n2 |+ |an1n2+1|+

+
( ∞∑
l2=n2+1

|∆12an1l2 |+
∞∑

l1=n1+1

|∆12al1n2 |+

+
∞∑

l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)
≤ C

( ∞∑
l2=n2+1

|∆12an1l2 |+

+
∞∑

l1=n1+1

|∆12al1n2 |+
∞∑

l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)
. (18)

Отже, řn1n2(α) ≤ C řn1n2(a).
4) Нехай k1 ≥ n1 + 1 k2 ≥ n2 + 1. Тодi

řk1k2(α) = řk1k2(a). (19)

Таким чином, для всiх (k1, k2) ∈ Z2
+ має мiсце řk1k2(α) ≤

≤ C řk1k2(a), звiдки випливає нерiвнiсть (14), а внаслiдок збiж-
ностi ряду в її правiй частинi i справедливiсть (10) для послi-
довностi {αl1l2}.
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Тепер для оцiнювання норми функцiї Rn1n2(f ij ;x1, x2) мож-
на застосувати нерiвнiсть (12) :

‖Rn1n2(f ij ;x1, x2)‖p
Lp(Q2)

≤ Cp
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

(
řk1k2(α)

)p(k1 + 1)p−2×

×(k2 + 1)p−2 = Cp

( n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

(
řk1k2(α)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2+

+(n2 + 1)p−2
n1−1∑
k1=0

(
řk1n2(α)

)p(k1 + 1)p−2 + (n1 + 1)p−2×

×
n2−1∑
k2=0

(
řn1k2(α)

)p(k2 +1)p−2 +
(
řn1n2(α)

)p(n1 +1)p−2(n2 +1)p−2+

+
∑

(k1,k2)∈Z2
+\Qn1n2

(
řk1k2(α)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2

)
. (20)

Враховуючи (15)–(19) та нерiвнiсть |a + b|p ≤ 2p (|a|p + |b|p),
яка має мiсце при будь-якому p ≥ 1, оцiнимо кожен з доданкiв
правої частини (20) :

n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

(
řk1k2(α)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2 ≤

≤ Cp
( n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

( n1∑
l1=k1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p

(k1+1)p−2(k2+1)p−2+

+
n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

( ∞∑
l1=n1+1

n2∑
l2=k2

|∆12al1l2 |
)p

(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2+
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+
n1−1∑
k1=0

n2−1∑
k2=0

( ∞∑
l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p

(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2

)
;

(n2 + 1)p−2
n1−1∑
k1=0

(
řk1n2(α)

)p(k1 + 1)p−2 ≤

≤ Cp
(

(n2 + 1)p−2
n1−1∑
k1=0

( n1∑
l1=k1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p

(k1 + 1)p−2+

+(n2 + 1)p−2
n1−1∑
k1=0

( ∞∑
l1=n1+1

|∆12al1n2 |
)p

(k1 + 1)p−2+

+(n2 + 1)p−2
n1−1∑
k1=0

( ∞∑
l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p

(k1 + 1)p−2

)
;

(n1 + 1)p−2
n2−1∑
k2=0

(
řn1k2(α)

)p(k2 + 1)p−2 ≤

≤ Cp
(

(n1 + 1)p−2
n2−1∑
k2=0

( ∞∑
l1=n1+1

n2∑
l2=k2

|∆12al1l2 |
)p

(k2 + 1)p−2+

+(n1 + 1)p−2
n2−1∑
k2=0

( ∞∑
l2=n2+1

|∆12an1l2 |
)p

(k2 + 1)p−2+

+(n1 + 1)p−2
n2−1∑
k2=0

( ∞∑
l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p

(k2 + 1)p−2

)
;

(
řn1n2(α)

)p(n1 + 1)p−2(n2 + 1)p−2 ≤ Cp
(( ∞∑

l1=n1+1

|∆12al1n2 |
)p
×
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×(n1 + 1)p−2(n2 + 1)p−2 +
( ∞∑
l2=n2+1

|∆12an1l2 |
)p

(n1 + 1)p−2×

×(n2+1)p−2+
( ∞∑
l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p

(n1+1)p−2(n2+1)p−2

)
;

∑
(k1,k2)∈Z2

+\Qn1n2

(
řk1k2(α)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2 =

=
∑

(k1,k2)∈Z2
+\Qn1n2

(
řk1k2(a)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2.

З (20) на пiдставi одержаних оцiнок отримуємо

‖Rn1n2(f ij ;x1, x2)‖p
Lp(Q2)

≤Cp
( n1∑
k1=0

n2∑
k2=0

( n1∑
l1=k1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p
×

×(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2 +
n1∑
k1=0

n2∑
k2=0

( ∞∑
l1=n1+1

n2∑
l2=k2

|∆12al1l2 |
)p
×

×(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2 +
( ∞∑
l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p
×

×
n1∑
k1=0

n2∑
k2=0

(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2 +
∑

(k1,k2)∈Z2
+\Qn1n2

(
řk1k2(a)

)p×
×(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2

)
≤ Cp

(
(n2 + 1)p−1×

×
n1∑
k1=0

( n1∑
l1=k1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p

(k1 + 1)p−2 + (n1 + 1)p−1×
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×
n2∑
k2=0

( ∞∑
l1=n1+1

n2∑
l2=k2

|∆12al1l2 |
)p

(k2 + 1)p−2 + (n1 + 1)p−1×

×(n2 + 1)p−1

( ∞∑
l1=n1+1

∞∑
l2=n2+1

|∆12al1l2 |
)p

+

+
∑

(k1,k2)∈Z2
+\Qn1n2

(
řk1k2(a)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2

)
.

Отже,

‖Rn1n2(f ij ;x1, x2)‖p
Lp(Q2)

≤ Cp
(

(n1 + 1)p−1(n2 + 1)p−1×

×
(
řn1+1 n2+1(a)

)p + (n1 + 1)p−1
∞∑
k2=0

(
řn1+1 k2(a)

)p(k2 + 1)p−2+

+(n2 + 1)p−1
∞∑
k1=0

(
řk1 n2+1(a)

)p(k1 + 1)p−2+

+
∑

(k1,k2)∈Z2
+\Qn1n2

(
řk1k2(a)

)p(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2

)
,

звiдки з урахуванням нерiвностi |a + b|p ≤ |a|p + |b|p, яка має
мiсце при будь-якому 0 ≤ p < 1, та спiввiдношення

En1n2(f ij)p ≤ ‖Rn1n2(f ij ;x1, x2)‖Lp(Q2)

одержуємо оцiнку (13), що i доводить теорему.
Наслiдок. Нехай елементи послiдовностi

{al1l2}, (l1, l2) ∈ Z2
+, задовольняють умови (9), ∆12al1l2≥0,

∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

apk1k2(k1+1)p−2(k2+1)p−2<∞ при деякому p, 1<p<∞.

Тодi для функцiй f ij(x1, x2), i, j ∈ {0, 1}, справедлива оцiнка

En1n2(f ij)p ≤ Cp
(

(n1 + 1)
1
p′ (n2 + 1)

1
p′ an1+1 n2+1 + (n1 + 1)

1
p′×
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×
( ∞∑
k2=0

apn1+1k2
(k2+1)p−2

)
1
p +(n2+1)

1
p′

( ∞∑
k1=0

apk1n2+1(k1+1)p−2

)
1
p +

+
( ∑

(k1,k2)∈Z2
+\Qn1n2

apk1k2(k1 + 1)p−2(k2 + 1)p−2

) 1
p
)
,

де n1, n2 = 0, 1, ..., p′ = p
p− 1 .
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