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НАЙКРАЩIОРТОГОНАЛЬНI ТРИГОНОМЕТРИЧНI
НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ BΩ

p,θ ПЕРIОДИЧНИХ
ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

Одержано точнi за порядком оцiнки для найкращих ортогональних
тригонометричних наближень класiв BΩ

p,θ перiодичних функцiй ба-
гатьох змiнних у просторi Lq.

Нехай Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, — простiр 2π-перiодичних по

кожнiй змiннiй i сумовних у степенi p на кубi πd =
d∏
j=1

[0; 2π]

функцiй f(x) = f(x1, ..., xd), у якому норма визначається рiв-
ностями

||f ||p =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

||f ||∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Надалi скрiзь будемо вважати, що для функцiй f ∈ Lp(πd)
виконується додаткова умова∫ 2π

0
f(x)dxj = 0 , j = 1, d.

Наведемо визначення класу BΩ
p,θ, розглянутого в роботi [1].

Нехай функцiя Ω(t) = Ω(t1, . . . , td), за допомогою якої
визначається клас BΩ

p,θ, — задана функцiя типу мiшаного мо-
дуля неперервностi порядку l, яка задовольняє наступнi умови:
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1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d; Ω(t) = 0,
d∏
j=1

tj = 0;

2) Ω(t) зростає по кожнiй змiннiй;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤

(
d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, d .
Також будемо вважати, що Ω(t) задовольняє умови (S),

(Sl), якi називають умовами Барi–Стєчкiна [2] i якi опишемо
нижче.

Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (S), як-
що ϕ(τ)/τα майже зростає при деякому α > 0, тобто iснує така
незалежна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)
τα1

≤ C1
ϕ(τ2)
τα2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1. (1)

Функцiя ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо ϕ(τ)/τγ

майже спадає при деякому 0 < γ < l, тобто iснує така неза-
лежна вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

ϕ(τ1)
τγ1

≥ C2
ϕ(τ2)
τγ2

, 0 < τ1 ≤ τ2 ≤ 1.

Будемо говорити, що Ω(t) задовольняє умови (S) i (Sl), як-
що Ω(t) задовольняє цi умови по кожнiй змiннiй tj при фiксо-
ваних ti, i 6= j .

Отриманi результати будемо формулювати в термiнах по-
рядкових спiввiдношень. Для функцiй µ1(N) та µ2(N) за-
пис µ1 � µ2 означає, що iснує стала C > 0 така, що
µ1(N) ≤ Cµ2(N). Спiввiдношення µ1 � µ2 рiвносильне тому,
що виконуються порядковi нерiвностi µ1 � µ2 та µ1 � µ2. Всi
сталi Ci, i = 1, 2, . . . , якi будуть зустрiчатися в процесi дове-
дення, можуть залежати тiльки вiд параметрiв, що входять в
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означення класу, метрики, в якiй вимiрюється похибка набли-
ження, та розмiрностi d простору Rd.

Кожному вектору s = (s1, ..., sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо
у вiдповiднiсть множину

ρ(s) =
{
k = (k1, ..., kd) : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , kj ∈ Z \ {0}, j = 1, d

}
,

i покладемо
δs(f, x) =

∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x),

де

f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt

— коефiцiєнти Фур’є функцiї f , (k, x) = k1x1 + . . .+ kdxd.
Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу мiшаного

модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє умови 1 – 4,
(S) i (Sl). Тодi для 1 < p <∞ згiдно з означенням (див. [1]):

BΩ
p,θ =

{
f ∈ Lp(πd) : ||f ||BΩ

p,θ
≤ 1
}
,

де

||f ||BΩ
p,θ

=

{∑
s

Ω−θ(2−s)||δs(f, x)||θp

} 1
θ

, 1 ≤ θ <∞ , (2)

||f ||BΩ
p,∞

= sup
s

||δs(f, x)||p
Ω(2−s)

, (3)

Зазначимо, що при θ = ∞ клас BΩ
p,θ спiвпадає з кла-

сом HΩ
p (див., наприклад, [3]), а при Ω(t) =

d∏
j=1

t
rj
j , rj > 0, —

з класом Br
p,θ ( див., наприклад, [4]).
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Зауважимо, що для норм функцiй iз класу BΩ
p,θ можна за-

писати аналогiчнi до (2) та (3) зображення у випадках p = 1 i
p =∞, дещо видозмiнивши при цьому "блоки" δs(f, x).

Нехай Vn(t) означає ядро Валле Пуссена порядку 2n − 1,
тобто

Vn(t) = 1 + 2
n∑
k=1

cos kt+ 2
2n−1∑
k=n+1

(
1− k − n

n

)
cos kt.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, постави-
мо у вiдповiднiсть полiном

As(x) =
d∏
j=1

(
V2sj (xj)− V2sj−1(xj)

)
i для f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, через As(f, x) позначимо згортку

As(f, x) = f(x) ∗As(x).

Тодi при кожному 1 ≤ p ≤ ∞, норми функцiй iз класу BΩ
p,θ,

можна подати в наступному виглядi:

||f ||BΩ
p,θ
�

(∑
s>0

Ω−θ(2−s) ‖As(f, x)‖θp

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞, (4)

||f ||BΩ
p,∞
� sup

s

‖As(f, x)‖p
Ω(2−s)

. (5)

Спiввiдношеня (4) було встановлено в роботi [5],
а (5) — в [3].

Зазначимо, що далi в роботi будуть розглядатись класи
BΩ
p,θ, якi визначаються функцiєю типу мiшаного модуля непе-

рервностi порядку l деякого спецiального вигляду:

Ω(t) = ω

(
d∏
j=1

tj

)
, (6)
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де ω(τ) — задана функцiя однiєї змiнної типу модуля непере-
рвностi порядку l, яка задовольняє умови (S) i (Sl). Легко пе-
реконатися, що для Ω(t) вигляду (6) виконуються властивостi
1–4 функцiї типу мiшаного модуля неперервностi порядку l, а
також умови (S) i (Sl), i тому зберiгаються наведенi вище зоб-
раження (2)–(5) норм функцiй iз класу BΩ

p,θ.
Перейдемо безпосередньо до означення величини, що буде

дослiджуватися в роботi.
Нехай ΩM — довiльний набiр з M d-вимiрних векторiв

k1, . . . , kM , kj = (kj1, . . . , k
j
d), j = 1, . . . ,M , з цiлочисловими ко-

ординатами. Для функцiї f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, в якостi наб-
лижаючого полiнома за системою експонент {ei(kj ,x)}Mj=1 буде-
мо брати полiном

SM (f, x) =
M∑
j=1

f̂(kj)ei(k
j ,x)

i розглядати величину

e⊥M (f)q = inf
{kj}Mj=1

||f(x)− SM (f, x)||q.

Якщо F ⊂ Lq(πd) — деякий клас функцiй, то покладаємо

e⊥M (F )q = sup
f∈F

e⊥M (f)q.

Величину e⊥M (F )q називають найкращим ортогональним
тригонометричним наближенням класу F у просторi Lq.

Величини e⊥M (F )q для деяких класiв функцiй F вивчалися
в роботах Е.С. Белiнського [6], А.С. Романюка [7 – 9], С.А. Ста-
сюка [10] та iнших.

Для викладення подальших мiркувань нам знадобляться
наступнi твердження.
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Теорема А (Лiттлвуда-Пелi [див. 11, c. 65]). Нехай зада-
но 1 < p < ∞. Iснують додатнi числа C3, C4 такi, що для
кожної функцiї f ∈ Lp(πd) виконуються спiввiдношення

C3‖f‖p ≤

∥∥∥∥∥
(∑

s

|δs(f ;x)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
p

≤ C4‖f‖p. (7)

Теорема Б ([12]). Нехай Tn(x) — тригонометричний полi-
ном порядку n = (n1, ..., nd)

Tn(x) =
∑
|k1|≤n1

...
∑
|kd|≤nd

ck1,...,kde
i(k,x),

де nj , j = 1, d — натуральнi числа, ck1,...,kd — довiльнi коефi-
цiєнти. Тодi при 1 ≤ q < p ≤ ∞ має мiсце спiввiдношення

‖Tn(x)‖p ≤ 2d
(

d∏
j=1

nj

) 1
q
− 1
p

‖Tn(x)‖q. (8)

Нерiвнiсть (8) була встановлена С.М. Нiкольським i отрима-
ла назву "нерiвностi рiзних метрик". У випадку d = 1 i p =∞
вiдповiдну нерiвнiсть довiв Джексон [13].

Теорема B [3]. Нехай Ω(t) задовольняє умови (S) та (Sl).
Функцiя f ∈ Lq(πd) належить класовi HΩ

q тодi i тiльки тодi,
коли

‖δs(f ;x)‖q � Ω(2−s), 1 < q <∞,

‖As(f ;x)‖q � Ω(2−s), 1 ≤ q ≤ ∞.

Лема А [14, с. 25]. Нехай 1 ≤ p < q <∞ i f ∈ Lp(πd). Тодi

‖f‖q �

{∑
s

(
‖δs(f ;x)‖p2‖s‖1( 1

p
− 1
q

)

)q} 1
q

,
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де ‖s‖1 = s1 + s2 + ...+ sd.
Має мiсце наступна теорема.
Теорема 1. Нехай 1 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i

Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > max{1− 1

q ; 1− 2
q + 1

θ}, а також умову (Sl). Тодi для будь-
яких M,n ∈ N, таких, що M � 2nnd−1, має мiсце оцiнка

e⊥M (BΩ
1,θ)q � ω(2−n)2n(1− 1

q
)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)
. (9)

Доведення. Спочатку встановимо оцiнку зверху для ви-
падку 1 ≤ θ < q. Нехай f — довiльна функцiя iз класу
BΩ

1,θ i задано достатньо велике число M . Будемо наближати f
полiномом SM (f, x), який складається з частинної "схiдчасто–
гiперболiчної" суми Фур’є функцiї f та полiнома Q(x):

SM (f, x) =
∑
‖s‖1<n

δs(f, x) +Q(x),

причому SM (f, x) мiстить за порядком M гармонiк i n пов’я-
зане з M спiввiдношенням M � 2nnd−1. Опишемо процедуру
побудови полiнома Q(x).

Нехай l ∈ N i l ∈ [n, no), де no = n+(d−1) log n. Для f ∈ BΩ
1,θ

покладемо

S̃l =

( ∑
‖s‖1=l

‖As(f, x)‖θ1ω−θ(2−‖s‖1)

) 1
θ

(10)

i позначимо через αi(f, l) числа ‖As(f, x)‖1, впорядкованi за
спаданням. Зазначимо, що iндекс i змiнюється в межах вiд 1
до Kl, де Kl — кiлькiсть векторiв s, що задовольняють умову
‖s‖1 = l. Виходячи з рiвностi (10) будемо мати∑

‖s‖1=l

‖As(f, x)‖θ1 = ωθ(2−l)S̃θl ,



158 А.Ф. Конограй, С.А. Стасюк

або
Kl∑
i=1

αθi (f, l) = ωθ(2−l)S̃θl .

З останнього спiввiдношення, враховуючи, що iз зростан-
ням iндекса i числа αi(f, l) не зростають, знаходимо

αi(f, l) ≤ i−
1
θω(2−l)S̃l. (11)

Далi кожному числу l ∈ [n, no), l ∈ N поставимо у вiдповiд-
нiсть число ml, що визначається за формулою:

ml = [2nnd−12−lS̃θl ] + 1, (12)

де [a] — цiла частина числа a. Зазначимо, що оскiльки для
f ∈ BΩ

1,θ величина S̃l не перевищує деякої абсолютної сталої, то
для будь - якого l ∈ N, l ∈ [n, no), будемо мати

ml ≤ 2nnd−12−l + 1� nd−1.

Iншими словами, числа ml не перевищують за поряд-
ком кiлькостi векторiв s, якi задовольняють спiввiдношення
l = ‖s‖1, l ∈ N, l ∈ [n, no).

Розглянемо полiном

R(x) =
[no]+1∑
l=n

∑
‖s‖1=l

δs(f, x) (13)

i для кожного l вiзьмемо iз внутрiшньої суми (13) ml "блокiв"
δs(f, x) за тими s, яким вiдповiдають найбiльшi значення нор-
ми ‖As(f, x)‖1. Одержаний в результатi так вибраних "блокiв"
δs(f, x) полiном позначимо через Q(x).
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Переконаємось спочатку, що кiлькiсть гармонiк K, якi
мiстяться в SM (f, x), не перевищує за порядком M . Для цього
будемо користуватися тим, що∑

‖s‖1≤n

2‖s‖1 =
n∑
j=1

∑
‖s‖1=j

2‖s‖1 =
n∑
j=1

2j
∑
‖s‖1=j

1 �

�
n∑
j=1

2jjd−1 � 2nnd−1. (14)

Дiйсно, згiдно з (14), (12) i (10), враховуючи, що
no = n+ (d− 1) log n, одержимо

K �
∑
‖s‖1<n

2‖s‖1 +
[no]+1∑
l=n

2lml �

� 2nnd−1 +
[no]+1∑
l=n

2l(2nnd−12−lS̃θl + 1)�

� 2nnd−1

(
1 +

[no]+1∑
l=n

∑
‖s‖1=l

‖As(f, x)‖θ1ω−θ(2−‖s‖1)

)
+ 2nnd−1 �

� 2nnd−1(2 + ‖f‖θ
BΩ

1,θ
)� 2nnd−1 �M.

Отже, кiлькiсть гармонiк, якi мiстяться в SM (f, x) не пере-
вищує за порядком M .

Далi, нехай Df позначає множину тих векторiв
s : n ≤ ‖s‖1 < no, за якими "блоки" δs(f, x) не мiстяться
в Q(x). Тодi, якщо SM (f, x) — сума, що побудована описаним
вище способом, то для f ∈ BΩ

1,θ будемо мати

‖f(x)− SM (f, x)‖q = ‖f(x)−
∑
‖s‖1<no

δs(f, x) +
∑
s∈Df

δs(f, x)‖q ≤
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≤ ‖f(x)−
∑
‖s‖1<no

δs(f, x)‖q + ‖
∑
s∈Df

δs(f, x)‖q =: I1 + I2. (15)

Оцiнимо кожен з доданкiв в (15).
Зауважимо, що в роботi [15], при 1 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞,

якщо Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де ω(τ) задовольняє умову (S) з де-
яким α > 1 − 1

q та умову (Sl), встановлена точна за порядком
оцiнка верхнiх граней вiдхилень схiдчастих гiперболiчних сум
Фур’є SQn(f, x) =

∑
||s||1<n

δs(f, x) класiв BΩ
1,θ:

EQn(BΩ
1,θ)q = sup

f∈BΩ
1,θ

||f(x)− SQn(f, x)||q �

� ω(2−n)2n(1− 1
q

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)+ , (16)

де a+ = max{a, 0}.
Використовуючи (16), значення n0, а також той

факт, що ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > max{1− 1

q ; 1− 2
q + 1

θ} > 1− 1
q , одержимо

I1 � EQn0
(BΩ

1,θ)q � ω(2−no)2no(1−
1
q

) =
ω(2−no)
2−αno

2−no(α−1+ 1
q

) �

� ω(2−n)
2−αn

2−n(α−1+ 1
q

)
n
−(d−1)(α−1+ 1

q
) =

= ω(2−n)2n(1− 1
q

)
n
−(d−1)(α−1+ 2

q
− 1
θ

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

) �

� ω(2−n)2n(1− 1
q

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)
. (17)

Для отримання оцiнки величини I2 скористаємось спочатку
лемою А за умови 1 < qo < q, а потiм нерiвнiстю рiзних метрик
(8). Таким чином, будемо мати

I2 =

∥∥∥∥∥ ∑
s∈Df

δs(f, x)

∥∥∥∥∥
q

�

{ ∑
s∈Df

(
‖δs(f, x)‖qo2

‖s‖1( 1
qo
− 1
q

)

)q} 1
q

�
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�

{ ∑
s∈Df

(
‖As(f, x)‖qo2

‖s‖1( 1
qo
− 1
q

)

)q} 1
q

�

�

{ ∑
s∈Df

(
‖As(f, x)‖12‖s‖1(1− 1

qo
)2‖s‖1( 1

qo
− 1
q

)

)q} 1
q

=

=

{ ∑
s∈Df

(
‖As(f, x)‖12‖s‖1(1− 1

q
)

)q} 1
q

=

=

{
[no]+1∑
l=n

2l(1−
1
q

)q
∑
i>ml

αθi (f, l)α
q−θ
i (f, l)

} 1
q

. (18)

Скориставшись для оцiнки αq−θi (f, l) спiввiдношенням (11)
i пiдставивши замiсть ml його значення (12), продовжимо (18)

I2 �

{
[no]+1∑
l=n

2l(1−
1
q

)q
∑
i>ml

αθi (f, l)

(
i−

1
θω(2−l)S̃l

)q−θ} 1
q

�

�

{
[no]+1∑
l=n

2l(1−
1
q

)q
ωq−θ(2−l)m

− q−θ
θ

l S̃q−θl

∑
‖s‖1=l

‖As(f, x)‖θ1

} 1
q

=

=

{
[no]+1∑
l=n

2l(1−
1
q

)q
ωq(2−l)m

− q−θ
θ

l S̃ql

} 1
q

≤

≤

{
[no]+1∑
l=n

2l(1−
1
q

)q
ωq(2−l)(2nnd−12−lS̃θl )−

q−θ
θ S̃ql

} 1
q

=

= (2nnd−1)( 1
q
− 1
θ

)

{
[no]+1∑
l=n

(
ω(2−l)
2−αl

2−αl
)q

2lq(1−
2
q

+ 1
θ

)
S̃θl

} 1
q

. (19)
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Враховуючи, що ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > max{1− 1

q ; 1− 2
q + 1

θ} = 1− 2
q + 1

θ , а також формулу (10),
продовжимо оцiнку (19)

I2 � (2nnd−1)( 1
q
− 1
θ

)ω(2−n)
2−αn

{
[no]+1∑
l=n

2−lq(α−(1− 2
q

+ 1
θ

))
S̃θl

} 1
q

�

� (2nnd−1)( 1
q
− 1
θ

)ω(2−n)
2−αn

2n(α−(1− 2
q

+ 1
θ

))

{
[no]+1∑
l=n

S̃θl

} 1
q

=

= ω(2−n)2n(1− 1
q

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)×

×

{(
[no]+1∑
l=n

∑
‖s‖1=l

ω−θ(2−‖s‖1)‖As(f, x)‖θ1

) 1
θ
} θ

q

�

� ω(2−n)2n(1− 1
q

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)‖f‖
θ
q

BΩ
1,θ

≤

≤ ω(2−n)2n(1− 1
q

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)
. (20)

Нарештi, повертаючись до спiввiдношення (15), з урахуван-
ням одержаних оцiнок (17), (20), приходимо до потрiбної оцiнки
зверху для випадку 1 ≤ θ < q:

e⊥M (BΩ
1,θ)q � ω(2−n)2n(1− 1

q
)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)
.

Перейдемо до встановлення оцiнки зверху для випадку
q ≤ θ ≤ ∞. Зауважимо, що при зазначених значеннях θ умо-
ва α > max{1− 1

q ; 1− 2
q + 1

θ} рiвносильна умовi α > 1− 1
q .

Пiдберемо за заданим M ∈ N число n iз спiввiдношення
M � 2nnd−1 i нагадаємо, що |Qn| � 2nnd−1. Тодi, враховуючи
(16), будемо мати

e⊥M (BΩ
1,θ)q � EQn(BΩ

1,θ)q � ω(2−n)2n(1− 1
q

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)
.
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Оцiнки зверху доведенi.
Перейдемо до встановлення оцiнок знизу. За даним чис-

лом M пiдберемо n ∈ N таким чином, щоб M � 2nnd−1,
2nnd−1 ≥ 2M , i розглянемо функцiї

f1(x) = C5n
− d−1

θ

∑
n≤‖s‖1≤n+d

ω(2−‖s‖1)
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x), C5 > 0,

та

f2(x) = C6

∑
n≤‖s‖1≤n+d

ω(2−‖s‖1)
∑
k∈ρ(s)

ei(k,x), C6 > 0.

Покажемо, що f1 ∈ BΩ
1,θ, 1 ≤ θ < ∞, та f2 ∈ BΩ

1,∞ при
вiдповiдних значеннях сталих C5 та C6.

Дiйсно,

‖f1‖BΩ
1,θ
�

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

ω−θ(2−‖s‖1)‖As(f1, x)‖θ1

) 1
θ

�

� n−
d−1
θ

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

ω−θ(2−‖s‖1)ωθ(2−‖s‖1)

) 1
θ

�

� n−
d−1
θ n

d−1
θ = 1,

‖f2‖BΩ
1,∞
� sup

n≤‖s‖1≤n+d

‖As(f2, x)‖1
ω(2−‖s‖1)

� sup
n≤‖s‖1≤n+d

ω(2−‖s‖1)
ω(2−‖s‖1)

= 1.

Далi, нехай ΩM–довiльна множина, що мiстить M d–
вимiрних векторiв {kj}Mj=1 з цiлочисловими координатами, i
SM (f, x) — полiном, отриманий в результатi ортогонального
проектування f(x) на пiдпростiр тригонометричних полiномiв
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з "номерами" гармонiк з ΩM . Тодi згiдно з наслiдком Д1.2
[16, с. 392] можна записати

‖f(x)−SM (f, x)‖q = sup
g: ‖g‖q′≤1

∣∣∣∣∣
∫
πd

(f(x)−SM (f, x))g(x)dx
∣∣∣∣, (21)

де 1
q′ + 1

q = 1.
В якостi функцiї g(x), яка фiгурує в рiвностi (21), виберемо

функцiю вигляду

g(x) = C72−
n
q n
− d−1

q′
∑

n≤‖s‖1≤n+d

∑
k∈ρ(s)

ei(k,x) =

= C72−
n
q n
− d−1

q′ Dn+d(x), C7 > 0.

Покажемо, що ‖g‖q′ ≤ 1 при певному значеннi сталої C7 > 0.
Нехай спочатку q′ ∈ (1, 2]. Тодi згiдно з теоремою А можна

записати

‖Dn+d(x)‖q′ �

∥∥∥∥∥
( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

|δs(Dn+d, x)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
q′

=

=

∥∥∥∥∥
( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

|δs(Dn+d, x)|2
) q′

2
∥∥∥∥∥

1
q′

1

= I3. (22)

Для подальшої оцiнки величини I3 скористаємося вiдомим
спiввiдношенням (див., напр., [17, с. 214])∥∥∥∥∥

l∑
k=n

cos kx

∥∥∥∥∥
p

� (l − n)1− 1
p , ∀n, l ∈ N, l > n, p ∈ (1,∞),
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оскiльки ∥∥∥∥∥
2sj−1∑

kj=2sj−1

eikjxj

∥∥∥∥∥
p

� 2sj(1−
1
p

)
, j = 1, d,

то для s таких, що n ≤ ‖s‖1 ≤ n+ d будемо мати

‖δs(Dn+d, x)‖p =

∥∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ei(k,x)

∥∥∥∥∥
p

=
d∏
j=1

∥∥∥∥∥
2sj−1∑

kj=2sj−1

eikjxj

∥∥∥∥∥
p

�

�
d∏
j=1

2sj(1−
1
p

) = 2‖s‖1(1− 1
p

)
, 1 < p <∞. (23)

Скориставшись одержаним спiввiдношенням, а також
нерiвнiстю

|a+ b|α ≤ |a|α + |b|α, 0 ≤ α ≤ 1,

продовжимо оцiнку (22):

I3 ≤

∥∥∥∥∥ ∑
n≤‖s‖1≤n+d

|δs(Dn+d, x)|q′
∥∥∥∥∥

1
q′

1

≤

≤

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

‖δs(Dn+d, x)‖q
′

q′

) 1
q′

�

�

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

2‖s‖1(1− 1
q′ )q

′
) 1

q′

�

� 2
n
q

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

1

) 1
q′

� 2
n
q n

d−1
q′ . (24)
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Нехай тепер q′ ∈ (2,∞). Тодi згiдно з лемою А та спiввiд-
ношенням (23), знаходимо

‖Dn+d(x)‖q′ �

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

‖δs(Dn+d, x)‖q
′

2 2‖s‖1( 1
2
− 1
q′ )q

′
) 1

q′

�

�

( ∑
n≤‖s‖1≤n+d

2‖s‖1(1− 1
q′ )q

′
) 1

q′

� 2
n
q n

d−1
q′ . (25)

Об’єднуючи (22) – (25), приходимо до оцiнки

‖Dn+d(x)‖q′ � 2
n
q n

d−1
q′ , 1 < q′ <∞. (26)

Таким чином, з (26) слiдує, що функцiя g(x) з вiдповiдною
сталою C7 > 0 задовольняє умову ‖g‖q′ ≤ 1.

Тепер, враховуючи спiввiдношення (21) для побудованих
функцiй f1(x) i g(x), одержуємо для випадку 1 ≤ θ <∞

e⊥M (BΩ
1,θ)q ≥ e⊥M (f)q = inf

SM
‖f1(x)− SM (f1, x)‖q =

= inf
SM

sup
‖g‖q′≤1

∣∣∣∣∣
∫
πd

(f1(x)− SM (f1, x))g(x)dx

∣∣∣∣∣�
� inf

SM

∣∣∣∣∣
∫
πd

(f1(x)− SM (f1, x))g(x)dx

∣∣∣∣∣�
� ω(2−n)2−

n
q n
−(d−1)( 1

q′+
1
θ

) inf
SM

∣∣∣∣∣‖Dn+d(x)‖22−‖SM (Dn+d, x)‖22

∣∣∣∣∣�
� ω(2−n)2−

n
q n
−(d−1)( 1

q′+
1
θ

)(2nnd−1 −M)�
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� ω(2−n)2n(1− 1
q

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)
.

Аналогiчним чином, беручи до уваги спiввiдношення (21)
для функцiй f2(x) i g(x), легко довести, що має мiсце наступна
порядкова нерiвнiсть

e⊥M (BΩ
1,∞)q � ω(2−n)2n(1− 1

q
)
n
d−1
q .

Оцiнки знизу встановлено.
Теорему доведено.
Наведемо два зауваження, що стосуються найкращих

M – членних ортогональних тригонометричних наближень
класiв HΩ

1 та Br
1,θ в просторi Lq, i якi є наслiдком результа-

ту теореми 1.
Зауваження 1. Покладаючи в теоремi 1 θ =∞ отримаємо

наступну порядкову рiвнiсть

e⊥M (HΩ
1 )q � ω(2−n)2n(1− 1

q
)
n
d−1
q , M � 2nnd−1.

Зауваження 2. Якщо Ω(t) =
d∏
j=1

tr1j , де r1 >

> max{1− 1
q ; 1− 2

q + 1
θ}, то при 1 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞

має мiсце оцiнка

e⊥M (Br
1,θ)q �M

−(r1−1+ 1
q

)

(
logd−1M

)r1−1+ 2
q
− 1
θ

,

яка встановлена в роботi [9].
Теорема 2. Нехай 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i

Ω(t) = ω(t1 · ... · td), де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким
α > 1

p , а також умову (Sl). Тодi для будь-яких M,n ∈ N,
таких що M � 2nnd−1, має мiсце оцiнка

e⊥M (BΩ
p,θ)∞ � ω(2−n)2

n
p n(d−1)(1− 1

θ
). (27)



168 А.Ф. Конограй, С.А. Стасюк

Доведення. Оцiнка зверху в (27) випливає з результатiв
робiт [18] та [15], в яких встановленi точнi за порядком оцiнки
верхнiх граней вiдхилень схiдчастих гiперболiчних сум Фур’є
SQn(f, x) функцiй з класiв BΩ

p,θ, 1 < p <∞, та BΩ
1,θ вiдповiдно,

в рiвномiрнiй метрицi:

EQn(BΩ
p,θ)∞ � ω(2−n)2

n
p n(d−1)(1− 1

θ
). (28)

Пiдберемо за заданим M ∈ N число n iз спiввiдношення
M � 2nnd−1, тодi, враховуючи (28), будемо мати

e⊥M (BΩ
p,θ)∞ � EQn(BΩ

p,θ)∞ � ω(2−n)2
n
p n(d−1)(1− 1

θ
).

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу.
За заданим M ∈ N пiдберемо число n iз спiввiдношень

M � 2nnd−1, 2nnd−1 ≥ 4M i розглянемо функцiї

f3(x) = C8ω(2−n)2−n(1− 1
p

)
n−

d−1
θ

∑
(s,1)=n+1

fs(x), C8 > 0,

та
f4(x) = C9ω(2−n)2−n(1− 1

p
)

∑
(s,1)=n+1

fs(x), C9 > 0,

де

fs(x) =
d∏
j=1

(V
2sj+1(xj)− V2sj (xj)).

Поскiльки (див., наприклад, [14, с. 66])

||fs||p � 2||s||1(1− 1
p

)
, 1 ≤ p ≤ ∞,

то неважко перевiрити, що при вiдповiдних значеннях ста-
лих C8 i C9 функцiї f3(x) та f4(x) належать до класiв BΩ

p,θ,
1 ≤ θ <∞, та BΩ

p,∞ вiдповiдно.
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Нехай SM (f3, x) — частинна сума, яка складається з M до-
вiльних гармонiк ряду Фур’є функцiї f3(x). Поскiльки (див.,
наприклад, [14, с. 66])∥∥∥∥ ∑

(s,1)=n+1

fs(x)
∥∥∥∥
∞
� 2nnd−1,

то

||f3(x)− SM (f3, x)||∞ ≥ ||f3(x)||∞ − ||SM (f3, x)||∞ �

� ω(2−n)2−n(1− 1
p

)
n−

d−1
θ (2nnd−1 −M)�

� ω(2−n)2−n(1− 1
p

)
n−

d−1
θ 2nnd−1 = ω(2−n)2

n
p n(d−1)(1− 1

θ
).

Аналогiчно, можна показати, що

||f4(x)− SM (f4, x)||∞ � ω(2−n)2
n
p nd−1.

Оцiнка знизу, а разом з нею й теорема доведена.
Зауваження 3. При виконаннi умов теореми 2 для θ =∞

має мiсце наступна порядкова рiвнiсть

e⊥M (HΩ
p )∞ � ω(2−n)2

n
p nd−1.

Зауваження 4. Якщо Ω(t) =
d∏
j=1

tr1j , де r1 > 1
p , то при

1 ≤ p <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ має мiсце оцiнка

e⊥M (Br
p,θ)∞ �M

−r1+ 1
p

(
logd−1M

)r1− 1
p

+1− 1
θ

,

яка встановлена в роботi [19].
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