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УМОВИ РIВНОМIРНОЇ ЗБIЖНОСТI
РЯДIВ ФАБЕРА ВСЕРЕДИНI ОБЛАСТI

Одержано умови на коефiцiєнти, при яких ряд Фабера збiгається
до даної функцiї рiвномiрно всерединi областi.

Нехай скiнченна однозв’язна область G обмежена спрямлю-
ваною жордановою кривою Γ, i функцiя z = Ψ(w) вiдображає
конформно i однолистно область D∞ = {w ∈ C ∪ (∞) : |w| > 1}
на зовнiшнiсть G∞ областi G при умовах

Ψ(∞) =∞, Ψ′(∞) > 0.

Позначимо через z = ψ(w) функцiю, яка вiдображає конформ-
но i однолистно круг |w| < 1 на область G при умовах

ψ(0) = z0, ψ′(0) > 0,

де z0 — деяка фiксована точка областi G.
Нехай, далi, γr — образ кола |w| = r, де 0 < r < 1, при вiдо-

браженнi z = ψ(w). Якщо для аналiтичної в областi G функцiї
f(z) при довiльних r, 0 < r < 1, виконується нерiвнiсть∫

γr

|f(z)|p|dz| ≤M, p > 0,

то кажуть, що функцiя f(z) належить класу Ep в областi G.
Через Fk(z)∀ k ≥ 0 будемо позначати многочлени Фабера,

побудованi для областi G. Нехай також задана деяка послiдов-
нiсть комплексних чисел {ck}∞k=0. Ряд
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∞∑
k=0

ckFk(z) (1)

називається рядом за многочленами Фабера. Якщо коефiцiєнти
цього ряду виражаються через функцiю f(z) за формулою

ck =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)Φ′(ζ)
Φn+1(ζ)

dζ =
1

2πi

∫
|t|=1

f(Ψ(t))
tn+1

dt, n = 0, 1, ..., (2)

де t = Φ(ζ) — функцiя, обернена до Ψ(t), то кажуть, що ряд
(1) є рядом Фабера функцiї f(z), z ∈ G.

Нехай задана послiдовнiсть чисел {ck}∞k=0, яка задовольняє
умови

lim
k→∞

ck = 0, (3)

∞∑
k=0

|∆ck|+
∞∑
k=2

∣∣∣∣ [ k
2

]∑
l=1

∆ck−l −∆ck+l

l

∣∣∣∣ <∞, (4)

∞∑
k=1

|ck|
k

<∞. (5)

Розглянемо степеневий ряд

∞∑
k=0

ckt
k , |t| < 1. (6)

Оскiльки коефiцiєнти ряду (6) задовольняють умови
(3)–(5), то послiдовностi {αk}∞k=0 i {βk}∞k=0, де ck = αk − iβk,
також задовольняють умови (3)–(5), а тому ряд

∞∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)
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i спряжений до нього ряд

∞∑
k=1

(−βk cos kx+ αk sin kx)

є рядами Фур’є сумовних функцiй.
Добре вiдомо (див. [1, с. 156]), що ряд (6), у якого дiйсна

i уявна частини граничної функцiї сумовнi, є рядом Тейлора
деякої функцiї ϕ(Ψ(t)) ∈ H1. Отже,

S[ϕ(Ψ(eiθ))] =
∞∑
k=0

cke
ikθ,

i
f(z) =

1
2πi

∫
Γ

ϕ(Ψ(t))
Ψ(t)− z

dt (7)

є функцiєю з класу E1. Тодi ця функцiя може бути розкладена
в ряд Фабера

ak =
1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)Φ′(ζ)
Φn+1(ζ)

dζ =
1

2πi

∫
|t|=1

ϕ(Ψ(t))Φ′(Ψ(t))Ψ′(t)
tn+1

dt =

=
1

2πi

∫
|t|=1

ϕ(Ψ(t))
tn+1

dt = ck,

f(z) ∼
∞∑
k=0

ckFk(z) (8)

Метою даної роботи є встановлення умов, при яких ряд
Фабера (8) збiгається до даної функцiї рiвномiрно всере-
динi областi G. Одержанi результати доповнюють результати
П.К. Суєтiна [2].
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Теорема 1.Нехай |Ψ′(eiθ)| ≤ 1 i послiдовнiсть {ck}∞k=0 за-
довольняє умови (3)–(5). Тодi умова

n∑
k=1

|cn+k|
k
→ 0, n→∞, (9)

є достатньою для того, щоб ряд Фабера (8) функцiї f(z) =
= 1

2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)
ζ−z dζ збiгався рiвномiрно всерединi областi G.

Доведення. Оскiльки z ∈ F ⊂ G, то

|f(z)−
n∑
k=0

ckFk(z)|=
∣∣∣∣ 1
2πi

∫
Γ

ϕ(ζ)
ζ−z

dζ−
n∑
k=0

ck
1

2πi

∫
|t|=1

tkΨ′(t)
Ψ(t)−z

dt

∣∣∣∣=
=

1
2π

∣∣∣∣ ∫
|t|=1

ϕ(Ψ(t))Ψ′(t)
Ψ(t)− z

dt−
n∑
k=0

ck

∫
|t|=1

tkΨ′(t)
Ψ(t)− z

dt

∣∣∣∣ =

=
1

2π

∣∣∣∣ ∫
|t|=1

Ψ′(t)
Ψ(t)− z

(
ϕ(Ψ(t))−

n∑
k=0

ckt
k

)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤ C

2πρ(F,Γ)

∫
|t|=1

∣∣∣∣ϕ(Ψ(t))−
n∑
k=0

ckt
k

∣∣∣∣dt.
В роботi [3] встановлено, що для того, щоб ряд Тейлора, коефi-
цiєнти якого задовольняють умови (3)–(5), збiгався в метрицi
L1, необхiдно i достатньо виконання умови (9). Це i є завер-
шенням доведення теореми.

Зауваження. Умови (4)–(5) називають умовами Боаса–
Теляковського. Вони є одними з найбiльш загальних умов на
коефiцiєнти тригонометричного ряду, при виконаннi яких да-
ний тригонометричний ряд буде рядом Фур’є сумовної функцiї.
Проте, вiдомi i менш загальнi умови, але зручнi для перевiрки,
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якi забезпечують iнтегровнiсть суми тригонометричного ряду.
Зокрема, одною з таких умов є умова квазiвипуклостi

∞∑
k=0

(k + 1)|∆2ck| <∞. (10)

Наслiдок. Нехай |Ψ′(eiθ)| ≤ 1 i послiдовнiсть {ck}∞k=0 за-
довольняє умови (3), (5) i (10). Тодi умова

ck ln k → 0, k →∞,

є достатньою для того, щоб ряд Фабера (8) збiгався до функцiї
(7) абсолютно i рiвномiрно всерединi областi G.

Теорема 2. Якщо контур Γ є спрямлюваною жордановою
кривою i, крiм того, виконується умова

∞∑
k=0

(k + 1)|∆2Fk(z)| <∞, ∀z ∈ G, (11)

то для того, щоб будь-яка аналiтична в G функцiя така, що

|f(z)| ≤ C, ∀z ∈ G

розкладалась всерединi областi G в рiвномiрно збiжний ряд
Фабера, достатньо, щоб

Fk(z) = o
( 1

ln k
)
. (12)

Доведення. Оскiльки для довiльного фiксованого z ∈ G
виконується |f(z)| ≤ C, то функцiя f(z) має майже скрiзь на Γ
кутовi граничнi значення, якi утворюють сумовну на Γ функ-
цiю. Тому, використовуючи представлення (2), маємо

|f(z)−
n∑
k=0

ckFk(z)| =
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=
∣∣∣∣ 1
2πi

∫
Γ

f(ζ)
ζ − z

dζ −
n∑
k=0

1
2πi

∫
|t|=1

f(Ψ(t))
tk+1

dt · Fk(z)
∣∣∣∣ =

=
1

2π

∣∣∣∣ ∫
|t|=1

f(Ψ(t))Ψ′(t)
Ψ(t)− z

dt−
n∑
k=0

∫
|t|=1

f(Ψ(t))
tk+1

dt · Fk(z)
∣∣∣∣ =

=
1

2π

∣∣∣∣ ∫
|t|=1

f(Ψ(t))
(

Ψ′(t)
Ψ(t)− z

−
n∑
k=0

Fk(z)
tk+1

)
dt

∣∣∣∣ ≤

≤ C
2π

∫
|t|=1

∣∣∣∣ Ψ′(t)
Ψ(t)−z

−
n∑
k=0

Fk(z)
tk+1

∣∣∣∣|dt|=C
2π∫
0

∣∣∣∣Ψ′(eiθ)eiθΨ(eiθ)−z
−

n∑
k=0

Fk(z)
ei(k+1)θ

∣∣∣∣dθ.
Вiдомо (див. [4, с. 362]), що коли границя Γ областi спрям-
лювана, то для довiльної z ∈ G функцiя Ψ′(eiθ)eiθ

Ψ(eiθ)
сумовна i

розкладається по θ в ряд Фур’є, тобто

S

[
Ψ′(eiθ)eiθ

Ψ(eiθ)− z

]
=
∞∑
k=0

Fk(z)
eikθ

.

Оскiльки коефiцiєнти цього ряду задовольняють умову
(11), то для збiжностi в метрицi L1 цього ряду (див. [5, 6]),
необхiдно i достатньо виконання умови (12). Тому ряд Фабера
(8) збiгається в кожнiй фiксованiй точцi z ∈ G, i залишилось
тiльки показати рiвномiрну збiжнiсть цього ряду на замкненiй
множинi F ⊂ G. Згiдно з принципом компактностi i теоремою
Вiталi (див. [7], роздiл 14 §1), достатньо показати рiвномiрну
обмеженiсть частинних сум ряду Фабера (8) на множинi F .∣∣∣∣ n∑

k=0

ckFk(z)
∣∣∣∣ =

1
2π

∣∣∣∣ n∑
k=0

Fk(z)
∫
|t|=1

f(Ψ(t))
tk+1

dt

∣∣∣∣ ≤
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≤ 1
2π

∣∣∣∣ ∫
|t|=1

f(Ψ(t))
n∑
k=0

Fk(z)
tk+1

dt

∣∣∣∣ ≤ C

2π

∫
|t|=1

∣∣∣∣ n∑
k=0

Fk(z)
tk+1

∣∣∣∣|dt| =

= C

2π∫
0

∣∣∣∣ n∑
k=0

Fk(z)
ei(k+1)θ

∣∣∣∣dθ. (13)

З результатiв А.М. Колмогорова [5] i С.О. Теляковського [6]
вiдомо, що необхiдною i достатньою умовою обмеженостi ча-
стинних сум ряду Фур’є в метрицi L1 є умова

Fk(z) = O

(
1

ln k

)
. (14)

Тому, оскiльки (14) випливає з (12), то останнiй iнтеграл в
(13) рiвномiрно обмежений при z ∈ F ⊂ G. Таким чином, по-
слiдовнiсть частинних сум ряду Фабера рiвномiрно обмежена.
Теорема 2 доведена.

Теорема 3. Нехай область G обмежена спрямлюваною
жордановою кривою Γ. Тодi ряд

∞∑
k=1

ckFk(z), z ∈ G,

де ck =
k∑
i=0
|Fi(z)|2

( k∑
i=0
|Fi(z)|

)−2, збiгається абсолютно i рiв-

номiрно всерединi областi G.
Доведення. Оскiльки Γ — спрямлювана жорданова крива,

то Ψ′(t) ∈ H1, а тому i Ψ′(t)
Ψ(t)−z ∈ H1. Враховуючи розклад

Ψ′(t)
Ψ(t)− z

=
∞∑
k=0

Fk(z)
tk+1

, z ∈ G, |t| > 1
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i нерiвнiсть Р. Вiтмана [8] для коефiцiєнтiв даного розкладу,
одержимо

∞∑
k=1

ck|Fk(z)| ≤ 66
∥∥∥∥ Ψ′(t)

Ψ(t)− z

∥∥∥∥
H1

= 66
∫
|t|=1

∣∣∣∣ Ψ′(t)
Ψ(t)− z

∣∣∣∣ |dt| ≤
≤ C

ρ(F,Γ)
, z ∈ F,

де ck =
k∑
i=0
|Fi(z)|2

( k∑
i=0
|Fi(z)|

)−2. Теорема 3 доведена.
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