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НЕОБХIДНI УМОВИ ЗБIЖНОСТI
В СЕРЕДНЬОМУ IНТЕГРАЛIВ
ФУР’Є СУМОВНИХ ФУНКЦIЙ

Отримано необхiднi умови в термiнах перетворень Фур’є для
збiжностi в середньому iнтегралiв Фур’є сумовних на R функцiй.

Нехай Lp(R) = Lp(−∞,∞), 1 ≤ p < ∞, — множина вимiрних
на дiйснiй осi R функцiй f(x), p-й степiнь модуля яких iнте-
гровний за Лебегом, з нормою

||f ||Lp(R) =

 ∞∫
−∞

|f(x)|p dx

 1
p

<∞,

а

c(x) =
1

2π

∞∫
−∞

f(t) e−ixtdt

— комплексне перетворення Фур’є функцiї f ∈ L1(R).
Покладемо

Sσ(f ;x) =

σ+1∫
−(σ+1)

c(s) eisxds,

де σ ≥ 1.
Будемо казати, що iнтеграл Sσ(f ;x) збiгається в середньому

до функцiї f(x), якщо при σ →∞
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||f − Sσ(f)||L1(R) → 0. (1)

Як загальноприйнято, через Eσ+1 позначимо сукупнiсть цi-
лих функцiй експоненцiального типу ≤ σ+ 1, через Bσ+1 — су-
купнiсть всiх цiлих функцiй f(z) ∈ Eσ+1, для яких sup

x∈R
|f(x)| <

<∞, а через W 2 — сукупнiсть вимiрних функцiй f(x), x ∈ R,
таких, що f(x)

1+|x| ∈ L2(R).
Метою даної роботи є знаходження умов, необхiдних для

виконання спiввiдношення (1).

Теорема 1. Нехай f(x) ∈ L1(R). Для виконання спiввiдно-
шення (1) необхiдно, щоб при σ →∞

σ∫
1

|c(t+ σ)|+ |c(−t− σ)|
t

dt→ 0. (2)

Теорема 2. Для обмеженостi iнтегралiв Sσ(f ;x) в про-
сторi L1 необхiдно, щоб

σ∫
1

|c(t+ σ)|+ |c(−t− σ)|
t

dt ≤ C.

Зауваження. В [1] доведено, що для збiжностi в серед-
ньому рядiв Фур’є

a0

2
+
∞∑
k=1

ak cos kx,
∞∑
k=1

ak sin kx

вiдповiдно до функцiй c(·) i s(·) з простору L1 необхiдно, щоб

lim
n→∞

n∑
k=1

|an+k|
k

= 0,
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де L1 — простiр 2π-перiодичних iнтегровних функцiй f(x) з

нормою ||f ||L1 =
2π∫
0

|f(x)|dx.

Теореми 1 i 2 є iнтегральними аналогами теореми 1 з [1].
Доведення теореми 1. Позначимо через

V σ
2σ(f ;x) =

∞∫
−∞

λσ(s) c(s) eisxds,

де

λσ(s) =


1, |s| ≤ σ + 1;
2σ+1−|s|

σ , σ + 1 ≤ |s| ≤ 2σ + 1;
0, |s| ≥ 2σ + 1.

Функцiю V σ
2σ(f ;x) можна представити у виглядi

V σ
2σ(f ;x) =

∞∫
−∞

f(x− t)Kσ(t)dt,

де

Kσ(t) :=
1

2π

∞∫
−∞

λσ(s)e−istds =
2 sin 3σ+2

2 t sin σ
2 t

πσt2
.

Легко бачити, що

∞∫
−∞

|Kσ(t)| dt ≤ C ln
3σ + 2
σ

<∞.

Очевидно, що
||f − Sσ(f)||L1(R) ≥

≥ ||V σ
2σ(f)− Sσ(f)||L1(R) − ||f − V

σ
2σ(f)||L1(R) . (3)
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Покажемо спочатку, що для будь-якої f ∈ L1(R) при σ →∞

||f − V σ
2σ(f)||L1(R) → 0.

Для функцiї f ∈ L1(R) iснує цiла функцiя gσ(f ; z) ∈ Eσ+1

така, що при σ →∞

∞∫
−∞

|f(x)− gσ(f ;x)|dx = inf
gσ(x)∈L1(R)

∞∫
−∞

|f(x)− gσ(x)|dx→ 0

[2, c. 61].
Оскiльки цiла функцiя експоненцiального типу, яка на дiйс-

нiй осi належить простору L1(R), обмежена на R [3, c. 184], то
gσ(f ; z) ∈ Bσ+1, а також gσ(f ;x) ∈W 2.

Згiдно з [3, с. 255]

V σ
2σ(gσ(f);x) ≡ gσ(f ;x). (4)

Використовуючи (4), оцiнимо норму

||f − V σ
2σ(f)||L1(R) ≤

≤ ||V σ
2σ(f)− gσ(f)||L1(R) + ||f − gσ(f)||L1(R) =

= ||V σ
2σ(f − gσ(f))||L1(R) + o(1) =

=

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

(f(x− t)− gσ(f ;x− t))Kσ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ dx+ o(1) ≤

≤
∞∫
−∞

|Kσ(t)|
∞∫
−∞

|f(x− t)− gσ(f ;x− t)| dxdt+ o(1)→ 0

при σ →∞.
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Нерiвнiсть (3) можна переписати у виглядi

||f − Sσ(f)||L1(R) ≥

≥ ||V σ
2σ(f)− Sσ(f)||L1(R) − ||f − V

σ
2σ(f)||L1(R) =

=

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

∫
σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
L1(R)

+ o(1). (5)

Оцiнимо перший доданок в (5).
Позначимо через S̃σ(f ;x) i Ṽ σ

2σ(f ;x) функцiї, спряженi до
функцiй Sσ(f ;x) i V σ

2σ(f ;x), вiдповiдно,

S̃σ(f ;x) = −i
σ+1∫

−(σ+1)

c(s)(signs)eisxds,

Ṽ σ
2σ(f ;x) = −i

∞∫
−∞

λσ(s)c(s)(signs)eisxds.

Далi, наступна рiвнiсть очевидна:

Ṽ σ
2σ(f ;x)− S̃σ(f ;x) =

= −i
∫

σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

c(s) (signs) eisxds.

Зауважимо, що функцiя c(x) неперервна на R [4, c. 371], а
тому справедливi спiввiдношення

d

dx
(V σ

2σ(f ;x)− Sσ(f ;x)) = i

∫
σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

sc(s)eisxds,



Необхiднi умови збiжностi . . . 139

d

dx

(
Ṽ σ

2σ(f ;x)− S̃σ(f ;x)
)

=

=
∫

σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

s c(s)(signs) eisxds,

d

dx
(V σ

2σ(f ;x)− Sσ(f ;x)) + i
d

dx

(
Ṽ σ

2σ(f ;x)− S̃σ(f ;x)
)

=

= 2i

2σ+1∫
σ+1

2σ + 1− s
σ

s c(s) eisxds. (6)

Застосуємо нерiвнiсть С.Н. Бернштейна [3, c. 190] для того,
щоб оцiнити норму виразу в правiй частинi (6)

2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

2σ+1∫
σ+1

2σ + 1− s
σ

s c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L1(R)

≤

≤ 2(2σ + 1)

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

∫
σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
L1(R)

,

тому ∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

∫
σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
L1(R)

≥

≥ 1
2σ + 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

2σ+1∫
σ+1

2σ + 1− s
σ

s c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L1(R)

. (7)

Аналогiчно, використовуючи рiвностi

d

dx
(V σ

2σ(f ;x)− Sσ(f ;x))− i d
dx

(
Ṽ σ

2σ(f ;x)− S̃σ(f ;x)
)

=
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= 2i

−(σ+1)∫
−(2σ+1)

2σ + 1 + s

σ
s c(s) eisxds,

одержимо∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

∫
σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
L1(R)

≥

≥ 1
2σ + 1

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
−(σ+1)∫
−(2σ+1)

2σ + 1 + s

σ
s c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
L1(R)

. (8)

Додавши двi попереднi нерiвностi (7) i (8), знайдемо∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

∫
σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
L1(R)

≥

≥ 1
2(2σ + 1)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
σ+1∫
1

σ2 − s2 + σ + s

σ
c(s+ σ)ei(s+σ)xds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L1(R)

+

+
1

2(2σ + 1)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
σ+1∫
1

σ2 − s2 + σ + s

σ
c(−s− σ)e−i(s+σ)xds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L1(R)

=

=: I1 + I2. (9)

Позначимо через Φ1
σ(s) функцiю

Φ1
σ(s) =

{
σ2−s2+σ+s

σ c(s+ σ), 1 ≤ s ≤ σ + 1,
0, для всiх iнших значень s.
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Тодi I1 з (9) можна записати у виглядi

I1 =
1

2(2σ + 1)

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

Φ1
σ(s)eisxds

∣∣∣∣∣∣ dx. (10)

Далi, через C будемо позначати абсолютнi додатнi сталi,
можливо, рiзнi в рiзних формулах.

Застосуємо теорему 4.2 з [5] для оцiнки (10)

I1 ≥
C

σ

∞∫
0

∣∣∣∣∣ ∞∫−∞
(
∞∫
−∞

Φ1
σ(s)eisxds

)
e−itxdx

∣∣∣∣∣
t

dt =

=
C

σ

∞∫
0

∣∣Φ1
σ(t)

∣∣
t

dt = C

σ+1∫
1

σ2 − t2 + σ + t

σ2t
|c(t+ σ)| dt =

= C

σ∫
1

|c(t+ σ)|
t

dt+ o(1), (11)

оскiльки при σ →∞

1
σ

σ∫
1

|c(t+ σ)| dt ≤ max
t∈[σ+1,2σ]

|c(t)| = o(1)

за теоремою Рiмана–Лебега [4, c. 369].
Аналогiчно, позначивши через Φ2

σ(s) функцiю

Φ2
σ(s) =

{
σ2−s2+σ+s

σ c(−s− σ), 1 ≤ s ≤ σ + 1,
0, для всiх iнших значень s,
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i застосувавши теорему з [5], одержимо

I2 = C

σ∫
1

|c(−t− σ)|
t

dt+ o(1). (12)

Об’єднуючи оцiнки (9), (11) i (12), встановимо нерiвнiсть:∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

∫
σ+1≤|s|≤2σ+1

2σ + 1− |s|
σ

c(s) eisxds

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
1

≥

≥ C
σ∫

1

|c(t+ σ)|+ |c(−t− σ)|
t

dt+ o(1). (13)

З (5) i (13) випливає твердження теореми 1.

1. Задерей П.В., Смаль Б.А. О сходимости в пространстве рядов Фу-
рье // Укр. мат. журн. — 2002. — T. 54, №5. — С. 639–646.

2. Тиман А.Ф. Теория приближения функций действительного пере-
менного. — М.: Гос. изд-во физ.-мат. лит., 1960. — 624 с.

3. Ахиезер Н.И. Лекции по теории аппроксимации. — М.: Наука,
1965. — 407 с.

4. Зигмунд А. Тригонометрические ряды: В 2 т. — М.: Мир, 1965. —
Т. 2. — 538 с.

5. Hille E., Tamarkin J.D. On the absolute integrability of Fourier
transforms // Fund. Math. — 1935. — V. 25. — P. 329–352.


