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Анотацiя

We consider the Laplace operator with Neumann boundary conditions

on a configuration space with Poisson measure over a bounded domain.

The spectrum of this operator is considered and a structure of its vacuum

space is studied. The corresponding spectral gap inequality is proved. The

applications of this results to study of the concentration properties of the

Poisson measure are presented.

Розглянемо обмежену область � у Rd , що задовольняє таким умо-

вам: 1) справедлива формула Гауса-Остроградського
R� (divw) (x) dx =R�� (w (s) ; �) dS для довiльного гладкого векторного поля w на �� (div —

дiвергенцiя у Rd , � — зовнiшня нормаль до границi �� областi �); 2) спра-

ведлива нерiвнiсть ПуанкареZ��f (x)� 1m (�) Z� f (x) dx�2 dx= Z� f 2 (x) dx� 1m (�) �Z� f (x) dx�2 � C Z� jrf j2 (x) dx;
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для довiльної гладкої функцiї f на �� (r — градiєнт у Rd); 3) нехайDN (�) — множина гладких функцiй на ��, що задовольняють умовi Не-

ймана на границi �� областi �, тодi оператор H = ���;DN (�)� є iсто-

тньо самоспряженим у L2 (�) (� — лапласiан у Rd).
Цi умови регулярностi областi та кускової гладкостi границi областi.

Вони виконуються, зокрема, якщо � — куля або куб у Rd .
Зауважимо, що оскiльки KerH = f
 2 Rg, тоPrKerH f = 1m (�) Z� f(x)dx;

а отже, при f 2 DN (�) внаслiдок рiвностiZ� jrf j2 (x) dx = Z�Hf(x) � f(x)dx;
нерiвнiсть Пуанкаре можна записати у виглядi «нерiвностi спектральної

щiлини»: Z� (f (x)� PrKerH f(x))2 dx � C Z�Hf(x) � f(x)dx= C Z�H (f (x)� PrKerH f(x)) (x) � (f (x)� PrKerH f(x))dx; f 2 DN (�);
це означає, що на множинi DN (�)T (KerH)? оператор H є строго дода-

тнiм (H � 1C ).

Розглянемо простiр конфiгурацiй над � (простiр всiх скiнченних пiд-

множин: �� = f
 � �j j
j <1g :
Будь-яку конфiгурацiю можна ототожнити с мiрою Радона на Rd : 
 =Px2
 "x, що дає змогу вести на просторi конфiгурацiй топологiю, iнду-

ковану топологiєю простору узагальнених функцiй D0, тобто топологiю,

у якiй вiдображення 
 7! h'; 
i = Px2
 ' (x) ; ' 2 D є неперервни-

ми
�D = C10 �Rd��. Зауважимо, що побудована за цiєю топологiєю бо-

релiвська �-алгебра є мiнiмальною �-алгеброю у якiй всi вiдображення
 7! h'; 
i є вимiрними.
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Простiр �� розкладається у диз’юктне об’єднання просторiв n�частин-

кових конфiгурацiй: �� = F1n=0 �(n)� , де �(n)� = f
 � �j j
j = ng ' f�n=Sn
(тут f�n — множина �n без дiагоналей, Sn — група перестановок).

Пуасонiвська мiра на �� визначається за формулою�� = e�m(�) 1Xn=0 1n!
mn;
де 
mn — образ мiри Лебега mn на �(n)� при iзоморфiзмi �(n)� ' f�n=Sn.

У просторi L2 (��) := L2 (��; ��) розглянемо щiльну множину цилiн-

дричних функцiй:FC1b (��;D) = �F (�) = gF (h'1; �i ; : : : ; h'N ; �i) ��'k 2 D; gF 2 C1b �RN �	 :
(1)

В роботi [1] побудована диференцiальна геометрiя на просторi кон-

фiгурацiй. Так, градiєнт функцiї F у точцi 
 визначається як елемент

дотичного простору T
 (��) (простору послiдовностей векторних полiв,

проiндексованих точками конфiгурацiї 
), такий щоr�F (
) = �rxF (
)�x2
 2 T
 (��) :
Оператор Лапласа визначється таким чином:��F (
) =Xx2
 �xF (
) :
Цей оператор на загальних цилiндричних функцiях не буде симетри-

чним. В роботi [2] знайденi необхiднi i достатнi умови симетричностi на

бiльш вузьких класах функцiй. Зокрема показано, що якщо ввести клас

функцiй, що задовольняють умовi Неймана, а самеFC1b ���;DN (�)� := �F 2 FC1b (��;D)j'k 2 DN (�)	 ;
то оператор H�� := ��� �FC1b (��;DN (�)) :
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буде образом одначастинкового оператора
���;DN (�)� пiд дiєю канонi-

чного iзоморфiзму Вiнера-Iто-Сiгала (див. [1]) мiж простором L2 (��; ��)
i фокiвським простором Exp �L2 (�)�, i отже, буде iстотньо самоспряже-

ним у L2 (��; ��). Бiльше того, оскiльки оператор
���;DN (�)� має лише

точковий спектр 0 = �1 < �2 � �3 � : : : ;
то i оператор H�� буде володiти цiєю властивiстю.

Перший результат цiєї статтi полягає в тому, що власний пiдпростiр

оператора H��, що вiдповiдає нульовому власному значенню, вже буде

нескiнченно вимiрним. Бiльш точно, справедливе таке твердження.

Твердження 1. Нехай KerH�� — (незамкнене) ядро незамкненого опе-

ратора H��. ТодiKerH�� = (F = 1Xn=0 
n��(n)� �����F 2 FC1b ���;DN (�)�) :
Для замикання цього ядра будемо використовувати те саме позначен-

ня. Очевидно, умовою того, що
P1n=0 
n��(n)� 2 L2 (��) є така нерiвнiсть:1Xn=0 
2n (m (�))nn! < +1:

Основна iдея доведення полягає в тому, що якщоF (�) = gF (h'1; �i ; : : : ; h'N ; �i) 2 FC1b ���;DN (�)� ;
то розглянувши для кожного n � 1 функцiюf (n) (x1; : : : ; xn) := gF  nXk=1 '1 (xk) ; : : : ; nXk=1 'N (xk)! = F (fx1; : : : ; xng) ;
дiстанемо, що вона задовольняє звичайнiй умовi Неймана як функцiя nd
змiнних на областi �n � Rdn .

Ядро KerH��, звичайно, не пусте. Наприклад, функцiя F (
) = e�j
j =eh�1;
i 2 FC1b ���;DN (�)� йому належить. Бiльше того, легко бачити, що

справедливий такий наслiдок Твердження 1:
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Наслiдок 2. Незамкнене ядро KerH�� має такий вид:KerH�� = f
 (j�j) j
 2 C1b (R)g :
Очевидно, що для всiх F 2 KerH�� виконується, що r�F (
) = 0,

отже, взагалi кажучи, нерiвнiсть Пуанкаре, тобто нерiвнiсть видуZ�� �F (
)� Z�� F (
)d�� (
)�2 d�� (
) � 
onst:Z�� ��r�F (
)��2T
(�) d�� (
) ;
не може бути вiрною на просторi ��, оскiльки якщо F 2 KerH��, то

права частина рiвна 0, але F не обов’язково тотожно стала.

Знайдемо проекцiю довiльної цилiндричної функцiї F на ядро.

Твердження 3. Нехай F 2 FC1b (��;D), i позначимо проекцiю F наKerH�� через PrKerH�� F . ТодiPrKerH�� F (
) = 1Xn=0 ��(n)� (
) 1(m (�))n Z�n F (fx1; : : : ; xng) dx1 : : : dxn:
Це випливає з того факту, що якщо H(n) — це n-частинковий опера-

тор Лапласа на функцiях у �n, якi задовольняють граничним умовам

Неймана, тоPrKerH(n) f (n) = 1(m (�))n Z�n f (n) (fx1; : : : ; xng) dx1 : : : dxn
Добре вiдомо, що нерiвнiсть Пуанкаре має наступну мультиплiкативну

властивiсть (див., напр., [3]):

Твердження 4. Нехай f (n) — симетрична гладка функцiя на ��n. Тодi

справедлива нерiвнiсть Пуанкаре (i константа C не залежить вiд n):Z�n �f (n) (x1; : : : ; xn)� 1(m (�))n Z�n f (n) (x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn�2 dx1 : : : dxn� C Z�n ���r(n)f (n)���2 (x1; : : : ; xn) dx1 : : : dxn:
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Звiдси ми дiстанемо нерiвнiсть спектральної щiлини на просторi кон-

фiгурацiй ��.

Теорема 5. Для довiльної функцiї F 2 FC1b (��;D) справедлива нерiв-

нiсть спектральної щiлиниZ�� jF (
)� PrKerH�� F (
)j2 d�� (
) � C Z�� ��r�F (
)��2T
(�) d�� (
) : (2)

Для доведення слiд переписати лiву частину (2), використовуючи Твер-

дження 3 та на кожному �(n)� використати Твердження 4.

Зауваження 6. Нерiвнiсть (2) справдi є нерiвнiстю спектральної щiлини,

оскiльки (див. [2])Z�� ��r�F (
)��2T
(�) d�� (
) = Z�� H��F (
) � F (
)d�� (
)
для всiх F 2 FC1b ���;DN (�)�.
Зауваження 7. З властивостi проекцiї випливає, щоZ�� jF (
)� PrKerH�� F (
)j2 d�� (
)= Z�� F 2 (
) d�� (
)� Z�� (PrKerH�� F (
))2 d�� (
) :
Оскiльки Z�� PrKerH�� F (
) d�� (
) = Z�� F (
) d�� (
) ;
то за нерiвностю Кошi-Буняковського маємо:Z�� jF (
)� PrKerH�� F (
)j2 d�� (
)� Z�� �F (
)� Z�� F (
) d�� (
)�2 d�� (
) ;
i отже, ми бачимо, що нерiвнiсть Пуанкаре бiльш сильна, нiж нерiвнiсть

спектральної щiлини.
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Перейдемо тепер до концентрацiйних властивостей мiри Пуасона.

Теорема 8. Нехай F 2 FC1b (��;D). Тодi для довiльного r > 0�� f
 2 �� jF (
) � PrKerH�� F (
) + rg� e�m(�) �exp�� rKM + 1�+ exp�� rM + 4�� ;
де K = K(C) > 0;M = M(F ) > 0.
Доведення. Нехай m� (dx) := m(dx)m(�) i нехай mn� := (m�)n. Нехай F =gF (h'1; �i ; : : : ; h'N ; �i) 2 FC1b (��;D). ПокладемоNXj=1 sup(y1;:::;yN )2RN �����gF�qj (y1; : : : ; yN)���� supx2Rd jr'j (x)j =: M < +1:
Звiдси, для довiльного n � 1 маємо:supx1;:::;xn2Rd nXi=1 jrxiF (fx1; : : : ; xng)j2 � nM2;supx1;:::;xn2Rd max1�i�n jrxiF (fx1; : : : ; xng)j �M:
Отже, використовуючи концентрацiйнi властивостi продакт-мiри (див.,

наприклад, Corollary 4.6 в [3]) маємо:mn��(x1; : : : ; xn) 2 Rdn ����f (n) (x1; : : : ; xn) � Z�n f (n)dmn� + r�� exp�� 1K min� rM ; r2nM2�� ;
де K залежить лише вiд C.

Звiдси для r > 0�� f
 2 �� jF (
) � PrKerH�� F (
) + rg� e�m(�) 1Xn=1 1n! exp�� 1K min� rM ; r2nM2��
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= e�m(�) [ rM ℄Xn=1 1n! exp�� rKM �+ e�m(�) 1Xn=[ rM ℄+1 1n! exp�� r2nKM2�� exp�� rKM + 1�m (�)�+ e�m(�) 1Xn=[ rM ℄+1 1n! exp �� rM �2nK ! :
Оскiльки 1Xn=[ rM ℄+1 1n! exp h rM i� � rM �2nK ! � 1Xn=[ rM ℄+1 1n!en < ee;
то 1Xn=[ rM ℄+1 1n! exp �� rM �2nK ! � exp�e� h rM i� < exp�4� rM � :

Наведемо ще одне твердження про концентрацiйнi властивостi пуа-

сонiвської мiри. Для цього спочатку визначимо так звану метрику Вас-

серштейна на просторi �� (бiльш детально див. у [4]): для 
1; 
2 2 ��
покладемо � (
1; 
2) = +1; якщо j
1j 6= j
2j та� (
1; 
2) = inf�2Snvuut nXk=1 ��xk � y�(k)��2;
якщо j
1j = j
2j = n; 
1 = fxkg ; 
2 = fykg. В роботi [4] показано, що

якщо функцiя F 2 L2 (��) є �-лiпшицевою, то iснує таке число N(F ),
що
��r�F (
)��T
(�) � N (F ) ��-м.с.

Теорема 9. Нехай F — �-лiпшецева функцiя на ��, причому N (F ) � 1.
Тодi для всiх j�j < 2pC маємоZ�� e�(F (
)�PrKerH�� F (
))d�� (
) � 2 +pC�2�pC�:
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Зокрема, якщо 0 < � < 2pC , то�� (f
 2 �� jjF (
)� PrKerH�� F (
)j � rg) � 4 + 2pC�2�pC� e��r:
Доведення. Застосуємо нерiвнiсть Пуанкаре на �n до функцiї e f(n)2 . Дi-

станемо:Z�n ef (n)dmn� ��Z�n e f(n)2 dmn��2 � C4 Z�n ef (n) ���r(n)f (n)���2 dmn�� C4 �Nn �f (n)��2 Z�n ef (n)dmn�;
деNn �f (n)� = supn sup�n ��r(n)f (n)�� :Очевидно, що,Nn ��f (n)� = j�jNn �f (n)�.
Далi, Nn �f (n)� � N (F ) � 1. Звiдси (див. Proposition 2.12 у [3]) для всiхj�j < 2pC Z�n e�(f (n)�R�n f (n)dmn�)dmn� � 2 +pC�2�pC�:
Отже, Z�� e�(F (
)�PrKerH�� F (
))d�� (
)� e�m(�) 1Xn=0 1n! (m (�))n 2 +pC�2�pC� = 2 +pC�2�pC�:
Зокрема, якщо 0 < � < 2pC , то для довiльного r > 0 за нерiвнiстю

Чебишова маємо:�� (f
 2 �� jjF (
)� PrKerH�� F (
)j � rg)� 2R�� e�(F (
)�PrKerH�� F (
))d�� (
)e�r � 4 + 2pC�2�pC� e��r:
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та концентрацiйнi властивостi пуасонiвської мiри

Анотацiя

В роботi розглянуто оператор Лапласа з граничними умовами Не-

ймана на просторах конфiгурацiй з пуасонiвською мiрою над обмеже-

ною областю. Вивчено спектр цього оператора та структура вакуумного

простору. Доведено нерiвнiсть спектральної щiлини. Цi результати за-

стосованi для дослiдження концентрацiйних властивостей пуасонiвської

мiри.

D. L. Finkelshtein

Spectral gap inequality on configuration spaces and the

concentration properties of the Poisson measure

Анотацiя

We consider the Laplace operator with Neumann boundary conditions

on a configuration space with Poisson measure over a bounded domain.

The spectrum of this operator is considered and a structure of its vacuum

space is studied. The corresponding spectral gap inequality is proved. The

applications of this results to study of the concentration properties of the

Poisson measure are presented.


