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ОБ ОБОБЩЕННО ОДНОРЯДНЫХ КОЛЬЦАХ 

Ю. А. Дрозд 

Доказывается равносильность условий: (1) кольцо А обоб­
щенно однорядно (не обязательно артиново); (2) всякий конеч-
нопредставимый А-модуль — полуцепной; (3) А полусовершен­
но и проективное накрытие каждого неразложимого конечно-
представимого модуля неразложимо. Библ. 9 назв. 

Обобщенно однорядные артиновы кольца ввел в рас­
смотрение Накаяма [1], который доказал, что всякий мо­
дуль над таким кольцом разлагается в прямую сумму цеп­
ных *). Л. А. Скорняков [2] установил, что и наоборот, 
выполнение последнего условия уже для одних правых 
модулей влечет артиновость и обобщенную однорядность. 
В. В. Кириченко [3], отказавшись от условия артиновости, 
показал, что в классе нетеровых справа колец обобщенно 
однорядные кольца характеризуются тем, что все конеч-
нопорожденные правые модули над ними — полуцепные. 

В настоящей работе мы рассмотрим кольца без всяких 
ограничений конечности и докажем следующий основной 
результат. 

ТЕОРЕМА. Следующие условия равносильны: 
(1) кольцо А обобщенно однорядно; 
(2) всякий конечнопредставимый [4] правый А-модуль — 

полуцепной; 
(2') всякий конечнопредставимый левый А-модуль — 

полуцепной; 
*) Следуя [2], цепным назовем модуль, структура подмо­

дулей которого линейна, а полуцепным — прямую сумму цепных 
модулей. Если правый (левый) регулярный Л-модуль — полу­
цепной, назовем кольцо А праворядным (леворядным). Кольца, 
одновременно . право- и леворядные, называются обобщенно од­
норядными. 
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(3) А полусовершенно [5] и проективное накрытие каж­
дого неразложимого А-модуля {как правого, так и левого) 
неразложимо. 

Существует много примеров ненетеровых обобщенно 
однорядных колец (например, все кольца нормирования 
[4], их факторкольца, кольца матриц над ними и т. п.). 
Следующий пример показывает, что для них в теореме, 
вообще говоря, нельзя заменить конечнопредставимость 
конечнопорожденностью. 

Пусть В — кольцо р-целых чисел (т. е. рациональных 
чисел, знаменатели которых не делятся на фиксированное 
простое число р), А — кольцо треугольных матриц вида 

а 0 \ 
с ъ) ( Ь Е В ; а,с6SQ). 

Легко проверить, что оно обобщенно однорядно [3]. Пусть 
Р — двумерное векторное пространство над полем рацио­
нальных чисел Q, рассматриваемое как правый А -модуль 
(очевидно, проективный и циклический). Построим, сле­
дуя [6, § 32в], неразложимую абелеву группу без круче­
ния G ранга п, р-ранга п — 1 и g-ранга п при q =£= р. 
Последнее обеспечивает возможность рассматривать G как 
Б-подмодуль в Qn. Поэтому в правом Л-модуле Рп = Qn © 
ф Qn есть подмодуль N = G © 0. Обозначим М = Pn/N. 
Очевидно, N CZ rad Рп, значит, Рп — проективное накры­
тие М. Если модуль М разложим: М = Мг © М2, то из 
[5] следует, что Рп = Рг © Р2, а N = N± © N2, где Р , — 
проективное накрытие Mt, a Nt = Pt f| N. Но из нераз­
ложимости G следует неразложимость JV, а из N (Z Pt 
следует Pt = Рп, поскольку G — ранга п. Значит, М — 
неразложимый, конечнонорожденныи, но не цепной мо­
дуль. 

Отметим еще, что кольцо А — нетерово слева. Поэ­
тому наш пример показывает также, что в основной тео­
реме работы [2] пункт (в) в общем случае неверен. Воз­
можно, он имеет место для колец, полных в топологии, 
определенной степенями радикала. 

Переходя к доказательству теоремы, заметим, прежде 
всего, что конечнонорожденныи цепной модуль содержит 
ровно один максимальный подмодуль. Поэтому из резуль­
татов [7] следует, что если регулярный левый или пра­
вый Л-модуль — полуцепной, то кольцо А — полусо-
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вершенно. Это позволяет в дальнейшем считать все коль­
ца полусовершенными. 

Для вычисления конечнопредставимых модулей мы 
воспользуемся способом, предложенным Ауслендером [8]. 
Именно, всякий конечнопредставимый А -модуль изомор­
фен коядру некоторого гомоморфизма /: Р -> Q, где Р и 
Q — конечнопорожденные проективные ^[-модули. Кро­
ме того, из полусовершенности вытекает, что если 
Ker/ CZ rad P, a Jm / С rad Q, то /определеноднозначно, 
с точностью до автоморфизмов модулей Р HQ [5]. Раз-

п 
лагая Р и Q в прямую сумму неразложимых: Р = ф Pj, 

3=1 
т 

Q — © Qii м ы получаем возможность отождествлять гомо-
i = l 

морфизмы / с матрицами вида 
/ /И /12 . . . / l n \ 

I /21 /22 . . . / 2 п 1 

\ 'ml 'т2 ' * * /тп I 

где ftj ЕЕ Нотл (PJ, Qt)- Для краткости мы будем называть 
неразложимые проективные модули главными. 

ЛЕММА 1. Для полусовершенного кольца А следую­
щие условия равносильны: 

(1) А праворядно (леворядно); 
(2) для любой пары гомоморфизмов правых (левых) 

главных А-модулей ft: Pt -> P (i = 1, 2) разрешимо одно 
из уравнений /х = f2x или /2 = fxy (здесь, конечно, х ЕЕ 
G H o m A ^ i , P2), a l / E H o m A ( P 2 , Рг)\ 

(3) для любой пары гомоморфизмов левых (правых) 
главных А-модулей ft: P -> Pt(i = 1, 2) разрешимо одно 
из уравнений Д = xf2 или /2 = yfv 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1)=^ (2). Если А право­
рядно, то либо I m / i C l m / 2 , либо Im /2 С Im /1} а тогда 
разрешимость уравнения /х = f2x или /2 = fxy следует из 
проективности Рг и Р2. 

(2) =Ф (1). Если А не праворядно, в некотором главном 
правом А -модуле Р найдутся подмодули Мг и М2 и эле­
менты ах ЕЕ Мг \ 1 а и fl2 G I 2 \ Мх. Тогда для неко­
торых примитивных идемпотентов ех и е2 кольца А а1е1 ЕЕ 
е Мх \ М2 и а2е2 £ l 2 \ Мх. Обозначим Pj = е{А, 
a /ji Рг -+ Р — гомоморфизмы, переводящие et в а ^ . 
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Поскольку Im fx ф Im /2, a Im /2 ф Im Д, оба уравнения 
/х = /2 # и /2 == /xz/ неразрешимы. 

(2) 44* (3) следует из двойственности между категори­
ями конечнопорожденных проективных правых и левых 
Л-модулей, которая осуществляется функтором НОША (-,А). 

С л е д с т в и е . Праворядность, леворядность, обоб­
щенная однорядностъ суть 3-минорные свойства в смысле 
[9]. Иными словами, кольцо А обладает этими свойствами 
тогда и только тогда, когда им обладают все кольца вида 
еАе, где е — сумма не более чем трех примитивных орто­
гональных идемпотентов из А. 

ЛЕММА 2. Если полусовершенное кольцо А не лево-
рядно, то существует конечнопредставимый неразложимый 
правый А-модуль М с разложимым проективным накры­
тием. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 1, если А не лево-
рядно, то найдется пара гомоморфизмов главных правых 
^4-модулей ft: P-*Pt (i = 1, 2) таких, что уравнения 
fx = xf2 и /2 = yfx неразрешимы. Пусть /: Р ->• Рг © Р2 = 

= Q — гомоморфизм, задаваемый матрицей I , I. Поско­
льку fi — не изоморфизмы, Im / С rad Q, а так как 
fi Ф^О, то Кег / С rad Р. Положим М = Сокег /. Тогда 
Р (М) = Q, а если М разложим, найдутся автоморфизмы 

а: Р-^Р и p.- Q->Q такие, что р/<* = ( 0 |илиР/а = ( J 
где gi е= НОША (Р, Pi)- Предположим, что р задается 
матрицей 

/ P u Pii \ 
U21 %ъГ Р„еНотА(Р , ,Р | ) . 

Тогда, например, Р21/1 + P22/2 = 0 . Но либо р21, либо р22 — 
изоморфизм, а тогда одно из уравнений /х = xf2 или 
/2 = yfx разрешимо. Полученное противоречие и доказы­
вает лемму. 

Из леммы 2 сразу следует импликация (3) =£> (1) ос­
новной теоремы. Далее, если выполнено условие (2), то 
А автоматически праворядно, а по лемме 2 оно и леворяд-
но (так как построенный модуль М — не цепной). Итак, 
(2) =4> (1), и, аналогично, (2') =^ (1). Заметим также, что 
если выполнены одновременно условия (1) и (3), то, ко­
нечно, выполняются (2) и (2'), так как фактормодули цёп-
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ного модуля сами цепные. Таким образом, остается до­
казать (1) =^(3). Ввиду сказанного выше, это вытекает из 
следующей «леммы об элементарных делителях». 

ЛЕММА 3. Пусть А — обобщенно однорядное кольцо, 
Pj (j — 1 , . . ., п) и Qi (i = 1 , . . ., т) — главные 

n m 
А-модули, Р = © Pj, Q = 0 Qb /: Р ->- Q — гомомор-

3=1 г = 1 
физм, задаваемый матрицей (ftj) (ftj ' Pj-+Qi). Тогда 
существуют такие автоморфизмы ос: Р -> Р и |5: @ ->• 
->- (?, что р/а = (gij) — «диагональная матрица», т. е. 
при подходящей нумерации модулей Qt и Pj, gtj = 0 при 

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по 
т -]- п. База индукции, т -\- п = 2 , тривиальна. Пред­
положим, что для меньших значений т + п лемма уже 
доказана. Тогда, отбрасывая последнюю строку матрицы 
/, мы можем привести оставшуюся часть к диагональному 
виду, т. е. считать, что 

' / и 0 . . . О 
О /2 2 . . . О /н 

k 'ml ' m2 * * * 'т 

Если для какого-то / разрешимо уравнение fmj =xfjj, 
то, применяя автоморфизм Q, задаваемый матрицей Е — 
xemj (здесь Е — единичная матрица, etj — матричные еди­
ницы), мы сделаем /т7- = 0 и сможем воспользоваться ин­
дукционным предположением. В противном случае, по 
лемме 1, найдутся ху. Qm-^Qj такие, что fjj = Xjfmj 
для всех /. Кроме того, из леммы 1 следует, что найдется 
номер к такой, что fmj = /тйг/7для всех / Ф к. Но тог­
да, применяя автоморфизмы модулей Р и Q, мы приведем 
/ к виду 

О 

k o . . . o / w t o . . . o , 

и вновь сможем воспользоваться предположением индукции. 
Это завершает доказательство леммы 3, а вместе с ней и 
основной теоремы. 

З а м е ч а н и е , Поскольку условие (3) основной тео­
ремы следует из заключения леммы 3, это заключение 
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дает еще одну характеристику обобщенно однорядных ко­
лец (в классе полусовершенных). 

Приведем в заключение пример, показывающий, что 
в основной теореме действительно нужно требовать вы­
полнения условия (3) как для правых, так и для левых 
модулей. Пусть А — подалгебра в алгебре 3 X 3-матриц 
над полем К с базисом {еп, е12, е13, е22, е33}. Она не право-
рядна, так как в главном правом модуле епА есть два 
минимальных подмодуля: Ке12 и Ке13. Однако элементар­
ное вычисление показывает, что все неразложимые А-мо-
дули — это епА, е22А, е33А, епА/е12К, епА/е13К и е1гА/ 
1{е12К + е13К), т . е . условие (3) для правых модулей 
выполнено. 
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