
30 березня 2018

Вправа 1

Визначимо спуск пари морфiзмiв (α, β), де α : A → B, β : A → C, як
фактормодуль D прямої суми B⊕C за пiдмодулем { (αa,−βa) | a ∈ A }.
Визначимо α′ : C → D i β′ : B → D як композицiю, вiдповiдно, занурень
C → B ⊕ C i B → B ⊕ C з стандартною сюр’єкцiєю B ⊕ C → D.

Доведiть, що дiаграма

A
α //

β
��

B

β′

��

C
α′

// D

є комутативною, тобто α′β = β′α, i для кожної пари гомоморфiзмiв
(α′′, β′′), де α′′ : C → M, β′′ : B → M , такої, що α′′β = β′′α, iснує
єдиний гомоморфiзм γ : D → M такий, що α′′ = γα′ i β′′ = γβ′.

Перевiрте, що якщо α — монiк, то й α′ також монiк.

Вправа 2

Модуль Q зветься iн’єктивним, якщо для кожного монiка α : A → B i
кожного гомоморфiзму β : A → Q iснує його продовження на B, тобто

такий гомоморфiзм β̃ : Q → B, що β = β̃α. «Дiаграмно» це зображується
так:

A // α //

β

��

B

β̃
xx

Q

Доведiть, що модуль Q є iн’єктивним тодi й лише тодi, коли кожен монiк
α : Q ֌ A має лiвий обернений, тобто такий α′ : A → Q, що α′α = 1Q.
Iнакше: якщо Q є пiдмодулем в A, у нього завжди є доповнення, тобто
такий пiдмодуль A′, що A = Q⊕A′.

Порада: Скористайтеся конструкцiєю спуску.
Доведiть також, що якщо F : R-Mod

∼
→ S-Mod — еквiвалентнiсть

категорiй, а R-модуль Q iн’єктивний, то S-модуль FQ також iн’єктивний.

Вправа 3

Нехай задано набiр модулiв {Ak | k ∈ I } (множина iндексiв I може бути
нескiнченною). Доведiть, що наступнi умови рiвносильнi:

(1) Модуль A iзоморфний прямому добутку
∏

k∈I Ak.
(2) Iснує iзоморфiзм функторiв

Hom(_, A)
∼
→

∏

k∈I

Hom(_, Ak).

(3) Iснують морфiзми ik : Ak → A i pk : A → Ak такi, що ikpk = 1k,
ikpj = 0 при j 6= k i для кожного набору {αk | αk : B → Ak }
iснує єдиний морфiзм α : B → A такий, що αk = pkα для всiх k.
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6 квiтня 2018

Вправа 4

Доведiть друге твердження з леми про 4 морфiзми:
Якщо у комутативнiй дiаграмi з точними рядками

M1

α1 //

γ1

��

M2

α2 //

γ2

��

M3

α3 //

γ3

��

M1

γ4

��

N1
β1

// N2
β2

// N3
β3

// N4

γ2 i γ4 — монiки, а γ1 — епiк, то γ3 — монiк.

Вправа 5

Доведiть, що послiдовнiсть 0 → M1
α
−→ M2

β
−→ M3 є точною тодi й лише

тодi, коли для кожного модуля N точною є послiдовнiсть

0 → Hom(N,M1)
α·
−→ Hom(N,M2)

β·
−→ Hom(N,M3)

Вправа 6

Доведiть, що функтор F : A-Mod → B-Mod є точним злiва тодi й лише

тодi, коли для кожної точної послiдовностi 0 → M1
α1−→ M2

α2−→ M3

точною є послiдовнiсть 0 → FM1
Fα1−−→ FM2

Fα2−−→ FM3.

Вправа 7

Кажуть, що пара функторiв (F,G), де F : A-Mod → B-Mod i G :
B-Mod → A-Mod, є спряженою, якщо iснує iзоморфiзм бiфункторiв

HomA(M,GN) ≃ HomB(FM,N) де M ∈ A-Mod, N ∈ B-Mod.

Кажуть також, що G — правий спряжений до F , а F — лiвий спряжений

до G. Доведiть, що тодi функтор F є точним справа, а G — точним злiва.
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20 квiтня 2018

Вправа 7

Доведiть, що категорiя скiнченнопороджених модулiв над скiнченним
кiльцем є напiвлокальною.

Адитивна категорiя C зветься цiлком адитивною (або карубiєвою),
якщо для кожного iдемпотента e ∈ EndM в нiй iснує об’єкт M1 та мор-
фiзми i1 : M1 → M, p1 : M → M1 такi, що p1i1 = 1M1

. Оскiльки 1− e —
теж iдемпотент, одержимо дiаграму прямої суми

M1

i1
++ M

p1

kk
p2

33 M2

i2
ss

Вправа 8

Нехай C — цiлком адитивна категорiя i в нiй M⊕X ≃ N⊕Y , де об’єкти
M,N локальнi. Доведiть, що тодi або M ≃ N i X ≃ Y , або X ≃ N ⊕
X ′, Y ≃ M ⊕ Y ′, де X ′ ≃ Y ′.

Порада: Доведiть спочатку, що якщо iзоморфiзм M ⊕X → N ⊕ Y

задається такою матрицею
(

α β
γ δ

)
, що α — iзоморфiзм, то X ≃ Y .

Вправа 9

Доведiть, що кожен лiвий або правий нiль-iдеал (тобто iдеал, всi елемен-
ти якого нiльпотентнi) мiститься у радикалi.

Вправа 10

Нехай α : M → N . Позначимо ᾱ iндукований ним гомоморфiзм M/ radM →
N/ radN . Доведiть, що α епiк тодi й лише тодi, коли ᾱ епiк.

Вправа 11

Цоколем socM модуля M зветься сума його простих пiдмодулiв (0, якщо
таких немає). Доведiть, що

(1) α(socM) ⊆ socN для кожного гомоморфiзму α : M → N .
(2) socA — двостороннiй iдеал i (socA)M ⊆ socM .

Зауважимо, що можливо socA 6= socAop.
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27 квiтня

Вправа 12

(Усi модулi тут — скiнченної довжини.)
Доведiть, що

(1) Якщо N — пiдмодуль M , то ℓ(M) = ℓ(N) + ℓ(M/N).
(2) Якщо 0 → M1 → M2 → · · · → Mn → 0 — точна послiдовнiсть,

то
∑n

i=1(−1)iℓ(Mi) = 0.

Вправа 13

Доведiть, що якщо модуль M є напiвпростим, то radM = 0.

Вправа 14

Доведiть, що артiнове кiльце A є напiвпростим тодi й лише тодi, коли
radA = 0. Наведiть приклад, що без умови артiновостi це невiрно.

Вправа 15

Доведiть, що якщо U — простий пiдмодуль в M , то або у нього є пряме
доповнення, або U ⊆ radM (нiколи не одночасно). Виведiть звiдси, що
якщо U — мiнiмальний iдеал артiнова кiльця, то або U2 = 0, або U = Ae,
де e — iдемпотент.
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12 травня

Вправа 16

Нехай i — вiд’ємна вершина сагайдака Γ, V — зображення цього сагай-
дака, яке не має прямих доданкiв Ei.

(1) dim(S−

i V ) = σi(dimV ).

(2) S−

i V не має прямих доданкiв Ei.
(3) S+

i S
−

i V ≃ V .

(4) Якщо V нерозкладне, таким є й S−

i V i навпаки.

Вправа 17

Нехай Γ — сагайдак типу An, тобто, без урахування орiєнтацiї, має
вигляд

1 2 . . . (n − 1) n

(1) Доведiть, що всi додатнi коренi його форми Тiтса — це

qkl =
∑l

i=k ei, де 1 6 k 6 l 6 n (qkk = ek).
(2) Який вигляд має нерозкладне зображення Vkl таке, що

dimVkl = qkl ?

Вправа 18

Знайдiть додатнi коренi форми Тiтса сагайдака D4, тобто, без урахува-
ння орiєнтацiї,

3

1 2

♦♦♦♦♦♦

❖❖
❖❖

❖❖
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Побудуйте вiдповiднi нерозкладнi зображення.

Вправа 19

Нехай i — додатна вершинп сагайдака Γ, V i W — його зображення, якi
не мiстять прямих доданкiв Ei. Доведiть, що Hom(V,W ) ≃ Hom(SiV, SiW ).

Порада: Перевiрте, що S−

i S
+
i φ = φ (при ототожненнi V i W з

S−

i S
+
i V i S−

i S
+
i V ).
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