
1. Компактнi групи

Означення 1.1. Топологiчна група — це топологiчний простiр G, на
якому визначена структура групи, тобто асоцiативна операцiя (яка за-
звичай зветься множенням) m : G×G → G, (a, b) 7→ ab, яка задовольняє
аксiомам групи, причому вiдображення m : G × G → G i inv : G →
G, inv(a) = a−1 є неперервними.

Надалi ми завжди вважаємо, що простiр G є гаусдорфовим. Вiдомо,
що для цього достатньо, щоб множина {a} була замкненою для якогось
елемента a. Дiйсно, якщо {a} замкнене, то й {1} замкнене, а тодi про-
образ {1} при неперервному вiдображеннi G × G → G, (x, y) 7→ x−1y,
яке є диагоналлю { (x, x) | x ∈ G } теж замкнений. А це рiвносильно га-
усдорфовостi.

Якщо простiр G є компактним (локально компактним), кажуть, що G
— компактна група (локально компактна група).

Важливим для теорiї зображень є наступний факт, який ми наводимо
без доведення.

Теорема 1.2. На компактнiй групi G iснує iнварiантна борелiвська мi-
ра, тобто така мiра µ, визначена на всiх борелiвських пiдмножинах,
що µ(aB) = µ(Ba) для довiльної борелiвської множини B i довiльного
елемента a ∈ G. Ця мiра визначена з точнiстю до множника.

Така мiра зветься мiрою Гаара. Зазвичай iї нормують так, щоб
µ(G) = 1 (i ми завждi дотримуємося цiєї умови).

Очевидно, тодi, зокрема, для довiльної неперервної функцiї f на такiй
групi ∫

G

f(x)dµ(x) =

∫

G

f(ax)dµ(x) =

∫

G

f(xa)dµ(x).

Ця величина зветься усередненням функцiї f(x) по групi G.
З єдиностi мiри Гаара випливає, що вiдображення g 7→ g−1 зберiгає

цю мiру, звiдки також∫

G

f(x−1)dµ(x) =

∫

G

f(x)dµ(x).

Надалi компактну групу ми завжди розглядаємо разом з нормованою
мiрою Гаара µ i замiсть dµ(x) пишемо dx.

Приклад 1.3. (1) Якщо група G скiнченна (тодi її топологiя дис-
кретна), мiра Гаара визначається рiвнiстю µ(x) = 1/#(G) для
кожного елемента x. Усереднення функцiї f(x) тодi має вигляд

1

#(G)

∑

x∈G
f(x).

(2) Звичайна мiра Лєбеґа на колi є мiрою Гаара, якщо коло розгляда-
ти як групу кутiв. Для нормування її треба подiлити на довжину
кола.
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2. Зображення топологiчних груп

Нехай G — топологiчна група, V — топологiчний векторний простiр
над полем комплексних чисел.1 Зображення ρ : G → GL(V ) звется непе-
рервним, якщо вiдображення G× V → V, (g, v) 7→ ρ(g)v є неперервним.
Зокрема, у цьому випадку кожен оператор ρ(g) є неперервним, а кожна
функцiя g 7→ ρ(g)v при фiксованому v є також неперервною. Якщо V —
нормований простiр, зображення ρ зветься обмеженим, якщо всi опере-
тори ρ(g) є неперервними (тобто обмеженими) i їхнi норми обмеженi у
сукупностi.

Лема 2.1. Якщо зображення топологiчної групи G у нормованому про-
сторi V є обмеженим i функцiя g 7→ ρ(g)v є неперервною при кожному
v ∈ V , то це зображення неперервне.

Доведення. Нехай ‖ρ(g)‖ < N для всiх g ∈ G, (x, v) ∈ G× V . Iснує окiл
U елемента g в групi G такий, що ‖ρ(x)v − ρ(y)v‖ < ε. Якщо y ∈ U , а
‖v − u‖ < ε/N , то

‖ρ(x)v − ρ)y)u‖ 6 ‖ρ(x)v − ρ(y)v‖ + ‖ρ(y)v − ρ(y)u‖ 6 ε+N · ε/N = 2ε,

тобто вiдображення G× V → V, (g, v) 7→ ρ(g)v є неперервним. �

Якщо V — гiльбертiв простiр, а всi оператори ρ(g) унiтарнi, зображен-
ня ρ зветься унiтарним. Звичайно, унiтарне зображення завжди обмеже-
не. Тому для його неперервностi необхiдно й достатньо, щоб при кожно-
му v вiдображення G → V, g 7→ ρ(g)v було неперервним. Ми позначаємл
множину унiтарних операторiв у просторi V через U(V ).

Якщо група G компактна, обмеження унiтарностi не є iстотним, як
показує наступне твердження.

Теорема 2.2. Нехай ρ : G → L(V ) — неперервне зображення компа-
ктної групи G у гiльбертовому просторi V . Iснує такий скалярний до-
буток 〈u, v 〉 у просторi V , що всi оператори ρ(g) є унiтарними вiдносно
цього скалярного добутку i визначенi добутками (u, v) i 〈u, v 〉 топологiї
збiгаються.

Доведення. Покладемо 〈u, v 〉 =
∫
G
(ρ(x)u, ρ(x)v)dx. Цей iнтеграл iснує,

оскiльки пiдiнтегральна функцiя неперервна. Очевидно, 〈u, v 〉 задо-
вольняє всiм аксiомам скалярного добутку. Для довiльного g ∈ G

〈 ρ(g)u, ρ(g)v 〉 =

∫

G

(ρ(g)ρ(x)u, ρ(g)ρ(x)v)dx =

∫

G

(ρ(gx)u, ρ(gx)v)dx =

=

∫

G

(ρ(y)u, ρ(y)v)d(g−1y) ==

∫

G

(ρ(y)u, ρ(y)v)dy =

= 〈u, v 〉.

1 Усi твердження залишаються вiрними, якщо замiнити комплекснi числа на дiйснi

або взагалi на довiльне нормроване поле.
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(ми зробили замiну gx = y i скористалися iнварiантнiстю мiри Гаара).
Це доводить перше твердження.

Позначимо ‖v‖ i ‖v‖1, вiдповiдно, норми у V вiдносно скалярних до-
буткiв (u, v) та 〈u, v 〉. Функцiї ‖ρ(x)‖ i ‖ρ(x−1‖ неперервнi на G, тому
вони обмеженi: ‖ρ(x)‖ 6 A i ‖ρ(x−1) 6 B‖ для деяких додатних чисел
A,B. Тому

‖v‖21 =

∫

G

‖ρ(x)v‖2dx 6 A2

∫

G

‖v‖2dx = A2‖v‖2,

а також

‖v‖2 =

∫

G

‖v‖2dx =

∫

G

‖ρ(x)−1ρ(x)v‖2dx 6 B2

∫

G

‖ρ(x)v‖2dx = B2‖v‖21.

Це доводить друге твердження. �

Отже, розглядаючи неперервнi зображення компактної групи в гiль-
бертовому просторi, можна завжди вважати його унiтарним. i

Наслiдок 2.3. Якщо ρ — неперервне зображення компактної групи G
у гiльбертовому просторi V , U — замкнений iнварiантний пiдпростiр,
то iснує такий замкнений iнварiантний пiдпростiр U ′, що V = U⊕U ′.я

Доведення. Зображення ρ можна вважати унiтарним. Покладемо U ′ =
U⊥ (ортогональне доповнення до U). Тодi U ′ замкнене i V = U ⊕ U ′.
Якщо v ∈ U ′, u ∈ U , то (ρ(x)v, u) = (v, ρ(x)−1u) = 0, оскiльки ρ(x)−1u ∈
U . Отже, U ′ також iнварiантне. �

Надалi ми розглядаємо комплекснозначнi функцiї на G. Насправдi, усi
твердження залишаються вiрними i для функцiй з дiсними значеннями.
Для довiльної функцiї f : G → C позначимо R(g)f(x) = f(xg), де g ∈
G. Очевiдно, якщо функцiя f(x) неперервна (iнтегровна по мiрi Гаара),
такою є й функцiя R(g)f . Позначимо L2(G) = L2(G,µ), де µ — мiра
Гаара. Нагадаємо, що L2(G) — гiльбертiв простiр вiдносно скалярного
добутку

(u, v) =

∫

G

u(x)v(x)dx.

Теорема 2.4. Нехай G — компактна група. Вiдображення R 7→ R(g) є
неперервним унiтарним зображенням групи G у просторi L2(G).
Це зображення зветься регулярним зображенням компактної групи G.

Доведення. Оскiльки

(R(g)u,R(g)v) =

∫

G

u(xg)v(xg)dx =

∫

G

u(y)v(y)d(yg−1) =

=

∫

G

u(y)v(y)dy = (u, v),

це зображення є унiтарним. Доведемо, що при фiксованiй функцiї f вiд-
ображення G → L2(G), g 7→ f(xg) є неперервним.
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Нехай спочатку f(x) — неперервна функцiя. Оскiльки група G ком-
пактна, функцiя f(x) рiвномiрно неперервна, тобто iснує окiл U оди-
ницi групи G такий, що |f(x) − f(y)| < ε, якщо y ∈ xU . Тодi, якщо
g′ ∈ gU , то |R(g)f(x) − R(g′)f(x)| < ε для кожного x ∈ G, а тодi й
‖R(g)f −R(g′)f‖ < ε.

Для довiльної функцiї f ∈ L2(G) iснує неперервна функцiя fc ∈ L2(G)
така, що ‖f − fc‖ < ε. Виберемо окiл одиницi U у групi G так, щоб
‖ρ(g)fc − ρ(g′)fc‖ < ε при g′ ∈ gU . Тодi, якщо g′ ∈ gU ,

‖R(g)f −R(g′)f‖ 6 ‖R(g)f −R(g)fc‖+ ‖R(g)fc −R(g′)fc‖+

+ ‖R(g′)fc −R(g′)f‖ < 3ε,

оскiльки всi оператори R(g) унiтарнi, що й завершує доведення. �

3. Скiнченновимiрнi зображення

Надалi ми вважаємо, що G — компактна група. З Теореми 2.2 i На-
слiдку 2.3 випливає, що довiльне її скiнченновимiрне зображення подi-
бне унiтарному i є цiлком звiдним (тобто розкладається у пряму су-

му незвiдних зображень). Нехай Ĝ =
{
ρλ | λ ∈ Λ

}
— множина всiх

попарно неiзоморфних унiтарних скiнченновимiрних зображень групи
G, де ρλ : G → U(V λ). Позначимо dλ = dimV λ Фiксуємо у кожно-
му просторi V λ ортонормовану базу

{
eλi | 1 6 i 6 dλ

}
i позначимо че-

рез ρλij(g) коефiцiенти матрицi оператора ρλ(g) у цiй базi. Вiдомо, що

ρλij(g) = (ρλ(g)ei, ej). Оскiльки ρλ(g−1) = ρλ(g)∗ (спряжений оператор),
то

ρλij(g
−1) = (ρλ(g)∗ei, ej) = (ei, ρ

λ(g)ej) = (ρλ(g)ej , ei) = ρλji(g)

. Позачимо також ρ̃λij =
1√
dλ
ρλij.

Наступна теорема є основою теорiї зображень компактних груп i гар-
монiйного аналiзу не таких групах.

Теорема 3.1. Функцiї
{
ρ̃λij | λ ∈ Λ, i, j = 1, 2, . . . , dλ

}
утворюють ор-

тонормовану базу простору L2(G).

Приклад 3.2. Нехай U = R/2πZ — «група кутiв» (або одиничне коло).
Тодi L2(G) = L2[0, 2π]. Оскiльки G комутативна, її незвiднi скiнченно-
вимiрнi зображення одновимiрнi, тобто гомоморфiзми U → C. Вiдомо,
що всi вони мають вигляд x 7→ enxi. Тому Теорема 3.1 у цьому випад-
ку перетворюється на вiдому теорему з аналiзу Фур’є: кожна функцiя з
L2[0, 2π] розкладається у ряд по кратним експонентам, який збiгається
у середньому квадратичному.

Як i для скiнченних груп, и почнемо зi спiввiдношень ортогонально-
стi. Тут головним є наступний факт.
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Лема 3.3. Нехай ρ : G → GL(V ) i θ : G → GL(W ) — скiнченновимiрнi
неперервнi зображення компактної групи G, A : V → W — лiнiйне
вiдображення. Тодi вiдображення

Ã =

∫

G

θ(x−1)Aρ(x)dx

є гомоморфiзмом зображень. Зокрема, якщо цi зображення незвiднi i

неiзоморфнi, то Ã = 0, а якщо ρ = θ — незвiдне, то Ã =
TrA

dimV
· 1.

Доведення.

Ãρ(g) =

∫

G

θ(x−1)Aρ(x)ρ(g)dx =

∫

G

θ(x−1)Aρ(xg)dx =

(замiна y = xg)

=

∫

G

θ(gy−1)Aρ(y)d(g−1y) =

∫

G

θ(g)θ(y−1)Aρ(y)dy =

= θ(g)Ã,

отже Ã ∈ HomG(ρ, θ).

Застосуємо лему Шура. Якщо ρ, θ незвiднi неiзоморфнi, то Ã = 0.
Якщо ρ = θ незвiдне, то Ã = λ · 1. Тодi Tr Ã = λdimV , але

Tr Ã =

∫

G

Tr(ρ(x)−1Aρ(x))dx =

∫

G

TrAdx = TrA

∫

G

dx = TrA

i λ =
TrA

dimV
. �
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