
Çàâäàííÿ 1

Âèêîíàòè äî 21 ëþòîãî

1. Çíàéòè çàíóðåííÿ àëãåáðè êâàòåðíiîíiâ (íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷è-
ñåë) ó ìàòðè÷íó àëãåáðó. Êîðèñòóþ÷èñü íèì, äîâåñòè, ùî öÿ àëãå-
áðà ¹ òiëîì.

2. Àëãåáðà ç îäèíèöåþ A íàçèâà¹òüñÿ ìîíîãåííîþ, ÿêùî âîíà ïî-
ðîäæåíà îäíèì åëåìåíòîì: A = k〈 a 〉 äëÿ äåÿêîãî a ∈ A.

(1) Äîâåäiòü, ùî ìîíîãåííà àëãåáðà içîìîðôíà ôàêòîð-àëãåáði
k[t]/(f(t)) äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà f(t).
Íàòÿê : Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ ïðî ãîìîìîðôiçì.

(2) Çà ÿêèõ óìîâ öÿ àëãåáðà ¹ ñêií÷åííîâèìiðíîþ? ×îìó äîðiâ-
íþ¹ ¨¨ ðîçìiðíiñòü?

3. Çíàéòè öåíòð i iäåàëè

(1) àëãåáðè ìàòðèöü Mn(k);
(2) Æîðäàíîâî¨ àëãåáðè Jn(k);
(3) ìîíîãåííî¨ àëãåáðè k[t]/(f(t)).

4. Íåõàé A � k-àëãåáðà ðîçìiðíîñòi 2 (ç îäèíèöåþ).

(1) Äîâåñòè, ùî àëãåáðà A ¹ ìîíîãåííîþ.
(2) Äîâåñòè, ùî àëãåáðà A àáî ¹ ïîëåì, àáî içîìîðôíà Æîðäà-

íîâié àëãåáði J2(k), àáî içîìîðôíà ïðÿìîìó äîáóòêó k× k.

5. Íåíóëüîâà àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîþ, ÿêùî â íié íåìà¹
iäåàëiâ, êðiì A òà {0}. Äîâåäiòü, ùî êîìóòàòèâíà ïðîñòà àëãåáðà ¹
ïîëåì.



Çàâäàííÿ 2

Âèêîíàòè äî 28 ëþòîãî

1. (1) Äîâåñòè, ùî íåçâiäíå çîáðàæåííÿ êîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè
íàä àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì ïîëåì ¹ îäíîâèìiðíèì.

(2) Âèâåñòè çâiäñè, ùî êîæíà êîìóòàòèâíà ïiäàëãåáðà â Mn(k),
äå ïîëå k ¹ àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì, ñïðÿæåíà ç äåÿêîþ ïiä-
àëãåáðîþ àëãåáðè òðèêóòíèõ ìàòðèöü Tn(k).

2. Íåõàé M � öå n-âèìiðíèé ïðîñòið ÷èñëîâèõ âåêòîðiâ, ðîçãëÿíó-
òèé ÿê ìîäóëü íàä àëãåáðîþ Tn(k) òðèêóòíèõ n× n ìàòðèöü.

(1) Çíàéäiòü ïiäìîäóëi ìîäóëÿ M .
(2) Ïîáóäóéòå êîìïîçèöiéíèé ðÿä ó ìîäóëi M i çíàéäiòü éîãî

ôàêòîðè.
(3) Äîâåäiòü, ùî ìîäóëü M ¹ íåðîçêëàäíèì.
(4) Çíàéäiòü àëãåáðó åíäîìîðôiçìiâ ìîäóëÿ M .

3. (1) Äîâåñòè, ùî âñi íiëüïîòåíòíi åëåìåíòè êîìóòàòèâíî¨ àë-
ãåáðè óòâîðþþòü â íié iäåàë.

(2) Íàâåñòè ïðèêëàä íåêîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè, â ÿêié âñi íiëüïî-
òåíòíi åëåìåíòè íå óòâîðþþòü iäåàëó.

(3) Åëåìåíò a àëãåáðèA çâåòüñÿ iñòîòíî íiëüïîòåíòíèì, ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà b ∈ A äîáóòîê ba ¹ íiëüïîòåíòíèì.
Äîâåäiòü, ùî
(a) ðiâíîñèëüíó óìîâó îäåðæèìî, ÿêùî âèìàãàòè, ùîá êî-

æåí äîáóòîê ab áóâ íiëüïîòåíòíèì;
(b) ìíîæèíà âñiõ iñòîòíî íiëüïîòåíòíèõ çëiâà (ñïðàâà) åëå-

ìåíòiâ ¹ iäåàëîì;

4. Íåõàé k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, G � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿä-
êó n, M,N � ìîäóëi íàä ãðóïîâîþ àëãåáðîþ kG, f : M → N �
äîâiëüíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.

(1) Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f̃ :M → N ïðàâèëîì

f̃(v) =
1

n

∑
g∈G g

−1f(gv) äëÿ âñiõ v ∈M.

Äîâåäiòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f̃ ¹ ãîìîìîðôiçìîì ìîäóëiâ.
(2) Âèâåäiòü çâiäñè, ùî êîæåí ïiäìîäóëü N ó kG-ìîäóëi M ¹

ïðÿìèì äîäàíêîì. (Öå � òàê çâàíà ¾Òåîðåìà Ìàøêå¿).
Íàòÿê : Çàñòîñóéòå ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò äî ÿêî¨ñü ïðîåêöi¨
f : M → N , òîáòî òàêîãî ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ f : M →
N , ùî Im f = N i f 2 = f .

5. Öîêîëåì socM ìîäóëÿ M çâåòüñÿ ñóìà âñiõ éîãî ìiíiìàëüíèõ
ïiäìîäóëiâ. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ãîìîìîðôiçìó f :M → N

(1) f(socM) ⊆ socN ;
(2) ÿêùî M ñêií÷åííî âèìiðíèé, òî f ¹ ìîíîìîðôiçìîì òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè Ker f ∩ socM = 0 (òîáòî f iíäóêó¹ ìîíî-
ìîðôiçì öîêîëiâ).



Çàâäàííÿ 3

Âèêîíàòè äî 14 áåðåçíÿ

1. Íåõàé M1,M2, . . . ,Mn � ïiäìîäóëi ìîäóëÿ M . Âèçíà÷èìî âiä-
îáðàæåííÿ γ :M1⊕M2⊕ . . .⊕Mn →M ïðàâèëîì γ (v1, v2, . . . , vn) =∑n

i=1 vi.

(1) Äîâåäiòü, ùî γ ¹ içîìîðôiçìîì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âè-
êîíàíi òàêi óìîâè:
(a)

∑n
i=1Mi =M ;

(b) Mi ∩
∑

j 6=iMj = {0} äëÿ êîæíîãî 1 6 i 6 n.
(2) Ïåðåâiðòå, ùî óìîâó (b) ìîæíà çàìiíèòè òàêîþ:

(b′) Mi ∩
∑i−1

j=1Mj = {0} äëÿ âñiõ 1 < i 6 n.
(3) Äîâåäiòü, ùî ó Ker γ çàâæäè ¹ ëàíöþã ïiäìîäóëiâ {0} =

N1 ⊆ N2 ⊆ . . . ⊆ Nn òàêèé, ùî Ni/Ni−1 ' Mi ∩
∑i−1

j=1Mi äëÿ
âñiõ 1 < i 6 n.

Íàòÿê : ÏîêëàäiòüNi = Ker γ
⋂{∑i−1

j=1 vj | vj ∈Mj i vi 6= 0
}
.

2. Äîâåäiòü, ùî êîìóòàòèâíà àëãåáðà ¹ íàïiâïðîñòîþ òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè êîæíà ¨¨ ìîíîãåííà ïiäàëãåáðà ¹ íàïiâïðîñòîþ.

3. Íåõàé chark äiëèòü ïîðÿäîê ñêií÷åííî¨ ãðóïèG (çîêðåìà, chark 6=
0). Äîâåäiòü, ùî åëåìåíò S =

∑
g∈G g íàëåæèòü öåíòðó ãðóïîâî¨

àëãåáðè kG i S2 = 0. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî öÿ ãðóïîâà àëãåáðà íå ¹
íàïiâïðîñòîþ.
Çàóâàæåííÿ: Ç çàäà÷i 4 çàâäàííÿ 2 âèïëèâà¹, ùî, ÿêùî chark = 0,
àëãåáðà kG ¹ íàïiâïðîñòîþ. Òi ñàìi ìiðêóâàííÿ ïðîõîäÿòü i ó âè-
ïàäêó, êîëè chark > 0, àëå íå äiëèòü ïîðÿäîê G.

4. Íåõàé ïîëå k ¹ àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì, à A � êîìóòàòèâíà íà-
ïiâïðîñòà ïiäàëãåáðà â àëãåáði ìàòðèöü Mn(k). Äîâåäiòü, ùî A ¹
ñïðÿæåíîþ äî äåÿêî¨ ïiäàëãåáðè â àëãåáði äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

5. Íåõàé A = Mn(F ), äå F � àëãåáðà ç äiëåííÿì ðîçìiðíîñòi d,
V = nF � ïðîñòið ÷èñëîâèõ âåêòîðiâ ðîçìiðíîñòi n ç êîåôiöi¹íòàìè
ç òiëà F , ðîçãëÿíóòèé ÿê A-ìîäóëü. Äîâåäiòü, ùî

(1) V � ïðîñòèé A-ìîäóëü;
(2) AA ' nV ;
(3) êîæåí (ñêií÷åííîâèìiðíèé)A-ìîäóëü içîìîðôíèé ïðÿìié ñó-

ìi mV äëÿ äåÿêîãî m.

6. Íåõàé A i B � içîìîðôíi ïðîñòi ïiäàëãåáðè â Mn(k). Äîâåäiòü,
ùî âîíè ñïðÿæåíi.

7. Íåõàé M � äåÿêèé A-ìîäóëü, à e ∈ A � iäåìïîòåíò. Âñòàíî-
âiòü içîìîðôiçì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ eM òà HomA(Ae,M). Çîêðå-
ìà, HomA(Ae,Ae

′) ' eAe′. Ïåðåâiðòå, ùî ïðè öüîìó îòîòîæíåííi
äîáóòêó gf ãîìîìîðôiçìiâ f : Ae → Ae′ òà g : Ae′ → Ae′′ âiäïîâi-
äà¹ äîáóòîê âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ç eAe′ òà e′Ae′′. (Î÷åâèäíî, öåé
äîáóòîê íàëåæèòü eAe′′).



Çàâäàííÿ 4

Âèêîíàòè äî 21 áåðåçíÿ

1. Äëÿ ÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ f(t) ìîíîãåííà àëãåáðà k[t]/(f(t)) ¹ íàïiâ-
ïðîñòîþ? ßêùî âîíà ¹ íàïiâïðîñòîþ, ÿêèì ¹ ¨¨ ðîçêëàä çà òåîðåìîþ
Âåääåðáåðíà�Àðòiíà?

2. Äîâåäiòü, ùî àëãåáðà ¹ íàïiâïðîñòîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ó
íå¨ ¹ òî÷íèé íàïiâïðîñòèé ìîäóëü.

3. Íåõàé A � íàïiâïðîñòà àëãåáðà íàä àëãåáðè÷íî çàìêíåíèì ïî-
ëåì k, V1, V2, . . . , Vm � âñi ¨¨ ïîïàðíî íåiçîìîðôíi ïðîñòi ìîäóëi,
ni = dimk Vi. Äîâåäiòü, ùî

∑m
i=1 n

2
i = dimkA.

4. Õàðàêòåðîì çîáðàæåííÿ T àëãåáðè A çâåòüñÿ ôóíêöiÿ χT : A→
k, äå χT (a) = trT (a) (tr ïîçíà÷à¹ ñëiä ìàòðèöi).

(1) Äîâåäiòü, ùî õàðàêòåðè ïîäiáíèõ çîáðàæåíü ðiâíi. Îòæå, ìî-
æíà ãîâîðèòè ïðî õàðàêòåð A-ìîäóëÿ.

Äàëi A � íàïiâïðîñòà àëãåáðà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0, A =∏m
i=1Ai � ¨¨ ðîçêëàä ó ïðÿìèé äîáóòîê ïðîñòèõ àëãåáð, 1 =

∑m
i=1 ei

� âiäïîâiäíèé ðîçêëàä îäèíèöi â ñóìó îðòîãîíàëüíèõ öåíòðàëüíèõ
iäåìïîòåíòiâ, Vi � ïðîñòèé Ai-ìîäóëü, χi � éîãî õàðàêòåð.

(2) Îá÷èñëiòü χi(ej).
(3) Äîâåäiòü, ùî äâà A-ìîäóëi ¹ içîìîðôíèìè òîäi é ëèøå òîäi,

êîëè âîíè ìàþòü ðiâíi õàðàêòåðè.
(4) Íåõàé T, S � çîáðàæåííÿ A îäíàêîâî¨ ðîçìiðíîñòi, ïðè÷îìó

äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ A iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðè-
öÿ Ca, ùî S(a) = CaT (a)C

−1
a . Äîâåäiòü, ùî çîáðàæåííÿ T i

S ïîäiáíi.

(5) Íàâåäiòü ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî òâåðäæåííÿ (3) i (4)
¹ íåâiðíèìè, ÿêùî
(a) àëãåáðà A íå ¹ íàïiâïðîñòîþ;
(b) chark 6= 0.

5. Äîâåäiòü, ùî içîìîðôíi ïðîñòi ïiäàëãåáðè àëãåáðè Matn(k) ¹
ñïðÿæåíèìè.

6. Íåõàé A = Matn(k), X, Y � äâi ìàòðèöi ç A. Äîâåäiòü, ùî íà-
ñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(1) Ëiâi iäåàëè AX i AY içîìîðôíi (ÿê A-ìîäóëi).
(2) Ïðàâi iäåàëè XA é Y A içîìîðôíi (ÿê ïðàâi A-ìîäóëi).
(3) rkX = rkY .



Çàâäàííÿ 5

Âèêîíàòè äî 28 áåðåçíÿ

1. (1) Íåõàé M ¹ G-ìîäóëåì, M∗ = Homk(M,k) � äóàëüíèé
ïðîñòið äîM . Âèçíà÷èìî íàM∗ ñòðóêòóðóG-ìîäóëÿ çà ïðà-
âèëîì: (gϕ)(v) = ϕ(g−1v) äëÿ âñiõ v ∈ M, g ∈ G. Äîâåäiòü,
ùî ÿêùî χ � õàðàêòåð ìîäóëÿ M , òî õàðàêòåð χ∗ ìîäóëÿ
M∗ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ χ∗(g) = χ(g−1).

(2) Äîâåäiòü, ùî ÿêùî n = #(G), d = dimTa, òî äëÿ íåçâiäíèõ
çîáðàæåíü Ta i Tb òà âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðiâ∑

g∈G χa(g)Tb(g) =

{
n
d
I ÿêùî Ta ' (Tb)

∗

0 iíàêøå,

2. Íåõàé ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi X, F (X) � ïðîñòið ôóíêöié íà
X iç çíà÷åííÿìè â ïîëi k.

(1) Âèçíà÷èìî íà F (X) ñòðóêòóðóG-ìîäóëÿ, ïîêëàâøè (gϕ)(x) =
ϕ(g−1x) äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ ϕ òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x ∈
X, g ∈ G. Ïåðåâiðòå, ùî òàêå âèçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì.

(2) Îá÷èñëiòü õàðàêòåð χ(g) öüîãî çîáðàæåííÿ.
(3) Äîâåäiòü, ùî, ÿêùî chark íå äiëèòü #(X), òî F (X) = C ⊕

F0(X), äå C � ïiäïðîñòið êîíñòàíò, à

F0(X) =
{
ϕ | ∑x∈X ϕ(x) = 0

}
.

(4) Íåõàé G � ãðóïà âñiõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè X. Äîâåäiòü,
ùî ïiäïðîñòið F0(X) ç ïóíêòó (3) ¹ ïðîñòèì G-ìîäóëåì i
îá÷èñëiòü éîãî õàðàêòåð.

3. Ðîçãëÿíåìî äiþ ãðóïè G íà ñîái ëiâèìè çñóâàìè. Äîâåäiòü, ùî
òîäi, ó ïîçíà÷åííÿõ ïîïåðåäíiõ âïðàâ, F (G) ' (kG)∗.

4. (1) Îïèøiòü êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ó ãðóïi ïåðåñòàíî-
âîê Sn.

(2) Äîâåäiòü, ùî êiëüêiñòü íåçâiäíèõ êîìïëåêñíèõ çîáðàæåíü
ãðóïè Sn äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðîçáèòòiâ ÷èñëà n, òîáòî ïðåä-
ñòàâëåííÿ n ó âèãëÿäi ñóìè n = m1 +m2 + · · · +mk, â ÿêié
m1 > m2 > . . . > mk.

5. (1) Äîâåäiòü, ùî êîìóòàíò ãðóïè Sn çáiãà¹òüñÿ ç ïiäãðóïîþ
An ïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê.

(2) Ïåðåâiðòå, ùî ïiäãðóïà K = { 1, (12)(34), (13)(24), (14)(23) }
¹ iíâàðiàíòíîþ â S4, à S4/K ' S3.

(3) Äîâåäiòü, ùî S4 ìà¹ 5 íåçâiäíèõ êîìïëåêñíèõ çîáðàæåíü:
äâà îäíîâèìiðíi, îäíå äâîâèìiðíå i äâà òðèâèìiðíèõ.

(4) Çíàéäiòü õàðàêòåðè öèõ çîáðàæåíü.
Íàòÿê : Ñêîðèñòàéòåñÿ ðåçóëüòàòîì ïï. (4) i (2) çàäà÷i 2.

6. Äîâåñòè, ùî ãðóïà ïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê A4 ìà¹ 4 íåçâiäíi êîì-
ïëåêñíi çîáðàæåííÿ, ç íèõ 3 îäíîâèìiðíèõ òà îäíå òðèâèìiðíå. Çíà-
éäiòü õàðàêòåðè öèõ çîáðàæåíü.


