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Ïåðåäìîâà

Äàíèé ïiäðó÷íèê ñòâîðåíî çà ìàòåðiàëàìè êóðñó ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãi-
êè, ÿêèé âèêëàäà¹òüñÿ â Êè¨âñüêîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åí-
êà. Öåé êóðñ âiäiãðà¹ çíà÷íó ðîëü ó ôîðìóâàííi ìàòåìàòè÷íîãî ìèñëå-
ííÿ òà ðîçóìiííi áóäîâè ìàòåìàòèêè ÿê íàóêè. Òîìó äî êíèãè óâiéøëè,
ïåðø çà âñå, ïðèíöèïîâi ðåçóëüòàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ñå-
ìàíòèêè òà ñèíòàêñèñó, àáî çìiñòó òà ôîðìè: òåîðåìà �åäåëÿ ïðî àäå-
êâàòíiñòü (ïîâíîòó) ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü òà òåîðåìè �åäåëÿ i Òàðñüêîãî
ïðî íåïîâíîòó ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè. Îñòàííi  ðóíòóþòüñÿ íà òåîði¨
ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié, ÿêó òàêîæ âèêëàäåíî äîñòàòíüî äåòàëüíî é ïîâ-
íî. Iíøi ïiäðîçäiëè ñòîñóþòüñÿ òàêèõ êëàñè÷íèõ i âàæëèâèõ ðå÷åé, ÿê
ïðåíåêñíi òà ñêîëåìiâñüêi íîðìàëüíi ôîðìè â ëîãiöi âiäíîøåíü, òåîðåìà
Ëåâåíãàéìà � Ñêîëåìà, iñíóâàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ìîäåëåé òîùî. Îêðå-
ìèé ïiäðîçäië çíàéîìèòü ÷èòà÷à ç ïîíÿòòÿìè iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè (â
¨¨ ôîðìàëüíîìó âàðiàíòi) òà ¨¨ ñïiââiäíîøåííÿì iç êëàñè÷íîþ. Öå êîðè-
ñíî äëÿ çàãàëüíîãî ðîçâèòêó ñòóäåíòiâ; êðiì òîãî, íà öüîìó ìàòåðiàëi
âîíè ìîæóòü äîáðå ïîòðåíóâàòèñÿ â òåõíiöi âèâîäiâ.

Íåâåëèêèé îáñÿã êóðñó íå äîçâîëÿ¹ âêëþ÷èòè äî íüîãî ðÿäó iíøèõ
ðåçóëüòàòiâ. Äåÿêi ç íèõ, òàêi ÿê òåîðåìà Ïîñòà ïðî ïîâíi ìíîæèíè áó-
ëåâèõ ôóíêöié ÷è áóäîâà áóëåâèõ àëãåáð, ïðèðîäíî âõîäÿòü äî iíøèõ
êóðñiâ � äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè, çàãàëüíî¨ àëãåáðè òîùî. Îñêiëüêè äà-
ëåêî íå çàâæäè âîíè â öèõ êóðñàõ äîñòàòíüî âèñâiòëþþòüñÿ, ó ïiäðó÷íèê
óâiéøîâ âiäïîâiäíèé ìàòåðiàë, àëå ïåðåâàæíî ó âèãëÿäi âïðàâ (äîäàòêè
A òà B äî ïåðøîãî ðîçäiëó êíèãè). Öüîãî öiëêîì äîñòàòíüî äëÿ òîãî,
ùîá ñòóäåíò ìiã ñàìîñòiéíî îïàíóâàòè öi ðåçóëüòàòè. Äóæå âàæëèâèìè
¹ ðåçóëüòàòè ïðî ðiâíîñèëüíiñòü ðiçíèõ îçíà÷åíü êîíñòðóêòèâíîñòi (îá-
÷èñëþâàíîñòi), àëå áiëüø-ìåíø äåòàëüíèé ¨õ ðîçãëÿä âèìàãà¹ çàíàäòî
áàãàòî ÷àñó, òîìó ó ïiäðó÷íèêó íàâåäåíî ëèøå âiäïîâiäíi êîìåíòàði. Äëÿ
øèðøîãî îçíàéîìëåííÿ ç öèìè ïèòàííÿìè äèâ. [Ìåí, ãëàâó 5], [Ìàí]
àáî [Ìàë1].

Ç iíøîãî áîêó, ôîðìàëüíà òåîðiÿ ìíîæèí íå ¹ ïðèðîäíîþ ÷àñòèíîþ
çàãàëüíîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Öÿ òåîðiÿ, õî÷ áè ÿêîþ çíà÷íîþ
âîíà íå âèäàâàëàñÿ ôàõiâöÿì, çàðàç ÿâíî âiäiéøëà íà óçái÷÷ÿ ìàòåìàòè÷-
íî¨ íàóêè. Ðåçóëüòàòè �åäåëÿ òà Êîåíà ïðî íåçàëåæíiñòü ãiïîòåçè êîí-
òiíóóìó ¹ âèäàòíèì äîñÿãíåííÿì ôîðìàëüíî¨ ëîãiêè, àëå âîíè ¹ íàäòî
ñïåöiàëüíèìè i ñêëàäíèìè äëÿ ïî÷àòêiâöÿ, à âèêëàäàííÿ îñíîâ ôîðìàëü-
íî¨ òåîði¨ ìíîæèí íå ¹ äóæå ïîâ÷àëüíèì i éîãî öiëêîì ìîæíà âiäíåñòè
äî ôàêóëüòàòèâiâ, ðîçðàõîâàíèõ ëèøå íà ñòóäåíòiâ, ÿêi îñîáëèâî çàöi-
êàâëåíi â öié òåìàòèöi. Êëàñè÷íîþ ìîíîãðàôi¹þ ç öèõ ïèòàíü ¹ êíèãà
ñàìîãî Êîåíà [Êî]. Ó êíèçi òàêîæ çîâñiì íå éäåòüñÿ ïðî çàñòîñóâàííÿ
äî ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè ìåòîäiâ àáñòðàêòíî¨ àëãåáðè, õî÷à öåé íàïðÿì
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¹ äóæå ïëiäíèì. Ïðè÷èíîþ é òóò ¹ áðàê ìiñöÿ. Äëÿ îçíàéîìëåííÿ ç
öi¹þ òåìàòèêîþ äèâ. [ÐÑ], à âiäíîñíî çàñòîñóâàííÿ ëîãiêè â iíøèõ ìàòå-
ìàòè÷íèõ íàóêàõ � [Ìàë2, Ðîá, Äåâ].

Æîäíó ìàòåìàòè÷íó íàóêó íåìîæëèâî âèâ÷èòè, ëèøå îçíàéîìèâ-
øèñü ç ¨¨ îñíîâíèìè ïîëîæåííÿìè. Íåîäìiííèì ¹ ðîçâ'ÿçàííÿ äîñòàòíüî¨
êiëüêîñòi çàäà÷, âiä íàéëåãøèõ âïðàâ äî ñàìîñòiéíîãî îïàíóâàííÿ äîñèòü
ñêëàäíèìè ôðàãìåíòàìè òåîði¨. Òîìó äî êíèãè óâiéøëà âåëèêà êiëüêiñòü
çàäà÷. ×èòà÷ó êîí÷å ðåêîìåíäîâàíî íå ïðîïóñêàòè ¨õ âæå ïðè ïåðøîìó
÷èòàííi! Äî ñêëàäíiøèõ ç íèõ íàâåäåíî äåÿêi íàòÿêè, ùî ìàþòü äîïî-
ìîãòè ïðè ¨õ ðîçâ'ÿçàííi.

Ïóáëiêàöiÿ öi¹¨ êíèãè ¹ âàæëèâîþ ùå é òîìó, ùî çàðàç äóæå áðàêó¹
ïiäðó÷íèêiâ ç ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Êëàñè÷íi êíèãè [Íîâ, Ìåí, Êë1,
Êë2] âèäàíî äàâíî, i çàðàç âîíè ¹ íàâiòü íå â óñiõ óíiâåðñèòåòñüêèõ ái-
áëiîòåêàõ, ïðèíàéìíi â äîñòàòíié êiëüêîñòi. Êíèãà [ÅÏ] âçàãàëi íå ðå-
êîìåíäó¹òüñÿ ïî÷àòêiâöþ. À óêðà¨íñüêîþ ìîâîþ àíàëîãi÷íèõ ïiäðó÷-
íèêiâ çîâñiì íåìà¹. Öÿ êíèãà, ç îäíîãî áîêó, ¹ äîñòóïíîþ äëÿ ñòóäåíòà-
ìàòåìàòèêà, ÿêèé ìà¹ õî÷ äåÿêèé (íàâiòü íåâåëè÷êèé) äîñâiä ó âèâ÷åííi
ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié, à ç iíøîãî áîêó, áiëüø äîñâiä÷åíîìó ÷èòà÷ó âîíà
äîïîìîæå ïiäãîòóâàòèñÿ äî ðîáîòè ç áiëüø  ðóíòîâíèìè ïiäðó÷íèêàìè
òà ìîíîãðàôiÿìè, à òàêîæ ñó÷àñíîþ æóðíàëüíîþ ëiòåðàòóðîþ ç ìàòå-
ìàòè÷íî¨ ëîãiêè.
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Âñòóï

Ñèíòàêñèñ i ñåìàíòèêà ëîãi÷íèõ òåîðié

Ìàòåìàòè÷íà, àáî ôîðìàëüíà, ëîãiêà � öå íàóêà, ÿêà âèâ÷à¹ ëîãi÷íi
ïèòàííÿ ìàòåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè. Âçàãàëi, ëîãiêà � öå íàóêà ïðî ïðà-
âèëà ìiðêóâàíü, ó ïåðøó ÷åðãó � äîâåäåíü òà ñïðîñòóâàíü. ßê îêðåìèé
ðîçäië íàóêè âîíà âèíèêëà ùå ó ñòàðîäàâíié Ãðåöi¨. Íàéáiëüø âiäîìîþ
ïðàöåþ òîãî ÷àñó ¹ ¾Îðãàíîí¿ Àðèñòîòåëÿ (IV ñò. äî Ð.Õ.), äå, çîêðåìà,
ÿâíî ñôîðìóëüîâàíî é äîñëiäæåíî êiëüêà îñíîâíèõ ôîðìàëüíèõ çàêîíiâ
ëîãiêè. Òèïîâèì ïðèêëàäîì ëîãi÷íî ïðàâèëüíîãî ìiðêóâàííÿ, çãiäíî ç
îäíèì ç àðèñòîòåëiâñüêèõ ïðàâèë, ¹ òàêèé:

Óñi ñòóäåíòè çíàþòü ëîãiêó.
Ïåòðî � ñòóäåíò.
Îòæå, Ïåòðî çíà¹ ëîãiêó.

Ïðè öüîìó ç ïîãëÿäó ¾÷èñòî¨¿ ëîãiêè çîâñiì íåâàæëèâî, ÷è äiéñíî âñi
ñòóäåíòè çíàþòü ëîãiêó i ÷è äiéñíî Ïåòðî, ïðî ÿêîãî éäåòüñÿ, ¹ ñòóäåí-
òîì. Ñóòü ¾ëîãi÷íîñòi¿ öüîãî ìiðêóâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êîëè âñi
éîãî çàñíîâêè (ó íàøîìó ïðèêëàäi � ïåðøi äâà ðå÷åííÿ) iñòèíi, òî iñòè-
íèì ¹ é éîãî âèñíîâîê (îñòàíí¹ ðå÷åííÿ). Íàâïàêè, òàêå ìiðêóâàííÿ:

Óñi ñòóäåíòè çíàþòü ëîãiêó.
Ïåòðî � íå ñòóäåíò.
Îòæå, Ïåòðî íå çíà¹ ëîãiêè,

íå ¹ ëîãi÷íî ïðàâèëüíèì (íàâiòü ÿêùî Ïåòðî äiéñíî íå çíà¹ ëîãiêè), òî-
ìó ùî ìîæëèâèì ¹ âèïàäîê, êîëè çàñíîâêè ¹ iñòèíèìè, àëå âèñíîâîê �
õèáíèì. Òàêèì ÷èíîì, ëîãi÷íiñòü ÿêîãîñü ìiðêóâàííÿ çàëåæèòü íå âiä
òîãî, ÷è ¹ iñòèíèìè àáî õèáíèìè éîãî ñêëàäîâi ÷àñòèíè, à öiëêîâèòî âiä
ôîðìè ìiðêóâàííÿ. Â iäåàëi çàäà÷à ëîãiêè � îïèñàòè âñi ïðàâèëüíi ôîð-
ìè ìiðêóâàíü. Ç öüîãî ïîãëÿäó áóäü- ÿêà ëîãiêà ¹ ôîðìàëüíîþ. Òîìó
âæèâàííÿ ñëiâ ¾ôîðìàëüíà ëîãiêà¿ ÿê ñèíîíiìà ¾ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè¿
íå çîâñiì ïðàâîìiðíå. Éîãî ìîæå âèïðàâäàòè òå, ùî ñàìå ïðè ìàòåìà-
òè÷íîìó ïiäõîäi äî ëîãiêè ¨¨ ôîðìàëüíà ñóòü âèÿâëÿ¹òüñÿ ïîâíiñòþ. Âiä
ïî÷àòêó iñíóâàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè ¨¨ ìåòîþ áóëî çíàéòè ñïîñiá ¾ìå-
õàíi÷íî¨¿, àáî, ÿê ÷àñòiøå êàæóòü çàðàç, ¾àëãîðèòìi÷íî¨¿ ïîáóäîâè âñiõ
ïðàâèëüíèõ ôîðì ìiðêóâàíü. Öþ ïðîãðàìó âèñóíóâ ó XVII ñò. Ëÿéáíiö.
Éîãî ìåòîþ áóëî ñòâîðåííÿ ¾óíiâåðñàëüíîãî ÷èñëåííÿ¿, ÿêå á äîçâîëèëî
ðîçñiÿòè áóäü-ÿêèé ñóìíiâ ó ïðàâîìiðíîñòi òîãî ÷è iíøîãî ñóäæåííÿ çà
äîïîìîãîþ äåÿêîãî îá÷èñëåííÿ, íà çðàçîê òîãî, ÿê ïðàâèëà àðèôìåòèêè
òà àëãåáðè äîçâîëÿþòü ïåðåâiðèòè iñòèíiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ñü ìàòåìà-
òè÷íî¨ çàäà÷i. Ó ÷àñè, êîëè iäå¨ Äåêàðòà ïðî ìàòåìàòèçàöiþ íàóêè é
àëãåáðèçàöiþ ìàòåìàòèêè íàáóâàëè âñå áiëüøîãî âèçíàííÿ, òàêó ìåòó
íå ìîæíà áóëî ââàæàòè íàäòî àìáiöiéíîþ. Âòiì, ôàêòè÷íî äîñëiäæåííÿ
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â öüîìó íàïðÿìó ðîçïî÷àëèñÿ ëèøå ó XIX ñò., i ëèøå ó XX ñò. ¨õ áóëî
ñôîðìóëüîâàíî ÿê ðåàëüíó ìàòåìàòè÷íó ïðîáëåìó.

Ñïðîáó¹ìî äàòè äåÿêå óÿâëåííÿ ïðî öþ ïðîáëåìó, ÿêó ìîæíà áóëî
á íàçâàòè ¾ïðîãðàìîþ Ëÿéáíiöà¿ àáî ¾Ëÿéáíiöà�Ãiëüáåðòà¿, âiääàþ÷è
íàëåæíå ìàòåìàòèêó, ÿêèé çðîáèâ ÷è íå íàéáiëüøèé âíåñîê ó ¨¨ ôîðìó-
âàííÿ òà ïåðøi êðîêè äî ¨¨ ðåàëiçàöi¨. Êîæíà ôîðìàëüíî-ëîãi÷íà òåîðiÿ
ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: ñèíòàêñèñó òà ñåìàíòèêè. Ñèíòàêñèñ âèçíà-
÷à¹ ïðàâèëà ïîáóäîâè ðå÷åíü, ÿêi ðîçãëÿäà¹ öÿ òåîðiÿ, à ñåìàíòèêà � ÿê
öi ðå÷åííÿ ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ (íàé÷àñòiøå � ¾iñòèíèé¿ òà ¾õèáíèé¿)
çàëåæíî âiä çíà÷åíü ñâî¨õ ¾åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèí¿. Çíà÷åííÿ åëåìåíòàð-
íèõ ðå÷åíü âèçíà÷àþòüñÿ ¾çîâíiøíiìè ôàêòîðàìè¿; îñòàííi íàé÷àñòiøå
çâóòüñÿ ¾iíòåðïðåòàöiÿìè¿ òåîði¨, àáî ¨¨ ¾ìîäåëÿìè¿. Çàçâè÷àé ñèíòàê-
ñèñ ¹ ïîðiâíÿíî ïðîñòîþ ÷àñòèíîþ òåîði¨; âàæëèâîþ âèìîãîþ äî íüîãî
ââàæà¹òüñÿ åôåêòèâíiñòü. Ñàìå, âèìàãà¹òüñÿ, ùîá:

(1) ïðàâèëà ñèíòàêñèñó äîçâîëÿëè ïîðîäæóâàòè âñi äîïóñòèìi ðå÷åí-
íÿ çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî àëãîðèòìó (òîáòî ÷èñòî ìåõàíi÷íî¨ ïðî-
öåäóðè);

(2) öi ïðàâèëà òàêîæ íàäàâàëè àëãîðèòì ïåðåâiðêè, ÷è ¹ òà àáî iíøà
ïîñëiäîâíiñòü ëiòåð äîïóñòèìèì ðå÷åííÿì.

Ç iíøîãî áîêó, ñåìàíòèêà ìîæå áóòè äîñèòü ñêëàäíîþ (ÿêîþ âîíà
i ¹ â áiëüøîñòi ¾ðåàëüíèõ¿ ëþäñüêèõ ìîâ). Âîíà ÷àñòî (ìîæíà íàâiòü
ñêàçàòè, ìàéæå çàâæäè) áóâà¹ ïîâ'ÿçàíà ç ðîçãëÿäîì íåñêií÷åííèõ ìíî-
æèí òà ¨õ âiäîáðàæåíü. ßñíî, ùî â îñòàííüîìó âèïàäêó ñàìi ñåìàíòè÷íi
ïðàâèëà àæ íiÿê íå ìîæóòü áóòè àëãîðèòìi÷íèìè. Òîìó, ïî÷èíàþ÷è ç
Ëÿéáíiöà, ¾ìði¹þ ëîãiêà¿ ¹ çâåäåííÿ ñåìàíòèêè äî ñèíòàêñèñó. Iíàêøå
êàæó÷è, âèñóâà¹òüñÿ çàâäàííÿ ñòâîðèòè òàêó ñèíòàêñè÷íó ñèñòåìó, ÿêà
á ïîðîäæóâàëà âñi ñåìàíòè÷íî iñòèíi ðå÷åííÿ (i òiëüêè ¨õ). Îñêiëüêè
ìíîæèíà iñòèíèõ ðå÷åíü ó áóäü-ÿêié çìiñòîâíié òåîði¨ ¹ íåñêií÷åííîþ,
òî ìè ìà¹ìî ôàêòè÷íî äâi çàäà÷i (íàçâåìî ¨õ ¾çàäà÷àìè Ëÿéáíiöà¿):

[L1 ] Ïîáóäóâàòè àëãîðèòì, ÿêèé áè ïîðîäæóâàâ óñi iñòèíi ðå÷åííÿ.
Öåé àëãîðèòì ïîâèíåí âèäàâàòè â ïðîöåñi ñâî¹¨ ðîáîòè iñòèíi ðå-
÷åííÿ, ïðè÷îìó êîæíå iñòèíå ðå÷åííÿ ìà¹ ç'ÿâèòèñÿ íà ÿêîìóñü
êðîöi ðîáîòè öüîãî àëãîðèòìó. Òàêèé àëãîðèòì çäåáiëüøîãî çâå-
òüñÿ ëîãi÷íèì ÷èñëåííÿì.

[L2 ] Ïîáóäóâàòè àëãîðèòì, ÿêèé áè çà êîæíèì äàíèì ðå÷åííÿì âè-
çíà÷àâ, ÷è ¹ âîíî iñòèíèì.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ äðóãî¨ çàäà÷i äà¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçàííÿ ïåð-
øî¨. Äiéñíî, ÿêùî ìè âìi¹ìî ïðîäóêóâàòè âñi ðå÷åííÿ (öå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ
âèìîãîþ (2) äî ñèíòàêñèñó ëîãi÷íî¨ òåîði¨) i äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ âìi¹-
ìî âèðiøóâàòè, ÷è ¹ âîíî iñòèíèì, òî ìè ìîæåìî ïðîñòî ïðîäóêóâàòè âñi
ðå÷åííÿ, âèçíà÷àòè äëÿ êîæíîãî íîâîãî ðå÷åííÿ, ÷è âîíî iñòèíå, i ÿêùî
òàê, òî óâîäèòè éîãî äî ðå¹ñòðó iñòèíèõ ðå÷åíü. Íàâïàêè, ðîçâ'ÿçàííÿ
ïåðøî¨ çàäà÷i Ëÿéáíiöà ùå íå äà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ äðóãî¨. Äiéñíî, íàâiòü
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ÿêùî ìè ìà¹ìî àëãîðèòì, ÿêèé ïðîäóêó¹ âñi iñòèíi ðå÷åííÿ, ìè, âçàãà-
ëi êàæó÷è, íå çíà¹ìî, íà ÿêîìó êðîöi ñëiä ÷åêàòè ïîÿâè òîãî ðå÷åííÿ,
iñòèíiñòü ÿêîãî ìè õî÷åìî ïåðåâiðèòè. Òîìó â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó ìî-
æå çàëèøàòèñÿ íåâiäîìèì, ÷è äàíå ðå÷åííÿ âçàãàëi íå ¹ iñòèíèì, ÷è ìè
ïðîñòî éîãî ùå íå äî÷åêàëèñÿ. Îòæå, ìè äiéñíî ìà¹ìî äâi çàäà÷i ðiçíèõ
ðiâíiâ ñêëàäíîñòi.

Ó öüîìó ïiäðó÷íèêó ìè ðîçãëÿíåìî äåÿêi îñíîâíi ôîðìàëüíî-ëîãi÷íi
òåîði¨, âèâ÷èìî ¨õ âëàñòèâîñòi i, çîêðåìà, äîñëiäèìî äëÿ íèõ çàäà÷i Ëÿé-
áíiöà. Äëÿ ïåðøî¨ ç öèõ òåîðié � ëîãiêè âèñëîâëþâàíü � îáèäâi çàäà÷i ¹
çîâñiì ïðîñòèìè. Îñêiëüêè òóò ñåìàíòèêà ìà¹ ñïðàâó ëèøå çi ñêií÷åííè-
ìè ïðîöåäóðàìè, òî âîíà ñàìà äà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i [L2]. Âòiì, íà ïðè-
êëàäi öi¹¨ òåîði¨ ìîæíà ïîðiâíÿíî ëåãêî çàñâî¨òè äåÿêi çàãàëüíi ìåòîäè,
òîìó ìè ¨¨ ðîçãëÿäà¹ìî àæ çàíàäòî ðåòåëüíî. Äðóãèé ðîçäië � ëîãiêà âiä-
íîøåíü (àáî ëîãiêà ïðåäèêàòiâ) � âæå ¹ íàáàãàòî ñêëàäíiøèì, îñêiëüêè
éîãî ñåìàíòèêà ïîòðåáó¹ ðîçãëÿäó íåñêií÷åííèõ ñóêóïíîñòåé. Òîìó òóò
îáèäâi çàäà÷i Ëÿéáíiöà ñòàþòü íåòðèâiàëüíèìè. Íàñïðàâäi, ìè ïîáóäó¹-
ìî ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü, ÿêå ðîçâ'ÿçó¹ ïåðøó çàäà÷ó Ëÿéáíiöà (ó öüîìó
ïîëÿãà¹ òàê çâàíà òåîðåìà �åäåëÿ ïðî ïîâíîòó). À îñü ðîçâ'ÿçàííÿ äðó-
ãî¨ çàäà÷i Ëÿéáíiöà äëÿ ëîãiêè âiäíîøåíü âèÿâëÿ¹òüñÿ âæå íåìîæëèâèì
(ó öüîìó ïîëÿãà¹ òåîðåìà ×åð÷à ïðî íåðîçâ'ÿçíiñòü). Îòæå, íàâiòü äëÿ
öi¹¨ ïîðiâíÿíî ïðîñòî¨ ëîãi÷íî¨ òåîði¨ (ÿêà, äî ðå÷i, âõîäèòü ÿê ñêëàäîâà
÷àñòèíà ïðàêòè÷íî äî âñiõ iíøèõ ëîãi÷íèõ òåîðié) ïðîãðàìà Ëÿéáíiöà�
Ãiëüáåðòà âèÿâèëàñü íåâèêîíëèâîþ. Êðiì òîãî, ñàìà òåîðåìà �åäåëÿ ïðî
ïîâíîòó, à òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç íåþ òåîðåìà êîìïàêòíîñòi òà òåîðå-
ìà Ëåâåíãàéìà�Ñêîëåìà ìàþòü äåùî íåñïîäiâàíi íàñëiäêè (íàïðèêëàä,
iñíóâàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ìîäåëåé áiëüøîñòi ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié), ÿêi
ïîêàçóþòü, ùî ¾÷èñòà ëîãiêà¿ íå ìîæå äàòè ïîâíiñòþ àäåêâàòíîãî îïèñó
êîíêðåòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñòðóêòóð.

Íàðåøòi, ìè ðîçãëÿíåìî îäíó ç íàéïðîñòiøèõ ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íèõ
òåîðié, â ÿêié ðîáèòüñÿ ñïðîáà çâåñòè çìiñòîâíó ìàòåìàòè÷íó òåîðiþ äî
ôîðìàëüíî-ëîãi÷íî¨. Öå � ôîðìàëüíà àðèôìåòèêà. Ìè ïîáà÷èìî, ùî
òóò óæå îáèäâi çàäà÷i Ëÿéáíiöà ñòàþòü íåðîçâ'ÿçíèìè. Ìè íå ëèøå íå
ìîæåìî ñóòî ôîðìàëüíèì, àëãîðèòìi÷íèì ñïîñîáîì âèðiøèòè, ÷è ¹ çà-
äàíå ðå÷åííÿ iñòèíèì, ÷è íi. Áiëüøå: ÿêå á ÷èñëåííÿ, ùî ïðîäóêó¹ iñòèíi
ðå÷åííÿ (i ëèøå ¨õ), ìè íå ñêîíñòðóþâàëè, çàâæäè çàëèøàòüñÿ iñòèíi
àðèôìåòè÷íi òâåðäæåííÿ, ÿêi öèì àëãîðèòìîì íiêîëè íå áóäóòü âèäàíi.
Ó öüîìó ïîëÿãà¹ çìiñò òåîðåìè �åäåëÿ ïðî íåïîâíîòó òà òåîðåìè Òàð-
ñüêîãî ïðî íåàëãîðèòìi÷íiñòü ïîíÿòòÿ iñòèíè â àðèôìåòèöi.

Ç öüîãî âèïëèâà¹ âàæëèâèé âèñíîâîê. Óæå òàêà íàéïðîñòiøà íàóêà,
ÿê ìàòåìàòèêà (àáî íàâiòü àðèôìåòèêà), íå ìîæå áóòè çâåäåíà äî ÷èñòî
ôîðìàëüíèõ ïðîöåäóð, ÿêi ìîæíà áóëî á äîâiðèòè, ñêàæiìî, ñó÷àñíîìó
êîìï'þòåðó. �¨ ðîçâèòîê çàâæäè áóäå äèíàìi÷íèì àáî òâîð÷èì ó òî-
ìó ðîçóìiííi, ùî êîæíà íîâà çàäà÷à ìîæå âèìàãàòè ïðèíöèïîâî íîâèõ
ìåòîäiâ äîâåäåííÿ, ÿêi íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè íàïåðåä. Çâè÷àéíî, öåé
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âèñíîâîê ¹ iñòîòíèì äëÿ ôiëîñîôi¨ íàóêè. Îäíàê âií ìà¹ é ñóòî ¾ïðàêòè-
÷íå¿ çíà÷åííÿ äëÿ ôàõiâöiâ-ìàòåìàòèêiâ. Âîíè ìîæóòü áóòè ñïîêiéíèìè
çà ñâî¹ ìàéáóòí¹. Äîêè iñíó¹ ìàòåìàòèêà ÿê íàóêà, ïîòðiáíèì ¹ é iñíó-
âàííÿ ìàòåìàòèêiâ � ëþäåé, ÿêi ìîãëè á ¨¨ òâîð÷î ðîçâèâàòè.

Ìèìîâîëi çãàäó¹òüñÿ öiêàâèé âèïàäîê ç ïåðåêëàäîì ðîñiéñüêîþ ìî-
âîþ ñòàòòi Í.Áóðáàêi ¾Àðõiòåêòóðà ìàòåìàòèêè¿ (äèâ. [Áó]), äå ôðàí-
öóçüêå ðå÷åííÿ ¾substituer les id�ees au calcul¿ (¾çàìiíèòè îá÷èñëåííÿ
iäåÿìè¿, àáî, äîñëiâíî, ¾ïiäñòàâèòè iäå¨ íà ìiñöå îá÷èñëåíü¿) áóëî íåî-
áà÷íî ïåðåêëàäåíî ¾çàìåíèòü èäåè âû÷èñëåíèÿìè¿ (éøëîñÿ ïðî òå, ÷îãî
ïðàãíóòü ìàòåìàòèêè). Íàñïðàâäi ìàòåìàòèêè ó ñâî¨é òâîð÷ié äiÿëüíîñòi
âèðiøóþòü îáèäâi öi çàäà÷i. Âîíè, çâè÷àéíî, íàìàãàþòüñÿ çíàéòè ñïðàâ-
æí¹ ïiä ðóíòÿ íàéâàæëèâiøèì ðåçóëüòàòàì ç òèì, ùîá ¨õíi äîâåäåííÿ
çàëåæàëè íå âiä ìàéñòåðíî¨ åêâiëiáðèñòèêè ôîðìóëàìè, à âiä ïðàâèëü-
íîãî ðîçóìiííÿ îñíîâíèõ çàñàä âiäïîâiäíîãî ðîçäiëó íàóêè. Ïðîòå îäíî-
÷àñíî âîíè ñòâîðþþòü ìàòåìàòè÷íó òåõíiêó, ÿêà äîçâîëÿ¹ ïåðåòâîðèòè
áàãàòî ôàêòiâ, âiäêðèòòÿ ÿêèõ êîëèñü âèìàãàëî ãåíiàëüíèõ ïðîçèðàíü, ó
ðóòèííi âïðàâè, ÿêi çàðàç ïiä ñèëó ïåðåñi÷íîìó ñòóäåíòó (i íàâiòü ïåðåñi-
÷íîìó êîìï'þòåðó). Òåîðåìè ïðî íåïîâíîòó ãàðàíòóþòü, ùî ñêiëüêè á íå
âiäáóâàâñÿ äðóãèé ïðîöåñ, âií íiêîëè íå çâåäå íàíiâåöü óñþ ìàòåìàòèêó.
Ç êîæíèì íîâèì äîñÿãíåííÿì âèíèêàòèìóòü íîâi çàäà÷i, ÿêi ïîòðåáóâà-
òèìóòü íîâèõ iäåé.

4



Ðîçäië 1

Ëîãiêà âèñëîâëþâàíü

1.1. Âèñëîâëþâàííÿ òà äi¨ íàä íèìè

Ïîíÿòòÿ ¾âèñëîâëþâàííÿ¿ â ëîãiöi çàçâè÷àé îçíà÷à¹ äåÿêå òâåðäæåí-
íÿ, ÿêå ìîæå áóòè iñòèíèì àáî õèáíèì. Êàæóòü, ùî `iñòèíå' àáî `õèáíå'
� öå çíà÷åííÿ âèñëîâëþâàííÿ. Ïðè öüîìó ôîðìàëüíà ëîãiêà âèñëîâëþ-
âàíü íå áåðå äî óâàãè çìiñò öèõ òâåðäæåíü i íå ñòàâèòü ïèòàíü, ÿêèì
÷èíîì âèñëîâëþâàííÿ íàáóâà¹ çíà÷åííÿ, òîáòî ÷îìó äàíå âèñëîâëþâàí-
íÿ ¹ iñòèíèì ÷è õèáíèì. Îñòàíí¹ ïèòàííÿ ìàþòü âèðiøóâàòè ¾êîíêðå-
òíi¿ íàóêè, ÿêi ëåæàòü ïîçà ìåæàìè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Îñü ïðèêëàäè
âèñëîâëþâàíü:

1. 2× 2 = 4.
2. Êè¨â � ñòîëèöÿ Óêðà¨íè.
3. Îäåñà � ñòîëèöÿ Òóðå÷÷èíè.
4. Äîáóòîê ìàòðèöü êîìóòàòèâíèé.
Ç àðèôìåòèêè âiäîìî, ùî âèñëîâëþâàííÿ 1 ¹ iñòèíèì. Ç åëåìåíòàð-

íî¨ ëiíiéíî¨ àëãåáðè âiäîìî, ùî âèñëîâëþâàííÿ 4 � õèáíå. Ç ãåîãðàôi¨
âiäîìî, ùî òâåðäæåííÿ 2 ¹ iñòèíèì, à òâåðäæåííÿ 3 � õèáíèì. Âòiì,
îñòàííi âiäîìîñòi, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ ñòàëèìè. Ñêàæiìî, ó 20-i ðîêè
XX ñò. òâåðäæåííÿ 2 áóëî õèáíèì (ñòîëèöåþ Óêðà¨íè áóâ Õàðêiâ). Àëå
ïîâòîðèìî, ùî ëîãiêó âèñëîâëþâàíü öi ïèòàííÿ íå öiêàâëÿòü.

Íàòîìiñòü, ëîãiêà âèñëîâëþâàíü âèâ÷à¹ ñïîñîáè, çà ÿêèìè ç îäíèõ
âèñîâëþâàíü ìîæíà óòâîðþâàòè iíøi, ïðè÷îìó òàê, ùîá iñòèíiñòü àáî
õèáíiñòü íîâèõ âèñëîâëþâàíü çàëåæàëà ëèøå âiä iñòèíîñòi àáî õèáíîñòi
ñòàðèõ. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàê çâàíi (ëîãi÷íi) ñïîëó÷íèêè.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. n-ìiñíèì (ëîãi÷íèì) ñïîëó÷íèêîì çâåòüñÿ îïå-
ðàöiÿ C, ÿêà çà äîâiëüíèìè n âèñëîâëþâàííÿìè A1, A2, . . . , An óòâîðþ¹
íîâå âèñëîâëþâàííÿ CA1A2 . . . An ó òàêèé ñïîñiá, ùî êîëè ïðî êîæíå âè-
ñëîâëþâàííÿ A1, A2, . . . , An âiäîìî, ÿêèì âîíî ¹ (iñòèíèì ÷è õèáíèì), òî
é ïðî âèñëîâëþâàííÿ CA1A2 . . . An òàêîæ âiäîìî, ÷è âîíî ¹ iñòèíèì, ÷è
õèáíèì.

Îñêiëüêè ìè àáñòðàãó¹ìîñÿ âiä òîãî, ÿê ñàìå âèñëîâëþâàííÿ íàáó-
âà¹ çíà÷åííÿ, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî ñïîëó÷íèê � öå ïðîñòî ôóíê-
öiÿ, àðãóìåíòè é çíà÷åííÿ ÿêî¨ íàëåæàòü äâîåëåìåíòíié ìíîæèíi B =
{ iñòèíå, õèáíå }. Ìíîæèíó B ÷àñòî çâóòü ìíîæèíîþ áóëåâèõ (àáî ëî-
ãi÷íèõ ) çíà÷åíü. Òîìó ñïîëó÷íèêè çâóòü òàêîæ áóëåâèìè ôóíêöiÿìè.
Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñiâ çâè÷àéíî çàìiñòü `iñòèíå' òà `õèáíå' ïèøóòü,
âiäïîâiäíî, 0 òà 1, òîáòî ââàæàþòü, ùî B = {0,1 }. Âòiì, ÷àñòî ëîãi÷-
íi ñïîëó÷íèêè âèðàæàþòü ñëîâàìè äåÿêî¨ ìîâè (òi¹¨, ÿêîþ ïèøóòü àáî
âèêëàäàþòü, òîáòî â íàøîìó âèïàäêó � óêðà¨íñüêî¨), i ìè áóäåìî òàê
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ðîáèòè. Âàæëèâî ïðè öüîìó íå çàáóâàòè, ùî âiäïîâiäíi ñëîâà âiäiãðàþòü
íå çîâñiì òó ðîëü, ÿêà âiäâîäèòüñÿ ¨ì ó çâè÷àéíié ìîâi. Ñàìå, âîíè çáå-
ðiãàþòü ëèøå äåÿêi ôîðìàëüíi ÿêîñòi é âòðà÷àþòü òå, ùî âiäïîâiäà¹ çà
çìiñò ðå÷åííÿ. Ìè ñêîðî ïîáà÷èìî öå íà äîñèòü öiêàâîìó ïðèêëàäi.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âñüîãî iñíó¹ 2n ðiçíèõ n-ìiñíèõ ëîãi÷íèõ ñïîëó÷-
íèêiâ. Çâè÷àéíî, íå âñi âîíè âiäiãðàþòü ó ëîãiöi ðiâíîçíà÷íó ðîëü. Íàé-
áiëüø âæèâàíèìè ¹ òàêi áiíàðíi (äâîìiñíi) ñïîëó÷íèêè:

1. Êîí'þíêöiÿ äâîõ âèñëîâëþâàíü A òà B. �¨ ïîçíà÷àþòü A∧B àáî
A&B i âèðàæàþòü ñïîëó÷íèêîì `i'. Íàâåäåíà íèæ÷å òàáëèöÿ ïî-
êàçó¹, ÿêèõ çíà÷åíü íàáóâà¹ âèñëîâëþâàííÿ A ∧ B ïðè çàäàíèõ
çíà÷åííÿõ âèñëîâëþâàíü A òà B:

A B A ∧B

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Îòæå, âèñëîâëþâàííÿ ¾A i B¿ ââàæà¹òüñÿ iñòèíèì òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè òàêèìè ¹ é A é B; iíàêøå âîíî ââàæà¹òüñÿ õèáíèì. Öå
áiëüø-ìåíø âiäïîâiäà¹ íàâiòü çìiñòó, ÿêèé çàçâè÷àé âêëàäà¹òüñÿ
ó ñïîëó÷íèê `i'.

2. Äèç'þíêöiÿ äâîõ âèñëîâëþâàíü A òà B. �¨ ïîçíà÷àþòü A∨B i âè-
ðàæàþòü ñïîëó÷íèêîì `àáî'. Íàâåäåíà íèæ÷å òàáëèöÿ ïîêàçó¹,
ÿêèõ çíà÷åíü íàáóâà¹ âèñëîâëþâàííÿ A∨B ïðè çàäàíèõ çíà÷åí-
íÿõ âèñëîâëþâàíü A òà B:

A B A ∨B

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Îòæå, âèñëîâëþâàííÿ ¾A àáî B¿ ââàæà¹òüñÿ iñòèíèì òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè òàêèì ¹ ïðèíàéìíi îäíå ç âèñëîâëþâàíü A ÷è B;
iíàêøå âîíî ââàæà¹òüñÿ õèáíèì. Öå òàêîæ áiëüø-ìåíø âiäïîâiä-
à¹ çìiñòó, ÿêèé çàçâè÷àé âêëàäà¹òüñÿ ó ñïîëó÷íèê `àáî'.

3. Iìïëiêàöiÿ äâîõ âèñëîâëþâàíü A òà B. �¨ ïîçíà÷àþòü A⇒ B àáî
A ⊃ B i âèðàæàþòü ñïîëó÷íèêîì `ÿêùî ..., òî ...' Íàâåäåíà íèæ÷å
òàáëèöÿ ïîêàçó¹, ÿêèõ çíà÷åíü íàáóâà¹ âèñëîâëþâàííÿ A ⇒ B
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ïðè çàäàíèõ çíà÷åííÿõ âèñëîâëþâàíü A òà B:

A B A⇒ B

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Îòæå, âèñëîâëþâàííÿ ¾ÿêùî A, òî B¿ ¹ õèáíèì ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè A iñòèíå, à B õèáíå; iíàêøå âîíî ââàæà¹òüñÿ iñòèíèì. Òîáòî
ç õèáíîãî âèñëîâëþâàííÿ âèïëèâà¹ áóäü-ùî, à ç iñòèíîãî � áóäü-
ÿêå iñòèíå, àëå ç iñòèíîãî íå ìîæå âèïëèâàòè õèáíå. Íàïðèêëàä,
âèñëîâëþâàííÿ ¾ßêùî 2 × 2 = 4, òî Êè¨â � ñòîëèöÿ Óêðà¨íè¿
òà ¾ßêùî Õàðêiâ � ñòîëèöÿ Óêðà¨íè, òî 2 × 2 = 4¿ ¹ iñòèíèìè,
à âèñëîâëþâàííÿ ¾ßêùî Êè¨â � ñòîëèöÿ Óêðà¨íè, òî ìíîæåííÿ
ìàòðèöü êîìóòàòèâíå¿ � õèáíå. Íàâðÿä ÷è öå öiëêîì âiäïîâiäà¹
çâè÷àéíîìó òëóìà÷åííþ ðå÷åíü òèïó ¾ßêùî A, òî B¿ ó ïîâñÿê-
äåííié ìîâi. Îäíàê, êîëè ìàòè íà óâàçi, ùî â ëîãiöi âèñëîâëþâàíü
ìè íå ìà¹ìî ïðàâà ðîçáèðàòè, ÷è ïîâ'ÿçàíi çà çìiñòîì ðå÷åííÿ
A òà B, à ìóñèìî áðàòè äî óâàãè ëèøå ¨õíi ëîãi÷íi çíà÷åííÿ, òî
ëåãêî çðîçóìiòè, ùî iíøîãî âàðiàíòà îçíà÷åííÿ öüîãî ñïîëó÷íèêà
íåìà¹. Äiéñíî, òå, ùî ç õèáíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ âñå, ùî çàâ-
ãîäíî, ìè ïîñòiéíî âèêîðèñòîâó¹ìî â ìàòåìàòèöi (i íå òiëüêè) ïðè
äîâåäåííÿõ ¾âiä ñóïðîòèâíîãî¿. Ç iíøîãî áîêó, òå, ùî ç iñòèíî-
ãî òâåðäæåííÿ âèâîäèòüñÿ iñòèíå, ìàáóòü òåæ âàæêî çàïåðå÷èòè,
òàê ñàìî ÿê i òå, ùî ç iñòèíîãî òâåðäæåííÿ íå ìîæå âèïëèâàòè
õèáíå. Íàäàëi ìè êîðèñòóâàòèìåìîñÿ iìïëiêàöi¹þ ñàìå â öüîìó
ðîçóìiííi.

4. Åêâiâàëåíöiÿ äâîõ âèñëîâëþâàíü A òà B. �¨ ïîçíà÷àþòü A⇔ B i
âèðàæàþòü ñëîâàìè `ÿêùî ..., òî ... i íàâïàêè'. Íàâåäåíà íèæ÷å
òàáëèöÿ ïîêàçó¹, ÿêèõ çíà÷åíü íàáóâà¹ âèñëîâëþâàííÿ A ⇔ B
ïðè çàäàíèõ çíà÷åííÿõ A òà B:

A B A⇔ B

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Îòæå, âèñëîâëþâàííÿ ¾ßêùî A, òî B i íàâïàêè¿ ¹ iñòèíèì, ÿêùî
A òà B ìàþòü îäíàêîâi ëîãi÷íi çíà÷åííÿ, i õèáíèì ó ïðîòèëåæíî-
ìó âèïàäêó. Òàê ñàìî, ÿê i äëÿ iìïëiêàöi¨, öå íå çîâñiì âiäïîâiäà¹
çâè÷àéíîìó çàñòîñóâàííþ òàêèõ âèðàçiâ, àëå é ó äàíîìó âèïàäêó
öå � ¹äèíà ìîæëèâiñòü, ÿêà çàëèøà¹òüñÿ, ÿêùî íå çâàæàòè íà
çìiñò âèñëîâëþâàíü.
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Êðiì íèõ, âàæëèâó ðîëü âiäiãðà¹ óíàðíèé (îäíîìiñíèé) ñïîëó÷íèê,
ÿêèé çâåòüñÿ çàïåðå÷åííÿì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ¬ àáî ñëîâîì `íå'. Âií çàäà¹-
òüñÿ òàáëèöåþ çíà÷åíü:

A ¬A

0 1
1 0
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Çà äîïîìîãîþ öèõ ñïîëó÷íèêiâ ìîæíà áóäóâàòè ñêëàäíi ðå÷åííÿ íà
çðàçîê

((A ∨B) ⇒ ((¬B) ∧ (C ⇔ A))) ⇒ ((¬C) ∨B).

Äóæêè, ÿê çàâæäè, âêàçóþòü ïîðÿäîê äié. ×àñòî, ÿê i â àðèôìåòèöi,
ïðèéìàþòü äåÿêi ïðàâèëà, ÿêi çìåíøóþòü êiëüêiñòü äóæîê. Íàäàëi ìè
ââàæàòèìåìî, ùî ïåðø çà âñå çàñòîñîâó¹òüñÿ çàïåðå÷åííÿ, ïîòiì êîí'þí-
êöiÿ òà äèç'þíêöiÿ (ó ïîðÿäêó, âèçíà÷åíîìó äóæêàìè), â îñòàííþ ÷åðãó
� iìïëiêàöiÿ òà åêâiâàëåíöiÿ. Áåðó÷è äî óâàãè öþ óãîäó, îñòàíí¹ âèñëî-
âëþâàííÿ ìîæíà ñêîðî÷åíî çàïèñàòè â òàêèé ñïîñiá:

(A ∨B ⇒ ¬B ∧ (C ⇔ A)) ⇒ ¬C ∨B.

1.2. Ñèíòàêñèñ òà ñåìàíòèêà ëîãiêè âèñëîâëþâàíü

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ïîíÿòòÿ ëîãi÷íîãî âèñëîâëþâàííÿ íå áóëî
äîñòàòíüî ôîðìàëiçîâàíî. Òîìó äî íüîãî íåìîæëèâî çàñòîñóâàòè ìàòå-
ìàòè÷íi ìåòîäè. Çàðàç ìè äàìî éîãî òî÷íå îçíà÷åííÿ, à òàêîæ âèçíà÷èìî
ïðàâèëà, çà ÿêèìè òàêi âèñëîâëþâàííÿ ïðèéìàþòü (ëîãi÷íi) çíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.2.1. 1. Àëôàâiò A0 ëîãiêè âèñëîâëþâàíü ñêëàäà-
¹òüñÿ ç òàêèõ 8 ñèìâîëiâ:

A, |, (, ), ¬, ∨, ∧, ⇒ .

2. Àòîìîì àáî åëåìåíòàðíèì âèñëîâëþâàííÿì çâåòüñÿ ñëîâî â äà-
íîìó àëôàâiòi, ïîáóäîâàíå çà òàêèìè ïðàâèëàìè:
(a) ñëîâî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ëiòåðè A, ¹ àòîìîì;
(b) ÿêùî ñëîâî W ¹ àòîìîì, òî é ñëîâî W | òàêîæ ¹ àòîìîì;
(c) iíøèõ àòîìiâ, êðiì òàêèõ, ÿêi ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi çà

ïðàâèëàìè (a) i (b), íå iñíó¹.

3. Ðå÷åííÿì çâåòüñÿ ñëîâî â äàíîìó àëôàâiòi, ïîáóäîâàíå çà òàêèìè
ïðàâèëàìè:
(a) êîæåí àòîì ¹ ðå÷åííÿì;
(b) ÿêùî ñëîâî W ¹ ðå÷åííÿì, òî é ñëîâî ¬W ¹ ðå÷åííÿì;
(c) ÿêùî ñëîâà W òà V ¹ ðå÷åííÿìè, òî é ñëîâà (W ⇒ V ), (W ∨

V ), (W ∧ V ) òàêîæ ¹ ðå÷åííÿìè;
(d) iíøèõ ðå÷åíü, êðiì òàêèõ, ÿêi ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi çà

ïðàâèëàìè (a), (b) i (c), íå iñíó¹.

Çàóâàæåííÿ 1.2.2. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî íàâåäåíå îçíà÷åííÿ
¹ åôåêòèâíèì, òîáòî äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè àëãîðèòì ïåðåâiðêè òîãî, ÷è
¹ äàíå ñëîâî â àëôàâiòi A0 àòîìîì àáî ðå÷åííÿì. Äëÿ àòîìiâ öå çîâñiì
î÷åâèäíî: äîâiëüíèé àòîì ìà¹ âèãëÿä A|| . . . | (äîâiëüíà êiëüêiñòü |). Äëÿ
ðå÷åíü öå òðîõè ñêëàäíiøå. Îñü âàðiàíò ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìó äëÿ
ïåðåâiðêè òîãî, ÷è ¹ çàäàíå ñëîâî W ðå÷åííÿì.

1. Ïåðåâiðèòè, ÷è ìiñòèòü W ïiäñëîâî âèãëÿäó ¬x, äå x � ëiòåðà,
âiäìiííà âiä A òà ( . ßêùî òàê, W íå ¹ ðå÷åííÿì. ßêùî íi, âiäêè-
íóòè âñi ëiòåðè ¬. Ñëîâî, ÿêå çàëèøèëîñü, ïîçíà÷èìî ÷åðåç W ′.

2. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ W ′ àòîìîì. ßêùî òàê, W ¹ ðå÷åííÿì. ßêùî íi,
éòè äàëi.
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3. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ ( ïåðøîþ, à ) îñòàííüîþ ëiòåðàìè W ′. ßêùî
íi, W íå ¹ ðå÷åííÿì. ßêùî òàê, âiäêèíóòè öi äóæêè, îäåðæàâøè
ñëîâî W ∗ = a1a2 . . . am, i éòè äàëi.

4. ßêùî W ∗ = A|| . . . |aW1, äå a ∈ {∨,∧,⇒}, òî W ¹ ðå÷åííÿì òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè W1 ¹ ðå÷åííÿì. ßêùî íi, éòè äàëi.

5. ßêùî a1 6= ( , W íå ¹ ðå÷åííÿì. ßêùî a1 = ( , éòè äàëi.
6. Îá÷èñëèòè ôóíêöiþ s(k) (1 6 k < m− 1) çà ïðàâèëîì:

s(1) = 1,

s(k + 1) =


s(k) + 1, ÿêùî ak+1 = (,
s(k)− 1, ÿêùî ak+1 =),
s(k) iíàêøå.

ßêùî s(k) 6= 0 ïðè 1 < k < m−1, ñëîâîW íå ¹ ðå÷åííÿì. Iíàêøå
çíàéòè íàéìåíøå çíà÷åííÿ k, äëÿ ÿêîãî s(k) = 0 i éòè äàëi.

7. Ïåðåâiðèòè, ÷è âèêîíàíi âñi òàêi óìîâè:
(a) ñëîâî W1 = a1a2 . . . ak ¹ ðå÷åííÿì;
(b) ak+1 ∈ {∨,∧,⇒};
(c) ñëîâî W2 = ak+2 . . . am ¹ ðå÷åííÿì.
ßêùî òàê, W ¹ ðå÷åííÿì, ÿêùî íi, âîíî íå ¹ ðå÷åííÿì.

×èòà÷ó çàëèøà¹òüñÿ îá ðóíòóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó, à òàêîæ øèðîêi
ìîæëèâîñòi âäîñêîíàëèòè éîãî àáî çàïðîïîíóâàòè ñâié.

Çàóâàæåííÿ 1.2.3. Ìè îáðàëè âàðiàíò ôîðìàëiçàöi¨, ÿêèé êîðèñòó-
¹òüñÿ ñêií÷åííèì àëôàâiòîì. Iíêîëè öå çðó÷íî, àëå íà ïðàêòèöi çâè÷àéíî
êîðèñòóþòüñÿ ñïðîùåíèìè ïîçíà÷åííÿìè. Ïåðø çà âñå, ìè áóäåìî äîòðè-
ìóâàòèñü òi¹¨ æ äîìîâëåíîñòi ïðî ¾ïîðÿäîê äié¿, ùî é ó ïîïåðåäíüîìó
ïiäðîçäiëi. Êðiì òîãî, ìè çàâæäè îïóñêàòèìåìî çîâíiøíi äóæêè, òîáòî
òi, ÿêi âèíèêëè ïðè îñòàííüîìó çàñòîñóâàííi ïðàâèëà 2(ñ) ç îçíà÷åííÿ
1.2.1. Íàðåøòi, àòîì A|| . . . | (ç n ñèìâîëàìè |) ìè ÷àñòî ïîçíà÷àòèìåìî
An (çîêðåìà, A0 ïîçíà÷à¹ A). Íàïðèêëàä, ñêîðî÷åíèé çàïèñ

(A2 ⇒ A3 ∨ (A0 ⇒ ¬A2)) ∧ ¬(A1 ∨ ¬A0 ⇒ ¬A2)

íàñïðàâäi ïîçíà÷à¹ ¾ñïðàâæí¹¿ ðå÷åííÿ

((A|| ⇒ (A||| ∨ (A⇒ ¬A||))) ∧ ¬((A| ∨ ¬A) ⇒ ¬A||)).

Äîñi ìè ðîçãëÿäàëè ñèíòàêñèñ ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Ïåðåõîäèìî äî
ñåìàíòèêè, òîáòî âèçíà÷èìî, â ÿêèé ñïîñiá ðå÷åííÿ íàáóâàþòü ëîãi÷íèõ
çíà÷åíü çàëåæíî âiä ëîãi÷íèõ çíà÷åíü àòîìiâ, ÿêi äî íèõ âõîäÿòü. Íàâå-
äåíå íèæ÷å îçíà÷åííÿ ¹ ïðîñòî ôîðìàëiçàöi¹þ îçíà÷åííÿ ëîãi÷íèõ ñïî-
ëó÷íèêiâ ç ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó. Íàäàëi ìíîæèíó àòîìiâ ïîçíà÷à-
òèìåìî E. Ðå÷åííÿ, ÿê ïðàâèëî, ìè ïîçíà÷àòèìåìî æèðíèìè ëiòåðàìè
A,B òîùî.

Îçíà÷åííÿ 1.2.4.
1. Iíòåðïðåòàöi¹þ (â ëîãiöi âèñëîâëþâàíü) çâåòüñÿ ôóíêöiÿ I :

E → B = {0,1 }.
2. Äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I òà äîâiëüíîãî ðå÷åííÿ A âèçíà÷èìî

çíà÷åííÿ ðå÷åííÿ A â iíòåðïðåòàöi¨ I, ÿêå ïîçíà÷à¹òüñÿ val(I,A)
ó òàêèé ñïîñiá:
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(a) ßêùî A � àòîì, òî val(I,A) = I(A).
(b) ßêùî A = ¬B, òî

val(I,A) =

{
0, ÿêùî val(I,B) = 1,
1, ÿêùî val(I,B) = 0.

(c) ßêùî A = (B ∨C), òî

val(I,A) =

{
0, ÿêùî val(I,B) = val(I,C) = 0,
1, iíàêøå.

(d) ßêùî A = (B ∧C), òî

val(I,A) =

{
1, ÿêùî val(I,B) = val(I,C) = 1,
0, iíàêøå.

(e) ßêùî A = (B ⇒ C), òî

val(I,A) =

{
0, ÿêùî val(I,B) = 1, à val(I,C) = 0,
1, iíàêøå.

Î÷åâèäíî, öèìè ïðàâèëàìè îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿ
val(I,A) äëÿ äîâiëüíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I i äîâiëüíîãî ðå÷åííÿ A.

Íàéáiëüø âàæëèâèì ó ëîãiöi ¹ ïèòàííÿ, ÿêi ðå÷åííÿ ¹ ëîãi÷íèìè íà-
ñëiäêàìè îäíå îäíîãî, çîêðåìà, ÿêi ðå÷åííÿ çàâæäè ¹ iñòèííèìè, íåçàëå-
æíî âiä çíà÷åíü ¨õíiõ ñêëàäîâèõ ÷àñòèí. Ó ëîãiöi âèñëîâëþâàíü âiäïî-
âiäíå îçíà÷åííÿ âèãëÿäà¹ òàê.

Îçíà÷åííÿ 1.2.5.
1. Íåõàé M � ÿêàñü ìíîæèíà ðå÷åíü. Êàæóòü, ùî ðå÷åííÿ A ¹

ëîãi÷íèì íàñëiäêîì ìíîæèíè ðå÷åíü M, i ïèøóòü M |= A, ÿêùî
val(I,A) = 1 ó äîâiëüíié iíòåðïðåòàöi¨ I, òàêié ùî val(I,B) = 1
äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ B ∈ M.

2. ßêùî ìíîæèíà M ïîðîæíÿ, ëîãi÷íi íàñëiäêè ç M, òîáòî ðå÷åííÿ
A, òàêi ùî |= A, çâóòüñÿ òàâòîëîãiÿìè. Îòæå, òàâòîëîãiÿ � öå
ðå÷åííÿ, ÿêå ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 ó âñiõ iíòåðïðåòàöiÿõ.

3. Ìíîæèíà ðå÷åíü M çâåòüñÿ ëîãi÷íî íåñóìiñíîþ, ÿêùî íå iñíó¹
òàêî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I, â ÿêié val(I,A) = 1 äëÿ âñiõ ðå÷åíü A ∈ M.
(Òîäi, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, M |= B äëÿ áóäü-ÿêîãî ðå÷åííÿ B.)

Âïðàâà 1.2.6 äà¹ êiëüêà ïðèêëàäiâ òàâòîëîãié. Öi ïðèêëàäè âiäiãðàâàòèìóòü
âàæëèâó ðîëü ó íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ.
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Âïðàâà 1.2.6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ðå÷åíü A,B,C òàêi ðå-
÷åííÿ ¹ òàâòîëîãiÿìè:

A ⇒ (B ⇒ A),(A1)

(A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C),(A2)

A ⇒ (A ∨B),(A3)

B ⇒ (A ∨B),(A4)

(A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ (A ∨B ⇒ C)),(A5)

A ∧B ⇒ A,(A6)

A ∧B ⇒ B,(A7)

(A ⇒ B) ⇒ ((A ⇒ C) ⇒ (A ⇒ B ∧C)),(A8)

(A ⇒ B) ⇒ ((A ⇒ ¬B) ⇒ ¬A),(A9)

¬¬A ⇒ A.(A10)

Ïîíÿòòÿ ëîãi÷íîãî íàñëiäêó â ëîãiöi âèñëîâëþâàíü ìà¹ êiëüêà ïðî-
ñòèõ, àëå âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé.

Òâåðäæåííÿ 1.2.7.
1. ßêùî M |= A ⇒ B i M |= A, òî M |= B.
2. ßêùî M |= A i N |= B äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ B ∈ M, òî N |= A.
3. Äëÿ äîâiëüíîãî ðå÷åííÿ A, |= A ∨ ¬A. (Çàêîí âèêëþ÷åííÿ òðå-

òüîãî.)
4. Ìíîæèíà ðå÷åíü M íåñóìiñíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹

òàêå ðå÷åííÿ A, ùî îäíî÷àñíî M |= A i M |= ¬A.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé I � äîâiëüíèé ðîçïîäië, â ÿêîìó val(I,C)
= 1 äëÿ âñiõ ðå÷åíü C ∈ N. Òîäi val(I,A) = 1 i val(I,A ⇒ B) = 1. Ç
îçíà÷åííÿ 1.2.4 (2e) âèïëèâà¹, ùî òîäi é val(I,B) = 1.

2. Î÷åâèäíî.
3. Áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ 1.2.4 (2b,c).
4. Î÷åâèäíî. �

Íàäàëi â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ñêií÷åííi ìíîæèíè
ðå÷åíü M. Ó öüîìó âèïàäêó äîñèòü ëåãêî ïåðåâiðèòè, ÷è M |= A äëÿ çà-
äàíîãî ðå÷åííÿ A. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî âèïèñàòè âñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ
äîâiëüíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I íà òèõ àòîìàõ, ÿêi âõîäÿòü äî ðå÷åíü ç ìíîæè-
íè M ∪ {A } (¨õ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü), âèáðàòè ç íèõ òi, äëÿ ÿêèõ
val(I,B) = 1 äëÿ âñiõ B ∈ M, i ïîäèâèòèñü, ÷è áóäå val(I,A) = 1 ó
âñiõ öèõ iíòåðïðåòàöiÿõ. Çîêðåìà, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ çàäàíå ðå÷åííÿ
òàâòîëîãi¹þ. Îòæå, ñåìàíòèêà ëîãiêè âèñëîâëþâàíü äóæå ïðîñòà. Òèì
íå ìåíø, ìè çáèðà¹ìîñÿ âèêîíàòè äëÿ ëîãiêè âèñëîâëþâàíü ïðîãðàìó
¾çàìiíè ñåìàíòèêè ñèíòàêñèñîì¿, ïðîãîëîøåíó ó âñòóïi. Öå êîðèñíî ÿê
ïîëåãøåíèé âàðiàíò òîãî, ùî ìè ðîçãëÿäàòèìåìî â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ,
íà ÿêîìó ìîæíà ïðîñëiäêóâàòè îñíîâíi ðèñè òàêî¨ ¾âòîðèííî¨ ôîðìàëi-
çàöi¨¿.
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1.3. Àêñiîìàòèêà ëîãiêè âèñëîâëþâàíü

Íàãàäà¹ìî, ùî, çãiäíî iç çàãàëüíèì ïiäõîäîì, ëîãi÷íå ÷èñëåííÿ áàçó-
¹òüñÿ íà àêñiîìàõ òà ïðàâèëàõ âèâîäó. Äëÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü âîíè
ìàþòü òàêèé âèãëÿä.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1.
1. Àêñiîìàìè ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü çâóòüñÿ âñi ðå÷åííÿ âèãëÿäó

(A1�A10) iç âïðàâè 1.2.6, äå A,B,C � äîâiëüíi ðå÷åííÿ.
2. �äèíèì ïðàâèëîì âèâîäó ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü ¹ ïðàâèëî modus

ponens, ÿêå âèðàæà¹òüñÿ ñõåìîþ
A ⇒ B, A

B
,

äå A, B � äîâiëüíi ðå÷åííÿ.

Íà öüîìó îçíà÷åííi áàçó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ âèâîäó â ÷èñëåííi âèñëîâëþ-
âàíü.

Îçíà÷åííÿ 1.3.2. Ïîñëiäîâíiñòü ðå÷åíü A1,A2, . . . ,An çâåòüñÿ âè-
âîäîì ðå÷åííÿ A ç ìíîæèíè ðå÷åíü M, ÿêùî A = An i äëÿ êîæíîãî
íîìåðà i = 1, 2, . . . , n âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàâåäåíèõ íèæ÷å ìîæëèâîñòåé:

1. Ai ¹ àêñiîìîþ.
2. Ai ∈ M.
3. Iñíóþòü íîìåðè j < i òà k < i òàêi, ùî Aj = Ak ⇒ Ai. (Ó öüîìó

âèïàäêó êàæóòü, ùî Ai îäåðæàíå çà ïðàâèëîì modus ponens ç
Aj òà Ak.)

ßêùî òàêèé âèâiä iñíó¹, êàæóòü, ùî A ¹ ôîðìàëüíèì íàñëiäêîì iç ìíî-
æèíè M, i ïèøóòü M ` A. Çîêðåìà, ÿêùî ` A (òîáòî iñíó¹ âèâiä A
ç ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè), êàæóòü, ùî A ¹ òåîðåìîþ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþ-
âàíü.

Çàóâàæåííÿ 1.3.3. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äàíå îçíà÷åííÿ âèâî-
äó òàêîæ ¹ åôåêòèâíèì. Ìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó ïîáóäîâó âiäïîâiäíîãî
àëãîðèòìó. Ç iíøîãî áîêó, çîâñiì íå ÿñíî, ÷è ¹ åôåêòèâíèì, ñêàæiìî,
ïîíÿòòÿ òåîðåìè. Äiéñíî, ó âèâîäi êîðîòøi ðå÷åííÿ ìîæóòü ç'ÿâëÿòèñÿ
ïiñëÿ äîâøèõ (çàâäÿêè ïðàâèëó modus ponens). Òîìó áåçïîñåðåäíüîãî
ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìó íå iñíó¹. Íàñïðàâäi, äåÿêèé àëãîðèòì âèïëèâà¹
ç òâåðäæåíü ïðî êîðåêòíiñòü òà àäåêâàòíiñòü, ÿêi ìè ðîçãëÿíåìî íèæ÷å,
àëå öå ïîâ'ÿçàíî ç ïðîñòîòîþ ëîãiêè âèñëîâëþâàíü.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî íàøà ôîðìàëiçàöiÿ ëîãiêè âèñëî-
âëþâàíü ¹ êîðåêòíîþ.

Òâåðäæåííÿ 1.3.4 (Êîðåêòíiñòü ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü). ßêùî
M ` A, òî M |= A. Çîêðåìà, êîæíà òåîðåìà ¹ òàâòîëîãi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç âïðàâè 1.2.6 òà òâåðä-
æåííÿ 1.2.7 (1). �

Íàøà ãîëîâíà ìåòà � äîâåñòè îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ïîêàçó¹, ùî
íàøà ôîðìàëiçàöiÿ ¹ àäåêâàòíîþ.

Òåîðåìà 1.3.5 (Àäåêâàòíiñòü ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü). ßêùî M |=
A, òî M ` A. Çîêðåìà, êîæíà òàâòîëîãiÿ ¹ òåîðåìîþ.
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Ïðîòå äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè çíà÷íî ñêëàäíiøå, i ìè âèêîíà¹ìî éîãî
ëèøå â ïiäðîçäiëi 1.5. Çàðàç ìè íàâåäåìî äâà ïðèêëàäè âèâîäiâ, ïåðøèé
ç ÿêèõ áóäå âèêîðèñòàíî íàäàëi.

Ïðèêëàä 1.3.6.
1. Ïîêàæåìî, ùî ` A ⇒ A äëÿ äîâiëüíîãî ðå÷åííÿ A. Äiéñíî, íà-

ñòóïíà ïîñëiäîâíiñòü ðå÷åíü ¹ âèâîäîì A ⇒ A ç ïîðîæíüî¨ ìíî-
æèíè:

A ⇒ (A ⇒ A),(i)

A ⇒ ((A ⇒ A) ⇒ A),(ii)

(A ⇒ ((A ⇒ A) ⇒ A)) ⇒ ((A ⇒ (A ⇒ A)) ⇒ (A ⇒ A)),(iii)

(A ⇒ (A ⇒ A)) ⇒ (A ⇒ A),(iv)

A ⇒ A.(v)

(Íîìåðè íå âõîäÿòü äî ñêëàäó öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi; âîíè ïðèïèñàíi
äëÿ ïîñèëàíü ó ïîäàëüøèõ ïîÿñíåííÿõ.) À ñàìå: ðå÷åííÿ (i) ¹
àêñiîìîþ âèãëÿäó (A1) (ïðè A = B). Ðå÷åííÿ (ii) � òàêîæ àêñi-
îìà âèãëÿäó (A1) (ïðè B = A ⇒ A). Ðå÷åííÿ (iii) � öå àêñiîìà
âèãëÿäó (A2) (ïðè B = A ⇒ A i C = A). Ðå÷åííÿ (iv) îäåðæà-
íå ç ðå÷åíü (iii) i (ii) çà ïðàâèëîì modus ponens, à ðå÷åííÿ (v)
îäåðæàíå çà òèì ñàìèì ïðàâèëîì ç ðå÷åíü (v) i (i).

2. ` A∧B ⇒ B∧A äëÿ äîâiëüíîãî ðå÷åííÿA. Íàâåäåìî âiäïîâiäíèé
âèâiä:

A ∧B ⇒ A, A ∧B ⇒ B,

(A ∧B ⇒ B) ⇒ ((A ∧B ⇒ A) ⇒ (A ∧B ⇒ B ∧A)),

(A ∧B ⇒ A) ⇒ (A ∧B ⇒ B ∧A), A ∧B ⇒ B ∧A.

Òóò ìè íå äà¹ìî ïîÿñíåíü, çàëèøàþ÷è ¨õ ÷èòà÷ó.
3. Ìíîæèíà ðå÷åíü M çâåòüñÿ ñóïåðå÷ëèâîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêå ðå-

÷åííÿ A, ùî îäíî÷àñíî M ` A é M ` ¬A. Ïîêàæåìî, ùî òîäi
M ` B äëÿ áóäü-ÿêîãî ðå÷åííÿ B. Äiéñíî, âèïèøåìî âèâiä A ç
M, ïðèïèøåìî äî íüîãî âèâiä ¬A ç M, à ïîòiì òàêi ðå÷åííÿ:

A ⇒ (¬B ⇒ A), ¬B ⇒ A, ¬A ⇒ (¬B ⇒ ¬A), ¬B ⇒ ¬A,

(¬B ⇒ A) ⇒ ((¬B ⇒ ¬A) ⇒ ¬¬B), (¬B ⇒ ¬A) ⇒ ¬¬B,
¬¬B, ¬¬B ⇒ B, B.

Ðåçóëüòàòîì ¹ âèâiä B ç M (ïîÿñíiòü, ÷îìó).
4. Ïîêàæåìî, ùî êîëè M ` A ⇒ B i M ` B ⇒ C, òî M ` A ⇒ C.

Äiéñíî, âèïèøåìî âèâiä A ⇒ B, ïðèïèøåìî äî íüîãî âèâiä B ⇒
C òà ðå÷åííÿ

(B ⇒ C) ⇒ (A ⇒ (B ⇒ C)), A ⇒ (B ⇒ C),

(A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C)),

(A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C), A ⇒ C.

Ðåçóëüòàòîì ¹ âèâiä A ⇒ C ç M (÷îìó?).

Âïðàâà 1.3.7.
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1. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ðå÷åíü A,B

` A ∨B ⇒ B ∨A.

2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ðå÷åíü A,B,C

` (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ (B ⇒ (A ⇒ C)).

3. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðå÷åííÿ A

` (¬A ⇒ A) ⇒ A.

Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàéòåñÿ âæå âiäîìèì ` ¬A ⇒ ¬A.
4. Äîâåäiòü, ùî êîëè M ` A i N ` B äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ B ∈ M,

òî é N ` A.

Çàóâàæèìî îäíó î÷åâèäíó âëàñòèâiñòü ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü.

Òâåðäæåííÿ 1.3.8. ßêùî ìíîæèíà ðå÷åíü M ñóïåðå÷ëèâà, òî òà-
êîþ æ ¹ äåÿêà ¨¨ ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ç ìíîæèíè M âèâîäèòüñÿ ÿêåñü ðå÷åííÿ A ðà-
çîì ç ðå÷åííÿì ¬A. Àëå êîæåí âèâiä ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü
ðå÷åíü. ßêùî N � ìíîæèíà òèõ ðå÷åíü ç M, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ ó âè-
âîäi A àáî ó âèâîäi ¬A, òî, î÷åâèäíî, N � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà M,
ïðè÷îìó N ` A i N ` ¬A, òîáòî N ñóïåðå÷ëèâà. �

1.4. Òåîðåìà äåäóêöi¨ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ

Ïîáóäîâà âèâîäiâ ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Çàðàç ìè äîâåäåìî
îäèí ðåçóëüòàò, ÿêèé çíà÷íî ñïðîùó¹ ïîøóê âèâîäiâ.

Òåîðåìà 1.4.1 (Òåîðåìà äåäóêöi¨). ßêùî M ∪ {A } ` B, òî M `
A ⇒ B.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ, ÿêå ìè íàâåäåìî, áóäå òàêîæ åôåêòèâíèì,
òîáòî ìè äàìî àëãîðèòì, ÿêèé ïåðåðîáëÿ¹ âèâiä ðå÷åííÿ B iç M∪{A } ó
âèâiä A ⇒ B iç M. Íåõàé B1,B2, . . . ,Bn � âèâiä B ç M {A }, çîêðåìà,
Bn = B. Íàø àëãîðèòì ïîñëiäîâíî çàìiíþ¹ êîæíå ðå÷åííÿ Bi íà êiëüêà
ðå÷åíü, îñòàííiì ç ÿêèõ ¹ A ⇒ Bi. Öÿ çàìiíà çàëåæèòü âiä ïiäñòàâè, íà
ÿêié ðå÷åííÿ Bi óâiéøëî äî äàíîãî âèâîäó. Ñàìå:

1. ßêùî Bi � àêñiîìà àáî íàëåæèòü M, âîíî çàìiíþ¹òüñÿ íà

Bi, Bi ⇒ (A ⇒ Bi), A ⇒ Bi.

2. ßêùî Bi = A, âîíî çàìiíþ¹òüñÿ íà âèâiä ðå÷åííÿ A ⇒ A (ïðè-
êëàä 1.3.6.1).

3. ßêùî Bi îäåðæàíå çà ïðàâèëîì modus ponens ç ðå÷åíü Bj òà Bk

(j < i, k < i, Bj = Bk ⇒ Bi), âîíî çàìiíþ¹òüñÿ íà

(A ⇒ Bj) ⇒ ((A ⇒ Bk) ⇒ (A ⇒ Bi)),

(A ⇒ Bk) ⇒ (A ⇒ Bi), A ⇒ Bi.

Îñêiëüêè Bj = Bk ⇒ Bi, òî òóò ïåðøå ðå÷åííÿ ¹ àêñiîìîþ âèãëÿäó
(A2). Äðóãå ðå÷åííÿ îäåðæàíå çà modus ponens iç ïåðøîãî òà ðå÷åííÿ
A ⇒ Bj , ÿêå áóëî îäåðæàíå ðàíiøå (ïðè çàìiíi ðå÷åííÿ Bj), à òðåò¹ òàê
ñàìî îäåðæàíå ç äðóãîãî òà ðå÷åííÿ A ⇒ Bk, ÿêå òåæ áóëî îäåðæàíå
ðàíiøå (ïðè çàìiíi ðå÷åííÿ Bk).

15



Î÷åâèäíî, â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî âèâiä ðå÷åííÿ A ⇒ B (âîíî ¹
îñòàííiì ïðè çàìiíi ðå÷åííÿ Bn) iç ìíîæèíè M. �

Î÷åâèäíîþ iíäóêöi¹þ ç òåîðåìè äåäóêöi¨ îäåðæó¹ìî íàñòóïíå ¨¨ óçà-
ãàëüíåííÿ.

Íàñëiäîê 1.4.2. ßêùî M ∪ {A1,A2, . . . ,Am } ` B, òî

M ` A1 ⇒ (A2 ⇒ (. . .⇒ (Am ⇒ B) . . . )).

Ðîçãëÿíåìî êiëüêà ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè äåäóêöi¨.

Ïðèêëàä 1.4.3.
1. Äîâåäåìî, ùî ` A ⇒ ¬¬A. Çãiäíî ç òåîðåìîþ äåäóêöi¨, äëÿ öüîãî

äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî A ` ¬¬A. Íàâåäåìî âiäïîâiäíèé âèâiä:

A, A ⇒ (¬A ⇒ A), ¬A ⇒ A, ¾¬A ⇒ ¬A¿,

(¬A ⇒ A) ⇒ ((¬A ⇒ ¬A) ⇒ ¬¬A),

(¬A ⇒ ¬A) ⇒ ¬¬A, ¬¬A.

Òóò ìè íàïèñàëè ¾¬A ⇒ ¬A¿ çàìiñòü òîãî, ùîá âèïèñàòè âèâiä
ðå÷åííÿ ¬A ⇒ ¬A, íàâåäåíèé ó ïðèêëàäi 1.3.6.1. Íàäàëi áóäåìî
ïîñòiéíî êîðèñòóâàòèñÿ ïîäiáíèìè ñêîðî÷åííÿìè (ç ÷àñîì íàâiòü
îïóñêàþ÷è ëàïêè).

2. Äîâåäåìî, ùî ` (A ⇒ B) ⇒ (¬B ⇒ ¬A). Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî
ïîêàçàòè, ùî A ⇒ B, ¬B ` ¬A. Íàâåäåìî âiäïîâiäíèé âèâiä:

¬B ⇒ (A ⇒ ¬B), ¬B, A ⇒ ¬B,

(A ⇒ B) ⇒ ((A ⇒ ¬B) ⇒ ¬A), A ⇒ B,

(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬A, ¬A.

3. Ìíîæèíà ðå÷åíü A, ¬A, î÷åâèäíî, ñóïåðå÷ëèâà. Òîìó
A, ¬A ` B äëÿ äîâiëüíîãî ðå÷åííÿ B (ïðèêëàä 1.3.6.3). Çà íà-
ñëiäêîì 1.4.2, ` ¬A ⇒ (A ⇒ B).

4. Î÷åâèäíî, A, A ⇒ B ` B. Òîìó A ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ B).

Ùå êiëüêà ïðèêëàäiâ çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó ÿê âïðàâó. Öèìè ðåçóëüòà-
òàìè ìè òàêîæ áóäåìî êîðèñòóâàòèñü äàëi.

Âïðàâà 1.4.4. Äîâåäiòü, ùî:

(¬A ⇒ ¬B) ⇒ (B ⇒ A),(1)

¬A ⇒ (¬B ⇒ ¬(A ∨B)),(2)

(A ⇒ B) ⇒ ((¬A ⇒ B) ⇒ B)),(3)

A ⇒ (B ⇒ A ∧B).(4)

1.5. Àäåêâàòíiñòü ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü

Çàðàç ìè âæå ìà¹ìî äîñòàòíüî iíôîðìàöi¨, ùîá äîâåñòè òåîðåìó ïðî
àäåêâàòíiñòü ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü (òåîðåìà 1.3.5). Íàøå äîâåäåííÿ
 ðóíòó¹òüñÿ íà òàêié ëåìi.
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Ëåìà 1.5.1 (Ëåìà Ê�àëüìàðà). Äëÿ êîæíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ I : E →
B i êîæíîãî ðå÷åííÿ A ïîçíà÷èìî

AI =

{
A, ÿêùî val(I,A) = 1,
¬A ÿêùî val(I,A) = 0.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ EI =
{
EI | E ∈ E

}
. Òîäi EI ` AI äëÿ äîâiëüíîãî

ðå÷åííÿ A.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà äîâæèíîþ ðå÷åííÿA. ßêùî
A � àòîì, òî AI ∈ EI , òîìó EI ` AI . Iíàêøå A ìà¹ îäèí ç âèãëÿäiâ:

B ⇒ C,(1)

B ∧C,(2)

B ∨C,(3)

¬B,(4)

äå B i C � êîðîòøi ðå÷åííÿ, îòæå, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ìîæíà
ââàæàòè, ùî EI ` BI i EI ` CI . Ðîçãëÿíåìî âñi âèïàäêè çàëåæíî âiä
çíà÷åíü val(I,B) i val(I,C).

1.A = B ⇒ C. ßêùî val(I,B) = 0, òî val(I,A) = 1 i EI ` ¬B. Îäíàê
ìè âæå çíà¹ìî, ùî ` ¬B ⇒ (B ⇒ C) (ïðèêëàä 1.4.3.4). Çàñòîñóâàâøè
modus ponens, îäåðæèìî EI ` A.

ßêùî val(I,C) = 1, òàêîæ val(I,A) = 1 i EI ` C. Îñêiëüêè ` C ⇒
(B ⇒ C) (àêñiîìà âèãëÿäó (A1)), òî òàêîæ EI ` A.

Íåõàé, íàðåøòi, val(I,B) = 1, à val(I,C) = 0. Òîäi val(I,A) = 0,
EI ` B i EI ` ¬C. Äîäàìî äî âiäïîâiäíèõ âèâîäiâ ðå÷åííÿ

B ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ C), (B ⇒ C) ⇒ C,

¾((B ⇒ C) ⇒ C) ⇒ (¬C ⇒ ¬(B ⇒ C))¿,

¬C ⇒ ¬(B ⇒ C), ¬(B ⇒ C)

(ó äðóãîìó ðÿäêó ñòî¨òü ÷àñòêîâèé âèïàäîê ç ïðèêëàäó 1.4.3.2). Îäåð-
æèìî âèâiä AI = ¬A ç EI .

2. A = B ∧ C. ßêùî val(I,B) = 0, òî é val(I,A) = 0 i EI ` ¬B.
Äîäàâøè ðå÷åííÿ

(B ∧C) ⇒ B, ¾((B ∧C) ⇒ B) ⇒ (¬B ⇒ ¬(B ∧C))¿,

¬B ⇒ ¬(B ∧C), ¬(B ∧C),

îòðèìà¹ìî âèâiä AI = ¬A ç EI . Òå ñàìå ìiðêóâàííÿ ïðàöþ¹ é òîäi, êîëè
val(I,C) = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî val(I,B) = val(I,C) = 1. Òîäi val(I,A) = 1, EI ` B
i EI ` C. Çàëèøà¹òüñÿ äîäàòè ðå÷åííÿ

¾B ⇒ (C ⇒ B ∧C)¿, C ⇒ B ∧C, B ∧C,

ùîá îäåðæàòè âèâiä A ç EI .
Ðîçãëÿä âèïàäêiâ 3 òà 4 ìè çàëèøà¹ìî ÿê âïðàâó ÷èòà÷ó. �

Íàì ïîòðiáíå òàêîæ ïîíÿòòÿ ïîâíîòè, ÿêå âiäiãðà¹ çíà÷íó ðîëü ó
âñié ôîðìàëüíié ëîãiöi.
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Îçíà÷åííÿ 1.5.2. Ìíîæèíó ðå÷åíü M íàçâåìî ïîâíîþ, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî ðå÷åííÿ A àáî M ` A, àáî M ` ¬A. Çàóâàæèìî, ùî ñóïå-
ðå÷ëèâà ìíîæèíà ¹ íàïåâíå ïîâíîþ, îñêiëüêè ç íå¨ âèâîäèòüñÿ äîâiëüíå
ðå÷åííÿ.

Ëåìà 1.5.3. ßêùî ðå÷åííÿ A íå âèâîäèòüñÿ ç ìíîæèíè ðå÷åíü M,
òî ìíîæèíà M ∪ {¬A } ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà M ¹ íåñóïåðå÷ëèâîþ, îñêiëüêè ç íå¨ íå âè-
âîäèòüñÿ A. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà M ∪ {¬A } ñóïåðå÷ëèâà. Òîäi,
çîêðåìà, M ∪ {¬A } ` A. Çà òåîðåìîþ äåäóêöi¨, M ` ¬A ⇒ A. Îñ-
êiëüêè ` (¬A ⇒ A) ⇒ A (âïðàâà 1.3.7.2), òî M ` A çà modus ponens.
�

Ëåìà 1.5.4. Êîæíà íåñóïåðå÷ëèâà ìíîæèíà ðå÷åíü M ìiñòèòüñÿ
ó ïîâíié íåñóïåðå÷ëèâié ìíîæèíi.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà âñiõ ðå÷åíü, î÷åâèäíî, çëi÷åííà. Ïðîíóìå-
ðó¹ìî âñi ðå÷åííÿ: A1,A2, . . . ,An, . . . i âèçíà÷èìî ìíîæèíè Mi (i ∈ N)
òàêîþ ðåêóðñèâíîþ ïðîöåäóðîþ:

M1 = M,

Mi+1 =

{
Mi, ÿêùî Mi ` Ai,

Mi ∪ {¬Ai } , iíàêøå.

Çà ëåìîþ 1.5.3 óñi ìíîæèíè Mi (i ∈ N) íåñóïåðå÷ëèâi. Òîäi é ¨õí¹ îá'-
¹äíàííÿ M∞ =

⋃∞
i=1 Mi ¹ òàêîæ íåñóïåðå÷ëèâèì çà ëåìîþ 1.3.8. Ïðîòå,

çà ïîáóäîâîþ, äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ Ai àáî Mi ` Ai, à òîìó é M∞ ` Ai,
àáî ¬Ai ∈ Mi+1 ⊆ M∞, à òîìó M∞ ` ¬Ai. Îòæå, ìíîæèíà M∞ ïîâíà.
�

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî àäåêâàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî
M 6` A. Òîäi M ∪ {¬A } � íåñóïåðå÷ëèâà ìíîæèíà, îòæå âîíà ìiñ-
òèòüñÿ ó ïîâíié íåñóïåðå÷ëèâié ìíîæèíi N. Ðîçãëÿíåìî iíòåðïðåòàöiþ
I, âèçíà÷åíó ïðàâèëîì:

I(E) =

{
1, ÿêùî N ` E,
0, ÿêùî N ` ¬E,

äå E ïîçíà÷à¹ äîâiëüíèé àòîì. Ïîêàæåìî, ùî val(I,B) = 1 äëÿ âñiõ
B ∈ N. Äiéñíî, çãiäíî ç ëåìîþ Êàëüìàðà, EI ` BI . Ç iíøîãî áîêó,
N ` EI äëÿ êîæíîãî àòîìà E çà îçíà÷åííÿì iíòåðïðåòàöi¨ I. Òîìó N `
BI (âïðàâà 1.3.7.3). Îñêiëüêè N íåñóïåðå÷ëèâà, à B ∈ N, îáîâ'ÿçêîâî
BI = B, òîáòî val(I,B) = 1. Çîêðåìà, val(I,B) = 1 äëÿ âñiõ ðå÷åíü
B ∈ M i val(I,¬A) = 1, òîáòî val(I,A) = 0. Îòæå M 6|= A. �

Íàñëiäîê 1.5.5. Ìíîæèíà ðå÷åíü M ¹ íåñóìiñíîþ òîäi é ëèøå òî-
äi, êîëè âîíà ¹ ñóïåðå÷ëèâîþ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ñóïåðå÷ëèâà ìíîæèíà íåñóìiñíà. Íàâïàêè,
ÿêùî ìíîæèíà M íåñóìiñíà, òî M |= A, à òîìó é M ` A äëÿ êîæ-
íîãî ðå÷åííÿ A, çîêðåìà, é äëÿ çàïåðå÷åííÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ. Òîäi öÿ
ìíîæèíà ñóïåðå÷ëèâà. �
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Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè ïðî àäåêâàòíiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹
ùå é òàêå òâåðäæåííÿ, ÿêå çîâñiì íå ¹ î÷åâèäíèì ó ìåæàõ ñåìàíòèêè
ëîãiêè âèñëîâëþâàíü.

Íàñëiäîê 1.5.6 (Êîìïàêòíiñòü ëîãiêè âèñëîâëþâàíü). Íåõàé êîæ-
íà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè ðå÷åíü M ¹ ñóìiñíîþ. Òîäi é óñÿ
ìíîæèíà M ¹ ñóìiñíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 1.5.5 ñëîâî ¾ñóìiñíèé¿ ìîæíà çàìiíèòè íà
¾íåñóïåðå÷ëèâèé¿, ïiñëÿ ÷îãî öå òâåðäæåííÿ ñòà¹ öiëêîâèòî î÷åâèäíèì.
�

Çàóâàæåííÿ 1.5.7. Ç ëåìè Êàëüìàðà ìîæíà âèâåñòè íàâiòü àëãî-
ðèòì ïîáóäîâè âèâîäó êîæíî¨ òàâòîëîãi¨ A. Äëÿ öüîãî âèïèøåìî ìíî-
æèíó âñiõ àòîìiâ, ÿêi âõîäÿòü äî ðå÷åííÿ A: E1,E2, . . . ,En. Ïîçíà÷èìî
Em = {E1,E2, . . . ,Em } (m 6 n); çîêðåìà, E0 = ∅. Ïîáóäó¹ìî äëÿ äî-
âiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ I : Em → B âèâiä A ç EIm. Äëÿ m = n öå ëåìà
Êàëüìàðà. Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ¾îáåðíåíîþ ðåêóðñi¹þ¿. Ïðèïóñòèìî, ùî
ìè âæå ïîáóäóâàëè âèâîäè A ç EI0

m+1 i ç EI1
m+1, äå

I0(Ei) = I1(Ei) = I(Ei) ïðè i 6 m,

I0(Em+1) = 0,

I1(Em+1) = 1.

Çà òåîðåìîþ äåäóêöi¨ îäåðæèìî âèâîäè ðå÷åíü Em+1 ⇒ A òà ¬Em+1

⇒ A ç ìíîæèíè EIm. Îñêiëüêè ` (Em+1 ⇒ A) ⇒ ((¬Em+1 ⇒ A) ⇒ A)
(âïðàâà 1.4.4.3), îäåðæèìî âèâiä A ç EIm. Ïðè m = 0 îäåðæèìî âèâiä A
ç ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè.

1.6. Ïîíÿòòÿ ïðî iíòó¨öiîíiñòñüêó ëîãiêó

Ó XX ñò., ó çâ'ÿçêó ç êðèçîþ òåîði¨ ìíîæèí, ðîçâèíóëàñÿ òå÷iÿ ó ìà-
òåìàòèöi, ÿêà îòðèìàëà íàçâó ¾iíòó¨öiîíiçì¿. Îñêiëüêè îñíîâè iíòó¨öiîíi-
çìó ëåæàòü ñêîðiøå â ãàëóçi ôiëîñîôi¨ ìàòåìàòèêè, ìè íå áóäåìî òóò íà
íèõ çóïèíÿòèñÿ. Ðîçãëÿíåìî ëèøå îäíó ñèñòåìó ôîðìàëüíî¨ ëîãiêè, ÿêà
âèíèêëà ïiä âïëèâîì iíòó¨öiîíiçìó. Âîíà íàëåæèòü îäíîìó ç àêòèâíèõ
iíòó¨öiîíiñòiâ Ãåéòiíãó. Öå iíòó¨öiîíiñòñüêå ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü.

Îçíà÷åííÿ 1.6.1.
1. Ìîâà iíòó¨öiîíiñòñüêîãî ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü çáiãà¹òüñÿ ç ìî-

âîþ çâè÷àéíîãî (¾êëàñè÷íîãî¿) ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü (îçíà-
÷åííÿ 1.2.1).

2. Àêñiîìàìè iíòó¨öiîíiñòñüêîãî ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü çâóòüñÿ âñi
ðå÷åííÿ âèãëÿäó (A1)�(A9) ç âïðàâè 1.2.6, à òàêîæ óñi ðå÷åííÿ
âèãëÿäó

¬A ⇒ (A ⇒ B).(A10I)

3. �äèíèì ïðàâèëîì âèâîäó iíòó¨öiîíiñòñüêîãî ÷èñëåííÿ âèñëîâëþ-
âàíü ¹ ïðàâèëî modus ponens.

4. Ïîíÿòòÿ âèâîäó â iíòó¨öiîíiñòñüêîìó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü çái-
ãà¹òüñÿ ç àíàëîãi÷íèì ïîíÿòòÿì çâè÷àéíîãî ÷èñëåííÿ âèñëîâëþ-
âàíü.
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ßêùî iñíó¹ âèâiä ðå÷åííÿ A â iíòó¨öiîíiñòñüêîìó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü
ç ìíîæèíè ðå÷åíü M, òî ïèøóòü M `I A.

Ìè íå áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñåìàíòèêó iíòó¨öiîíiñòñüêîãî ÷èñëåííÿ âè-
ñëîâëþâàíü, îñêiëüêè âîíà äîñèòü ñêëàäíà. Ùî ñòîñó¹òüñÿ âèâîäiâ ó ií-
òó¨öiîíiñòñüêîìó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü, òî ìè äîâåäåìî òåîðåìó, ÿêà
âñòàíîâëþ¹ äåÿêèé çâ'ÿçîê iç çâè÷àéíèì (êëàñè÷íèì) ÷èñëåííÿì âèñëî-
âëþâàíü.

Òåîðåìà 1.6.2. Äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ A ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ã ðå÷åííÿ

¬¬A, i äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè ðå÷åíü M ïîçíà÷èìî M̃ =
{

Ã | A ∈ M
}
.

1. ßêùî M `I A, òî é M ` A.
2. ßêùî M ` A, òî M̃ `I Ã.
3. ßêùî M ` ¬A, òî M̃ `I ¬A.

Iíàêøå êàæó÷è, óñi ¾íåãàòèâíi¿ âèâîäè êëàñè÷íîãî ÷èñëåííÿ âèñëî-
âëþâàíü ìîæíà ïåðåðîáèòè ó âèâîäè iíòó¨öiîíiñòñüêîãî ÷èñëåííÿ âèñëî-
âëþâàíü. Ó òîé æå ÷àñ öüîãî íå ìîæíà ãàðàíòóâàòè äëÿ ¾ïîçèòèâíèõ¿
âèâîäiâ. Çîêðåìà, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â iíòó¨öiîíiñòñüêîìó ÷èñëåííi âè-
ñëîâëþâàíü íå iñíó¹ âèâîäó ðå÷åííÿ ¬¬A ⇒ A (ÿêå ¹ àêñiîìîþ êëàñè-
÷íîãî ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü), õî÷à öå é âèìàãà¹ àïåëÿöi¨ äî ñåìàíòèêè,
à òîìó íå ìîæå áóòè çðîáëåíî òóò.

Äîâåäåííÿ. Ìè ïðîïîíó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.6.2, ùî íàñëiäó¹
òîìó äîâåäåííþ òåîðåìè ïðî àäåêâàòíiñòü, ÿêå íàâåäåíå â ïîïåðåäíüîìó
ðîçäiëi. Áiëüøiñòü éîãî êðîêiâ áóäå ëèøå íàìi÷åíî, à äåòàëi äîâåäåííÿ
çàëèøåíi ÷èòà÷ó äëÿ ñàìîñòiíîãî âiäòâîðåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåí-
íÿ 1 öi¹¨ òåîðåìè òðèâiàëüíå, îñêiëüêè êîæåí âèâiä ó iíòó¨öiîíiñòñüêîìó
÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü ¹ òàêèì i â êëàñè÷íîìó, òî÷íiøå, ìîæå áóòè ïåðå-
ðîáëåíèé ó êëàñè÷íèé âèâiä, ÿêùî êîæåí ðàç àêñiîìó (A10I) çàìiíþâàòè
¨¨ (êëàñè÷íèì) âèâîäîì (âïðàâà 1.3.7.2). Òâåðäæåííÿ 2 âèïëèâà¹ ç òâåð-
äæåííÿ 3, îñêiëüêè ÿêùî ` A, òî é ` ¬¬A (äèâ. ïðèêëàä 1.4.3.1). Îòæå,
çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ëèøå òâåðäæåííÿ 3.

Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî âèâiä ðå÷åííÿ A ⇒ A (ïðèêëàä 1.3.6.1) i
äîâåäåííÿ òåîðåìè äåäóêö¨ íå âèêîðèñòîâóâàëè àêñiîìó (A10), òîìó òå-
îðåìà äåäóêöi¨ ìà¹ ìiñöå i â iíòó¨öiîíiñòñüêîìó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü.
Äàëi, àêñiîìà (A10I) ãàðàíòó¹, ùî êîëè M `I A i M `I ¬A, òî M `I B
äëÿ äîâiëüíîãî ðå÷åííÿ B. Ó ïðèêëàäàõ 1.4.3.1,2 ìè òàêîæ íå êîðèñòó-
âàëèñÿ àêñiîìîþ (A10), òîìó `I A ⇒ ¬¬A i `I (A ⇒ B) ⇒ (¬B ⇒ ¬A).
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî `I ¬¬¬A ⇒ ¬A (çîêðåìà, òâåðäæåííÿ 3 òåîðåìè
ðiâíîñèëüíå òâåðäæåííþ 2).

Ìè ïîêàæåìî, ùî êîæåí êëàñè÷íèé âèâiä ðå÷åííÿ A ç ìíîæèíè M

ìîæíà ïåðåðîáèòè â iíòó¨öiîíiñòñüêèé âèâiä ðå÷åííÿ Ã ç ìíîæèíè M̃.
Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî òàêi ðåçóëüòàòè.

Ëåìà 1.6.3. Äëÿ äîâiëüíèõ ðå÷åíü A, B
(1) ¬¬A, ¬¬(A ⇒ B) `I ¬¬B.
(2) `I ¬¬(¬¬A ⇒ A).
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ¬¬A,¬B `I ¬(A ⇒ B). Îñü
âiäïîâiäíèé âèâiä:

(A ⇒ ¬B) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ ¬A), ¬B ⇒ (A ⇒ ¬B), ¬B,

A ⇒ ¬B, (A ⇒ B) ⇒ ¬A, ¬¬A ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ ¬¬A),

¬¬A, (A ⇒ B) ⇒ ¬¬A,

((A ⇒ B) ⇒ ¬A) ⇒ (((A ⇒ B) ⇒ ¬¬A) ⇒ ¬(A ⇒ B)),

((A ⇒ B) ⇒ ¬¬A) ⇒ ¬(A ⇒ B), ¬(A ⇒ B).

Çà òåîðåìîþ äåäóêöi¨ ìà¹ìî ¬¬A `I ¬B ⇒ ¬(A ⇒ B). Îñêiëüêè âæå
âiäîìî, ùî `I (¬B ⇒ ¬(A ⇒ B)) ⇒ (¬¬(A ⇒ B) ⇒ ¬¬B), çâiäñè
îòðèìó¹ìî (1).

Äàëi, ç àêñiîìè B ⇒ (A ⇒ B) îäåðæó¹ìî `I ¬(A ⇒ B) ⇒ ¬B. Çî-
êðåìà, `I ¬(¬¬A ⇒ A) ⇒ ¬A. Òîìó ìîæíà ñêîíñòðóþâàòè òàêèé âèâiä
ðå÷åííÿ (2) (ìè îïóñòèëè â íüîìó êiëüêà ðå÷åíü; ÷èòà÷ó ïðîïîíó¹òüñÿ
çàïîâíèòè âiäïîâiäíi ìiñöÿ):

¬A ⇒ (¬¬A ⇒ A), ¬(¬¬A ⇒ A) ⇒ ¬¬A, ¬(¬¬A ⇒ A) ⇒ ¬A,

(¬(¬¬A ⇒ A) ⇒ ¬A) ⇒ ((¬(¬¬A ⇒ A) ⇒ ¬¬A) ⇒ ¬¬(¬¬A ⇒ A)),

¬¬(¬¬A ⇒ A) �

Öÿ ëåìà îá ðóíòîâó¹ òàêèé àëãîðèòì ïåðåðîáêè êëàñè÷íîãî âèâîäó
A ç M â iíòó¨öiîíiñòñüêèé âèâiä Ã ç M̃.

1. Àêñiîìè (A1)�(A9) çàëèøàþòüñÿ.
2. Àêñiîìà (A10) çàìiíþ¹òüñÿ íà iíòó¨öiîíiñòñüêèé âèâiä ðå÷åííÿ
¬¬(¬¬A ⇒ A).

3. Ðå÷åííÿ B ∈ M çàìiíþ¹òüñÿ íà ðå÷åííÿ B̃ = ¬¬B ∈ M̃.
4. ßêùî ÿêåñü ðå÷åííÿ Ai áóëî îäåðæàíå çà ïðàâèëîì modus ponens

ç ðå÷åíü Aj òà Ak = Aj ⇒ Ai, äå j, k < i, òî âîíî çàìiíþ¹òüñÿ
íà âèâiä Ãi = ¬¬Ai ç Ãj = ¬¬Aj òà Ãk = ¬¬(Aj ⇒ Ai).

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî íåîáõiäíèé âèâiä (ïîÿñíiòü, ÷îìó). �

Âïðàâà 1.6.4 (Âàðiàíò iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ñåìàíòèêè). Îäíi¹þ ç ìîæ-
ëèâîñòåé âèçíà÷èòè ñåìàíòèêó ðå÷åíü iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè ¹ òàêà.
Íåõàé X � äåÿêèé ìåòðè÷íèé (àáî âçàãàëi òîïîëîãi÷íèé) ïðîñòið, U(X)
� ìíîæèíà éîãî âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí. ×åðåç {A, äå A ⊆ X, ïîçíà÷èìî
äîïîâíåííÿ {A = X \A, à ÷åðåç A◦ � âíóòðiøíiñòü A, ñåáòî îá'¹äíàííÿ
âñiõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí U ⊆ A. Iíòó¨öiîíiñòñüêîþ iíòåðïðåòàöi¹þ
íàçâåìî âiäîáðàæåííÿ I : E → U(X). Äëÿ ðå÷åíü ëîãiêè âèñëîâëþâàíü
âèçíà÷èìî ¨õíi çíà÷åííÿ â iíòåðïðåòàöi¨ I â òàêèé ñïîñiá.

• ßêùî A � àòîì, òî val(I,A) = I(A).
• Çíà÷åííÿ ðå÷åíü, óòâîðåíèõ çà ïðàâèëàìè 3(b,c) ç îçíà÷åííÿ 1.2.1,
îá÷èñëþþòüñÿ çà ïðàâèëàìè:

val(I,¬A) =
(
{ val(I,A)

)◦;
val(I,A ∨B) = val(I,A) ∪ val(I,B);

val(I,A ∧B) = val(I,A) ∩ val(I,B);

val(I,A ⇒ B) =
(
{ val(I,A) ∪ val(I,B)

)◦
.
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Íàçâåìî ðå÷åííÿ A iñòèííèì â iíòåðïðåòàöi¨ I, ÿêùî val(I,A) = X.
Ðå÷åííÿ, iñòèííi â êîæíié iíòó¨öiîíiñòñüêié iíòåðïðåòàöi¨, íàçâåìî iíòó-
¨öiîíiñòñüêèìè òàâòîëîãiÿìè. Òàê ñàìî, ÿê ó êëàñè÷íié ëîãiöi, áóäåìî
ïèñàòè M |=I A, ÿêùî â êîæíié iíòó¨öiîíiñòñüêié iíòåðïðåòàöi¨, â ÿêié
iñòèííi âñi ðå÷åííÿ ç M, iñòèííå é ðå÷åííÿ A.

1. Äîâåäiòü, ùî êîæíà àêñiîìà iíòó¨öiîíiñòñüêîãî ÷èñëåííÿ âèñëîâ-
ëþâàíü ¹ iíòó¨öiîíiñòñüêîþ òàâòîëîãi¹þ.

2. Äîâåäiòü, ùî ç M `I A âèïëèâà¹ M |=I A.
3. Äîâåäiòü, ùî íàâåäåíi íèæ÷å ðå÷åííÿ, ÿêi ¹ òàâòîëîãiÿìè êëàñè-

÷íî¨ ëîãiêè, íå ¹ iíòó¨öiîíiñòñüêèìè òàâòîëîãiÿìè:

¬¬A ⇒ A, A ∨ ¬A, (A ⇒ B) ⇒ ((¬A ⇒ B) ⇒ B),

äå A,B � äåÿêi àòîìè. Îòæå, â iíòó¨öiîíiñòñüêié ëîãiöi íå ìîæíà
çàñòîñîâóâàòè òàêi êëàñè÷íi çàñîáè, ÿê çâåäåííÿ äî àáñóðäó àáî
àíàëiç âèïàäêiâ.

4. Ïîêàæiòü, ùî êîëè X ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè, ïîíÿòòÿ iíòó¨-
öiîíiñòñüêî¨ iíòåðïðåòàöi¨ çâîäèòüñÿ äî çâè÷àéíîãî ïîíÿòòÿ iíòåð-
ïðåòàöi¨ â êëàñè÷íié ëîãiöi âèñëîâëþâàíü. Öå òâåðäæåííÿ çàëè-
øà¹òüñÿ âiðíèì i äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ïðîñòîðó X, ÿêùî
âií ¹ T1-ïðîñòîðîì, òîáòî êîæíà éîãî òî÷êà ¹ çàìêíåíîþ (çàóâà-
æèìî, ùî ñêií÷åííèé T1-ïðîñòið çàâæäè ¹ ãàóñäîðôîâèì).

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ç M |=I A âèïëèâà¹ M `I A. Áiëüø òîãî, îñòàí-
í¹ òâåðäæåííÿ çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì, íàâiòü ÿêùî îáìåæèòèñü iíòåðïðå-
òàöiÿìè, â ÿêèõ X � ôiêñîâàíèé íåñêií÷åííèé êîìïàêòíèé ïðîñòið (íà-
ïðèêëàä, çàìêíåíèé âiäðiçîê [0, 1]). Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó (òà áàãàòüîõ
éîãî óçàãàëüíåíü) ìîæíà çíàéòè â [ÐÑ]. Âîíî iñòîòíî ñêëàäíiøå, íiæ òå-
îðåìà àäåêâàòíîñòi äëÿ êëàñè÷íîãî ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü. Íàïðèêëàä,
ëåìà Êàëüìàðà, ÿêà ¹ ãîëîâíèì çàñîáîì ó äîâåäåííi òåîðåìè àäåêâàòíî-
ñòi, íå ìà¹ àíàëîãà â iíòó¨öiîíiñòñüêîìó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü.

Iñíóþòü òàêîæ iíøi ôîðìàëüíî-ëîãi÷íi ñèñòåìè, ÿêi âiäîáðàæàþòü
iíòó¨öiîíiñòñüêi êîíöåïöi¨. Ñåðåä íèõ âiäçíà÷èìî òàê çâàíó ìiíiìàëüíó
ëîãiêó. Ó íié àêñiîìàìè ââàæàþòüñÿ ëèøå ðå÷åííÿ âèãëÿäó (A1)�(A9) ç
âïðàâè 1.2.6.

Çàçíà÷èìî, ùî áiëüøiñòü ìàòåìàòèêiâ, ÿêi ïðèòðèìóþòüñÿ iíòó¨öi-
îíiñòñüêèõ ïîãëÿäiâ, ââàæàþòü, ùî íiÿêà ôîðìàëüíà ñèñòåìà íå ìîæå
àäåêâàòíî âiäîáðàçèòè çìiñòîâíi ïðàâèëà ìiðêóâàíü. Äî äåÿêî¨ ìiðè öå
áóäå ïiäòâåðäæåíî ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó 3, ïðèíàéìíi, ÿêùî éäåòüñÿ ïðî
ïðàâèëà ìiðêóâàíü ó ìàòåìàòèöi.
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Äîäàòîê A

Áóëåâi ôóíêöi¨

Íàãàäà¹ìî, ùî áóëåâà ôóíêöiÿ � öå âiäîáðàæåííÿ f : Bn → B, äå B =
{0,1 } � ìíîæèíà áóëåâèõ çíà÷åíü. Çîêðåìà, êîæåí ëîãi÷íèé ñïîëó÷íèê
âèçíà÷à¹ áóëåâó ôóíêöiþ. Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè öþ ôóíêöiþ òèì ñàìèì
ñèìâîëîì, ùî é âiäïîâiäíèé ñïîëó÷íèê (íàïðèêëàä, ∨,∧,¬,⇒). Òåîðiÿ
áóëåâèõ ôóíêöié øâèäøå âiäíîñèòüñÿ íå äî ëîãiêè, à äî êîìáiíàòîðèêè
àáî äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè. Òîìó ìè ëèøå ðîçãëÿíåìî êiëüêà ôàêòiâ iç
öi¹¨ òåîði¨ ó âèãëÿäi ñåði¨ çàäà÷. Íà íàø ïîãëÿä, ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ çàäà÷
öiëêîì äîñòóïíå êîæíîìó ÷èòà÷ó.

Îñíîâíà íàøà ìåòà � îäåðæàòè êðèòåðié òîãî, ùî äåÿêà ìíîæèíà F
áóëåâèõ ôóíêöié ¹ ïîâíîþ â ðîçóìiííi íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ A1. Ìíîæèíà F áóëåâèõ ôóíêöié çâåòüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî
äîâiëüíó áóëåâó ôóíêöiþ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ôóíêöi¨ ç F çà äîïîìî-
ãîþ ñóïåðïîçèöié.

Ïî÷íåìî ç òîãî. ùî âñòàíîâèìî ïîâíîòó äåÿêèõ âiäîìèõ ìíîæèí.
Ïåðø çà âñå � öå ìíîæèíà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êîí'þíêöi¨, äèç'þíêöi¨ òà
çàïåðå÷åííÿ.

Âïðàâà A2.
1. Íåõàé f : Bn → B, � äîâiëüíà áóëåâà ôóíêöiÿ. Äëÿ êîæíîãî

âåêòîðà a = (a1, a2, . . . , an), äå ai ∈ B, ïîçíà÷èìî Ta = y1 ∧ y2 ∧
. . . yn, äå

yi =

{
xi ÿêùî ai = 1,
¬xi ÿêùî ai = 0.

Ïåðåâiðòå, ùî

(A1) f (x1, x2, . . . , xn) =
∨

f(a)=1

Ta.

Âèðàç (A1) çâåòüñÿ äèç'þíêòèâíîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ ôóíêöi¨
f .

2. ßêi çìiíè òðåáà âíåñòè äî íàâåäåíî¨ êîíñòðóêöi¨, ùîá ïîäàòè
ôóíêöiþ f ó êîí'þíêòèâíié íîðìàëüíié ôîðìi, òîáòî ó âèãëÿ-
äi f (x1, x2, . . . , xn) =

∧
T ′a, äå êîæíå T

′
a � êîí'þíêöiÿ çìiííèõ òà

¨õ çàïåðå÷åíü?

Çîêðåìà, êîæíà áóëåâà ôóíêöiÿ çáiãà¹òüñÿ ç äåÿêîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ôóíêöi¨ ¬, ∨ òà ∧, òîáòî ìíîæèíà {¬,∨,∧} ¹ ïîâ-
íîþ. Îñêiëüêè ¬(x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y, òî çâiäñè îäåðæó¹ìî

Íàñëiäîê A3. Êîæíà ç ìíîæèí {¬,∨} òà {¬,∧} ¹ ïîâíîþ.
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Ùå îäíà âàæëèâà ïîâíà ìíîæèíà ñêëàäà¹òüñÿ ç êîíñòàíò, êîí'þíêöi¨
òà áóëåâî¨ ñóìè (àáî ñóìè çà ìîäóëåì 2 ). Ïîçíà÷èìî x⊕ y = ¬(x⇔ y).
Öÿ ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ áóëåâîþ ñóìîþ (ñêëàäiòü òàáëèöþ ¨¨ çíà÷åíü,
ùîá ïîáà÷èòè, çâiäêè âèíèêëà òàêà íàçâà). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìàþòü
ìiñöå íàñòóïíi òîòîæíîñòi:

x⊕ y = y ⊕ x,

(x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z),

x ∧ (y ⊕ z) = x ∧ y ⊕ x ∧ z.
Òîìó ìè áóäåìî îïóñêàòè äóæêè, êîëè éäåòüñÿ ïðî áóëåâó ñóìó êiëüêîõ
äîäàíêiâ, òà âiëüíî ïåðåñòàâëÿòè öi äîäàíêè. Áóëåâèì îäíî÷ëåíîì íà-
çèâà¹òüñÿ êîí'þíêöiÿ çìiííèõ xi1 ∧ xi2 ∧ . . . ∧ xim , äå i1 < i2 < · · · < im;
ÿêùî m = 0, òî ââàæàþòü, ùî áóëiâ îäíî÷ëåí � öå êîíñòàíòà 1. Áóëå-
âèì ìíîãî÷ëåíîì íàçèâà¹òüñÿ áóëåâà ñóìà ðiçíèõ áóëåâèõ îäíî÷ëåíiâ.
Áóëåâi ìíîãî÷ëåíè ìîæíà îòîòîæíèòè ç ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì ëè-
øêiâ çà ìîäóëåì 2, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè çà êîæíîþ çìiííîþ. Òîäi íàñòóïíèé
ðåçóëüòàò ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê âàðiàíò òåîðåìè ïðî iíòåðïîëÿöiþ.

Âïðàâà A4. Äîâåäiòü, ùî êîæíó áóëåâó ôóíêöiþ ìîæíà îäíîçíà÷íî
âèðàçèòè äåÿêèì áóëåâèì ìíîãî÷ëåíîì.

Âêàçiâêà: Îñü äâà ìîæëèâi âàðiàíòè äîâåäåííÿ:
1. Iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ çìiííèõ: äëÿ ôóíêöi¨ âiä n + 1 çìiííî¨
f (x1, x2, . . . , xn+1) âèðàçiòü ñïî÷àòêó ôóíêöi¨ âiä n çìiííèõ f0 =
f(x1, x2, . . . , xn,0) òà f1 = f(x1, x2, . . . , xn,1) i ñêîðèñòàéòåñÿ òèì,
ùî f = xn+1 ∧ f1 ⊕ (1⊕ xn+1) ∧ f0.

2. Ïåðåâiðèòè, ùî êiëüêiñòü ðiçíèõ áóëåâèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä n çìií-
íèõ äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âñiõ áóëåâèõ ôóíêöié i ùî ðiçíi áóëåâi
ìíîãî÷ëåíè çàäàþòü ðiçíi ôóíêöi¨.

Îòæå, íàáið {0,1,⊕,∧} ¹ ïîâíîþ ìíîæèíîþ áóëåâèõ ôóíêöié. Çàó-
âàæèìî, ùî, îñêiëüêè 1⊕ 1 = 0, òàêèì ¹ é íàáið {1,⊕,∧}.

Áóäåìî êàçàòè, ùî ôóíêöiÿ f : Bn → B
• çáåðiãà¹ íóëü, ÿêùî f(0,0, . . . ,0) = 0; ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóí-
êöié ïîçíà÷èìî F0;

• çáåðiãà¹ îäèíèöþ, ÿêùî f(1,1, . . . ,1) = 1; ìíîæèíó âñiõ òàêèõ
ôóíêöié ïîçíà÷èìî F1;

• ìîíîòîííà, ÿêùî f (a1, a2, . . . , an) 6 f (b1, b2, . . . , bn) êîæíîãî ðà-
çó, êîëè ai 6 bi äëÿ âñiõ íîìåðiâ i (ìè ââàæà¹ìî, ùî 0 < 1);
ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷èìî F2;

• ñàìîäâî¨ñòà, ÿêùî f (¬a1,¬a2, . . . ,¬an) = ¬f (a1, a2, . . . , an) äëÿ
âñiõ çíà÷åíü a1, a2, . . . , an; ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷è-
ìî F3;

• ëiíiéíà, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ ç äåÿêèì ëiíiéíèì áóëåâèì ìíî-
ãî÷ëåíîì, òîáòî f (x1, x2, . . . , xn) = c ⊕ (

⊕m
k=1 xik) äëÿ äåÿêèõ

i1 < i2 < · · · < ik òà c ∈ B; ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷è-
ìî F4.

Âïðàâà A5. Äîâåäiòü, ùî âñi ôóíêöi¨, ÿêi ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç
ôóíêöi¨ ç Fi (i = 0, 1, 2, 3, 4), òàêîæ íàëåæàòü Fi. Îòæå, ÿêùî F ⊆ Fi,
òî ìíîæèíà F íàïåâíå íå ¹ ïîâíîþ.
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Âïðàâà A6. Ïîçíà÷èìî f̂(x) = f(x, x, . . . , x). Äîâåäiòü, ùî:
• êîëè f íå çáåðiãà¹ íóëü, òî àáî f̂(x) = ¬x, àáî f̂(x) = 1;
• êîëè f íå çáåðiãà¹ îäèíèöþ, òî àáî f̂(x) = ¬x, àáî f̂(x) = 0.

Âïðàâà A7. Ïðèïóñòèìî, ùî f íåìîíîòîííà.
1. Äîâåäiòü, ùî çíàéäóòüñÿ òàêi çíà÷åííÿ a1, a2, . . . , an i b1, b2, . . . , bn,

ùî f (a1, a2, . . . , an) = 0, f (b1, b2, . . . , bn) = 1, ïðè÷îìó ai = bi
äëÿ âñiõ íîìåðiâ i, êðiì îäíîãî: i = k, à â îñòàííüîìó âèïàäêó
ak = 1, bk = 0.

2. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî êîëè ìíîæèíà F ìiñòèòü îáèäâi êîíñòàíòè
é íåìîíîòîííó ôóíêöiþ, òî ÷åðåç ôóíêöi¨ ç F ìîæíà âèðàçèòè
çàïåðå÷åííÿ.

Âïðàâà A8. Ïðèïóñòèìî, ùî f íåñàìîäâî¨ñòà, òîáòî çíàéäóòüñÿ òàêi
çíà÷åííÿ a1, a2, . . . , an, ùî f (a1, a2, . . . , an) = f(¬a1,¬a2, . . . ,¬an). Ïî-
êëàâøè yi = x, ÿêùî ai = 1, òà yi = ¬x, ÿêùî ai = 0, ïîêàæiòü, ùî
f (y1, y2, . . . , yn) ¹ êîíñòàíòîþ.

Âïðàâà A9. Ç ðåçóëüòàòiâ âïðàâ A6�A8 âèâåäiòü, ùî êîëè ìíîæèíà
F 6⊆ Fi ïðè âñiõ i ∈ { 0, 1, 2, 3 }, òî ÷åðåç ôóíêöi¨ ç F ìîæíà âèðàçèòè
çàïåðå÷åííÿ òà îáèäâi êîíñòàíòè.

Âïðàâà A10. Íåõàé f (x1, x2, . . . , xn) � íåëiíiéíèé áóëiâ ìíîãî÷ëåí,
xi1 ∧ xi2 ∧ . . . ∧ xim � äåÿêèé íåëiíiéíèé îäíî÷ëåí, ÿêèé âõîäèòü äî f , ç
íàéìåíøèì çíà÷åííÿì m > 1.

1. Ïîêëàäiòü g(x, y) = f (y1, y2, . . . , yn), äå yi1 = x, yi2 = · · · = yim =
y, yj = 0, ÿêùî j /∈ { i1, i2, . . . , im }; äîâåäiòü, ùî g(x, y) = c0 ⊕
c1 ∧ x⊕ c2 ∧ y ⊕ x ∧ y äëÿ äåÿêèõ ck ∈ B.

2. Äîâåäiòü, ùî àáî g, àáî ¬g çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ ç ôóíêöié x∧y, x∨
y, x ∧ ¬y, ¬x ∧ y.

Âïðàâà A11. Ç ðåçóëüòàòiâ âïðàâ A9 òà A10 âèâåäiòü òåîðåìó Ïî-
ñòà (êðèòåðié ïîâíîòè):

Ìíîæèíà áóëåâèõ ôóíêöié F ¹ ïîâíîþ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè F 6⊆
Fi ïðè âñiõ i ∈ { 0, 1, 2, 3, 4 }.

Âïðàâà A12. 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âñi áóëåâi ôóíêöi¨ ìîæíà âè-
ðàçèòè ÷åðåç ¹äèíó äâîìiñíó ôóíêöiþ f(x, y). Äîâåäiòü, ùî àáî
f(x, y) = ¬(x∨ y) (¾øòðèõ Øåôôåðà¿ x|y), àáî f(x, y) = ¬(x∧ y)
(¾ñòðiëêà Ïiðñà¿ x↓y).

2. Ñêiëüêè iñíó¹ áóëåâèõ ôóíêöié f âiä n çìiííèõ òàêèõ, ùî ÷åðåç
f âèðàæàþòüñÿ âñi áóëåâi ôóíêöi¨?

Âïðàâà A13. 1. Äîâåäiòü, ùî êîëè F � ïîâíà ìíîæèíà áóëå-
âèõ ôóíêöié, iñíó¹ ïîâíà ïiäìíîæèíà F ′ ⊆ F , ÿêà ìiñòèòü ùî-
íàéáiëüøå 4 ôóíêöié.

2. Â óìîâàõ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó ïðèïóñòèìî, ùî âñi ôóíêöi¨ ç F
� äâîìiñíi. Äîâåäiòü, ùî òîäi iñíó¹ ïîâíà ïiäìíîæèíà F ′ ⊆ F ,
ÿêà ìiñòèòü ùîíàéáiëüøå 3 ôóíêöi¨.

3. Çíàéäiòü ïîâíó ìíîæèíó áóëåâèõ ôóíêöié F , ÿêà ìiñòèòü 4 ôóí-
êöi¨, ïðè÷îìó æîäíà ¨¨ âëàñíà ïiäìíîæèíà F ′ ⊂ F âæå íå ¹ ïîâ-
íîþ.
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Äîäàòîê B

Áóëåâi àëãåáðè

Äðóãèé ðîçäië, ÿêèé ïðîïîíó¹òüñÿ ÷èòà÷ó äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîçðîáêè
íà ïiäñòàâi íàâåäåíèõ íèæ÷å âïðàâ � öå òåîðiÿ áóëåâèõ àëãåáð. Çíîâ-
òàêè, öå ñêîðiøå ðîçäië àëãåáðè, õî÷à é òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç ëîãiêîþ.

Îçíà÷åííÿ B1. Áóëåâîþ àëãåáðîþ çâåòüñÿ ìíîæèíà A ç äâîìà âè-
çíà÷åíèìè íà íié áiíàðíèìè àëãåáðè÷íèìè îïåðàöiÿìè ∨ òà ∧, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü íàñòóïíi àêñiîìè:

x ∨ x = x,(Á1)

x ∧ x = x,(Á1∗)

x ∨ y = y ∨ x,(Á2)

x ∧ y = y ∧ x,(Á2∗)

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z,(Á3)

x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z,(Á3∗)

iñíó¹ åëåìåíò 0 òàêèé, ùî x ∨ 0 = x äëÿ âñiõ x,(Á4)

iñíó¹ åëåìåíò 1 òàêèé, ùî x ∧ 1 = x äëÿ âñiõ x,(Á4∗)

x ∨ (x ∧ y) = x,(Á5)

x ∧ (x ∨ y) = x,(Á5∗)

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),(Á6)

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),(Á6∗)

äëÿ êîæíîãî x iñíó¹ åëåìåíò ¬x òàêèé, ùî x ∨ ¬x = 1(Á7)

i x ∧ ¬x = 0.

Âïðàâà B2. Äîâåäiòü, ùî
(1) x ∧ 0 = 0 i x ∨ 1 = 1.
(2) Àêñiîìà Á6∗ âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíiõ àêñiîì òà àêñiîìè Á6 (i íàâ-

ïàêè).
(3) Åëåìåíòè 0, 1 òà ¬x âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî.
(4) ¬(¬x) = x.
(5) Äîâåäiòü, ùî ¬(x ∧ y) = ¬x ∨ ¬y, à ¬(x ∨ y) = ¬x ∧ ¬y.

Åëåìåíò ¬x çâåòüñÿ äîïîâíåííÿì åëåìåíòà x. Ôîðìóëè (5) çâóòüñÿ çàêî-
íàìè äå Ìîðãàíà.

Ïðèêëàä B3.
1. Ìíîæèíà B = {0,1 } ç îïåðàöiÿìè, âèçíà÷åíèìè çâè÷àéíèìè òà-

áëèöÿìè äëÿ êîí'þíêöi¨ òà äèç'þíêöi¨ (äèâ. ñòîð. 6) ¹ áóëåâîþ
àëãåáðîþ, ÿêó ìè áóäåìî çâàòè ïåðâèííîþ áóëåâîþ àëãåáðîþ. Öå
íàéìåíøà áóëåâà àëãåáðà, â ÿêié 0 6= 1. (Çàóâàæèìî, ùî êîëè
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â äåÿêié áóëåâié àëãåáði 0 = 1, òî âîíà ìiñòèòü ëèøå îäèí öåé
åëåìåíò � öå îäðàçó âèïëèâà¹ ç àêñiîìè Á4 òà âïðàâè B2(1).)

2. Ìíîæèíà P(M) óñiõ ïiäìíîæèí äåÿêî¨ ìíîæèíè M ¹ áóëåâîþ
àëãåáðîþ, â ÿêié A∨B � îá'¹äíàííÿ, à A∧B ïåðåðiç ïiäìíîæèí
A òà B.

3. Áóëåâi ôóíêöi¨ âiä n çìiííèõ òàêîæ óòâîðþþòü áóëåâó àëãåáðó
Bn çi çâè÷àéíèìè îïåðàöiÿìè ∨ òà ∧.

4. Áóäåìî ïèñàòè A ≡ B, äå A,B � ðå÷åííÿ ëîãiêè âèñëîâëþâàíü,
ÿêùîA |= B iB |= A. Íåõàé L � ìíîæèíà êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi
ðå÷åíü çà âiäíîøåííÿì ≡, à [A] � êëàñ, ÿêîìó íàëåæèòü ðå÷åííÿ
A. Âèçíà÷èìî íà L îïåðàöi¨ ∨ òà ∧, ïîêëàâøè

[A] ∨ [B] = [A ∨B] òà [A] ∧ [B] = [A ∧B].

(Äîâåäiòü, ùî öi âèçíà÷åííÿ êîðåêòíi.) Òîäi L ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
íà áóëåâó àëãåáðó. (Ïåðåâiðòå öå.) Ðîëü 1 âiäiãðà¹ êëàñ òàâòîëî-
ãié, à ðîëü 0 � êëàñ ¨õ çàïåðå÷åíü. Àëãåáðà L çâåòüñÿ àëãåáðîþ
Ëiíäåíáàóìà ëîãiêè âèñëîâëþâàíü.

5. ßêùî A1,A2, . . . ,An � áóëåâi àëãåáðè, ¨õíié äåêàðòiâ äîáóòîê A1×
A2× . . .×An ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà áóëåâó àëãåáðó, ÿêùî âèçíà÷èòè
îïåðàöi¨ ïîêîîðäèíàòíî:

(a1, a2, . . . , an) ∨ (b1, b2, . . . , bn) = (a1 ∨ b1, a2 ∨ b2, . . . , an ∨ bn),
(a1, a2, . . . , an) ∧ (b1, b2, . . . , bn) = (a1 ∧ b1, a2 ∧ b2, . . . , an ∧ bn).
Öÿ àëãåáðà çâåòüñÿ ïðÿìèì äîáóòêîì àëãåáð A1,A2, . . . ,An. ßêùî
âñi àëãåáðè Ai çáiãàþòüñÿ ç ôiêñîâàíîþ àëãåáðîþ A, òî ìè ïîçíà-
÷àòèìåìî öåé äîáóòîê ÷åðåç An.

6. Äëÿ êîæíî¨ áóëåâî¨ àëãåáðè A âèçíà÷èìî îáåðíåíó àëãåáðó A◦

ÿê òàêó, åëåìåíòè ÿêî¨ òi ñàìi, ùî é â àëãåáði A, àëå a ∨ b ó
íîâié àëãåáði çáiãà¹òüñÿ ç a ∧ b â A i íàâïàêè. Äîâåäiòü, ùî A◦

� òåæ áóëåâà àëãåáðà. Çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî òâåðäæåííÿ òåîði¨
áóëåâèõ àëãåáð âiðíèì ¹ é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, ÿêå îòðèìó¹òüñÿ
ïåðåñòàíîâêîþ â óñiõ ôîðìóëàõ çíàêiâ ∨ òà ∧.

Âïðàâà B4. Âñòàíîâiòü içîìîðôiçì áóëåâèõ àëãåáð Bn ' P(M), äå
M � ìíîæèíà ç n åëåìåíòiâ.

Âêàçiâêà: Ââàæàþ÷è, ùî M = { 1, 2, . . . , n }, çiñòàâòå êîæíîìó íà-
áîðó (a1, a2, . . . , an), äå ai ∈ B, ïiäìíîæèíó M(a) = { k | ak = 1 }.

Äîâåäåìî òåîðåìó, ÿêà ïîâíiñòþ îïèñó¹ áóäîâó âñiõ ñêií÷åííèõ áóëå-
âèõ àëãåáð.

Òåîðåìà B5. Äîâiëüíà ñêií÷åííà áóëåâà àëãåáðà içîìîðôíà Bn äëÿ
äåÿêîãî n.

Çîêðåìà, òàêà àëãåáðà ìiñòèòü 2n åëåìåíòiâ.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà âïðàâ. Ïî÷íåìî ç äåÿêèõ
îçíà÷åíü. Äàëi A ïîçíà÷à¹ äåÿêó áóëåâó àëãåáðó, ÿêà ìiñòèòü ïðèíàéìíi
äâà åëåìåíòè.

Îçíà÷åííÿ B6.
1. Óâåäåìî â A (÷àñòêîâèé) ïîðÿäîê, ââàæàþ÷è, ùî a 6 b, ÿêùî
a ∨ b = b. Äîâåäiòü, ùî:
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(a) a 6 b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a ∧ b = a;
(b) âiäíîøåííÿ 6 äiéñíî ¹ (÷àñòêîâèì) ïîðÿäêîì íà A;
(c) 0 ¹ íàéìåíøèì, à 1 � íàéáiëüøèì åëåìåíòîì âiäíîñíî öüîãî

ïîðÿäêó;
(d) ÿêùî a 6 b, òî ¬b 6 ¬a i íàâïàêè.

2. Åëåìåíò a ∈ A çâåòüñÿ àòîìîì, ÿêùî a 6= 0, àëå ç x < a âèïëè-
âà¹, ùî x = 0.
Íå ñëiä ïëóòàòè öå ïîíÿòòÿ ç àòîìàìè (åëåìåíòàðíèìè âèñëîâëþ-
âàííÿìè) ëîãiêè âèñëîâëþâàíü. Ó öüîìó ðîçäiëi òåðìií ¾àòîì¿
âæèâà¹òüñÿ ëèøå â ðîçóìiííi àòîìiâ áóëåâèõ àëãåáð.

Âïðàâà B7. Íåõàé a � àòîì. Äîâåäiòü, ùî:
1. ¬a 6= 1, àëå ç ¬a < x âèïëèâà¹, ùî x = 1. Íàâïàêè, ÿêùî c �

òàêèé åëåìåíò, ùî c 6= 1, àëå ç c < x âèïëèâà¹, ùî x = 1, òî ¬c
� àòîì.

2. ßêùî a 66 x, òî a ∧ x = 0; ÿêùî x 66 ¬a, òî x ∨ ¬a = 1.
3. ßêùî b � iíøèé àòîìè, òî a 6= b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a∧¬b = a.

(Çàóâàæòå, ùî êîëè x 6 ¬x, òî x = 0.)

Ó ñêií÷åííié áóëåâié àëãåáði çàâæäè ¹ àòîìè. Áiëüø òîãî, äëÿ êîæ-
íîãî åëåìåíòà x 6= 0 çíàéäåòüñÿ òàêèé àòîì a, ùî a 6 x (÷îìó?). Äàëi ìè
ââàæà¹ìî àëãåáðó A ñêií÷åííîþ i ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç E = { a1, a2, . . . , an }
ìíîæèíó âñiõ (ïîïàðíî ðiçíèõ) àòîìiâ öi¹¨ àëãåáðè.

Âïðàâà B8. Äîâåäiòü, ùî:
1. a1 ∨ (¬a1 ∧ ¬a2 ∧ . . . ∧ ¬an) = a1.
2. ¬a1 ∧ ¬a2 ∧ . . . ∧ ¬an = 0.
3. a1 ∨ a2 ∨ · · · ∨ an = 1.
4. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ A ïîçíà÷èìî

E(x) = { a ∈ E | a 6 x } .
Òîäi x =

∨
a∈E(x) a.

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî åëåìåíò x ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ
ïiäìíîæèíîþ E(x).

Âïðàâà B9. Äîâåäiòü, ùî

E(x) ∨ E(y) = E(x ∨ y) i E(x) ∧ E(y) = E(x ∧ y).
Îòæå, âiäîáðàæåííÿ x→ E(x) ¹ içîìîðôiçìîì àëãåáðè A íà àëãåáðó

P(E) ïiäìíîæèí ó ìíîæèíi àòîìiâ E. Çãiäíî ç âïðàâîþ B4 îñòàííÿ
içîìîðôíà Bn, ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè B5. Çîêðåìà, àëãåáðà
Bn áóëåâèõ ôóíêöié âiä n çìiííèõ içîìîðôíà Bn.

Âïðàâà B10.
1. Ïîêàæiòü, ùî â àëãåáði Ëiíäåíáàóìà L (ïðèêëàä B3.4) íåìà¹ àòî-

ìiâ.
Âêàçiâêà: ßêùî E � åëåìåíòàðíå âèñëîâëþâàííÿ, ÿêå íå âõî-
äèòü äî ðå÷åííÿ A, òî A ∧E < A.

2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ln ïiäàëãåáðó â L, óòâîðåíó êëàñàìè ðå÷åíü
[A] òàêèõ, ùî A ìiñòèòü ëèøå åëåìåíòàðíi âèñëîâëþâàííÿ Ak =
A|| . . . | (k ðàçiâ `|') ç k < n. Äîâåäiòü, ùî Ln ' Bn. Î÷åâèäíî,
L =

⋃∞
n=1 Ln.
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3. Âèâåäiòü çâiäñè, ùî àëãåáðà Ëiíäåíáàóìà içîìîðôíà ïðÿìié ñó-
ìi çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi àëãåáð B, òîáòî ïiäàëãåáði ïðÿìîãî äîáó-
òêó B × B × . . . , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ (íåñêií÷åííèõ) âåêòîðiâ
(a1, a2, . . . , an, . . . ), â ÿêèõ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü êîîðäèíàò ai
âiäìiííà âiä 0.

4. Äîâåäiòü, ùî àòîìàìè áóëåâî¨ àëãåáðè Ln ¹ êëàñè êîí'þíêöié
[B0 ∧ B1 ∧ . . . Bn−1], äå êîæíå Bk çáiãà¹òüñÿ àáî ç åëåìåíòàðíèì
âèñëîâëþâàííÿì Ak, àáî ç ¬Ak.

Íàñòóïíà âïðàâà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê áóëåâèõ àëãåáð ç òåîði¹þ êiëåöü.

Âïðàâà B11.
1. Íåõàé A � áóëåâà àëãåáðà. Âèçíà÷èìî íà ìíîæèíi A îïåðàöiþ

¾äîäàâàííÿ¿ ⊕, ïîêëàâøè x⊕ y = (x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y). Äîâåäiòü,
ùî:
(a) Îïåðàöiÿ ⊕ çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè êîìóòàòèâíî¨ ãðóïè, íåé-

òðàëüíèì åëåìåíòîì ÿêî¨ ¹ 0, à îáåðíåíèì äî x � ¬x.
(b) x∧(y⊕z) = x∧y⊕x∧z. Îòæå, âiäíîñíî îïåðàöié ⊕ (¾ñóìà¿)

òà ∧ (¾äîáóòîê¿) A ¹ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì. Çàóâàæèìî, ùî
âñi åëåìåíòè öüîãî êiëüöÿ � iäåìïîòåíòè (òîáòî x ∧ x = x).

2. Íàâïàêè, íåõàé A � òàêå êiëüöå, â ÿêîìó x2 = x äëÿ âñiõ x.
Äîâåäiòü, ùî:
(a) xy+yx = 0 äëÿ âñiõ x; çîêðåìà, êîëè y = 1, îäåðæèìî x+x =

0, òîáòî x = −x, çâiäêè îäåðæó¹ìî òàêîæ, ùî xy = yx.
(b) Ïîêëàäiòü x ∧ y = xy, x ∨ y = x + y + xy i äîâåäiòü, ùî â

òàêèé ñïîñiá A ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà áóëåâó àëãåáðó. Ïðè öüîìó
¬x = 1 + x.

Îòæå, ç ïîãëÿäó òåîði¨ êiëåöü, áóëåâi àëãåáðè � òå ñàìå, ùî êiëü-
öÿ, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç ñàìèõ iäåìïîòåíòiâ (ÿê ìè áà÷èëè, êîæíå
òàêå êiëüöå êîìóòàòèâíå, à éîãî àäèòèâíà ãðóïà � ïåðiîäó 2.)

3. Ïåðåêëàäiòü òåîðåìó B5 ìîâîþ òåîði¨ êiëåöü.
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Ðîçäië 2

Ëîãiêà âiäíîøåíü

2.1. Ïðåäèêàòè òà êâàíòîðè

Ëîãiêà âiäíîøåíü, íà âiäìiíó âiä ëîãiêè âèñëîâëþâàíü, óæå àíàëiçó¹
âíóòðiøíþ áóäîâó ðå÷åíü, òî÷íiøå, òó ¨¨ ÷àñòèíó, ÿêà ïîâ'ÿçàíà çi âæè-
âàííÿì ñëiâ ¾óñi¿ (¾áóäü-ÿêi¿) òà ¾iñíó¹¿ (¾äëÿ ÿêîãîñü¿). Íàïðèêëàä,
ó ëîãiöi âèñëîâëþâàíü íåìîæëèâî âèçíà÷èòè, ÷è ¹ ïðàâèëüíèì òàêå ìið-
êóâàííÿ:

• Óñi ñòóäåíòè çíàþòü ëîãiêó.
• Ïåòðî � ñòóäåíò.
• Îòæå, Ïåòðî çíà¹ ëîãiêó.

Äiéñíî, ó ëîãiöi âèñëîâëþâàíü óñi öi ðå÷åííÿ ¹ åëåìåíòàðíèìè (àòîìà-
ìè), òîáòî íå ìàþòü âíóòðiøíüî¨ áóäîâè. Òîìó ïèòàííÿ, ÷è ¹ äàíå ëîãi÷íå
ìiðêóâàííÿ ïðàâèëüíèì, ìà¹ òàêó ôîðìàëüíó ñòðóêòóðó: ÷è âiðíî, ùî
A,B |= C ? Çâè÷àéíî, ó ëîãiöi âèñëîâëþâàíü âiäïîâiäü � ¾íi¿. Ó òîé æå
÷àñ çðîçóìiëî, ùî íàñïðàâäi öå ìiðêóâàííÿ ëîãi÷íî ïðàâèëüíå (áåçâiä-
íîñíî äî òîãî, ÷è äiéñíî âñi ñòóäåíòè çíàþòü ëîãiêó, i ÷è äiéñíî Ïåòðî �
ñòóäåíò). Ñàìå òàêèìè ìiðêóâàííÿ é çàéìà¹òüñÿ ëîãiêà âiäíîøåíü, àáî
ëîãiêà ïðåäèêàòiâ.

Êîðîòêî êàæó÷è, ïðåäèêàò P � öå ôîðìàëüíå âiäáèòòÿ ïîíÿòòÿ
ôóíêöi¨, âèçíà÷åíî¨ íà äåÿêié ìíîæèíi ¾åëåìåíòiâ¿ M , ÿêà íàáóâà¹ áó-
ëåâèõ çíà÷åíü 0,1. Ó òàêîìó âèïàäêó ñòà¹ çìiñòîâíèì ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è
äëÿ âñiõ çíà÷åíü àðãóìåíòà ôóíêöiÿ íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 1, àáî ÷è çíàéäå-
òüñÿ ïðèíàéìíi îäíå òàêå çíà÷åííÿ. Âiäïîâiäíi ðå÷åííÿ êîðîòêî çàïèñó-
þòü ó âèãëÿäi âèðàçiâ íà êøàëò, âiäïîâiäíî, ∀xP (x) òà ∃xP (x). Ñèìâîëè
∀ òà ∃ çâóòü, âiäïîâiäíî, êâàíòîðîì çàãàëüíîñòi òà êâàíòîðîì iñíóâà-
ííÿ. Íàäàëi ç ïîäiáíèõ âèðàçiâ ìîæíà êîíñòðóþâàòè ñêëàäåíi ðå÷åííÿ,
êîðèñòóþ÷èñü ëîãi÷íèìè ñïîëó÷íèêàìè, äî öèõ ðå÷åíü çíîâó ïðèïèñó-
âàòè êâàíòîðè (ìîæëèâî, êiëüêà ðàçiâ) i ò.ä.

Ðîçãëÿíåìî îäèí âàðiàíò ôîðìàëiçàöi¨ ëîãiêè âiäíîøåíü, ñõîæèé íà
ôîðìàëiçàöiþ ëîãiêè âèñëîâëþâàíü ç ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1.
1. Àëôàâiò A ëîãiêè âiäíîøåíü ñêëàäà¹òüñÿ çi çëi÷åíîãî íàáîðó ëi-

òåð:
vn,pmn , f

m
n ,¬,⇒,∨,∧,∀,∃, (, ) ,

äå m,n ∈ N = { 0, 1, 2, 3, . . . }.
Ëiòåðè vn çâóòüñÿ çìiííèìè, ëiòåðè pmn çâóòüñÿ ïðåäèêàòàìè,

ëiòåðè fmn çâóòüñÿ ôóíêöiîíàëàìè. ×èñëî m ó ëiòåðàõ pmn òà fmn
çâåòüñÿ ìiñíiñòþ, àáî àðíiñòþ âiäïîâiäíîãî ïðåäèêàòà ÷è ôóíê-
öiîíàëà; êàæóòü, ùî ïðåäèêàò fmn àáî ôóíêöiîíàë fmn ¹ m-àðíèì.
0-ìiñíi ôóíêöiîíàëè f0n çâóòüñÿ òàêîæ êîíñòàíòàìè, à 0-ìiñíi
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ïðåäèêàòè p0
n � âèñëîâëþâàííÿìè (àáî ñòàëèìè âèñëîâëþâàí-

íÿìè).
2. Òåðìîì çâåòüñÿ ñëîâî â àëôàâiòi A, ïîáóäîâàíå çà òàêèìè ïðà-

âèëàìè:
(a) çìiííà ¹ òåðìîì;
(b) ÿêùî t1, t2, . . . , tm � òåðìè, à F � m-ìiñíèé ôóíêöiîíàë, òî

F t1t2 . . . tm � òåðì;
(c) iíøèõ òåðìiâ, êðiì ïîáóäîâàíèõ çà ïðàâèëàìè (a),(b), íå iñíó¹.
Äëÿ âèðàçíîñòi çàìiñòü F t1t2 . . . tm ÷àñòî ïèøóòü F (t1, t2, . . . , tm).

3. Àòîìîì àáî åëåìåíòàðíèì ðå÷åííÿì çâåòüñÿ ñëîâî â àëôàâiòi
A, ÿêå ìà¹ âèãëÿä P t1t2 . . . tm, äå P � äåÿêèém-ìiñíèé ïðåäèêàò,
à t1, t2, . . . , tm � äåÿêi òåðìè (ÿêùî m = 0, öå ñëîâî ìà¹ âèãëÿä
P , áåç ïåðåëiêó òåðìiâ). Çíîâ-òàêè, äëÿ âèðàçíîñòi ìè ÷àñòî ïè-
ñàòèìåìî P (t1, t2, . . . , tm) çàìiñòü P t1t2 . . . tm.

4. Ðå÷åííÿì ëîãiêè âiäíîøåíü çâåòüñÿ ñëîâî â àëôàâiòi A, ïîáóäî-
âàíå çà òàêèìè ïðàâèëàìè:
(a) êîæåí àòîì ¹ ðå÷åííÿì;
(b) ÿêùî A,B � ðå÷åííÿ, òî ¬A, (A ∨B), (A ∧B), (A ⇒ B) �

òåæ ðå÷åííÿ;
(c) ÿêùî A � ðå÷åííÿ, à x � çìiííà, òî ∀xA i ∃xA � òåæ ðå-

÷åííÿ;
(d) iíøèõ ðå÷åíü, êðiì ïîáóäîâàíèõ çà ïðàâèëàìè (a),(b),

(c), íå iñíó¹.

Îñü ïðèêëàäè òåðìiâ:

f24v3v0, f36 f11v7v5f11v5, f12 f23v3f01

òà àòîìiâ (åëåìåíòàðíèõ ðå÷åíü):

p2
1v0v5, p3

2v1f22v1f03 f22v5v2, p2
2f

2
2v1v1f22v0f13v2

(ïåðåâiðòå, ùî öå ñïðàâäi òåðìè òà àòîìè).
Òàê ñàìî, ÿê i â ïåðøîìó ðîçäiëi, öi îçíà÷åííÿ öiëêîì åôåêòèâíi,

òîáòî iñíó¹ àëãîðèòì ïåðåâiðêè, ÷è ¹ çàäàíå ñëîâî ðå÷åííÿì. Ìè çàëè-
øà¹ìî ïîáóäîâó òàêîãî àëãîðèòìó ÷èòà÷ó (îäèí ç âàðiàíòiâ íåiñòîòíî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàïðîïîíîâàíîãî â çàóâàæåííi 1.2.2).

Çàóâàæåííÿ. Ìè çàïðîïîíóâàëè âàðiàíò, â ÿêîìó êiëüêiñòü ëiòåð
íåñêií÷åííà. Íàñïðàâäi, éîãî ëåãêî ïåðåòâîðèòè íà âàðiàíò, ÿêèé ìà¹
ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ëiòåð. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî çàìiñòü vn, pmn
òà fmn ïèñàòè, âiäïîâiäíî, v|| . . . |, p|| . . . | ∗ ∗ · · · ∗ òà f|| . . . | ∗ ∗ · · · ∗ ç n
ñèìâîëàìè | òà m ñèìâîëàìè ∗ (àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê ìè ðîáèëè öå â
ëîãiöi âèñëîâëþâàíü).

Âàæëèâèì ïîíÿòòÿì ëîãiêè âiäíîøåíü, ÿêå ïîñòiéíî çóñòði÷àòèìåòüñÿ
íàäàëi, ¹ ïîíÿòòÿ âiëüíî¨ çìiííî¨. Öå òàêà çìiííà, âiä ÿêî¨ ìîæå çàëåæàòè
(õî÷à íå îáîâ'ÿçêîâî) ëîãi÷íå çíà÷åííÿ ðå÷åííÿ. Ôîðìàëüíå îçíà÷åííÿ
áàçó¹òüñÿ íà ïîíÿòòi îáëàñòi êâàíòîðà.

Îçíà÷åííÿ 2.1.2. Íåõàé Qx � äåÿêå âõîäæåííÿ êâàíòîðà ∀ àáî ∃
äî ðå÷åííÿ A. Éîãî îáëàñòü âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèìè ïðàâèëàìè:
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1. ßêùî A = QxB äëÿ äåÿêî¨ çìiííî¨ x òà äåÿêîãî ðå÷åííÿ B, òî
îáëàñòþ öüîãî êâàíòîðà ¹ âñå ðå÷åííÿ A; îáëàñòi äi¨ êâàíòîðiâ,
ÿêi âõîäèëè äî ðå÷åííÿ B, íå çìiíþþòüñÿ.

2. ßêùî A ìà¹ âèãëÿä ¬B, B ∨C, B ∧C àáî B ⇒ C, à Q âõîäèòü
äî ðå÷åííÿ B (C), òî îáëàñòü êâàíòîðà Qx â ðå÷åííi A çáiãà¹òüñÿ
ç îáëàñòþ öüîãî êâàíòîðà â ðå÷åííi B (C).

3. Âõîäæåííÿ çìiííî¨ x äî ðå÷åííÿA çâåòüñÿ âiëüíèì, ÿêùî âîíî íå
íàëåæèòü îáëàñòi ÿêîãîñü êâàíòîðà Qx, i ïîâ'ÿçàíèì (êâàíòîðîì
Q), ÿêùî âîíî íàëåæèòü òàêié îáëàñòi.

4. Êàæóòü, ùî x � âiëüíà çìiííà ðå÷åííÿ A, ÿêùî â öüîìó ðå÷åííi
¹ ïðèíàéìíi îäíå âiëüíå âõîäæåííÿ çìiííî¨ x.

5. Ðå÷åííÿ A çâåòüñÿ çàìêíåíèì, ÿêùî â íüîìó íåìà¹ æîäíî¨ âiëü-
íî¨ çìiííî¨.

6. Çàìèêàííÿì ðå÷åííÿA çâåòüñÿ çàìêíåíå ðå÷åííÿ ∀x1 ∀x2 . . .∀xnA,
äå x1, x2, . . . , xn � óñi âiëüíi çìiííi ðå÷åííÿ A, óçÿòi â ïîðÿäêó
ñâî¨õ íîìåðiâ (òîáòî vk iäå ïåðåä vm, ÿêùî k < m).

Íàïðèêëàä, ó ðå÷åííi

(∀v3¬p3
2(v4, v1, v3)) ⇒ ∃v1(p2

2(v1, v5) ∧ p1
5(f

2
3 (v4, v1)))

âiëüíèìè ¹ çìiííi v1, v4, v5. Çìiííà v3 ïîâ'ÿçàíà êâàíòîðîì ∀. Çàóâàæè-
ìî, ùî çìiííà v1 ¹ âiëüíîþ, õî÷à â ÷àñòèíi ∃v1(p2

2(v1, v5) ∧ p1
5(v4)) âîíà

ïîâ'ÿçàíà êâàíòîðîì ∃. Çàìèêàííÿì öüîãî ðå÷åííÿ ¹ ðå÷åííÿ

∀v1∀v4∀v5((∀v3¬p3
2(v4, v1, v3)) ⇒ ∃v1(p2

2(v1, v5) ∧ p1
5(f

2
3 (v4, v1)))).

Îñü ùå ïðèêëàä çàìêíåíîãî ðå÷åííÿ:

∃v2¬∀v3(p1
1(v2) ∨ p2

3(v3, f22 (v2, v2)) ⇒ ∃v1(p2
3(v2, v1) ∧ p1

3(v3)))

(ïîÿñíiòü).
Íàñòóïíà íàøà çàäà÷à � âèçíà÷èòè ñåìàíòèêó ëîãiêè âiäíîøåíü,

òîáòî ñïîñiá, ó ÿêèé ðå÷åííÿ íàáóâàþòü ëîãi÷íèõ çíà÷åíü. Âiäïîâiäíå
îçíà÷åííÿ iñòîòíî ñêëàäíiøå íiæ ó ëîãiöi âèñëîâëþâàíü, îñîáëèâî â ÷à-
ñòèíi, äå ôiãóðóþòü êâàíòîðè.

Îçíà÷åííÿ 2.1.3.
1. Iíòåðïðåòàöiÿ I ëîãiêè âiäíîøåíü ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ ÷àñòèí:

(a) äåÿêî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè M = M(I), ÿêà çâåòüñÿ îáëà-
ñòþ iíòåðïðåòàöi¨ I;

(b) âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíîìó m-ìiñíîìó ïðåäèêàòó P ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ I(P ) : Mm → B (çîêðåìà, ÿêùî
m = 0, I(P ) ∈ B � áóëåâà ñòàëà);

(c) âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êîæíîìó m-ìiñíîìó ôóíêöiîíàëó F ñòà-
âèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ I(F ) : Mn → M (çîêðåìà,
ÿêùî m = 0, I(F ) ∈M � ôiêñîâàíèé åëåìåíò).

2. Ðîçïîäiëîì (â iíòåðïðåòàöi¨ I) çâåòüñÿ âiäîáðàæåííÿ φ : X →M ,
äå X � ìíîæèíà çìiííèõ.

3. ßêùî φ � ðîçïîäië, à x � çìiííà, òî ÷åðåç φx ïîçíà÷à¹òüñÿ ìíî-
æèíà âñiõ òàêèõ ðîçïîäiëiâ ψ, ùî ψ(y) = φ(y) äëÿ âñiõ çìiííèõ
y 6= x.

4. Çíà÷åííÿ φ(t) òåðìà t íà ðîçïîäiëi φ âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèìè ïðà-
âèëàìè:
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(a) ÿêùî t = vn, òî φ(t) = φ(vn);
(b) ÿêùî t = F t1t2 . . . tm, äå F �m-ìiñíèé ôóíêöiîíàë, òî φ(t) =

I(F )(φ(t1), φ(t2), . . . , φ(tm)).
5. Çíà÷åííÿ val(I, φ,A) ðå÷åííÿ A íà ðîçïîäiëi φ â iíòåðïðåòàöi¨ I

âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèìè ïðàâèëàìè:
(a) ÿêùî A = P t1t2 . . . tm � åëåìåíòàðíå ðå÷åííÿ, òî

val(I, φ,A) = I(P )(φ(t1), φ(t2), . . . , φ(tm));

(b) ßêùî A = ¬B, òî

val(I, φ,A) =

{
0, ÿêùî val(I, φ,B) = 1,
1, ÿêùî val(I, φ,B) = 0.

(c) ßêùî A = (B ∨C), òî

val(I, φ,A) =

{
0, ÿêùî val(I, φ,B) = val(I, φ,C) = 0,
1, iíàêøå.

(d) ßêùî A = (B ∧C), òî

val(I, φ,A) =

{
1, ÿêùî val(I, φ,B) = val(I, φ,C) = 1,
0, iíàêøå.

(e) ßêùî A = (B ⇒ C), òî

val(I, φ,A) =

{
0, ÿêùî val(I, φ,B) = 1, à val(I, φ,C) = 0,
1, iíàêøå.

(f) val(I, φ,∀xA) = min { val(I, ψ,A) | ψ ∈ φx };
(g) val(I, φ,∃xA) = max { val(I, ψ,A) | ψ ∈ φx }.

Â îñòàííiõ äâîõ ðÿäêàõ ïîêëàäà¹ìî, ÿê i ðàíiøå, ùî 0 < 1. Òîìó ôà-
êòè÷íî val(I, φ,∀xA) = 1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè val(I, ψ,A) = 1 äëÿ
êîæíîãî ðîçïîäiëó ψ, ÿêèé âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä φ ùîíàéáiëüøå çíà÷åííÿì
íà çìiííié x, à val(I, φ,∃xA) = 1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè val(I, φ,A) = 1
ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî ç òàêèõ ðîçïîäiëiâ.

Çàóâàæèìî, ùî íà âiäìiíó âiä ñâîãî àíàëîãà â ëîãiöi âèñëîâëþâàíü,
îñòàíí¹ îçíà÷åííÿ íå ¹ åôåêòèâíèì, ÿêùî îáëàñòü iíòåðïðåòàöi¨ íåñêií-
÷åííà (à ñàìå òàêi iíòåðïðåòàöi¨ íàéáiëüø öiêàâi, íàïðèêëàä, êîëè éäå-
òüñÿ ïðî ìàòåìàòè÷íi òåîði¨). Öå îäðàçó ðîáèòü ëîãiêó âiäíîøåíü íå-
çðiâíÿííî ñêëàäíiøîþ çà ëîãiêó âèñëîâëþâàíü. Öå íå âèïàäêîâî: íàäàëi
ìè ïîáà÷èìî, ùî áàãàòî çìiñòîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié ìîæóòü áóòè
ôîðìàëüíî îïèñàíi ìîâîþ ëîãiêè âiäíîøåíü.

Íàçâà ¾ëîãiêà âiäíîøåíü¿ ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî ôóíêöi¨ f : Mn → B
çâóòüñÿ n-ìiñíèìè (àáî n-àðíèìè) âiäíîøåííÿìè íà ìíîæèíi M . Îò-
æå, çíà÷åííÿ I(P ), äå I � iíòåðïðåòàöiÿ, à P � n-ìiñíèé ïðåäèêàò, ¹
n-ìiñíèì âiäíîøåííÿì íà ìíîæèíi M (îáëàñòi öi¹¨ iíòåðïðåòàöi¨). Ó áà-
ãàòüîõ ïiäðó÷íèêàõ ç ëîãiêè äëÿ òàêèõ âiäíîøåíü òàêîæ çàñòîñîâó¹òüñÿ
òåðìií ¾ïðåäèêàò¿, à ëîãiêà âiäíîøåíü çâåòüñÿ ¾ëîãiêîþ ïðåäèêàòiâ¿. Ìè
âiääà¹ìî ïåðåâàãó íàçâi ¾ëîãiêà âiäíîøåíü¿, îñêiëüêè òåðìií ¾âiäíîøåí-
íÿ¿ íàáàãàòî áiëüø óæèâàíèé ó ìàòåìàòèöi. Íàçâó ¾ïðåäèêàò¿ ìè çàëè-
øà¹ìî äëÿ ôîðìàëüíèõ ñèìâîëiâ, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åííÿ âiäíîøåíü ó
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êîíêðåòíèõ iíòåðïðåòàöiÿõ. Äîñèòü ÷àñòî âiäíîøåííÿ f îòîòîæíþ¹òüñÿ
ç ïiäìíîæèíîþ M = {a ∈ Nn | f(a) = 1 }. Ìè áóäåìî iíêîëè òàê ðîáèòè
â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Âiäçíà÷èìî îäèí ïðîñòèé, àëå äóæå âàæëèâèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 2.1.4. Ïðèïóñòèìî, ùî çìiííà x íå ¹ âiëüíîþ â ðå-
÷åííi A, à ψ òà φ � òàêi ðîçïîäiëè, ùî ψ ∈ φx. Òîäi val(I, φ,A) =
val(I, ψ,A). Îòæå, çíà÷åííÿ ðå÷åííÿ A íà äåÿêîìó ðîçïîäiëi φ çàëå-
æèòü ëèøå âiä çíà÷åíü öüîãî ðîçïîäiëó íà òèõ çìiííèõ, ÿêi ¹ âiëüíèìè
â A. Çîêðåìà, ÿêùî ðå÷åííÿ A çàìêíåíå, çíà÷åííÿ val(I, φ,A) âçàãàëi
íå çàëåæèòü âiä ðîçïîäiëó φ. Íàäàëi ìè ïîçíà÷àòèìåìî éîãî val(I,A).

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà äîâæèíîþ ðå÷åííÿA. ßêùî
A åëåìåíòàðíå, òî x óçàãàëi íå çóñòði÷à¹òüñÿ â íüîìó, i òâåðäæåííÿ î÷å-
âèäíå. ßêùîA = QxB äëÿ äåÿêîãî êâàíòîðà Q, öå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ,
îñêiëüêè ψx = φx. ßêùî æ A ìà¹ âèãëÿä ¬B, B ⇒ C, B∨C, B∧C àáî
QyB äëÿ äåÿêîãî êâàíòîðà Q òà äåÿêî¨ çìiííî¨ y 6= x, òî, çãiäíî ç îçíà-
÷åííÿì 2.1.2, x íå ¹ âiëüíîþ çìiííîþ àíi ó B, àíi â C. Çà ïðèïóùåííÿì
iíäóêöi¨, ¨õíi çíà÷åííÿ íà ðîçïîäiëàõ ψ òà φ çáiãàþòüñÿ, à òîäi òå ñàìå
âiðíå é äëÿ çíà÷åííÿ ðå÷åííÿ A �

Îçíà÷åííÿ 2.1.5. Êàæóòü, ùî ðå÷åííÿ A
(1) òîòîæíî-iñòèííå â iíòåðïðåòàöi¨ I, ÿêùî val(I, φ,A) = 1 íà

êîæíîìó ðîçïîäiëi φ â öié iíòåðïðåòàöi¨;
(2) òîòîæíî-iñòèííå íà ìíîæèíi M , ÿêùî âîíî òîòîæíî-iñòèííå

â êîæíié iíòåïðåòàöi¨ ç îáëàñòþ M ;
(3) òîòîæíî-iñòèííå, ÿêùî âîíî òîòîæíî-iñòèííå íà êîæíié ìíî-

æèíi.
Öå ïîçíà÷à¹òüñÿ, âiäïîâiäíî, |=I A, |=M A òà |= A.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè. Ïåðø çà âñå âèäiëèìî îäèí âàæëèâèé
êëàñ òîòîæíî-iñòèííèõ ðå÷åíü.

Òâåðäæåííÿ 2.1.6. Íåõàé R � äåÿêå ðå÷åííÿ ëîãiêè âèñëîâëþâàíü,
E1,E2, . . . ,En � óñi àòîìè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü, ÿêi äî íüîãî âõîäÿòü,
i A1,A2, . . . ,An � äåÿêi ðå÷åííÿ ëîãiêè âiäíîøåíü. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
RE1,E2,...,En

A1,A2,...,An
ðå÷åííÿ, îäåðæàíå ç R ïiäñòàíîâêîþ çàìiñòü êîæíîãî àòî-

ìà Ei ðå÷åííÿ Ai (ç òèì ñàìèì íîìåðîì). Òîäi RE1,E2,...,En

A1,A2,...,An
¹ ðå÷åííÿì

ëîãiêè âiäíîøåíü, ïðè÷îìó ÿêùî R � òàâòîëîãiÿ, òî RE1,E2,...,En

A1,A2,...,An
�

òîòîæíî-iñòèííå.
Â îñòàííüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî RE1,E2,...,En

A1,A2,...,An
� ïiäñòàíîâêîâèé

âèïàäîê òàâòîëîãi¨ (ÏÂÒ).

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó (iíäóêöi¹þ çà äîâæèíîþ ðå÷åííÿ R) öiëêîì
î÷åâèäíå, i ìè çàëèøà¹ìî éîãî ÷èòà÷ó.

Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíèõ ðå÷åíü A,B,C ëîãiêè âiäíîøåíü ðå÷åííÿ
âèãëÿäó (A1)�(A10) çi âïðàâè 1.2.6 ¹ òîòîæíî-iñòèííèìè.

Îñü ìåíø åëåìåíòàðíi ïðèêëàäè.

Òâåðäæåííÿ 2.1.7.
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1. Íåõàé A � äåÿêå ðå÷åííÿ ëîãiêè âiäíîøåíü, x � çìiííà, t �
òåðì i y1, y2, . . . , ym � óñi çìiííi, ÿêi âõîäÿòü äî òåðìà t. Êà-
æóòü, ùî òåðì t ¹ âiëüíèì äëÿ x â A, ÿêùî æîäíå âiëüíå âõî-
äæåííÿ x ó ðå÷åííÿ A íå çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi æîäíîãî êâàí-
òîðà âèãëÿäó Qyi (i = 1, 2, . . . ,m). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ax

t ðå÷åííÿ,
ÿêå îäåðæó¹òüñÿ ç A ïiäñòàíîâêîþ t çàìiñòü êîæíîãî âiëüíî-
ãî âõîäæåííÿ çìiííî¨ x. ßêùî òåðì t ¹ âiëüíèì äëÿ x â A, òî
òàêi ðå÷åííÿ òîòîæíî-iñòèííi:

∀xA ⇒ Ax
t ,(A11)

Ax
t ⇒ ∃xA.(A12)

2. Íåõàé A, B � ðå÷åííÿ ëîãiêè âiäíîøåíü, à x � çìiííà, ÿêà íå ¹
âiëüíîþ â ðå÷åííi A. Òîäi òàêi ðå÷åííÿ òîòîæíî-iñòèííi:

∀x(A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ ∀xB),(A13)

∀x(B ⇒ A) ⇒ (∃xB ⇒ A).(A14)

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî, ùî òîòîæíî-iñòèííèìè ¹ ðå÷åííÿ âèãëÿ-
äó (A12) òà (A13), çàëèøèâøè îñòàííi äâà âèïàäêè ÿê âïðàâó.

(A12) Çãàäà¹ìî, ùî ¹äèíèì âèïàäêîì, êîëè öÿ iìïëiêàöiÿ õèáíà, ¹
òîé, êîëè val(I, φ,Ax

t ) = 1, à val(I, φ,∃xA) = 0. Òðåáà äîâåñòè, ùî öå
íåìîæëèâî. Äiéñíî, íåõàé val(I, φ,Ax

t ) = 1. Ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië ψ òà-
êèé, ùî

ψ(y) =

{
φ(y) ÿêùî y 6= x,
φ(t) ÿêùî y = x.

Î÷åâèäíî, ψ ∈ φx i val(I, ψ,A) = val(I, φ,Ax
t ) = 1, çâiäêè, çà ïðàâèëîì

(g), òàêîæ val(I, φ,∃xA) = 1.
(A13) Çíîâ-òàêè òðåáà äîâåñòè, ùî êîëè val(I, φ,∀x(A ⇒ B)) = 1,

òîáòî val(I, ψ,A ⇒ B) = 1 äëÿ âñiõ ψ ∈ φx, òî é val(I, φ,A ⇒ ∀xB) = 1,
òîáòî íåìîæëèâî, ùîá val(I, φ,A) = 1, à val(I, φ,∀xB) = 0. Ðîçãëÿíåìî
äîâiëüíèé ðîçïîäië ψ ∈ φx. Òîäi, çà òâåðäæåííÿì 2.1.4, val(I, ψ,A) =
val(I, φ,A) = 1. Îñêiëüêè val(I, ψ,A ⇒ B) = 1, òàêîæ val(I, ψ,B) = 1.
Îòæå, i val(I, φ,∀xB) = 1 �

Çàóâàæèìî, ùî çìiííà x íàïåâíå ¹ âiëüíîþ äëÿ x ó êîæíîìó ðå÷åííi
é Ax

x = A. Òîìó ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ðå÷åíü âèãëÿäó (A11�12) ¹ âñi
ðå÷åííÿ âèãëÿäó ∀xA ⇒ A i ∀ ⇒ ∃xA.

Âïðàâà 2.1.8.
1. Íåõàé Qx � äåÿêå âõîäæåííÿ êâàíòîðà Q äî ðå÷åííÿ A, y �

òàêà çìiííà, ÿêà íå çóñòði÷à¹òüñÿ â îáëàñòi öüîãî âõîäæåííÿ, à
ðå÷åííÿ B îäåðæàíå ç A çàìiíîþ x âñþäè â öié îáëàñòi íà y. Äî-
âåäiòü, ùî val(I, φ,A) = val(I, φ,B) äëÿ äîâiëüíî¨ iíòåðïðåòàöi¨
I òà äîâiëüíîãî ðîçïîäiëó φ.

2. Äîâåäiòü, ùî ðå÷åííÿ A ¹ òîòîæíî-iñòèííèì â iíòåðïðåòàöi¨ I
(àáî íà ìíîæèíi M) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè òàêèì ¹ ðå÷åííÿ
∀xA, äå x � äîâiëüíà çìiííà. Çîêðåìà, A ¹ òîòîæíî-iñòèííèì â
iíòåðïðåòàöi¨ I (àáî íà ìíîæèíiM) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè òàêèì
¹ éîãî çàìèêàííÿ.
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3. Íàâåäiòü ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî ðå÷åííÿ âèãëÿäó A ⇒ ∀xA
ìîæå íå áóòè òîòîæíî-iñòèííèì.

2.2. Òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ìîäåëi

Îçíà÷åííÿ 2.2.1.
1. Òåîði¹þ ïåðøîãî ïîðÿäêó çâåòüñÿ äîâiëüíà ìíîæèíà T ðå÷åíü ëî-

ãiêè âiäíîøåíü. Êàæóòü, ùî ïðåäèêàò àáî ôóíêöiîíàë (çîêðåìà,
âèñëîâëþâàííÿ àáî êîíñòàíòà) íàëåæèòü òåîði¨ T, àáî òåîðiÿ T
ìiñòèòü öåé ïðåäèêàò àáî ôóíêöiîíàë, ÿêùî âií çóñòði÷à¹òüñÿ
ïðèíàéìíi â îäíîìó ç ðå÷åíü, ÿêi íàëåæàòü T. Êàæóòü, ùî ðå÷åí-
íÿ A ¹ ðå÷åííÿì òåîði¨ T, ÿêùî âîíî ìiñòèòü ëèøå òi ïðåäèêàòè
òà ôóíêöiîíàëè, ÿêi íàëåæàòü òåîði¨ T.

2. Ìîäåëëþ òåîði¨ T çâåòüñÿ òàêà iíòåðïðåòàöiÿ I, ùî |=I A äëÿ âñiõ
ðå÷åíü A ∈ T. ßêùî M � îáëàñòü öi¹¨ iíòåðïðåòàöi¨, êàæóòü, ùî
I � ìîäåëü òåîði¨ T íà ìíîæèíi M . Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè M
çâóòü òàêîæ ïîòóæíiñòþ ìîäåëi I.

Ðå÷åííÿ ç T ó ìàòåìàòèöi ÷àñòî çâóòü ïîñòóëàòàìè öi¹¨ òåîði¨. Ìè
íå âæèâàòèìåìî äëÿ íèõ íàçâó ¾àêñiîìè¿, îñêiëüêè â ëîãiöi öþ íàçâó
âèêîðèñòîâóþòü ó çîâñiì iíøîìó çíà÷åííi ïðè àêñiîìàòèçàöi¨ òîãî ÷è
iíøîãî ðîçäiëó ôîðìàëüíî¨ ëîãiêè. Îñêiëüêè òåðìií ¾òåîðiÿ¿ â öié êíèçi
íå áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü â iíøîìó ðîçóìiííi, ìè ÷àñòî íàçèâàòèìåìî
òåîðiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðîñòî ¾òåîðiÿ¿.

Î÷åâèäíî, ïðè ïåðåâiðöi òîãî, ÷è ¹ iíòåðïðåòàöiÿ I ìîäåëëþ òåî-
ði¨ T, äîñòàòíüî çíàòè çíà÷åííÿ I(P ) òà I(F ) ëèøå äëÿ ïðåäèêàòiâ òà
ôóíêöiîíàëiâ, ÿêi íàëåæàòü òåîði¨ T. Òîìó ïðè ðîçãëÿäi ìîäåëåé ìè çà-
äàâàòèìåìî ëèøå çíà÷åííÿ öèõ ïðåäèêàòiâ òà ôóíêöiîíàëiâ. Ó áàãàòüîõ
âèïàäêàõ òàêèõ ïðåäèêàòiâ òà ôóíêöiîíàëiâ óçàãàëi ëèøå ñêií÷åííà êiëü-
êiñòü. ßêùî òåîðiÿ íå ìiñòèòü æîäíîãî ôóíêöiîíàëà, êàæóòü, ùî öå �
÷èñòà òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Çîêðåìà, ÷èñòà ëîãiêà âiäíîøåíü ìà¹
ïîðîæíi ìíîæèíè ôóíêöiîíàëiâ òà ïîñòóëàòiâ. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî iç
âïðàâîþ 2.1.8.2, iíòåðïðåòàöiÿ I ¹ ìîäåëëþ òåîði¨ T òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè âîíà ¹ ìîäåëëþ òåîði¨, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç T çàìiíîþ âñiõ ðå÷åíü
¨õíiìè çàìèêàííÿìè. Òîìó ìè çàâæäè ìîæåìî îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì
òåîðié, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ iç ñàìèõ çàìêíåíèõ ðå÷åíü. Öå áóâà¹ äóæå çðó-
÷íî ïðè äîâåäåííi áàãàòüîõ çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óòiì, ïðè ðîçãëÿäi
êîíêðåòíèõ òåîðié, ÿê ïðàâèëî, ïåðåâàãà íàäà¹òüñÿ áiëüø êîðîòêîìó çà-
ïèñó áåç êâàíòîðiâ óçàãàëüíåííÿ.

Çíà÷íi ôðàãìåíòè çìiñòîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié ìîæíà ïîäàòè
ÿê òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Îäíó ç íèõ � ôîðìàëüíó àðèôìåòèêó � ìè
äåòàëüíî âèâ÷èìî â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. À çàðàç ðîçãëÿíåìî ùå êiëüêà
ïðèêëàäiâ. Çàóâàæèìî, ùî â ìàòåìàòèöi îñîáëèâó ðîëü âiäiãðà¹ âiäíî-
øåííÿ ðiâíîñòi. Òîìó ìè îäðàçó âèäiëèìî êëàñ òåîðié òà iíòåðïðåòàöié,
ÿêi ñïåöiàëüíî ïðèñòîñîâàíi äî öi¹¨ îáñòàâèíè.

Îçíà÷åííÿ 2.2.2.
1. Òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó T çâåòüñÿ òåîði¹þ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç

ðiâíiñòþ (àáî êîðîòøå òåîði¹þ ç ðiâíiñòþ), ÿêùî âîíà ìiñòèòü

36



äâîìiñíèé ïðåäèêàò E òà ïîñòóëàòè

Ev0v0,(E1)

Ev0v1 ⇒ E(Fuv0v, Fuv1v),(E2F,k,l)

Ev0v1 ⇒ (Puv0v ⇒ Puv1v)),(E3P,k,l)

äå â ðå÷åííÿõ (E2) òà (E3) F i P ïîçíà÷àþòü, âiäïîâiäíî, äî-
âiëüíèé ôóíêöiîíàë àáî ïðåäèêàò, ÿêèé íàëåæèòü òåîði¨ T, u =
v2 . . . vk+1 i v = vk+2 . . . vk+l+1, äå k, l � äîâiëüíi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà
òàêi, ùî k + l + 1 = n, ÿêùî ôóíêöiîíàë F àáî ïðåäèêàò P ¹
n-ìiñíèì.

2. Ìîäåëü I òåîði¨ ç ðiâíiñòþ T çâåòüñÿ íîðìàëüíîþ, ÿêùî I(E) �
âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi, òîáòî I(E)(a, b)) = 1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
a = b.

Àêñiîìè (E2) òà (E3) ôîðìàëiçóþòü òîé ôàêò, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöié (çî-
êðåìà, âiäíîøåíü) íå çìiíþþòüñÿ, ÿêùî ÿêèéñü åëåìåíò çàìiíèòè íà
ðiâíèé éîìó. Íàäàëi ïðè ðîçãëÿäi òåîðié ç ðiâíiñòþ áóäåìî ïèñàòè t = t′

çàìiñòü Ett′. Çàóâàæèìî, ùî êîëè òåîðiÿ T ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëü-
êiñòü ôóíêöiîíàëiâ òà ïðåäèêàòiâ, òî é ðå÷åíü âèãëÿäó (E2) òà (E3) òåæ
¹ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè òåîðié ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêi ôîðìàëiçóþòü çìi-
ñòîâíi ìàòåìàòè÷íi òåîði¨. Ó öèõ ïðèêëàäàõ ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ëiòåðà-
ìè x, y, z, t, . . . äåÿêèé ôiêñîâàíèé íàáið çìiííèõ (íàïðèêëàä, v0, v1, v2, v3, . . . ).

Ïðèêëàä 2.2.3.
1. Íåõàé òåîðiÿ O ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ðå÷åíü:

L(x, y) ⇒ ¬L(y, x),

L(x, y) ∧ L(y, z) ⇒ L(x, z),

äå L � äåÿêèé äâîìiñíèé ïðåäèêàò. Iíòåðïðåòàöiÿ I ¹ ìîäåëëþ
öi¹¨ òåîði¨ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âiäíîøåííÿ I(L) ¹ âiäíîøåí-
íÿì (÷àñòêîâîãî) ñòðîãîãî ïîðÿäêó. Òîìó òåîðiþ O ìîæíà íàçâà-
òè òåîði¹þ (÷àñòêîâîãî) ïîðÿäêó. Çàóâàæèìî, ùî äàíà òåîðiÿ ¹
÷èñòîþ òåîði¹þ ïåðøîãî ïîðÿäêó.

2. Íåõàé òåîðiÿ ç ðiâíiñòþ G ìiñòèòü îäèí äâîìiñíèé ôóíêöiîíàë P
òà îäíó êîíñòàíòó e i ñêëàäà¹òüñÿ ç ðå÷åíü

P (x, P (y, z)) = P (P (x, y), z),(i)

P ex = x ∧ Pxe = x,(ii)

∃yPxy = e ∧ Pyx = e.(iii)

Íîðìàëüíi ìîäåëi öi¹¨ òåîði¨ � öå ãðóïè. Ôóíêöiÿ I(P ) : M×M →
M � öå äîáóòîê åëåìåíòiâ; ïîñòóëàò (i) âèðàæà¹ àñîöiàòèâíiñòü
öüîãî äîáóòêó; ïîñòóëàò (ii) òâåðäèòü, ùî I(e) � íåéòðàëüíèé
åëåìåíò (îäèíèöÿ ãðóïè), à ïîñòóëàò (iii) � ùî ó êîæíîãî åëå-
ìåíòà ¹ îáåðíåíèé. Òîìó òåîðiÿ G çâåòüñÿ òåîði¹þ ãðóï.
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3. Òåîði¹þ ïîëiâ çâåòüñÿ òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ðiâíiñòþ F, ÿêà
ìiñòèòü äâà äâîìiñíèõ ôóíêöiîíàëà S, P , äâi êîíñòàíòè o, e i ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ðå÷åíü

S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z),
Sxy = Syx,
Sxo = x,
∃ySxy = o,

P (x, P (y, z)) = P (P (x, y), z),
Pxy = Pyx,
Pxe = x,
¬x = o ⇒ ∃yPxy = e,

P (x, Syz) = S(Pxy, Pxz).

Íîðìàëüíà ìîäåëü I òåîði¨ F � öå ïîëå: ôóíêöiÿ I(S) � öå ñóìà
åëåìåíòiâ, I(P ) � ¨õíié äîáóòîê; I(o) � íóëü, à I(e) � îäèíèöÿ
öüîãî ïîëÿ.

4. Îñòàííié ç íàøèõ ïðèêëàäiâ � öå åëåìåíòàðíà òåîðiÿ äiéñíèõ
÷èñåë R. Âîíà ìiñòèòü äâi êîíñòàíòè o, e, äâà ôóíêöiîíàëè S, P i
îäèí ïðåäèêàò L. Ïîñòóëàòàìè öi¹¨ òåîði¨ ¹ âñi ïîñòóëàòè òåîðié
O òà F, à òàêîæ òàêi:

¬x = y ⇒ Lxy ∨ Lyx,

(öå îçíà÷à¹, ùî ïîðÿäîê ¹ ëiíiéíèì)

Lxy ⇒ L(Sxz, Syz),

Loz ∨ Lxy ⇒ L(Pxz, Pyz),

(öå îçíà÷à¹, ùî ïîðÿäîê óçãîäæåíèé ç äiÿìè â ïîëi)

(∃xA ∧ ∃y∀x(A ⇒ Lxy)) ⇒
⇒ (∃y((∀x(A ⇒ Lxy ∨ x = y))∧

∧ ∀z(Lzy ⇒ ∃x(Lzx ∧ ¬A))),

äå A � äîâiëüíå ðå÷åííÿ òåîði¨ R, ÿêå ìiñòèòü ¹äèíó âiëüíó çìií-
íó x. Ïîñòóëàòiâ òàêîãî âèãëÿäó, î÷åâèäíî, ¹ íåñêií÷åííî áàãàòî.
Âîíè âèðàæàþòü òîé ôàêò, ùî êîëè ìíîæèíà åëåìåíòiâ, äëÿ ÿêèõ
ðå÷åííÿ A iñòèííå, íåïîðîæíÿ é îáìåæåíà çâåðõó, òî öÿ ìíîæè-
íà ìà¹ òî÷íó âåðõíþ ãðàíü. Òîìó íåâàæêî çáàãíóòè, ùî ïîëå
äiéñíèõ ÷èñåë iç çâè÷àéíèìè äiÿìè òà âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó ¹
ìîäåëëþ òåîði¨ R.

Çàóâàæèìî, ùî äàëåêî íå âñi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè äiéñíèõ
÷èñåë ìîæíà çàäàòè ðå÷åííÿì òåîði¨ R. Öå öiëêîì î÷åâèäíî, áî
ìíîæèíà òàêèõ ðå÷åíü çëi÷åííà, à âæå ñàìà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷è-
ñåë íåçëi÷åííà, íå êàæó÷è ïðî ìíîæèíó ¨¨ ïiäìíîæèí. Ìè ïîáà-
÷èìî íàäàëi, ùî öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî iñíóþòü ìîäåëi òåîði¨
R, ÿêi äóæå âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Íàïðèêëàä,
äåÿêi ç íèõ ¹ çëi÷åííèìè, iíøi ¹ íåàðõiìåäîâèìè, òîáòî ìiñòÿòü
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ïàðè äîäàòíèõ åëåìåíòiâ a, b òàêèõ, ùî na < b äëÿ äîâiëüíîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ó ñó÷àñíié àëãåáði ìîäåëi òåîði¨ R çâóòüñÿ
ôîðìàëüíî äiéñíèìè ïîëÿìè i âiäiãðàþòü iñòîòíó ðîëü ó áàãàòüîõ
ïèòàííÿõ.

Äëÿ òåîðié ç ðiâíiñòþ ðîçãëÿä íîðìàëüíèõ ìîäåëåé íå ¹ iñòîòíèì
îáìåæåííÿì, ÿê ïîêàçó¹ òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.2.4. Íåõàé T � òåîðiÿ ç ðiâíiñòþ, I � ¨¨ ìîäåëü ç îáëà-
ñòþ M .

1. Âiäíîøåííÿ ∼= I(E) ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíî-
æèíi M .

2. Ïîçíà÷èìî M̃ = M/ ∼ ìíîæèíó êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi çà âiä-
íîøåííÿì ∼. Ïðàâèëà

Ĩ(F )(A1, A2, . . . , An) = I(F )(a1, a2, . . . , an), äå ai ∈ Ai,

Ĩ(P )(A1, A2, . . . , An) = I(P )(a1, a2, . . . , an), äå ai ∈ Ai,

äå F (P ) � n-ìiñíèé ôóíêöiîíàë (ïðåäèêàò), êîðåêòíî âèçíà-
÷àþòü iíòåðïðåòàöiþ Ĩ ç îáëàñòþ M̃ , òîáòî çíà÷åííÿ ïðàâèõ
÷àñòèí íå çìiíþþòüñÿ, ÿêùî çàìiíèòè ai íà iíøi åëåìåíòè
bi ∈ Ai.

3. Ĩ ¹ íîðìàëüíîþ ìîäåëëþ òåîði¨ T.

Äîâåäåííÿ. 1. Ç ïîñòóëàòiâ (E1), (E3E,0,1) òà (E3E,1,0) âèïëèâà¹, ùî
êîëè a ∼ b, òî é b ∼ a, à òàêîæ êîëè a ∼ b òà a ∼ c, òî é b ∼ c. Îòæå,
äiéñíî, ∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 2 ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ïîñòóëàòiâ (E2) òà (E3).
3. Íåõàé a ∈ A, b ∈ B äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ A,B. Çà îçíà÷åííÿì,

Ĩ(E)(A,B) = I(E)(a, b) = 1 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a ∼ b, òîáòî A = B.
Îòæå, iíòåðïðåòàöiÿ I íîðìàëüíà. ßêùî A � äîâiëüíå ðå÷åííÿ òåîði¨ T,
òî éîãî çíà÷åííÿ â iíòåðïðåòàöi¨ Ĩ íà ðîçïîäiëi φ çáiãà¹òüñÿ çi çíà÷åííÿì
val(I, ψ,A), äå ψ � äîâiëüíèé ðîçïîäië, â ÿêîìó ψ(x) ∈ φ(x) äëÿ êîæíî¨
çìiííî¨ x. Öå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ iíòåðïðåòàöi¨ Ĩ äëÿ åëåìåíòàðíèõ
ðå÷åíü, çâiäêè ëåãêî âèâîäèòüñÿ î÷åâèäíîþ iíäóêöi¹þ äëÿ äîâiëüíèõ ðå-
÷åíü òåîði¨ T. Òîìó, çîêðåìà, óñi ðå÷åííÿ ç T ¹ òîòîæíî-iñòèííèìè â
iíòåðïðåòàöi¨ Ĩ, îñêiëüêè âîíè ¹ òàêèìè â iíòåïðåòàöi¨ I. Îòæå, Ĩ äiéñíî
¹ íîðìàëüíîþ ìîäåëëþ òåîði¨ T �

Îçíà÷åííÿ 2.2.5. Íåõàé T � òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
1. Êàæóòü, ùî òåîðiÿ T ñóìiñíà, ÿêùî iñíó¹ ¨¨ ìîäåëü, i íåñóìiñíà,

ÿêùî æîäíî¨ ìîäåëi òåîði¨ T íå iñíó¹.
2. Êàæóòü, ùî ðå÷åííÿ A ¹ iñòèííèì â òåîði¨ T, i ïèøóòü T |= A,

ÿêùî |=I A äëÿ äîâiëüíî¨ ìîäåëi I òåîði¨ T.
Çîêðåìà, êîæíå ðå÷åííÿ ¹ iñòèííèì ó äîâiëüíié íåñóìiñíié òåîði¨.

Òâåðäæåííÿ 2.2.6. 1. Òåîðiÿ T ñóìiñíà òîäi é ëèøå òîäi, êî-
ëè òàêîþ ¹ òåîðiÿ T̄, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç çàìèêàíü óñiõ ðå÷åíü
òåîði¨ T.

2. Çàìêíåíå ðå÷åííÿ A ¹ iñòèííèì ó òåîði¨ T òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè òåîðiÿ T ∪ {A } íåñóìiñíà.
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3. Òåîðiÿ T íåñóìiñíà òîäi é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ ðå÷åííÿ A
òàêå, ùî T |= A i T |= ¬A.

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå.

Âïðàâà 2.2.7. Íåõàé T � äåÿêà òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
1. Äîâåäiòü, ùî êîëè iñíó¹ ìîäåëü T íà ìíîæèíiM , òî iñíó¹ ìîäåëü

öi¹¨ òåîði¨ íà äîâiëüíié ìíîæèíi N , ïîòóæíiñòü ÿêî¨ íå ìåíøà çà
ïîòóæíiñòü M .

2. Íàâåäiòü ïðèêëàä ñóìiñíî¨ òåîði¨, ÿêà íå ìà¹:
(a) ìîäåëåé íà ìíîæèíi, êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ÿêî¨ ìåíøà çà m,

äå m � çàäàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî;
(b) ìîäåëåé íà ñêií÷åííié ìíîæèíi.

3. Íàâåäiòü ïðèêëàä ñóìiñíî¨ òåîði¨ ç ðiâíiñòþ, ÿêà ìà¹ íîðìàëüíi
ìîäåëi ëèøå íà ìíîæèíàõ ç m åëåìåíòàìè, äå m � çàäàíå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî.

2.3. Àêñiîìàòèêà ëîãiêè âiäíîøåíü

Òàê ñàìî, ÿê äëÿ ëîãiêè âèñëîâëþâàíü, äëÿ ëîãiêè âiäíîøåíü âèíèêà¹
çàäà÷à ïðî àêñiîìàòèçàöiþ, òîáòî çàìiíè ñåìàíòèêè ñèíòàêñèñîì. Áiëüø
òîãî, òóò öå ìà¹ ïðèíöèïîâå çíà÷åííÿ, áî, ÿê âiäçíà÷åíî âèùå, ñåìàíòè-
êà ëîãiêè âiäíîøåíü, íà âiäìiíó âiä ñåìàíòèêè ëîãiêè âèñëîâëþâàíü, íå-
åôåêòèâíà. Ìè íàâåäåìî âàðiàíò àêñiîìàòèçàöi¨ ëîãiêè âiäíîøåíü, ÿêèé
áëèçüêèé äî àêñiîìàòèçàöi¨ ëîãiêè âèñëîâëþâàíü i ìà¹ ñõîæi âëàñòèâîñòi.

Îçíà÷åííÿ 2.3.1.
1. Àêñiîìàìè ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü çâóòüñÿ âñi ðå÷åííÿ âèãëÿäó (A1�

A10) iç âïðàâè 1.2.6, äå A,B,C � äîâiëüíi ðå÷åííÿ ëîãiêè âiäíî-
øåíü, à òàêîæ ðå÷åííÿ âèãëÿäó (A11�A14) iç òâåðäæåííÿ 2.1.7, äå
A i B � äîâiëüíi ðå÷åííÿ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âêàçàíi òàì âèìîãè.

2. Ïðàâèëàìè âèâîäó ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü ¹ ïðàâèëî modus ponens

A ⇒ B, A
B

,

äå A,B � äîâiëüíi ðå÷åííÿ, à òàêîæ ïðàâèëî óçàãàëüíåííÿ, ÿêå
âèðàæà¹òüñÿ ñõåìîþ

A
∀xA

,

äå A � äîâiëüíå ðå÷åííÿ, à x � äîâiëüíà çìiííà.

Òàê ñàìî, ÿê ó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü, âèçíà÷à¹òüñÿ ïîíÿòòÿ âèâîäó.

Îçíà÷åííÿ 2.3.2. Ïîñëiäîâíiñòü ðå÷åíü A1,A2, . . . ,An çâåòüñÿ âè-
âîäîì ðå÷åííÿ A ç òåîði¨ (òîáòî ìíîæèíè ðå÷åíü) T, ÿêùî An = A i äëÿ
êîæíîãî íîìåðà i = 1, 2, . . . , n âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç òàêèõ ìîæëèâîñòåé:

1. Ai ¹ àêñiîìîþ.
2. Ai ∈ T.
3. Iñíóþòü òàêi íîìåðè j < i òà k < i, ùî Aj = Ak ⇒ Ai. (¾Ai

îäåðæàíå ç Aj òà Ak çà modus ponens¿.)
4. Iñíó¹ íîìåð j < i òàêèé, ùî Ai = ∀xAj , äå x � äåÿêà çìiííà.

(¾Ai îäåðæàíå ç Aj óçàãàëüíåííÿì çà çìiííîþ x¿.)
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ßêùî òàêèé âèâiä iñíó¹, êàæóòü, ùî A âèâîäèòüñÿ â òåîði¨ T àáî ¹
òåîðåìîþ òåîði¨ T, i ïèøóòü T ` A. Çîêðåìà, ÿêùî òåîðiÿ T ïîðîæíÿ,
êàæóòü, ùî A âèâîäèòüñÿ â ÷èñëåííi âiäíîøåíü àáî ¹ òåîðåìîþ ÷èñ-
ëåííÿ âiäíîøåíü.

Ç òâåðäæåíü 2.1.6,2.1.7 òà âïðàâè 2.1.8.2 îäðàçó âèïëèâà¹

Òåîðåìà 2.3.3 (Òåîðåìà êîðåêòíîñòi äëÿ ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü).
Êîæíà òåîðåìà òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó T ¹ iñòèííîþ â öié òåîði¨. Çî-
êðåìà, êîæíà òåîðåìà ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü ¹ òîòîæíî-iñòèííîþ.

Äëÿ ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü âiðíîþ ¹ é òåîðåìà àäåêâàòíîñòi.

Òåîðåìà 2.3.4. Êîæíå ðå÷åííÿ, iñòèííå â òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó
T, ¹ òåîðåìîþ öi¹¨ òåîði¨. Çîêðåìà, êîæíå òîòîæíî-iñòèííå ðå÷åííÿ
¹ òåîðåìîþ ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìè ðîçãëÿíåìî â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ, êîëè
âèðîáèìî âiäïîâiäíó òåõíiêó.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè âèâîäiâ i òåîðåì. Ïåðø çà âñå âñòàíîâèìî
îäèí ðåçóëüòàò, ÿêèì áóäåìî ïîñòiéíî êîðèñòóâàòèñÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.3.5 (Äèâ. òâåðäæåííÿ 2.1.6). Êîæåí ïiäñòàíîâêîâèé
âèïàäîê òàâòîëîãi¨ ¹ òåîðåìîþ ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü. Áiëüø òîãî, äëÿ
òàêîãî ðå÷åííÿ çàâæäè iñíó¹ âèâiä, â ÿêîìó çóñòði÷àþòüñÿ ëèøå àêñi-
îìè âèãëÿäó (A1�A10) i ïðàâèëî modus ponens.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé A = RE1,E2,...,En

A1,A2,...,An
, äå R � òàâòîëîãiÿ.

Çà òåîðåìîþ àäåêâàòíîñòi äëÿ ÷èñëåííÿ âèñëîâëþâàíü (òåîðåìà 1.3.5)
iñíó¹ âèâiä R1,R2, . . . ,Rm ðå÷åííÿ R ó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü. Òîäi
ïîñëiäîâíiñòü A1,A2, . . . Am, äå Ai = Ri

E1,E2,...,En

A1,A2,...,An
, ¹ âèâîäîì ðå÷åííÿ

A â ÷èñëåííi âiäíîøåíü (ïîÿñíiòü, ÷îìó). Î÷åâèäíî, ó öüîìó âèâîäi íå
çóñòði÷àþòüñÿ àíi àêñiîìè âèãëÿäó (A11�A14), àíi ïðàâèëî óçàãàëüíåííÿ
�

Íàäàëi áóäåìî âiëüíî âñòàâëÿòè ïiäñòàíîâêîâi âèïàäêè òàâòîëîãié
(ñêîðî÷åíî ÏÂÒ) ó âèâîäè. Íàñïðàâäi íà ìiñöi êîæíîãî ÏÂÒ òðåáà âñòà-
âèòè éîãî âèâiä, àëå, ÿê i â ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü, ìè íå áóäåìî öüîãî
ðîáèòè ÿâíî.

Iíøi ïðèêëàäè âèâîäiâ:

Òâåðäæåííÿ 2.3.6.
1. ` ¬∃xA ⇒ ∀x¬A.
2. ` ∃x¬A ⇒ ¬∀xA.
3. ßêùî çìiííà y íå çóñòði÷à¹òüñÿ â ðå÷åííi A, òî
` ∀xA ⇒ ∀yAx

y.

Äîâåäåííÿ. 1. Îñü âiäïîâiäíèé âèâiä:

A ⇒ ∃xA, (A ⇒ ∃xA) ⇒ (¬∃xA ⇒ ¬A),

¬∃xA ⇒ ¬A, ∀x(¬∃xA ⇒ ¬A),

∀x(¬∃xA ⇒ ¬A) ⇒ (¬∃xA ⇒ ∀x¬A), ¬∃xA ⇒ ∀x¬A.

Äðóãå ðå÷åííÿ � ÏÂÒ (A ⇒ B) ⇒ (¬B ⇒ ¬A); iíøi ðå÷åííÿ îñîáëèâèõ
êîìåíòàðiâ íå ïîòðåáóþòü.
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Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2 àíàëîãi÷íå i çàëèøà¹òüñÿ ÷èòà÷ó ÿê íåñêëà-
äíà âïðàâà.

3. Îñü âiäïîâiäíèé âèâiä:

∀xA ⇒ Ax
y, ∀y(∀xA ⇒ Ax

y),

∀y(∀xA ⇒ Ax
y) ⇒ (∀xA ⇒ ∀yAx

y), ∀xA ⇒ ∀yAx
y.

Êîìåíòàði çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó �

Âiäçíà÷èìî ùå êiëüêà âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé.

Òâåðäæåííÿ 2.3.7.
1. ßêùî M ` A i T ` B äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ B ∈ M, òî T ` A.
2. ßêùî T ` A, òî T ` ∀xA äëÿ äîâiëüíî¨ çìiííî¨ x i íàâïàêè.

Çîêðåìà T ` Ā, äå Ā � çàìèêàííÿ ðå÷åííÿ A.
3. Íåõàé F � äåÿêèé m-ìiñíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé íå çóñòði÷à¹òüñÿ

â ðå÷åííÿõ òåîði¨ T, A1,A2, . . . ,An � äåÿêèé âèâiä ç òåîði¨ T, à
y � çìiííà, ÿêà íå çóñòði÷à¹òüñÿ â öüîìó âèâîäi. Òîäi ïîñëiäîâ-
íiñòü A′

1,A
′
2, . . . ,A

′
n, äå êîæíå ðå÷åííÿ A′

i îäåðæàíå ç âiäïîâiä-
íîãî ðå÷åííÿ Ai çàìiíîþ â îñòàííüîìó âñiõ ïiäñëiâ F t1t2 . . . tm,
äå t1, t2, . . . , tm � äîâiëüíi òåðìè, íà çìiííó y, òàêîæ ¹ âèâîäîì
ç òåîði¨ T.

4. Íåõàé P � äåÿêèé m-ìiñíèé ïðåäèêàò, ÿêèé íå çóñòði÷à¹òüñÿ
â ðå÷åííÿõ òåîði¨ T, A1,A2, . . . ,An � äåÿêèé âèâiä ç òåîði¨ T,
Q � äîâiëüíèé (r-ìiñíèé) ïðåäèêàò òåîði¨ T, à y1, y2, . . . , yr �
çìiííi, ÿêi íå çóñòði÷àþòüñÿ â öüîìó âèâîäi. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü
A′

1,A
′
2, . . . ,A

′
n, äå êîæíå ðå÷åííÿ A′

i îäåðæàíå ç âiäïîâiäíîãî
ðå÷åííÿ Ai çàìiíîþ â îñòàííüîìó âñiõ ïiäñëiâ P t1t2 . . . tm, äå
t1, t2, . . . , tm � äîâiëüíi òåðìè, íà ñëîâî Qy1y2 . . . yr, òàêîæ ¹
âèâîäîì ç òåîði¨ T.

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìîæå íå ìàòè æîäíîãî ôóíê-
öiîíàëà (çîêðåìà, æîäíî¨ êîíñòàíòè), àëå âîíà îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü õî÷à
á îäèí ïðåäèêàò: áåç öüîãî íå ìîæíà óòâîðèòè æîäíîãî ðå÷åííÿ.

Ç îñòàííiõ äâîõ ïóíêòiâ òâåðäæåííÿ 2.3.7 âèïëèâà¹ òàêèé êîðèñíèé
íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.3.8. Íåõàé A � ðå÷åííÿ òåîði¨ T. ßêùî T ` A, òî
iñíó¹ òàêèé âèâiä ðå÷åííÿ A ç òåîði¨ T, â ÿêîìó âñi ðå÷åííÿ ¹ ðå÷åííÿ-
ìè òåîði¨ T (òîáòî íå ìiñòÿòü íiÿêèõ çàéâèõ ôóíêöiîíàëiâ òà ïðå-
äèêàòiâ).

Òåîðåìà êîðåêòíîñòi ãàðàíòó¹, ùî íåìîæëèâî îäíî÷àñíî ` A i ` ¬A.
Âïðàâà 2.3.9 äà¹, çîêðåìà, äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó, ÿêå íå ïîòðåáó¹ çâåð-
íåííÿ äî ñåìàíòèêè ëîãiêè âiäíîøåíü.

Âïðàâà 2.3.9. Çàíóìåðó¹ìî â ÿêèéñü ñïîñiá óñi ïðåäèêàòè ëîãiêè âiä-
íîøåíü: P0, P1, . . . , Pn, . . . . Êîæíîìó ðå÷åííþ A ëîãiêè âiäíîøåíü çiñòà-
âèìî ðå÷åííÿ A∗ ëîãiêè âiäíîøåíü, ÿêå îäåðæó¹òüñÿ ç A, ÿêùî îïóñòèòè
âñi çíàêè çìiííèõ, ôóíêöiîíàëiâ òà êâàíòîðiâ, à êîæíèé ïðåäèêàò Pk çà-
ìiíèòè åëåìåíòàðíèì âèñëîâëþâàííÿì Ak = A|| . . . | (k ðàçiâ |). Äîâåäiòü,
ùî
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1. ßêùî A � àêñiîìà ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü, òî ðå÷åííÿ A∗ ¹ òàâòî-
ëîãi¹þ.

2. ßêùî A1,A2, . . . ,An � âèâiä ðå÷åííÿ A ç ìíîæèíè ðå÷åíü M
ó ÷èñëåííi âiäíîøåíü, òî A∗

1,A
∗
2, . . . ,A

∗
n � âèâiä ðå÷åííÿ A∗ ç

ìíîæèíè ðå÷åíü M∗ ó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü. Çîêðåìà, ÿêùî
` A, òî A∗ � òàâòîëîãiÿ.

3. Ó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü äëÿ æîäíîãî ðå÷åííÿ A íåìîæëèâî
îäíî÷àñíî ` A i ` ¬A.

2.4. Òåîðåìà äåäóêöi¨ â ëîãiöi âiäíîøåíü

Òàê ñàìî, ÿê i â ëîãiöi âèñëîâëþâàíü, ó ÷èñëåííi âiäíîøåíü çðó÷íî
êîðèñòóâàòèñÿ òåîðåìîþ äåäóêöi¨. Çàóâàæèìî, ùî ìè íå ìîæåìî ñòâåð-
äæóâàòè ¨¨ â òî÷íî òàêié ôîðìi, ÿê ó ÷èñëåííi âèñëîâëþâàíü. Äiéñíî, çà
ïðàâèëîì óçàãàëüíåííÿ, ìè ìîæåìî òâåðäèòè, ùî A ` ∀xA äëÿ äîâiëü-
íîãî ðå÷åííÿ A òà äîâiëüíî¨ çìiííî¨ x. Ïðîòå ìè âæå çíà¹ìî, ùî ðå÷åííÿ
A ⇒ ∀xA, óçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ òîòîæíî-iñòèííèì (âïðàâà 2.1.8.3); îòæå,
íåâiðíî, ùî ` A ⇒ ∀xA. Íàñïðàâäi ìè ìóñèìî íàêëàñòè äåÿêi îáìåæåí-
íÿ íà âèâîäè.

Îçíà÷åííÿ 2.4.1.
1. Íåõàé T = T1 ∪ T2 i ïîñëiäîâíiñòü B1,B2, . . . ,Bn ¹ âèâîäîì ç

òåîði¨ T. Êàæóòü, ùî ðå÷åííÿ Bi â öüîìó âèâîäi íå çàëåæèòü
âiä T2, ÿêùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü Bi1 ,Bi2 , . . . , Bik (i1 < i2 <
· · · < ik), ÿêà ¹ âèâîäîì ç òåîði¨ T1 i ìiñòèòü ðå÷åííÿ Bi.

2. Âèâiä B1,B2, . . . ,Bn çâåòüñÿ âiëüíèì äëÿ T2, ÿêùî â íüîìó óçà-
ãàëüíåííÿ çà çìiííèìè, ÿêi ¹ âiëüíèìè â ðå÷åííÿõ ç T2, íå çàñòî-
ñîâóþòüñÿ äî ðå÷åíü, ÿêi çàëåæàòü âiä T2 â öüîìó âèâîäi.

Âïðàâà 2.4.2. Ïåðåâiðòå, ùî çà óìîâ âèçíà÷åííÿ 2.4.1 ðå÷åííÿ Bi íå
çàëåæèòü âiä T2 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäíà ç
òàêèõ óìîâ:

• Bi ¹ àêñiîìîþ àáî íàëåæèòü äî T1;
• Bi ìîæå áóòè îäåðæàíå çà modus ponens ç òàêèõ ðå÷åíü Bj òà

Bk (j, k < i), æîäíå ç ÿêèõ íå çàëåæèòü ó öüîìó âèâîäi âiä T2;
• Bi ìîæå áóòè îäåðæàíå óçàãàëüíåííÿì ç ðå÷åííÿ Bj (j < i), ÿêå
íå çàëåæèòü ó öüîìó âèâîäi âiä T2.

Òåîðåìà 2.4.3 (Òåîðåìà äåäóêöi¨). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âèâiä ðå-
÷åííÿ B ç òåîði¨ T ∪ {A }, âiëüíèé äëÿ A. Òîäi iñíó¹ âèâiä ðå÷åííÿ
A ⇒ B ç òåîði¨ T, â ÿêîìó çàñòîñîâóþòüñÿ óçàãàëüíåííÿ ëèøå çà òè-
ìè æ çìiííèìè, ùî é ó äàíîìó âèâîäi B ç T ∪ {A }. Çîêðåìà, ÿêùî
â äàíîìó âèâîäi âçàãàëi íå çàñòîñîâó¹òüñÿ óçàãàëüíåííÿ çà çìiííèìè,
ÿêi ¹ âiëüíèìè â A (íàïðèêëàä, ðå÷åííÿ A çàìêíåíå) i T ∪ {A } ` B,
òî T ` A ⇒ B.

Äîâåäåííÿ. Ìè íàñëiäó¹ìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.4.1, òîáòî ïåðåðî-
áëþ¹ìî âèâiä B1,B2, . . . ,Bm ðå÷åííÿ B ç òåîði¨ T∪{A } ó âèâiä A ⇒ B
ç T. ßêùî ðå÷åííÿ Bi íå çàëåæèòü ó öüîìó âèâîäi âiä A, ìè çáåðiãà¹ìî
éîãî é äîäà¹ìî îäðàçó ïiñëÿ íüîãî ðå÷åííÿ Bi ⇒ (A ⇒ Bi), A ⇒ Bi.
ßêùî Bi = A àáî çàëåæèòü âiä A é îäåðæàíå çà modus ponens, ìè çàìi-
íþ¹ìî éîãî òàê ñàìî, ÿê ó äîâåäåííi òåîðåìè 1.4.1. Çàëèøèâñÿ âèïàäîê,
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êîëè ðå÷åííÿ Bi, ÿêå çàëåæèòü âiä A, îäåðæàíå ç Bj óçàãàëüíåííÿì çà
çìiííîþ x, òîáòî Bi = ∀xBj , ïðè÷îìó x íå ¹ âiëüíîþ çìiííîþ â ðå÷åííi
A. Òîäi ìè çàìiíþ¹ìî Bi íà òðè ðå÷åííÿ:

∀x(A ⇒ Bj), ∀x(A ⇒ Bj) ⇒ (A ⇒ ∀xBj), A ⇒ ∀xBj .

Ïåðøå ç íèõ îäåðæàíå óçàãàëüíåííÿì ç ðå÷åííÿ A ⇒ Bj , ÿêå âæå ââi-
éøëî â ïåðåðîáëåíèé âèâiä; äðóãå � àêñiîìà âèãëÿäó (A13); òðåò¹ îäåð-
æàíå ç ïåðøèõ äâîõ çà modus ponens. Ó ðåçóëüòàòi âñiõ öèõ çàìií ìè
îäåðæèìî íåîáõiäíèé âèâiä ðå÷åííÿ A ⇒ B ç T �

Íàñëiäîê 2.4.4. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ âèâiä ðå÷åííÿ B ç òåîði¨
T ∪ {A1,A2, . . . ,An }, âiëüíèé äëÿ {A1,A2, . . . ,An }. Òîäi iñíó¹ âèâiä
ðå÷åííÿ A1 ⇒ (A2 ⇒ (. . .⇒ (Am ⇒ B) . . . )) ç òåîði¨ T, â ÿêîìó çàñòî-
ñîâóþòüñÿ óçàãàëüíåííÿ ëèøå çà òèìè æ çìiííèìè, ùî é ó äàíîìó âè-
âîäi. Çîêðåìà, ÿêùî âñi ðå÷åííÿ Ai çàìêíåíi i T∪{A1,A2, . . . ,An } ` B,
òî T ` A1 ⇒ (A2 ⇒ (. . .⇒ (Am ⇒ B) . . . )).

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó äåäóêöi¨ äî âèâîäó äåÿêèõ òåîðåì ÷èñëåííÿ âiä-
íîøåíü. Ìè áóäåìî ïèñàòè A ⇒T B, ÿêùî T ` A ⇒ B i A ≡T B, ÿêùî
A ⇒T B i B ⇒T A. ßêùî T = ∅, ìè ïèñàòèìåìî A ≡ B. Çàóâàæèìî, ùî
ç òàâòîëîãi¨ (A ⇒ B) ⇒ (¬B ⇒ ¬A) îäðàçó âèïëèâà¹, ùî êîëè A ⇒T B,
òî ¬B ⇒T ¬A, çîêðåìà ÿêùî A ≡T B, òî é ¬A ≡T ¬B. Çàóâàæèìî
òàêîæ, ùî ç òàâòîëîãi¨ (A ⇒ B) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ (A ⇒ C) âèïëèâà¹,
ùî êîëè A ⇒T B i B ⇒T C, òî é A ⇒T C. Çîêðåìà, ÿêùî ó âèâîäi
çóñòðiëîñÿ ðå÷åííÿ A ⇒ B, òî ìîæíà âñòàâèòè ðå÷åííÿ A′ ⇒ B′ äëÿ
äîâiëüíèõ A′ ≡T A i B′ ≡T B. Íàäàëi ìè âiëüíî êîðèñòóâàòèìåìîñÿ
òàêèìè çàìiíàìè.

Òâåðäæåííÿ 2.4.5. Äëÿ äîâiëüíèõ ðå÷åíü A i B òà äîâiëüíî¨ çìií-
íî¨ x:

1. ßêùî A ⇒T B, òî ∀xA ⇒T ∀xB i ∃xA ⇒T ∃xB.
2. ßêùî A ≡T B, òî ∀xA ≡T ∀xB i ∃xA ≡T ∃xB.
3. ¬∃xA ≡ ∀x¬A, à òîìó ∃xA ≡ ¬∀x¬A.
4. ¬∀xA ≡ ∃x¬A, à òîìó ∀xA ≡ ¬∃x¬A.
5. ßêùî çìiííà y âiëüíà äëÿ x ó ðå÷åííi A i íå ¹ ñàìà âiëüíîþ

çìiííîþ â öüîìó ðå÷åííi, òî ∀xA ≡ ∀yAx
y i ∃xA ≡ ∃yAx

y.
6. ∃xA ⇒ B ≡ ∀x(A ⇒ B), ÿêùî x íå ¹ âiëüíîþ çèiííîþ â ðå÷åííi

B.

Äîâåäåííÿ. 1. Äî âèâîäó A ⇒ B ç òåîði¨ T äîäàìî ðå÷åííÿ

∀xA ⇒ A, A, B, ∀xB.

Îäåðæèìî âèâiä ∀xB ç T ∪ {∀xA }. Çà òåîðåìîþ äåäóêöi¨ T ` ∀xA ⇒
∀xB. Òåïåð äî âèâîäó A ⇒ B ç T äîäàìî ÏÂÒ (A ⇒ B) ⇒ ((B ⇒
∃xB) ⇒ (A ⇒ ∃xB)) i ðå÷åííÿ

(B ⇒ ∃xB) ⇒ (A ⇒ ∃xB), B ⇒ ∃xB, A ⇒ ∃xB, ∀x(A ⇒ ∃xB),

∀x(A ⇒ ∃xB) ⇒ (∃xA ⇒ ∃xB), ∃xA ⇒ ∃xB.

Îäåðæèìî âèâiä ∃xA ⇒ ∃xB.
2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç 1.
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3 òà 4 äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî. Ìè äîâåäåìî 4, çàëèøèâøè 3 ÿê âïðàâó.
Ó òâåðäæåííi 2.3.6 óæå áóëî äîâåäåíî, ùî ` ¬∀xA ⇒ ∃x¬A. Äîâåäåìî,
ùî ` ∃x¬A ⇒ ¬∀xA. Äëÿ öüîãî ç óæå äîâåäåíîãî ` ¬∃x¬A ⇒ ∀x¬¬A
(òâåðäæåííÿ 2.3.6.1) çàìiíîþ ¬¬A íà A îäåðæèìî ` ¬∃¬A ⇒ ∀xA.
Çâiäñè ` ¬∀xA ⇒ ¬¬∃¬A, à òîìó é ` ¬∀xA ⇒ ∃x¬A.

5. Îñü âèâiä ∀yAx
y ç ∀xA:

∀xA, ∀xA ⇒ Ax
y, Ax

y, ∀yAx
y.

Îñêiëüêè, î÷åâèäíî, x âiëüíà äëÿ y â ðå÷åííi Ax
y, íå ¹ âiëüíîþ çìiííîþ â

öüîìó ðå÷åííi i (Ax
y)

y
x

= A, òî é A âèâîäèòüñÿ ç Ax
y, ùî äîâîäèòü ïåðøó

åêâiâàëåíòíiñòü. Äðóãà âèïëèâà¹ ç ïåðøî¨ òà òâåðäæåíü 3,4 (ïîäðîáèöi
çàëèøà¹ìî ÿê âïðàâó).

6. Ç ðå÷åííÿ ∃xA ⇒ B òà ÏÂÒ (X ⇒ Y ) ⇒ (¬Y ⇒ ¬X) âèâîäèìî
¬B ⇒ ¬∃xA. Çà òâåðäæåííÿì 2.3.6.1 òà ÏÂÒ (X ⇒ Y ) ⇒ ((Y ⇒ Z) ⇒
(X ⇒ Z)) îäåðæèìî ¬B ⇒ ∀x¬A. Îñêiëüêè ∀xA ⇒ A, òî çà òi¹þ æ
òàâòîëîãi¹þ îäåðæèìî ¬B ⇒ ¬A, à òîìó é A ⇒ B. Óçàãàëüíåííÿ äà¹
∀x(A ⇒ B). Îòæå, ∃xA ⇒ B ` ∀x(A ⇒ B). Çà òåîðåìîþ äåäóêöi¨
` ∃xA ⇒ B ⇒ ∀x(A ⇒ B). Îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ � öå àêñiîìà âèãëÿäó
(A14) �

Âïðàâà 2.4.6.
1. Äîâåäiòü, ùî êîëè A ≡T A′ i B ≡T B′, òî

¬A ≡T ¬A′;

A ∧B ≡T A′ ∧B′;

A ∨B ≡T A′ ∨B′;

A ⇒ B ≡T A′ ⇒ B′.

2. Äîâåäiòü, ùî

∀x(A ∧B) ≡ ∀xA ∧ ∀xB;

∃x(A ∨B) ≡ ∃xA ∨ ∃xB;

∃x(A ⇒ B) ≡ ∀xA ⇒ ∃xB,
çîêðåìà,

∃x(A ⇒ B) ≡ A ⇒ ∃xB, ÿêùî x íå ¹ âiëüíîþ çìiííîþ â A,

∃x(A ⇒ B) ≡ ∀xA ⇒ B, ÿêùî x íå ¹ âiëüíîþ çìiííîþ ó B;

∀x(A ∨B) ≡ ∀xA ∨B, ÿêùî x íå ¹ âiëüíîþ çìiííîþ ó B;

∃x(A ∧B) ≡ ∃xA ∧B, ÿêùî x íå ¹ âiëüíîþ çìiííîþ ó B.

3. Äîâåäiòü, ùî A ⇒ ∀xB ≡ ∀x(A ⇒ B), ÿêùî x íå ¹ âiëüíîþ
çìiííîþ â ðå÷åííi A.

Âïðàâà 2.4.7.
1. Äîâåäiòü, ùî ` ∃y∀xA ⇒ ∀x∃yA. ×è ìîæíà âèâåñòè îáåðíåíó

iìïëiêàöiþ?
2. Äîâåäiòü, ùî ∀x∀yA ≡ ∀y∀xA i ∃x∃yA ≡ ∃y∃xA.
3. ×è âiðíî, ùî
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(a) ∀x(A ∨B) ≡ ∀xA ∨ ∀xB?
(b) ∃x(A ∧B) ≡ ∃xA ∧ ∃xB?
(c) ∀x(A ⇒ B) ≡ (∃xA ⇒ ∀xB)?

Âàæëèâó ðîëü ó ëîãiöi âiäíîøåíü ìà¹ òåîðåìà, ÿêà äîçâîëÿ¹ çâåñòè
ðîçãëÿä äîâiëüíèõ ðå÷åíü äî ðå÷åíü ñïåöiàëüíîãî òèïó.

Òåîðåìà 2.4.8. Äëÿ äîâiëüíîãî ðå÷åííÿ A ëîãiêè âiäíîøåíü iñíó¹
åêâiâàëåíòíå éîìó ðå÷åííÿ âèãëÿäó A′ = Q1x1Q2x2 . . .QmxmA0, äå Q1,Q2, . . . ,Qm

� äåÿêi êâàíòîðè, x1, x2, . . . , xm � çìiííi, à A0 � ðå÷åííÿ, ÿêå íå ìi-
ñòèòü êâàíòîðiâ.

Ðå÷åííÿ âêàçàíîãî âèãëÿäó çâóòüñÿ ïðåíåêñíèìè, à ïðåíåêñíå ðå÷åí-
íÿ, åêâiâàëåíòíå ðå÷åííþ A, çâåòüñÿ ïðåíåêñíîþ ôîðìîþ ðå÷åííÿ A.
Ñëîâî Π = Q1x1Q2x2 . . .Qmxm çâåòüñÿ ïðåôiêñîì ïðåíåêñíîãî ðå÷åííÿ
A′, à ðå÷åííÿ A0 � éîãî ÿäðîì.

Äîâåäåííÿ. Êîðèñòóþ÷èñü òâåðäæåííÿì 2.4.5.5, ìîæíà çàìiíèòè
A åêâiâàëåíòíèì ðå÷åííÿì, â ÿêîìó æîäíà çìiííà íå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ îäíî-
÷àñíî ÿê âiëüíà é ÿê ïîâ'ÿçàíà. Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî öÿ óìîâà âè-
êîíàíà. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà äîâæèíîþ ðå÷åííÿ
A. ßêùî A íå ìiñòèòü êâàíòîðiâ, òî âîíî âæå ¹ ïðåíåêñíèì. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî äëÿ êîðîòøèõ íiæ A ðå÷åíü ïðåíåêñíi ôîðìè iñíóþòü. ßêùî
A = QxB, äå Q � äåÿêèé êâàíòîð, òî A ≡ A′ = QxB′, äå B′ � ïðåíåêñíà
ôîðìà ðå÷åííÿ B, i ðå÷åííÿ A′ � ïðåíåêñíå. Íàäàëi áóäåìî êîðèñòóâà-
òèñÿ ðåçóëüòàòàìè òâåðäæåííÿ 2.4.5 i âïðàâè 2.4.6.

ßêùî A = ¬B i B′ = Q1x1Q2x2 . . .QmxmC, äå ðå÷åííÿ C íå ìiñòèòü
êâàíòîðiâ, � ïðåíåêñíà ôîðìà ðå÷åííÿ B, òî

A ≡ A′ = Q′
1x1Q′

2x2 . . .Q′
mxm¬C,

äå Q′
i � êâàíòîð, âiäìiííèé âiä Qi, i ðå÷åííÿ A′ � ïðåíåêñíå.
ßêùî A = B ∨ C, òî íåõàé B′ = ΠBB0 i C′ = ΠCC0 � ïðåíåêñíi

ôîðìè ðå÷åíü B i C, äå ΠB òà ΠC � ïðåôiêñè, à B0 òà C0 � áåçêâàí-
òîðíi ðå÷åííÿ. Çíîâ-òàêè ìîæíà ââàæàòè, ùî ïðåôiêñè ΠB òà ΠC íå
ìiñòÿòü îäíàêîâèõ çìiííèõ. Òîäi A ≡ A′ = ΠBΠC(B0 ∨C0) i ðå÷åííÿ A′

ïðåíåêñíå.
Âèïàäêè, êîëè A = B ∧ C ÷è A = B ⇒ C, çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó ÿê

âïðàâó �

Âïðàâà 2.4.9. Ïîáóäóéòå ïðåíåêñíó ôîðìó ðå÷åíü ∀xA∨∀xB, ∃xA∧
∃xB òà ∃xA ⇒ ∀xB.

2.5. Àäåêâàòíiñòü ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî àäåêâàòíiñòü äëÿ ÷èñëåííÿ âiä-
íîøåíü. Ìè íàñëiäóâàòèìåìî âiäïîâiäíå äîâåäåííÿ äëÿ ÷èñëåííÿ âèñëî-
âëþâàíü. Óâåäåìî âiäïîâiäíi ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.5.1.
1. Òåîðiÿ T çâåòüñÿ ñóïåðå÷ëèâîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêå ðå÷åííÿ A, ùî

T ` A i T ` ¬A. (Òîäi, çâè÷àéíî, T ` B äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ
B.)
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2. Òåîðiÿ T çâåòüñÿ ïîâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî çàìêíåíîãî ðå-
÷åííÿ A öi¹¨ òåîði¨ àáî T ` A, àáî T ` ¬A. (Çîêðåìà, êîæíà
ñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ íàïåâíå ¹ ïîâíîþ.)

Ïåðø çà âñå ïîêàæåìî, ùî òåîðåìà ïðî àäåêâàòíiñòü âèïëèâà¹ ç òàêî¨
òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.5.2 (Òåîðåìà ïðî ìîäåëü). Êîæíà íåñóïåðå÷ëèâà òå-
îðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ çëi÷åííó ìîäåëü.

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî ìè âæå äîâåëè òåîðåìó ïðî ìîäåëü. Ñêîðè-
ñòà¹ìîñü àíàëîãîì ëåìè 1.5.3.

Ëåìà 2.5.3. ßêùî çàìêíåíå ðå÷åííÿ A íå âèâîäèòüñÿ ç òåîði¨ T,
òî òåîðiÿ T ∪ {¬A } íåñóïåðå÷ëèâà.

Äîâåäåííÿ äîñëiâíî ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ ëåìè 1.5.3 ç óðàõóâàííÿì
òîãî, ùî ðå÷åííÿ A çàìêíåíå, à òîìó äîâiëüíèé âèâiä ¹ âiëüíèì äëÿ A
�

Îòæå, ÿêùî T |= A, òî, îñêiëüêè òåîðiÿ T ∪ {¬A } íàïåâíå íå ìà¹
ìîäåëi, îáîâ'ÿçêîâî T ` A.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ìîäåëü ñïèðà¹òüñÿ íà äâi ëåìè. Ïåðøà ç íèõ
� àíàëîã ëåìè 1.5.4.

Ëåìà 2.5.4. Êîæíà íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ T ìiñòèòüñÿ â ïîâíié
íåñóïåðå÷ëèâié òåîði¨ T∗. Ïðè öüîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî òåîðiÿ T∗

ìiñòèòü òi ñàìi ôóíêöiîíàëè òà ïðåäèêàòè, ÿêi ìàëà é òåîðiÿ T.

Äîâåäåííÿ çíîâ-òàêè ¹ ïîâòîðåííÿì äîâåäåííÿ ëåìè 1.5.4. �äèíà
ðiçíèöÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî é íóìåðó¹ìî ëèøå çàìêíåíi
ðå÷åííÿ �

Ëåìà 2.5.5. Íåõàé òåîðiÿ T íåñóïåðå÷ëèâà, c � êîíñòàíòà, ÿêà íå
íàëåæèòü öié òåîði¨, i A � ðå÷åííÿ, ÿêå ìiñòèòü îäíó âiëüíó çìiííó
x. Òîäi òåîðiÿ T ∪ {∃xA ⇒ Ax

c } òàêîæ íåñóïåðå÷ëèâà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðiÿ T∪{∃xA ⇒ Ax
c } ñóïåðå÷ëèâà.

Òîäi ç íå¨ âèâîäèòüñÿ ¬(∃xA ⇒ Ax
c). Îñêiëüêè ðå÷åííÿ ∃xA ⇒ Ax

c çàì-
êíåíå, T ` (∃xA ⇒ Ax

c) ⇒ ¬(∃xA ⇒ Ax
c). Ç òàâòîëîãi¨ (B ⇒ ¬B) ⇒ ¬B

îäåðæó¹ìî, ùî T ` ¬(∃xA ⇒ Ax
c). Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíèé âèâiä. Íåõàé

y � çìiííà, ÿêà íå çóñòði÷à¹òüñÿ â öüîìó âèâîäi. Ç òâåðäæåííÿ 2.3.7.3
îäåðæèìî, ùî T ` ¬(∃xA ⇒ Ax

y). Ç ëîãiêè âèñëîâëþâàíü âiäîìî, ùî
¬(B ⇒ C) ≡ B ∧ ¬C. Òîìó T ` ∃xA i T ` ¬Ax

y. Êîðèñòóþ÷èñü óçàãàëü-
íåííÿì, îäåðæèìî, ùî T ` ∀y¬Ax

y. Îñêiëüêè ∀y¬Ax
y ≡ ∀x¬A ≡ ¬∃xA,

òàêîæ T ` ¬∃xA, à òîäi é òåîðiÿ T ñóïåðå÷ëèâà �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ìîäåëü. Íåõàé òåîðiÿ T íåñóïåðå÷ëè-
âà. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.2.6 ìîæíà ââàæàòè, ùî âñi ïîñòóëàòè (ðå÷åí-
íÿ, ÿêi íàëåæàòü T) çàìêíåíi. Âèïèøåìî âñi ðå÷åííÿ öi¹¨ òåîði¨, ÿêi ìi-
ñòÿòü îäíó âiëüíó çìiííó (¨õ, çâè÷àéíî, çëi÷åííà êiëüêiñòü):A1,A2, . . . ,An, . . .
i ïîçíà÷èìî T′ òåîðiþ, îòðèìàíó ç T äîäàâàííÿì çëi÷åííî¨ ìíîæèíè íî-
âèõ êîíñòàíò c1, c2, . . . , cn, . . . , à òàêîæ óñiõ ðå÷åíü ∃xAi ⇒ Ai

x
ci
, äå x �

¹äèíà âiëüíà çìiííà ðå÷åííÿ Ai. Çà òâåðäæåííÿì 2.3.7.3 i ëåìîþ 2.5.5,
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òåîðiÿ T′ òàêîæ íåñóïåðå÷ëèâà, à òîìó ìiñòèòüñÿ â ïîâíié íåñóïåðå÷ëè-
âié òåîði¨ T∗ òàêié, ùî ôóíêöiîíàëè òà ïðåäèêàòè T∗ � öå ôóíêöiîíàëè
òà ïðåäèêàòè T, à òàêîæ êîíñòàíòè ci. Çîêðåìà, ðå÷åííÿ òåîði¨ T∗ � òi
æ ñàìi, ùî é òåîði¨ T′.

Ïîáóäó¹ìî ìîäåëü I òåîði¨ T. Îáëàñòþ iíòåðïðåòàöi¨ I áóäå ìíîæèíà
T çàìêíåíèõ òåðìiâ òåîði¨ T∗ (àáî, ùî òå ñàìå, T′). Î÷åâèäíî, ìíîæèíà
T çëi÷åííà. Äëÿ êîæíîãî m-ìiñíîãî ôóíêöiîíàëà F ïîêëàäåìî

I(F ) (t1, t2, . . . , tm) = F (t1, t2, . . . , tm) ,

à äëÿ êîæíîãî m-ìiñíîãî ïðåäèêàòà P ïîêëàäåìî

(2.5.1) I(P ) (t1, t2, . . . , tm) =

{
1, ÿêùî T∗ ` P (t1, t2, . . . , tm) ,
0, ÿêùî T∗ ` ¬P (t1, t2, . . . , tm) .

Çàóâàæèìî, ùî êîëè âñi òåðìè t1, t2, . . . , tm çàìêíåíi, òî òàêèì ¹ é òåðì
F (t1, t2, . . . , tm) i ðå÷åííÿ P (t1, t2, . . . , tm). Òîìó öi îçíà÷åííÿ ìàþòü
çìiñò. Äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ A òåîði¨ T i ðîçïîäiëó φ : X → T ïîêëà-
äåìî Aφ = Ax1x2...xm

t1t2...tm
, äå x1, x2, . . . , xm � óñi âiëüíi çìiííi ðå÷åííÿ A, à

ti = φ(xi). Ðå÷åííÿ Aφ çàâæäè çàìêíåíå. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî
ðå÷åííÿ A òåîði¨ T i êîæíîãî ðîçïîäiëó φ : X → T

(2.5.2) val(I, φ,A) =

{
1 ÿêùî T∗ ` Aφ,

0 ÿêùî T∗ ` ¬Aφ.

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ ñïîëó÷íèêiâ i êâàíòîðiâ ó
ðå÷åííi A. ßêùî öå ðå÷åííÿ åëåìåíòàðíå, ôîðìóëà (2.5.2) çáiãà¹òüñÿ ç
îçíà÷åííÿì (2.5.1). ßêùî A ìà¹ îäèí ç âèãëÿäiâ

¬B, B ∨C, B ∧C, B ⇒ C,

äîâåäåííÿ ôàêòè÷íî çáiãà¹òüñÿ ç äîâåäåííÿì ëåìè Êàëüìàðà (ëåìà 1.5.1).
Ìè ïðîâåäåìî éîãî ëèøå äëÿ âèïàäêó A = B ⇒ C, çàëèøèâøè ií-
øi ÷èòà÷ó. Î÷åâèäíî, Aφ = Bφ ⇒ Cφ. ßêùî val(I, φ,C) = 1, òî é
val(I, φ,A) = 1. Ó öüîìó âèïàäêó T∗ ` Cφ. Ðàçîì ç àêñiîìîþ Cφ ⇒
(Bφ ⇒ Cφ) öå äà¹ T∗ ` Aφ. Òàê ñàìî, ÿêùî val(I, φ,B) = 0, òî val(I, φ,A) =
1 i T∗ ` ¬Bφ. Ðàçîì ç ÏÂÒ ¬Bφ ⇒ (Bφ ⇒ Cφ) öå çíîâ äà¹ T∗ ` Aφ.
Íåõàé, íàðåøòi, val(I, φ,B) = 1, à val(I, φ,C) = 0; òîäi val(I, φ,Aφ) = 0.
Ó öüîìó âèïàäêó T ` Bφ i T ` ¬Cφ. Ñêîðèñòàâøèñü ÏÂÒ Bφ ⇒ (¬Cφ ⇒
¬(Bφ ⇒ Cφ)), îäåðæèìî T ` ¬Aφ.

Íåõàé òåïåð A = ∃xB, ïðè÷îìó âñi âiëüíi çìiííi B � öå x, y1, y2,
. . . , ym. Ïîçíà÷èìî B∗ = By1,y2,...,ym

t1,t2,...,tm
, äå ti = φ(yi). Òîäi B∗ ìiñòèòü îäíó

âiëüíó çìiííó x, òîìó òåîðiÿ T∗ ìiñòèòü ðå÷åííÿ ∃xB∗ ⇒ B∗x
c äëÿ äåÿêî¨

êîíñòàíòè c. Îäíàê Aφ = ∃xB∗. Ïðèïóñòèìî, ùî val(I, φ,A) = 1, òîáòî
iñíó¹ ðîçïîäië ψ ∈ φx, òàêèé ùî val(I, ψ,B) = 1. Òîäi T∗ ` Bψ, ïðè÷îìó
Bψ = B∗x

t , äå t = ψ(x). Ðàçîì ç àêñiîìîþ B∗x
t ⇒ ∃xB∗ öå äà¹ T∗ ` Aφ.

Íàâïàêè, ÿêùî T∗ ` Aφ, òî òàêîæ T∗ ` B∗x
c , à òîäi val(I, ψ,B) = 1, äå

ψ ∈ φx � òàêèé ðîçïîäië, ùî ψ(x) = c.
Íàðåøòi, íåõàéA = ∀xB, ïðè÷îìó âñi âiëüíi çìiííiB� öå x, y1, y2, . . . , ym.

Ïîçíà÷èìî B∗ = By1,y2,...,ym
t1,t2,...,tm

, äå ti = φ(yi). Öå ðå÷åííÿ çíîâ ìiñòèòü îäíó
âiëüíó çìiííó x i Aφ = ∀xB∗. ßêùî val(I, φ,A) = 0, òî iñíó¹ ðîçïîäië
ψ ∈ φx, òàêèé ùî val(I, ψ,B) = 0. Òîäi T∗ ` ¬Bψ iBψ = B∗x

t , äå t = ψ(x).
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Ðàçîì ç àêñiîìîþ ∀xB∗ ⇒ B∗x
t i ÏÂÒ (∀xB∗ ⇒ B∗x

t ) ⇒ (¬B∗x
t ⇒ ¬∀xB∗

öå äà¹ T∗ ` ¬Aφ. Íàâïàêè, ÿêùî T ` ¬Aφ, òî ç òâåðäæåííÿ 2.4.5.4 âèï-
ëèâà¹, ùî T∗ ` ∃x¬B∗. Àëå T∗ ìiñòèòü ðå÷åííÿ ∃x¬B∗ ⇒ B∗x

c äëÿ äåÿêî¨
êîíñòàíòè c. Òîìó T∗ ` B∗x

c , à öå ðå÷åííÿ çáiãà¹òüñÿ ç Bψ, äå ψ ∈ φx �
òàêèé ðîçïîäië, ùî ψ(x) = c. Çâiäñè val(I, ψ,B) = 0 i val(I, φ,A) = 0.

Îòæå, ïðàâèëî (2.5.2) ïîâíiñòþ äîâåäåíå. Òåïåð, ÿêùî A ∈ T, òî
çà ïðèïóùåííÿì A � çàìêíåíå ðå÷åííÿ i òðèâiàëüíî T∗ ` A, à òîìó
val(I,A) = 1, òîáòî I ¹ ìîäåëëþ òåîði¨ T �

Îòæå, ìè äîâåëè òåîðåìó ïðî ìîäåëü i ðàçîì ç íåþ òåîðåìó ïðî
àäåêâàòíiñòü ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü. ßêùî íàñ öiêàâëÿòüòåîði¨ ç ðiâíiñòþ
òà íîðìàëüíi ìîäåëi (ÿêi íàé÷àñòiøå çóñòði÷àþòüñÿ â ìàòåìàòèöi) òî ç
òåîðåì 2.5.2 i 2.2.4 îäðàçó âèïëèâà¹

Òåîðåìà 2.5.6 (Òåîðåìà ïðî íîðìàëüíó ìîäåëü). Êîæíà íåñó-
ïåðå÷ëèâà òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ðiâíiñòþ ìà¹ ñêií÷åííó àáî çëi÷åí-
íó íîðìàëüíó ìîäåëü.

Âàæëèâèé íàñëiäîê òåîðåìè ïðî ìîäåëü � öå òåîðåìà ïðî êîìïàêò-
íiñòü.

Òåîðåìà 2.5.7 (Òåîðåìà ïðî êîìïàêòíiñòü). ßêùî êîæíà ñêií-
÷åííà ÷àñòèíà T′ ⊆ T ìà¹ ìîäåëü, òî âñÿ òåîðiÿ T ìà¹ çëi÷åííó ìî-
äåëü. ßêùî T � òåîðiÿ ç ðiâíiñòþ, òî âîíà ìà¹ ñêií÷åííó àáî çëi÷åííó
íîðìàëüíó ìîäåëü.

Òåîðåìà ïðî ìîäåëü ìà¹ äåÿêi íåñïîäiâàíi íàñëiäêè. Íàïðèêëàä, ç
íå¨ îäðàçó âèïëèâà¹, ùî, ñêàæiìî, åëåìåíòàðíà òåîðiÿ äiéñíèõ ÷èñåë ìà¹
çëi÷åííó íîðìàëüíó ìîäåëü (ëåãêî áà÷èòè, ùî âîíà íå ìà¹ ñêií÷åííèõ
ìîäåëåé). Ó öié ìîäåëi âèêîíóþòüñÿ âñi âëàñòèâîñòi äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi
ìîæíà âèðàçèòè ìîâîþ ëîãiêè âiäíîøåíü. Ç iíøîãî áîêó, ðîçãëÿíåìî
òåîðiþ R∞, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç åëåìåíòàðíî¨ òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë äîäà-
âàííÿì íîâî¨ êîíñòàíòè c i ðå÷åíü Lnc, äå n ïîçíà÷à¹ òåðì

SS . . . S︸ ︷︷ ︸
n−1 ðàçiâ

ee . . . e︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

(n > 1 � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî). Ó çâè÷àéíié ìîäåëi � ïîëi äiéñíèõ
÷èñåë � çíà÷åííÿì òåðìà n ¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Áiëüø òîãî, öÿ ìîäåëü
¹ ìîäåëëþ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ÷àñòèíè òåîði¨ T′. Äiéñíî, òàêà ÷àñòèíà
ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ¾íîâèõ¿ ðå÷åíü, à òîäi âñi âîíè iñòèí-
íi, áî â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë íàïåâíî ¹ ÷èñëî, ÿêå áiëüøå âñiõ ÷èñåë ç
äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó. Éîãî é ìîæíà çiñòàâèòè êîíñòàíòi c. Îò-
æå, òåîðiÿ T′ ìà¹ ìîäåëü I. Ó öié ìîäåëi âèêîíóþòüñÿ âñi ¾åëåìåíòàðíi¿
âëàñòèâîñòi äiéñíèõ ÷èñåë, àëå ¹ ¾àêòóàëüíå íåñêií÷åííî âåëèêå ÷èñëî¿
I(c), ÿêå áiëüøå çà âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Çàóâàæèìî, ùî âñi öi âëàñòè-
âîñòi íå çàëåæàòü âiä âèáîðó òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêîþ ìè õî÷åìî
ôîðìàëiçóâàòè òåîðiþ äiéñíèõ ÷èñåë. Âîíè ïðèòàìàííi êîæíié òàêié òå-
îði¨. Çâiäñè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî, êîëè ìè õî÷åìî çáåðåãòè âñi
âëàñòèâîñòi äiéñíèõ ÷èñåë, öå íåìîæëèâî çðîáèòè â ìåæàõ òåîðié ïåð-
øîãî ïîðÿäêó. Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè ïîáà÷èìî, ùî öå ñòîñó¹òüñÿ é
òåîði¨ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, i âçàãàëi ïðàêòè÷íî âñiõ çìiñòîâíèõ òåîðié íå-
ñêií÷åííèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ. Áiëüø òîãî, íàìàãàííÿ âèêîðèñòàòè
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áiëüø ñêëàäíi ôîðìàëüíi òåîði¨ âåäå äî íå ìåíø ðàçþ÷èõ ïàðàäîêñiâ
(òàêèé ðîçãëÿä âèõîäèòü çà ìåæi íàøî¨ êíèãè; ÷èòà÷ ìîæå çâåðíóòèñÿ,
íàïðèêëàä, äî êëàñè÷íî¨ ìîíîãðàôi¨ ×åð÷à [×]). Öå îçíà÷à¹, â äåÿêîìó
ðîçóìiííi, ùî âñóïåðå÷ íàìàãàííÿì áàãàòüîõ ïîêîëiíü ëîãiêiâ çìiñòîâíà
ìàòåìàòèêà íå ìîæå áóòè çâåäåíà äî ëîãiêè.

Óòiì, äîâåäåíi òåîðåìè ìàþòü çíà÷íi çàñòîñóâàííÿ â ìàòåìàòèöi.
Ðîçãëÿíåìî îäíå ç íèõ.

Òåîðåìà 2.5.8. Íåõàé T � òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ðiâíiñòþ. Òîäi
àáî ïîòóæíîñòi âñiõ ñêií÷åííèõ íîðìàëüíèõ ìîäåëåé öi¹¨ òåîði¨ îáìå-
æåíi, àáî T ìà¹ çëi÷åííó ìîäåëü.
(Çãiäíî iç âïðàâîþ 2.2.7, òîäi T ìà¹ ìîäåëi äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî¨ ïîòó-
æíîñòi.)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòóæíîñòi ñêií÷åííèõ íîðìàëüíèõ
ìîäåëåé òåîði¨ T íåîáìåæåíi. Äîäàìî äî T çëi÷åííó êiëüêiñòü íîâèõ
êîíñòàíò c1, c2, . . . , cn, . . . , óñi ðå÷åííÿ âèãëÿäó ¬Ecicj , äå i < j, à òàêîæ
ðå÷åííÿ

Cn = ∃z(¬Ezc1 ∧ ¬Ezc2 ∧ . . . ∧ ¬Ezcn)

äëÿ âiñõ íàòóðàëüíèõ n. Íîâó òåîðiþ ïîçíà÷èìî T∗. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
öÿ òåîðiÿ íå ìà¹ ñêií÷åííèõ íîðìàëüíèõ ìîäåëåé. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó
ñêií÷åííó ÷àñòèíó T′ òåîði¨ T∗. Âîíà ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü
ðå÷åíü âèãëÿäó ¬Ecicj , à òàêîæ ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðå÷åíü Cn. Íåõàé n0

¹ íàéáiëüøèì ç ÷èñåëmax {n | Cn ∈ T′ } òàmax { j | ¬Ecicj ∈ T′ äëÿ äåÿêîãî i }.
Çà ïðèïóùåííÿì, òåîðiÿ T ìà¹ ìîäåëü I, ïîòóæíiñòü ÿêî¨ áiëüøà çà n0.
Âèáåðåìî â îáëàñòiM öi¹¨ ìîäåëi n0 ðiçíèõ åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an0 i åëå-
ìåíò b, âiäìiííèé âiä óñiõ ai (i = 1, 2, . . . , n0). Ïðîäîâæèìî iíòåðïðåòàöiþ
I íà êîíñòàíòè cn, ïîêëàâøè I(cn) = an ïðè n 6 n0 òà I(cn) = b ïðè
n > n0. Óñi ðå÷åííÿ ¬Ecicj (i < j 6 n0) iñòèííi â öié iíòåðïðåòàöi¨. ßêùî
φ � äîâiëüíèé ðîçïîäië, òî ïðèéíÿâøè çà ψ ðîçïîäië, ÿêèé íàëåæèòü φz

i äëÿ ÿêîãî ψ(z) = b, áà÷èìî, ùî ðå÷åííÿ ¬Ezc1 ∧ ¬Ezc2 ∧ . . . ∧ ¬Ezcn,
äå n 6 n0, ìà¹ çíà÷åííÿ 1 íà öüîìó ðîçïîäiëi, çâiäêè é val(I,Cn) = 1.
Îòæå, I � ìîäåëü òåîði¨ T′, à òîìó îñòàííÿ íåñóïåðå÷ëèâà. Çà òåîðåìîþ
êîìïàêòíîñòi òåîðiÿ T∗, à òîìó é òåîðiÿ T, ìà¹ çëi÷åííó ìîäåëü �

Îäíà iç ñõåì çàñòîñóâàííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó òàêà. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ äå-
ÿêå òâåðäæåííÿ A òåîði¨ ãðóï (ïîëiâ, êiëåöü òîùî), ÿêå ìîæíà çàïèñàòè
ìîâîþ ëîãiêè âiäíîøåíü. Ïðèïóñòèìî, ùî öå òâåðäæåííÿ âiðíå â óñiõ çëi-
÷åííèõ ãðóïàõ (ïîëÿõ, êiëüöÿõ. . . ). Òîäi âîíî âiðíå â óñiõ ãðóïàõ (ïîëÿõ,
êiëüöÿõ. . . ), ÿêi ìàþòü ïîòóæíiñòü áiëüøó çà äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
Äiéñíî, ÿêùî öå íå òàê, òåîðiÿ T, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ðå÷åíü òåîði¨
ãðóï (ïîëiâ, êiëåöü. . . ) òà ðå÷åííÿ ¬A, ìà¹ ñêií÷åííi ìîäåëi íåîáìåæå-
íî¨ ïîòóæíîñòi, à òîìó é çëi÷åííó ìîäåëü, ùî ïðîòèði÷èòü ïðèïóùåííþ.
Êîíêðåòíi ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ (à òàêîæ iíøèõ) ñõåì ìîæíà çíà-
éòè â êíèãàõ Ìàëüöåâà [Ìàë2] òà Ðîáåðòñîíà [Ðîá].

2.6. Òåîðåìà Ëåâåíãàéìà � Ñêîëåìà.
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Íåñòàíäàðòíi ìîäåëi

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç ïiäìîäåëÿìè, i
ïîáà÷èìî íîâi àðãóìåíòè íà êîðèñòü òåçè ¾ìàòåìàòèêó íå ìîæíà çâåñòè
äî ëîãiêè¿.
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Îçíà÷åííÿ 2.6.1.
1. Íåõàé I � ìîäåëü òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó T ç îáëàñòþM , à N �

ïiäìíîæèíà â M . Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî ôóíêöiîíàëà F
òåîði¨ T i êîæíèõ åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , am ∈ N , äå m � ìiñíiñòü
F , îáîâ'ÿçêîâî I(F ) (a1, a2, . . . , am) ∈ N ; çîêðåìà, I(c) ∈ N äëÿ
êîæíî¨ êîíñòàíòè òåîði¨ T. Òîäi ìîæíà ðîçãëÿíóòè îáìåæåííÿ
IN iíòåðïðåòàöi¨ I íà ïiäìíîæèíó N , ââàæàþ÷è, ùî

IN (F ) (a1, a2, . . . , am) = I(F ) (a1, a2, . . . , an) ,

IN (P ) (a1, a2, . . . , am) = I(P ) (a1, a2, . . . , am)

äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöiîíàëà F òà ïðåäèêàòà P . ßêùî IN òàêîæ ¹
ìîäåëëþ òåîði¨ T, ¨ ¨ çâóòü ïiäìîäåëëþ ìîäåëi I. Êàæóòü òàêîæ,
ùî N ¹ ïiäìîäåëëþ â I, àáî íàâiòü ó M , õî÷à îñòàíí¹ íå çîâñiì
êîðåêòíî, áî ìîäåëü ñêëàäà¹òüñÿ íå ëèøå çi ñâî¹¨ îáëàñòi, à ùå é
ç iíòåðïðåòàöié ôóíêöiîíàëiâ òà ïðåäèêàòiâ.

2. Ïiäìîäåëü N ìîäåëi I çâåòüñÿ åëåìåíòàðíîþ, ÿêùî
val(I, φ,A) = val(IN , φ,A) äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ A òåîði¨ T i
êîæíîãî ðîçïîäiëó φ : X → N . Çîêðåìà, ìíîæèíè çàìêíåíèõ
ðå÷åíü, iñòèííèõ ó ìîäåëÿõ I òà IN , çáiãàþòüñÿ.

3. ßêùî N � ïiäìîäåëü (åëåìåíòàðíà ïiäìîäåëü) ìîäåëi I, òî ìî-
äåëü I çâåòüñÿ ðîçøèðåííÿì (âiäïîâiäíî, åëåìåíòàðíèì ðîçøè-
ðåííÿì) ìîäåëi IN .

Çàóâàæèìî, ùî êîëè T � òåîðiÿ ç ðiâíiñòþ, à I � íîðìàëüíà ìîäåëü,
êîæíà ¨¨ ïiäìîäåëü òàêîæ íîðìàëüíà.

Íàïðèêëàä, ÿêùî T � òåîðiÿ ãðóï, ðîçãëÿíóòà ó ïðèêëàäi 2.2.3.2,
à I � ìîäåëü öi¹¨ òåîði¨, òîáòî ñòðóêòóðà ãðóïè íà äåÿêié ìíîæèíi M
(îáëàñòi ìîäåëi I), òî ïiäìîäåëü I � öå ïiäãðóïà â ãðóïiM . Çàóâàæèìî,
ùî êîëè òåîðiÿ T íå ìiñòèòü ôóíêöiîíàëiâ (çîêðåìà, êîíñòàíò), ìè ìî-
æåìî ðîçãëÿäàòè ¨¨ îáìåæåííÿ íà äîâiëüíó ïiäìíîæèíó N ⊆ M , õî÷à,
çâè÷àéíî, íå êîæíà òàêà ïiäìíîæèíà áóäå ïiäìîäåëëþ. Âàæëèâèé âèïà-
äîê, êîëè äîâiëüíà ïiäìíîæèíà N ⊆ M òàêà, ùî iñíó¹ îáìåæåííÿ IN ,
áóäå ïiäìîäåëëþ � öå òàê çâàíi óíiâåðñàëüíi òåîði¨, òîáòî òàêi, ùî æî-
äíå ðå÷åííÿ A ∈ T íå ìiñòèòü êâàíòîðiâ iñíóâàííÿ. ×èòà÷ó ïðîïîíó¹òüñÿ
ñàìîìó ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó.

Ìè áà÷èëè, ùî êîëè òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ ìîäåëi, âîíà ìà¹ é
çëi÷åííó ìîäåëü (ÿêùî éäåòüñÿ ïðî òåîði¨ ç ðiâíiñòþ òà íîðìàëüíi ìîäå-
ëi, ñêií÷åííó àáî çëi÷åííó). Çîêðåìà, iñíó¹ çëi÷åííà ìîäåëü åëåìåíòàðíî¨
òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë òà iíøèõ åëåìåíòàðíèõ òåîðié, ¾ñòàíäàðòíi¿ ìîäåëi
ÿêèõ íàïåâíå íåçëi÷åííi. Ìîæíà áóëî á ïîäóìàòè, ùî öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì,
ùî â öèõ ìîäåëÿõ iíòåðïðåòàöiÿ ôóíêöiîíàëiâ òà ïðåäèêàòiâ iñòîòíî âiä-
ðiçíÿ¹òüñÿ âiä çâè÷àéíî¨. Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ñïðàâà ïîëÿãà¹
íå â öüîìó.

Òåîðåìà 2.6.2 (Òåîðåìà Ëåâåíãàéìà � Ñêîëåìà). Íåõàé I �
ìîäåëü òåîði¨ T ç îáëàñòþ M , M0 � äåÿêà ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà ïiä-
ìíîæèíàM . Iñíó¹ ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà åëåìåíòàðíà ïiäìîäåëü N ó I
òàêà, ùî N ⊇M0. Çîêðåìà, êîæíà íåñêií÷åííà ìîäåëü òåîði¨ ïåðøîãî
ïîðÿäêó ìiñòèòü åëåìåíòàðíó çëi÷åííó ïiäìîäåëü.
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Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ïiäìíîæèíè Mk ⊆ M (k ∈ N), M0 ⊆ M1 ⊆
M2 ⊆ . . . ðåêóðåíòíèì ñïîñîáîì, ïî÷èíàþ÷è ç óæå äàíî¨ ïiäìíîæèíè
M0. Ââàæàþ÷è, ùîMk óæå ïîáóäîâàíà, âiäíåñåìî äîMk+1, êðiì åëåìåí-
òiâ ç Mk, óñi åëåìåíòè âèãëÿäó I(F ) (a1, a2, . . . , am), äå F � (m-ìiñíèé)
ôóíêöiîíàë, ÿêèé íàëåæèòü òåîði¨ T, à a1, a2, . . . , am � åëåìåíòè ç Mk

(çîêðåìà, äî Mk+1 íàïåâíå íàëåæàòèìóòü óñi çíà÷åííÿ I(c), äå c � êîí-
ñòàíòà òåîði¨ T), à òàêîæ åëåìåíòè e(x,A, φ), äå A � ðå÷åííÿ òåîði¨ T,
x � íåâiäîìà, âiëüíà â öüîìó ðå÷åííi, à φ : X →Mk � äåÿêèé ðîçïîäië,
ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ â òàêèé ñïîñiá:

• ßêùî iñíó¹ òàêèé ðîçïîäië ψ ∈ φx, ùî val(I, ψ,A) = 1, ïîêëà-
äåìî e(x,A, φ) = ψ(x). ßêùî òàêèõ ðîçïîäiëiâ êiëüêà, îáèðà¹ìî
îäèí ç íèõ, ïðè÷îìó òàêèé, ùî çíà÷åííÿ ψ(x) ñïiëüíå äëÿ âñiõ
ðîçïîäiëiâ, ÿêi ïðèéìàþòü îäíàêîâi çíà÷åííÿ íà âñiõ âiëüíèõ íå-
âiäîìèõ ðå÷åííÿ A, êðiì x (ÿñíî, ùî òîäi çíà÷åííÿ val(I, ψ,A)
äëÿ âñiõ òàêèõ ðîçïîäiëiâ òàêîæ ñïiëüíå).

• ßêùî val(I, ψ,A) = 0 äëÿ âñiõ ðîçïîäiëiâ ψ ∈ φx, ïîêëàäåìî
e(x,A, φ) = a0, äå a0 � äåÿêèé (ôiêñîâàíèé) åëåìåíò ç M0 (ÿñíî,
ùî íàñïðàâäi ïðè öüîìó íi÷îãî äî Mk íå äîäà¹òüñÿ âçàãàëi).

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî N =
⋃∞
k=0Mk ¹ øóêàíîþ ïiäìîäåëëþ. Îñêiëüêè,

î÷åâèäíî, êîæíà ìíîæèíà Mk � ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà, òàêîþ æ áóäå
é N .

Äiéñíî, ÿêùî F � m-ìiñíèé ôóíêöiîíàë òåîði¨ T, à a1, a2, . . . , am ∈
N , òî iñíó¹ òàêèé íîìåð k, ùî a1, a2, . . . , am ∈Mk; àëå òîäi I(F )(a1, a2, . . . , am) ∈
Mk+1 ⊆ N çà ïîáóäîâîþ. Ïåðåâiðêó ðiâíîñòi val(I, φ,A) = val(IN , φ,A)
äëÿ âñiõ ðîçïîäiëiâ φ : X → N ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ çà äîâæèíîþ ðå÷åí-
íÿ A. Äëÿ åëåìåíòàðíèõ ðå÷åíü âîíà î÷åâèäíà, îñêiëüêè IN (P ) ¹ îáìå-
æåííÿì íà N âiäíîøåííÿ I(P ). ßêùî A = ¬B, A = B ⇒ C, A = B∨C
àáî A = B ∧ C, òî öÿ ðiâíiñòü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç âiäïîâiäíèõ
ðiâíîñòåé äëÿ B òà C. Íåõàé A = ∃xB, ïðè÷îìó âñi âiëüíi çìiííi ðå-
÷åííÿ B � öå x, y1, y2, . . . , ym. Çíîâ-òàêè, çíàéäåòüñÿ òàêèé íîìåð k,
ùî âñi åëåìåíòè φ(x) òà φ(yi) (i = 1, 2, . . . ,m) íàëåæàòü äî Mk. ßêùî
val(I, φ,A) = 0, òîáòî val(I, ψ,B) = 0 äëÿ êîæíîãî ψ ∈ φx, òî òèì áiëüø
val(IN , ψ,B) = 0 äëÿ êîæíîãî ðîçïîäiëó ψ : T → N, ψ ∈ φx, òîáòî
val(IN , φ,A) = 0. ßêùî æ val(I, φ,A) = 1, òîáòî val(I, ψ,B) = 1 äëÿ
ÿêîãîñü ðîçïîäiëó ψ ∈ φx, òî val(I, ψ,B) = 1 äëÿ ðîçïîäiëó ψ ∈ φx òàêî-
ãî, ùî ψ(x) = e(x,B, φ) ∈ Mk+1 ⊆ N , îòæå é val(IN , φ,A) = 1. Âèïàäîê
A = ∀xB çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíiõ, áî ∀xB ≡ ¬∃x¬B.

Íàðåøòi, îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ îäåðæèìî, ÿêùî çà M0 âçÿòè ÿêóñü
çëi÷åííó ïiäìíîæèíó íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè M �

Çàóâàæåííÿ 2.6.3. Òåîðåìó Ëåâåíãàéìà � Ñêîëåìà ìîæíà óçàãàëü-
íèòè (ç òèì ñàìèì äîâåäåííÿì) íà âèïàäîê, êîëè ïîòóæíiñòü ïiäìíî-
æèíè M0 íåçëi÷åííà. Òîäi åëåìåíòàðíà ïiäìîäåëü N ⊆M0 ìàòèìå òàêó
æ ïîòóæíiñòü, ùî é M0. Ìè íå ðîáèìî öüîãî, îñêiëüêè íå ïåðåäáà÷à¹ìî
çíàííÿ òåîði¨ ìíîæèí ïîçà íàéïðîñòiøèìè âëàñòèâîñòÿìè ñêií÷åííèõ òà
çëi÷åííèõ ìíîæèí.

Òåîðåìà Ëåâåíãàéìà � Ñêîëåìà ïîêàçó¹, íàïðèêëàä, ùî iñíó¹ çëi÷åí-
íà ïiäìíîæèíà R0 ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë R, â ÿêié âèêîíóþòüñÿ âñi âëàñ-
òèâîñòi äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ìîâîþ ëîãiêè âiäíîøåíü, i íå
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âèêîíó¹òüñÿ íiÿêèõ ¾çàéâèõ¿ âëàñòèâîñòåé. ßê ìè âæå ïiäêðåñëþâàëè,
iñíóâàííÿ òàêî¨ ïiäìíîæèíè íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êîíêðåòíî¨ ìíî-
æèíè ïîñòóëàòiâ � öå ïðèòàìàííî äîâiëüíié òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Òå
ñàìå âiäíîñèòüñÿ é äî iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié. Îäèí ç íàéðàçþ÷è-
øiõ ïàðàäîêñiâ, òàê çâàíèé ¾ïàðàäîêñ Ñêîëåìà¿, âèíèêà¹, ÿêùî ðîçãëÿ-
äàòè òåîðiþ ìíîæèí. Äîáðå âiäîìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè M iñíó¹
ìíîæèíà áiëüøî¨ ïîòóæíîñòi (íàïðèêëàä, ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí M).
Îäíàê ç òåîðåìè Ëåâåíãàéìà � Ñêîëåìà îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ïðè äî-
âiëüíié àêñiîìàòèçàöi¨ òåîði¨ ìíîæèí (çàñîáàìè ëîãiêè âiäíîøåíü) iñíó¹
çëi÷åííà ìíîæèíà ìíîæèí, â ÿêié âèêîíóþòüñÿ âñi òåîðåìè äàíî¨ ôîð-
ìàëiçàöi¨ i íå âèêîíó¹òüñÿ æîäíà ¾çàéâà¿ òåîðåìà. Îòæå, ÷èñòî ëîãi÷íi
ìåòîäè íå ìîæóòü áóòè àäåêâàòíèìè çìiñòîâíié ìàòåìàòè÷íié òåîði¨.

Ùå îäíå ïiäòâåðäæåííÿ öi¹¨ òåçè äà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.6.4 (Òåîðåìà ïðî íåñòàíäàðòíi ìîäåëi). Íåõàé T � òåî-
ðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, I � ¨¨ çëi÷åííà ìîäåëü. Òîäi iñíó¹ ¨¨ âëàñíå åëåìåí-
òàðíå ðîçøèðåííÿ I∗, òîáòî òàêå, ùî îáëàñòü M ìîäåëi I ¹ âëàñíîþ
ïiäìíîæèíîþ îáëàñòiM∗ ìîäåëi I∗, ïðè÷îìó ìíîæèíóM∗ òàêîæ ìî-
æíà ââàæàòè çëi÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî T � òåîðiÿ ç ðiâíiñòþ,
à ìîäåëü I íîðìàëüíà. Ôiêñó¹ìî äåÿêó íóìåðàöiþ åëåìåíòiâ ìíîæèíè
M : M = { a1, a2, . . . , an, . . . }. Äîäàìî äî òåîði¨ T çëi÷åííó ìíîæèíó íî-
âèõ êîíñòàíò c1, c2, . . . , cn, . . . i ïðîäîâæèìî ìîäåëü I íà öi êîíñòàíòè
ïîêëàâøè I(cn) = an äëÿ âñiõ íîìåðiâ n. Ïîçíà÷èìî T∗ ìíîæèíó âñiõ
çàìêíåíèõ ðå÷åíü ðîçøèðåíî¨ òàêèì ÷èíîì òåîði¨, ÿêi âiðíi â iíòåðïðå-
òàöi¨ I. Çîêðåìà, ñåðåä íèõ áóäóòü óñi ðå÷åííÿ ¬Ecicj ïðè i 6= j, ÿêi
âèðàæàþòü òîé ôàêò, ùî âñi åëåìåíòè an � ðiçíi. Äîäàìî äî òåîði¨ T∗

íîâó êîíñòàíòó c i âñi ðå÷åííÿ ¬ccn (n ∈ N). Öþ òåîðiþ ïîçíà÷èìî T∗c .
Êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà M ⊆ T∗c íåñóïåðå÷ëèâà. Äiéñíî, ðå÷åííÿ
ç M ìiñòÿòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü êîíñòàíò cn; íåõàé m � ìàêñè-
ìàëüíèé íîìåð òàêèõ êîíñòàíò. Òîäi ìîäåëü J òåîði¨ M íà ìíîæèíi M
ìîæíà âèçíà÷èòè, iíòåðïðåòóþ÷è âñi ôóíêöiîíàëè òà ïðåäèêàòè ç T òàê,
ÿê ó ìîäåëi I, i ïîêëàâøè J (cn) = an ïðè n 6 m, J (c) = am+1. Çà òåîðå-
ìîþ ïðî êîìïàêòíiñòü, òåîðiÿ T∗c òàêîæ ìà¹ ìîäåëü I∗, îáëàñòü M∗ ÿêî¨
ìîæíà ââàæàòè çëi÷åííîþ (î÷åâèäíî, T∗c ñêií÷åííèõ ìîäåëåé íå ìà¹).
Ïîçíà÷èìî bn = I∗(cn), b = I∗(c), N = { b1, b2, . . . , bn, . . . }. Çàóâàæèìî,
ùî b /∈ N . Íåõàé A � ðå÷åííÿ òåîði¨ T, φ : X → N � äåÿêèé ðîçïîäië.
Î÷åâèäíî, ùî val(I∗, φ,A) = val(I∗,Ax1,x2,...,xk

ci1,ci2,...,cik
), äå x1, x2, . . . , xk � óñi

âiëüíi çìiííi ðå÷åííÿ A, ïðè÷îìó φ(xj) = bj i. Òàê ñàìî äëÿ êîæíîãî
ðîçïîäiëó ψ : X → M val(I, ψ,A) = val(I,Ax1,x2,...,xk

ci1,ci2,...,cik
), äå ψ(xj) = aij .

Òîìó ìè ìîæåìî çàìiíèòè åëåìåíòè bn ∈ N íà åëåìåíòè an ∈M , âíåñøè
âiäïîâiäíi çìiíè äî âèçíà÷åííÿ I∗(F ) òà I∗(P ); çîêðåìà, ââàæàþ÷è ùî
I∗(cn) = an. Òîäi I∗ ñòà¹ âëàñíèì åëåìåíòàðíèì ðîçøèðåííÿì ìîäåëi I
òåîði¨ T �

Çàóâàæåííÿ 2.6.5. Òàê ñàìî, ÿê i â çàóâàæåííi 2.6.3, îáìåæåííÿ
íà ïîòóæíiñòü M ìîæíà âèëó÷èòè. Òîäi ìíîæèíó M∗ ìîæíà âèáðàòè
òi¹¨ æ ïîòóæíîñòi, ÿêó ìà¹ M . Çíîâ-òàêè, öå ïîòðåáó¹ äåùî ñêëàäíiøî¨
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òåîðåòèêî-ìíîæèííî¨ òåõíiêè íiæ òà, çíàéîìñòâî ç ÿêîþ ìè ïåðåäáà÷à-
¹ìî â ÷èòà÷à.

Íàçâà ¾òåîðåìà ïðî íåñòàíäàðòíi ìîäåëi¿ ïîÿñíþ¹òüñÿ òàêèì ¨¨ çà-
ñòîñóâàííÿì. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè âèâ÷à¹ìî ÿêóñü êîíêðåòíó ìàòåìàòè-
÷íó ñèñòåìó M (íàïðèêëàä, íàòóðàëüíi ÷èñëà) i íàìàãà¹ìîñü ôîðìàëi-
çóâàòè ¨¨ âèâ÷åííÿ ìîâîþ ëîãiêè âiäíîøåíü. Íåõàé T � âiäïîâiäíà òåî-
ðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. ßêùî ëèøå öÿ òåîðiÿ êîðåêòíà, òîáòî âñi ðå÷åííÿ
A ∈ T âiðíi â ñèñòåìi M , òî öþ ñèñòåìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìîäåëü
òåîði¨ T, ÿêà çâåòüñÿ ¾ñòàíäàðòíîþ ìîäåëëþ¿. Òîäi òåîðåìà 2.6.4 ñòâåð-
äæó¹, ùî òåîðiÿ T ìà¹ é iíøi ìîäåëi, ÿêi ¹ âëàñíèìè åëåìåíòàðíèìè
ðîçøèðåííÿìè ìîäåëiM . Ñàìå òàêi ìîäåëi çâóòüñÿ ¾íåñòàíäàðòíèìè¿.
Îòæå, iñíóâàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ìîäåëåé � îáîâ'ÿçêîâà ðèñà áóäü-ÿêî¨
ôîðìàëiçàöi¨ êîíêðåòíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ çàñîáàìè ëîãiêè âiäíîøåíü.

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî iñíóâàííÿ íåñòàíäàðòíèõ ìîäåëåé, ÿêå çäà¹òüñÿ
iñòîòíèì íåäîëiêîì òàêèõ ôîðìàëiçàöié, iíîäi âèÿâëÿ¹òüñÿ äîñèòü ñèëü-
íèì iíñòðóìåíòîì äîñëiäæåííÿ äàíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ i äîâåäåííÿ
çìiñòîâíèõ òåîðåì. Íàéðàçþ÷iøi ïðèêëàäè âèíèêàþòü ó òàê çâàíîìó
¾íåñòàíäàðòíîìó àíàëiçi¿, ÿêèé êîðèñòó¹òüñÿ íåñòàíäàðòíèìè ìîäåëÿ-
ìè òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë òà ôóíêöié äiéñíî¨ çìiííî¨. Iç çàñòîñóâàííÿìè
íåñòàíäàðòíîãî àíàëiçó ìîæíà ïîçíàéîìèòèñü çà êíèãîþ [Äåâ] àáî çà
áiëüø åëåìåíòàðíîþ, àëå é áiëüø äîñòóïíîþ äëÿ ïî÷àòêiâöÿ áðîøóðîþ
[Óñï].

Íåñòàíäàðòíi ìîäåëi ìàþòü, ÿê ïðàâèëî, íåñïîäiâàíi ðèñè. Îäíó ç
íèõ ìè ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷ó ÿê âïðàâó.

Âïðàâà 2.6.6.
1. Íåõàé N∗ ⊃ N � íåñòàíäàðòíà ìîäåëü àðèôìåòèêè íàòóðàëü-

íèõ ÷èñåë. Äîâåñòè, ùî â N∗ ¹ ¾íåñêií÷åííî âåëèêå ÷èñëî¿, òîáòî
òàêèé åëåìåíò A, ùî A > n äëÿ êîæíîãî ¾ñïðàâæíüîãî¿ íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà n ∈ N.

Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàéòåñÿ òèì, ùî ó çâè÷àéíié àðèôìåòèöi
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiðíèì ¹ òàêå òâåðäæåííÿ:

ßêùî a 6 n, òî a ∈ { 1, 2, . . . , n }.
2. Íåõàé R∗ ⊃ R � íåñòàíäàðòíà ìîäåëü àðèôìåòèêè äiéñíèõ ÷è-

ñåë. Äîâåäiòü, ùî â R∗ ¹ ÿê ¾íåñêií÷åííî âåëèêå ÷èñëî¿, òîáòî
òàêèé åëåìåíò A, ùî A > c äëÿ âñiõ ¾çâè÷àéíèõ¿ ÷èñåë c ∈ R, òàê
i ¾íåñêií÷åííî ìàëå ÷èñëî¿, òîáòî òàêèé åëåìåíò α, ùî 0 < α < c
äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî c ∈ R.

Âêàçiâêà: Ñêîðèñòàéòåñÿ òàêèì òâåðäæåííÿì, âiðíèì ó çâè-
÷àéíié àðèôìåòèöi äiéñíèõ ÷èñåë:

ßêùî 0 < a < n, äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî äëÿ êîæíîãî
íàòóðàëüíîãî m iñíó¹ òàêå k ∈ { 1, 2, . . . ,mn }, ùî k/m 6 a <
(k + 1)/m.

Ðîçãëÿíóâøè (çâè÷àéíó) ãðàíèöþ b = limm→∞ k/m (äîâåäiòü,
ùî âîíà iñíó¹), ïîêàæiòü, ùî êîëè a 6= b, òî |a− b| � íåñêií÷åííî
ìàëå ÷èñëî.
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2.7. Âèâîäè ç âèáîðîì. Ñêîëåìiâñüêi ôîðìè

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ñïîñiá âèâîäó òåîðåì ó ÷èñëåííi âiäíîøåíü, òàê
çâàíèé ¾âèâiä ç âèáîðîì¿. Âií ¹ ôîðìàëiçàöi¹þ ïðèéîìó, ÷àñòî âæèâà-
íîãî â ìàòåìàòèöi, êîëè, äîâiâøè iñíóâàííÿ îá'¹êòà ç äåÿêèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè, êàæóòü: ¾íåõàé òåïåð C � òàêèé îá'¹êò¿ (íàâiòü ÿêùî äîâåäåííÿ
áóëî íååôåêòèâíèì, òîáòî íå äàâàëî ÿâíî¨ êîíñòðóêöi¨ îá'¹êòà ç ïîòði-
áíèìè âëàñòèâîñòÿìè).

Îçíà÷åííÿ 2.7.1.
1. Âèâiä ç âèáîðîì ðå÷åííÿ A ç òåîði¨ T � öå òàêà ïîñëiäîâíiñòü ðå-

÷åíü A1,A2, . . . ,An = A, ùî äëÿ êîæíîãî íîìåðà i âèêîíó¹òüñÿ
îäíà ç ìîæëèâîñòåé:
(a) Ai ¹ àêñiîìîþ.
(b) Ai ∈ T.
(c) Iñíó¹ íîìåð j < i òàêèé, ùî Aj = ∃xB, à Ai = Bx

c , äå x
� äîâiëüíà çìiííà, à c � êîíñòàíòà, ÿêà íå çóñòði÷à¹òüñÿ â
ðå÷åííÿõ ç òåîði¨ T, ðå÷åííi A òà ðå÷åííÿõ Ak ïðè k < i. Ó
öüîìó âèïàäêó íàçâåìî ðå÷åííÿ Ai Â-ðå÷åííÿì (¾ðå÷åííÿì
ç âèáîðîì¿).

(d) Ai îäåðæàíå ç ïîïåðåäíiõ ðå÷åíü çà ïðàâèëîì modus ponens
àáî çà ïðàâèëîì óçàãàëüíåííÿ çà äåÿêîþ çìiííîþ, ÿêà íå ¹
âiëüíîþ â æîäíîìó ç ïîïåðåäíiõ Â-ðå÷åíü.

2. ßêùî T = T1 ∪ T2, òî êàæóòü, ùî ðå÷åííÿ Ai â öüîìó âèâîäi íå
çàëåæèòü âiä T2, ÿêùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü Ai1,Ai2, . . . ,Aik

öüîãî âèâîäó, ÿêà ìiñòèòü Ai òà ¹ âèâîäîì ç âèáîðîì ç òåîði¨ T1.
3. Âèâiä ç âèáîðîì B1,B2, . . . ,Bn çâåòüñÿ âiëüíèì äëÿ T2, ÿêùî â

íüîìó óçàãàëüíåííÿ çà çìiííèìè, ÿêi ¹ âiëüíèìè â ðå÷åííÿõ ç T2,
íå çàñòîñîâóþòüñÿ äî ðå÷åíü, ÿêi çàëåæàòü âiä T2 ó öüîìó âèâîäi.

Ïðèêëàä 2.7.2.
1. Íàñòóïíà ïîñëiäîâíiñòü ðå÷åíü ¹ âèâîäîì ç âèáîðîì ðå÷åííÿ ∃xB

iç ðå÷åíü ∀x(A ⇒ B) òà ∃xA:

∃xA, (Â) Ax
c , ∀x(A ⇒ B), Ax

c ⇒ Bx
c ,

Bx
c , Bx

c ⇒ ∃xB, ∃xB.

Òóò Â-ðå÷åííÿì ¹ äðóãå, ïîçíà÷åíå çíàêîì (Â). Ïiñëÿ òîãî, ÿê
Â-âèâîäè áóäóòü îá ðóíòîâàíi, çâiäñè îäåðæèìî, ùî ` ∀x(A ⇒
B) ⇒ (∃xA ⇒ ∃xB) � ñõåìà äîâåäåííÿ, ÿêà äîñèòü øèðîêî çà-
ñòîñîâó¹òüñÿ ÿê ó ìàòåìàòèöi, òàê i â ïîâñÿêäåííîìó æèòòi.

2. Íàâåäåìî ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî îáìåæåííÿ, íàêëàäåíå íà
çàñòîñóâàííÿ óçàãàëüíåííÿ â ïóíêòi 1d, ¹ iñòîòíèì. Äiéñíî, ðîç-
ãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ðå÷åíü

∀x∃yA, ∃yA, (Â) Ay
c , (*) ∀xAy

c ,

∀xAy
c ⇒ ∃y∀xA, ∃y∀xA.

�äèíå ìiñöå, äå óìîâè îçíà÷åííÿ 2.7.1 ïîðóøåíi � öå ÷åòâåðòå ðå-
÷åííÿ (ïîçíà÷åíå çiðî÷êîþ). Âîíî îäåðæàíå ç ïîïåðåäíüîãî óçà-
ãàëüíåííÿì çà çìiííîþ x, ÿêà ¹ âiëüíîþ ó Â-ðå÷åííi, ïîçíà÷åíîìó
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(Â). ßêáè öåé âèâiä áóâ äîïóñòèìèì, ìè á îäåðæàëè âèâiä ðå÷åí-
íÿ ∀x∃yA ⇒ ∃y∀xA. Îäíàê äîáðå âiäîìî, ùî îñòàíí¹ ðå÷åííÿ
íå ¹ òîòîæíî-iñòèííèì; âîíî íå ¹ òàêèì íàâiòü íà äîâiëüíié ìíî-
æèíi, ÿêà ìiñòèòü ïðèíàéìíi äâà åëåìåíòè. Äîñòàòíüî ïîêëàñòè
A = Pxy, äå P � äâîìiñíèé ïðåäèêàò, i ðîçãëÿíóòè iíòåðïðåòàöiþ
I, â ÿêié I(F ) � âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi.

Íàñòóïíà òåîðåìà âèïðàâäîâó¹ çàñòîñóâàííÿ âèâîäiâ ç âèáîðîì ó ÷è-
ñëåííi âiäíîøåíü.

Òåîðåìà 2.7.3. Íåõàé A1,A2, . . . ,An � âèâiä ç âèáîðîì ðå÷åííÿ A ç
òåîði¨ T. Iñíó¹ çâè÷àéíèé âèâiä ðå÷åííÿ A ç òåîði¨ T. ßêùî T = T1∪T2

i äàíèé âèáið ç âèâîäîì ¹ âiëüíèì äëÿ T2, òå ñàìå çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì
i â ðåçóëüòóþ÷îìó çâè÷àéíîìó âèâîäi.

Äîâåäåííÿ. Ìè çíîâ óêàæåìî, ÿê ïåðåðîáèòè âèâiä ç âèáîðîìA1,A2, . . . ,An

ó çâè÷àéíèé âèâiä A ç T. Íåõàé B = {Ai1 ,Ai2 , . . . ,Aim } � óñi Â-
ðå÷åííÿ äàíîãî âèâîäó ç âèáîðîì, ïðè÷îìó îñòàíí¹ ç íèõ ìà¹ âèãëÿä
Bx

c . Òîäi òó ñàìó ïîñëiäîâíiñòü A1,A2, . . . ,An ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âè-
âiä A ç òåîði¨ T ∪ B, âiëüíèé äëÿ B. Çà òåîðåìîþ äåäóêöi¨, éîãî ìî-
æíà ïåðåðîáèòè ó âèâiä ðå÷åííÿ Bx

c ⇒ A ç òåîði¨ T ∪ B′, äå B′ =
{Ai1,Ai2, . . . ,Aim−1 }, âiëüíèé äëÿ B′. Âèáåðåìî çìiííó y, ÿêà íå çóñòði-
÷à¹òüñÿ â îñòàííüîìó âèâîäi, i çàìiíèìî â óñiõ éîãî ðå÷åííÿõ êîíñòàíòó c
íà çìiííó y. Îäåðæèìî âèâiä ðå÷åííÿ Bx

y ⇒ A. Äîäàìî äî íüîãî ðå÷åííÿ

∀y(Bx
y ⇒ A), ∀x(B ⇒ A), ∃xB ⇒ A, ∃xB, A.

Îäåðæèìî âèâiä ðå÷åííÿ A ç òåîði¨ T ∪B′, âiëüíèé äëÿ B′. Ïåðøi òðè
ðå÷åííÿ òóò åêâiâàëåíòíi, à ðå÷åííÿ ∃xB âèâîäèòüñÿ ç T ∪B′, ïðè÷îìó
öåé âèâiä � ïðîñòî ÷àñòèíà ïî÷àòêîâîãî Â-âèâîäó � âiëüíèé äëÿ B′.
Îñêiëüêè ¹äèíå íîâå óçàãàëüíåííÿ � öå óçàãàëüíåííÿ çà çìiííîþ y, òî
îäåðæàíèé âèâiä ¹ âiëüíèì äëÿ T2, ÿêùî òàêèì áóâ ïî÷àòêîâèé Â-âèâiä.
Ó òîé ñàìèé ñïîñiá ìè ìîæåìî âèëó÷èòè îñòàíí¹ ðå÷åííÿ ç B′ i ò.ä.,
âðåøòi-ðåøò îäåðæàâøè íåîáõiäíèé âèâiä A ç T �

Âïðàâà 2.7.4. Çà äîïîìîãîþ âèâîäiâ ç âèáîðîì äîâåäiòü, ùî

`∃x(A ∧B) ⇒ ∃xA ∧ ∃xB,
`(∀xA ∨ ∀xB) ⇒ ∀x(A ∨B).

Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 2.7.3 äëÿ òîãî, ùîá âèâåñòè ùå îäíó âàæëèâó
âëàñòèâiñòü òåîðié ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Îçíà÷åííÿ 2.7.5.
1. Ïðåíåêñíå ðå÷åííÿ A çâåòüñÿ ñêîëåìiâñüêèì, ÿêùî éîãî ïðåôiêñ

ìà¹ âèãëÿä ∃x1 . . .∃xm∀y1 . . .∀yk (ìîæëèâî, m = 0 àáî k = 0).
2. Íåõàé P � äåÿêà ìíîæèíà ïðåäèêàòiâ. Áóäåìî êàçàòè, ùî òåîðiÿ

T ¹ P-òåîði¹þ, ÿêùî âñi ïðåäèêàòè öi¹¨ òåîði¨ íàëåæàòü ìíîæèíi
P.

3. Íåõàé P � äåÿêà ìíîæèíà ïðåäèêàòiâ. Ñêîëåìiâñüêå ðå÷åííÿ A′

çâåòüñÿ ñêîëåìiâñüêîþ ôîðìîþ ðå÷åííÿ A âiäíîñíî ìíîæèíè P,
ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ÷èñòî¨ P-òåîði¨ T T ` A òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè T ` A′.
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî àäåêâàòíiñòü, îñòàííþ óìîâó ìîæíà òàêîæ
ïîäàòè ó âèãëÿäi: T |= A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè T |= A′. Ó öié ôîðìi
¨¨ ÷àñòî ëåãøå ïåðåâiðÿòè, àëå ìè çàâæäè áóäåìî äîâîäèòè ñàìå ñèí-
òàêñè÷íó óìîâó, îñêiëüêè äëÿ íå¨ âñi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ íàñïðàâäi ¹
åôåêòèâíèìè, òîáòî äîçâîëÿþòü çà âèâîäîì A ÿâíî ïîáóäóâàòè âèâiä
A′ i íàâïàêè.

Òåîðåìà 2.7.6. Íåõàé P � òàêà ìíîæèíà ïðåäèêàòiâ, ùî iñíó¹
íåñêií÷åííî áàãàòî ïðåäèêàòiâ, ÿêi íå íàëåæàòü P. Äëÿ êîæíîãî ðå-
÷åííÿ ÷èñòî¨ ëîãiêè âiäíîøåíü A iñíó¹ ñêîëåìiâñüêà ôîðìà ðå÷åííÿ A
âiäíîñíî ìíîæèíè P.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêîþ ëåìîþ.

Ëåìà 2.7.7. Íåõàé A = ∃x1∃x2 . . .∃xm∀yB � ðå÷åííÿ ÷èñòî¨ ëîãiêè
âiäíîøåíü, P � (m+ 1)-ìiñíèé ïðåäèêàò, ÿêèé íå ìiñòèòüñÿ â P i íå
çóñòði÷à¹òüñÿ â ðå÷åííi A, A′ = ∃x1∃x2 . . .∃xm

(
∀y(B ⇒ Px1x2 . . . xmy) ⇒

∀yPx1x2 . . . xmy
)
. ßêùî T ` A äëÿ äåÿêî¨ P-òåîði¨ T, òî é T ` A′ i

íàâïàêè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T ` A. Òîäi âèâiä ç âèáîðîì ðå÷åííÿ A′ áóäó-
¹òüñÿ òàê. Ïåðø çà âñå, ââîäèìî íîâi êîíñòàíòè c1, c2, . . . , cm i ðå÷åííÿ
∀yBx1x2...xm

c1c2...cm
. Ç òàâòîëîãi¨ X ⇒ ((X ⇒ Y ) ⇒ Y )) òà òâåðäæåííÿ 2.4.5.1

îäåðæèìî

` ∀yBx1x2...xm
c1c2...cm

⇒
(
∀y

(
Bx1x2...xm

c1c2...cm
⇒ P c1c2 . . . cmy

)
⇒ ∀yP c1c2 . . . cmy

)
.

Ñêîðèñòàâøèñü àêñiîìîþ (A12), îäåðæèìî âèâiä ðå÷åííÿ A′.
Íàâïàêè, íåõàé iñíó¹ âèâiä ðå÷åííÿ A′ ç T. Ìîæíà ââæàòè, ùî â öüî-

ìó âèâîäi âñi òåðìè � öå çìiííi é æîäíà âiëüíà çìiííà æîäíîãî ðå÷åííÿ
íå ¹ ïîâ'ÿçàíîþ çìiííîþ ðå÷åííÿ B. Çàìiíèìî â êîæíîìó ðå÷åííi öüîãî
âèâîäó êîæíå âõîäæåííÿ ñëîâà Pu1u2 . . .umv, äå
u1,u2, . . . ,um, v � äîâiëüíi çìiííi, ñëîâîì Bx1x2...xmy

u1u2...umv (càìå â öüîìó ìiñöi
âàæëèâî, ùî êîæåí òåðì ¹ íàñïðàâäi äåÿêîþ çìiííîþ). Ëåãêî áà÷èòè
(ïåðåêîíàéòåñÿ â öüîìó), ùî â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî âèâiä ðå÷åííÿ

Ã = ∃x1∃x2 . . .∃xm
(
∀y(B ⇒ B) ⇒ ∀yB

)
.

Îñêiëüêè ` B ⇒ B (ÏÂÒ), òàêîæ ` ∀y(B ⇒ B), çâiäêè, î÷åâèäíî, ∀yB ≡
∀y(B ⇒ B) ⇒ ∀yB. Çà òâåðäæåííÿì 2.4.5.2, Ã ≡ A, îòæå, iñíó¹ âèâiä A
ç T. �

Íåõàé òåïåðA� äîâiëüíå ðå÷åííÿ ÷èñòî¨ ëîãiêè âiäíîøåíü. Çà òåîðå-
ìîþ 2.4.8 ìîæíà ââàæàòè, ùî öå ðå÷åííÿ ïðåíåêñíå. Íåõàé éîãî ïðåôiêñ
ìà¹ âèãëÿä ∀ = ∃x1∃x2 . . .∃xm∀yΠB, äå Π = Q1u1 . . . Qrur � äåÿêèé
ïðåôiêñ, à B � áåçêâàíòîðíå ðå÷åííÿ. Ïîçíà÷èìî

A′ = ∃x1∃x2 . . .∃xm
(
∀y(ΠB ⇒ Px1x2 . . . xmy) ⇒ ∀yPx1x2 . . . xmy

)
,

äå P � (m+1)-ìiñíèé ïðåäèêàò, ÿêèé íå íàëåæèòü P i íå çóñòði÷à¹òüñÿ
â ðå÷åííi B. Çà ëåìîþ 2.7.7 äëÿ êîæíî¨ ÷èñòî¨ P-òåîði¨ T T ` A òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè T ` A′. Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2.4.5.6 òà
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âïðàâîþ 2.4.6.2,3,

A′ ≡ ∃x1∃x2 . . .∃xm∀y
(
Π′(B ⇒ Px1x2 . . . xmy) ⇒ ∀vPx1x2 . . . xmv)

)
≡ ∃x1∃x2 . . .∃xm∃yΠ

(
(B ⇒ Px1x2 . . . xmy) ⇒ ∀vPx1x2 . . . xmv

)
≡ ∃x1∃x2 . . .∃xm∃yΠ∀v

(
(B ⇒ Px1x2 . . . xmy) ⇒ Px1x2 . . . xmv

)
,

äå v � çìiííà, ÿêà íå çóñòði÷à¹òüñÿ â ðå÷åííi A, Π′ = Q′
1u1 . . .Q′

rur, à
Q′
j , ÿê i ðàíiøå � êâàíòîð, âiäìiííèé âiä Qj . Îñòàíí¹ ðå÷åííÿ, ÿêå ìè

ïîçíà÷èìî A′′, çíîâ ïðåíåêñíå, T ` A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè T ` A′′,
àëå â A′′ âæå ìåíøà êiëüêiñòü êâàíòîðiâ çàãàëüíîñòi ïåðåäóþòü êâàíòî-
ðàì iñíóâàííÿ. Ïîâòîðþþ÷è öþ ïðîöåäóðó, ìè ïîáóäó¹ìî ñêîëåìiâñüêó
ôîðìó ðå÷åííÿ A �

Âïðàâà 2.7.8.
1. Ïîáóäóéòå ñêîëåìiâñüêó ôîðìó ðå÷åííÿ ∀x∃yA.
2. Ðå÷åííÿ A çâåòüñÿ âèêîíóâàíèì ó òåîði¨ T, ÿêùî çíàéäóòüñÿ

ìîäåëü I öi¹¨ òåîði¨ òà ðîçïîäië φ â iíòåðïðåòàöi¨ I òàêi, ùî
val(I, φ,A) = 1. Íåõàé çíîâó P � òàêà ìíîæèíà ïðåäèêàòiâ, ùî
iñíó¹ íåñêií÷åííî áàãàòî ïðåäèêàòiâ, ÿêi íå íàëåæàòü P. Äîâå-
äiòü, ùî äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ A ÷èñòî¨ ëîãiêè âiäíîøåíü iñíó¹
òàêå ðå÷åííÿ A′ âèãëÿäó ∀x1 . . .∀xm∃y1 . . .∃ymB, äå B íå ìiñòèòü
êâàíòîðiâ, ùî äëÿ êîæíî¨ P-òåîði¨ T ðå÷åííÿ A âèêîíóâàíå â T
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A′ âèêîíóâàíå â öié òåîði¨.

3. Ïîáóäóéòå ðå÷åííÿ A′, ïðî ÿêå éäåòüñÿ â ïîïåðåäíié âïðàâi, äëÿ
ðå÷åííÿ ∃x∀yA.

4. Ïîÿñíiòü, ÷îìó îáìåæåííÿ íà ìíîæèíó ïðåäèêàòiâ P, íàêëàäåíå
â òåîðåìi 2.7.7 òà ó âïðàâi 2.7.8, íàñïðàâäi íå ¹ iñòîòíèì.
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Ðîçäië 3

Ôîðìàëüíà àðèôìåòèêà

3.1. Àêñiîìàòèêà

Îçíà÷åííÿ 3.1.1.
1. Áóäåìî íàçèâàòè ôîðìàëüíîþ àðèôìåòèêîþ (íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë) òåîðiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ðiâíiñòþ A, ÿêà ìà¹ (êðiì ïðåäè-
êàòà E) äâi êîíñòàíòè c0 òà c1 i äâà äâîìiñíi ôóíêöiîíàëè S i P ,
i ìiñòèòü (êðiì ïîñòóëàòiâ ðiâíîñòi) òàêi ïîñòóëàòè:
(N1) v + 1 6= 0;
(N2) v + 1 = v1 + 1 ⇒ v = v1;
(N3) v + 0 = v;
(N4) v + (v1 + 1) = (v + v1) + 1;
(N5) v · 0 = 0;
(N6) v · (v1 + 1) = v · v1 + v;
(N7) Av

0 ∧ ∀v(A ⇒ Av
v+1) ⇒ ∀vA,

äå A � äîâiëüíå ðå÷åííÿ, â ÿêîìó v ¹ âiëüíîþ çìiííîþ.
Òóò i íàäàëi, äîòðèìóþ÷èñü çâè÷àéíèõ àðèôìåòè÷íèõ ïîçíà-

÷åíü, ïèøåìî 0 çàìiñòü c0; 1 çàìiñòü c1; a+ b çàìiñòü Sab; a · b, ÷è
íàâiòü ab, ÿêùî öå íå âèêëèêà¹ íåïîðîçóìiíü, çàìiñòü Pab; a = b
çàìiñòü Eab; a 6= b çàìiñòü ¬a = b i âæèâà¹ìî çâè÷íîãî ïîðÿä-
êó äié: · âèêîíó¹òüñÿ ðàíiøå íiæ +, ÿêùî iíøå íå ïåðåäáà÷åíî
ðîçñòàíîâêîþ äóæîê. Íàäàëi áóäåìî òàêîæ âæèâàòè ñêîðî÷åííÿ:

a 6 b ïîçíà÷à¹ ∃v a+ v = b;
a < b ïîçíà÷à¹ a 6 b ∧ a 6= b;
n = (. . . ((1 + 1) + 1) + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸

n ðàçiâ

.

2. Ñòàíäàðòíîþ ìîäåëëþ òåîði¨ A íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïðåòàöiÿ N
ç îáëàñòþ N (çâè÷àéíà ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç íóëåì), â
ÿêiéN (E)� âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi,N (S)(a, b) = a+b iN (P )(a, b) =
ab.

Î÷åâèäíî, (N7) � öå íàñïðàâäi çëi÷åííà ìíîæèíà ïîñòóëàòiâ, âiäïî-
âiäíî äî çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ðå÷åíü A. Öi ïîñòóëàòè íàçèâàþòüñÿ ¾ïî-
ñòóëàòàìè iíäóêöi¨¿1. Çàñòîñîâóþ÷è ¾ïåðåéìåíóâàííÿ çìiííèõ¿, ëåã-
êî áà÷èòè, ùî ç ïîñòóëàòiâ (N7) âèâîäÿòüñÿ äîâiëüíi ðå÷åííÿ âèãëÿäó
Ax

0 ∧ ∀x(A ⇒ Ax
x+1) ⇒ ∀xA, äå x � äîâiëüíà çìiííà, ÿêà ¹ âiëüíîþ

1�õ ÷àñòiøå íàçèâàþòü ¾àêñiîìàìè iíäóêöi¨¿, àëå ìè âiääà¹ìî ïåðåâàãó òåðìiíó
¾ïîñòóëàò¿, ÿê öå çâè÷àéíî ðîáèòüñÿ äëÿ òèõ ðå÷åíü òåîði¨, ÿêi íå çáiãàþòüñÿ ç àêñi-
îìàìè ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü.
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â ðå÷åííi A. Òàêi ðå÷åííÿ òàêîæ áóäåìî íàçèâàòè ¾ïîñòóëàòàìè iíäó-
êöi¨¿, õî÷à, ñòðîãî êàæó÷è, âîíè ¹ íå ïîñòóëàòàìè, à òåîðåìàìè òåî-
ði¨ A. Íàäàëi ìè ÷àñòî ïèñàòèìåìî A(x) íà çíàê òîãî, ùî x ¹ (àáî
ïðèíàéìíi ìîæå áóòè) âiëüíîþ çìiííîþ â ðå÷åííi A, i ïîçíà÷àòèìåìî
A(t) ðåçóëüòàò ïiäñòàíîâêè Ax

t . ßêùî îäíî÷àñíî ðîçãëÿäàþòüñÿ äâi, òðè
òà áiëüøå âiëüíèõ íåâiäîìèõ, ïèøóòü A(x, y), A(x1, x2, x3); âiäïîâiäíî
A(a, b), A(c1, c2, c3) i ò.ï. Ìè òàêîæ óæèâàòèìåìî ñêîðî÷åííÿ A ⇔ B
çàìiñòü (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A) (öå âiäïîâiäà¹ çìiñòó ñïîëó÷íèêà ⇔, ÿêèé
ìè íå âêëþ÷èëè äî àëôàâiòó ëîãiêè âiäíîøåíü) i ïèñàòèìåìî ∃!xA(x)
çàìiñòü ∃x

(
A(x) ∧ (A(y) ⇒ y = x)

)
.

Çàóâàæèìî, ùî, óçàãàëi êàæó÷è, íi çâiäêè íå âèïëèâà¹, ùî N äiéñíî
¹ ìîäåëëþ ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè. Áiëüø òîãî, íàäàëi ïîáà÷èìî, ùî
öå òâåðäæåííÿ íå ìîæå áóòè ôîðìàëüíî äîâåäåíî. Óòiì éîãî ôàêòè÷íî
ïðèéìàþòü óñi ìàòåìàòèêè.2 Íàçâåìî öå ïðèïóùåííÿ ¾ïðèíöèïîì êî-
ðåêòíîñòi¿ ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè àáî ¾ãiïîòåçîþ ïðî ñòàíäàðòíó
ìîäåëü¿. Ç íüîãî âèïëèâà¹ íåñóïåðå÷ëèâiñòü òåîði¨ A (ñóïåðå÷ëèâà òåî-
ðiÿ íå ìà¹ ìîäåëåé). Iíêîëè ìè âæèâàòèìåìî áiëüø ñèëüíèé íàñëiäîê iç
ïðèíöèïó êîðåêòíîñòi � òàê çâàíó ¾ω-íåñóïåðå÷ëèâiñòü¿, ÿêà ïîëÿãà¹ â
òâåðäæåííi:

(Ω) Íå iñíó¹ òàêîãî ðå÷åííÿ A(v) òåîði¨ A, ùî A ` ¬A(n) äëÿ êîæ-
íîãî íàòóðàëüíîãî n i îäíî÷àñíî A ` ∃vA.

Òðàäèöiéíà òðàêòîâêà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ÿê òàêèõ, ùî óòâîðþþòüñÿ
ïîñëiäîâíèì äîäàâàííÿì îäèíèöü, ñâiä÷èòü íà êîðèñòü òâåðäæåííÿ ïðî
ω-íåñóïåðå÷ëèâiñòü.

Ç iíøîãî áîêó, íàäàëi ìè äîâåäåìî, ùî ôîðìàëüíà àðèôìåòèêà, íà
âiäìiíó âiä ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü, íå ¹ àäåêâàòíîþ (äî ¾íåôîðìàëüíî¨¿
àðèôìåòèêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë): ó íié iñíóþòü òàêi çàìêíåíi ðå÷åííÿ
A, ÿêi iñòèííi ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi, àëå íå ¹ òåîðåìàìè òåîði¨ A. Î÷å-
âèäíî, òîäi àíi A ` A, àíi A ` ¬A, òîáòî ôîðìàëüíà àðèôìåòèêà òàêîæ
íå ¹ ïîâíîþ. Áiëüø òîãî, öüîìó íå ìîæíà çàðàäèòè íiÿêèì åôåêòèâ-
íèì ðîçøèðåííÿì ìíîæèíè ïîñòóëàòiâ. Ïiä åôåêòèâíiñòþ ðîçóìi¹òüñÿ
iñíóâàííÿ àëãîðèòìà, ÿêèé çà êîæíèì ðå÷åííÿì ïåðåâiðÿ¹, ÷è ¹ âîíî
ïîñòóëàòîì, ÷è íi.

Çàóâàæåííÿ. Ó ïiäðó÷íèêàõ ç ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè çäåáiëüøîãî
ïðèéíÿòèé òðîõè âiäìiííèé âàðiàíò ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, â ÿêîìó
íåìà¹ êîíñòàíòè 1, àëå êðiì ôóíêöiîíàëiâ S òà P ¹ ùå äîäàòêîâèé îäíî-
ìiñíèé ôóíêöiîíàë N (ïèøóòü t′ çàìiñòü Nt) � ôîðìàëiçàöiÿ ïîíÿòòÿ
¾íàñòóïíå ÷èñëî¿. Âiäïîâiäíî çìiíþþòüñÿ âñi àêñiîìè, â ÿêèõ �+1� âñþäè
çàìiíþ¹òüñÿ íà � ′ �, à òåðì n âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê NN . . .N︸ ︷︷ ︸

n ðàçiâ

0. Òàêà ôîðìàëi-

çàöiÿ áëèæ÷à äî ïî÷àòêîâèõ iäåé Ïåàíî. Ëåãêî áà÷èòè, ùî öi äâi ôîðìà-
ëiçàöi¨ ðiâíîñèëüíi. Ìè îáðàëè òó ç íèõ, ÿêà ìà¹ ¾êiëüêiñíèé¿ õàðàêòåð,
íà âiäìiíó âiä ¾ïîðÿäêîâîãî¿ õàðàêòåðó àêñiîì Ïåàíî. Öå, çâè÷àéíî, ¹
ëèøå ïèòàííÿì ñìàêó, àëå íàì áëèæ÷å ïiôàãîðåéñüêèé ïîãëÿä íà íàòó-
ðàëüíi ÷èñëà (ïîðiâíÿéòå åâêëiäîâå ¾÷èñëî ¹ ñóêóïíiñòü îäèíèöü¿).

2Àáî ìàéæå âñi, òîáòî, çà ïðèéíÿòîþ â ìàòåìàòè÷íîìó æàðãîíi òðàäèöi¹þ, óñi,
êðiì ñêií÷åííîãî ÷èñëà.
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Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè âèâîäiâ ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi. Ñïîäiâà¹-
ìîñÿ, ùî ÷èòà÷ óæå ìà¹ äîñòàòíüî äîñâiäó, ùîá âiäòâîðþâàòè î÷åâèäíi
äåòàëi íàñòóïíèõ äîâåäåíü, òîìó ìè íàäàëi áóäåìî âñå áiëüøå ¨õ ñêîðî-
÷óâàòè.

Òâåðäæåííÿ 3.1.2. Íàâåäåíi ðå÷åííÿ ¹ òåîðåìàìè ôîðìàëüíî¨ àðèô-
ìåòèêè:

1. x 6= 0 ⇒ ∃y x = y + 1.
2. x + y = y + x.
3. (x + y) + z = x + (y + z).
4. x(y + z) = xy + xz i (x + y)z = xz + yz.
5. xy = yx.
6. x(yz) = (xy)z.
7. x + z = y + z ⇒ x = y.
8. x 6 y ∨ y 6 x (àáî, ùî òå ñàìå, x < y ∨ y < x ∨ x = y).
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9. x < y + 1 ⇔ x 6 y i x < y ⇒ x + 1 6 y, çîêðåìà, ¬x < 0.
10. x + y = 0 ⇒ x = 0 ∧ y = 0.
11. xy = 0 ⇒ x = 0 ∨ y = 0
12. xz = yz ∧ z 6= 0 ⇒ x = y.
13. x < y ⇒ x + z < y + z.
14. x < y ∧ z 6= 0 ⇒ xz < yz.

Äîâåäåííÿ. 1. Ïîçíà÷èìî öå ðå÷åííÿ A(x). Î÷åâèäíî, A ` A(0)
(öå ÏÂÒ ¬X ⇒ (X ⇒ Y )). Ç iíøîãî áîêó, x+1 = x+1 ⇒ ∃y x+1 = y+1
� àêñiîìà (A11), îòæå A ` ∃y x + 1 = y + 1 i A ` A(x) ⇒ A(x + 1). Çà
ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨, A ` ∀xA.

2. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî A ` 0 + x = x. Çà (N3), 0 + 0 = 0. Äàëi, çà
(N4), 0 + (x + 1) = (0 + x) + 1, îòæå, ç ïðèïóùåííÿ 0 + x = x i àêñiîìè
ðiâíîñòi (E2) âèâîäèòüñÿ 0+(x+1) = x+1. Îòæå, 0+x = 0 ⇒ 0+(x+1) =
0. Ç ïîñòóëàòó iíäóêöi¨ 0 + 0 = 0 ∧ ∀x(0 + x = 0 ⇒ 0 + (x + 1) = x + 1) ⇒
∀x 0 + x = x îäåðæó¹ìî A ` 0 + x = x.

Òåïåð âèâåäåìî (x+1)+y = (x+y)+1. Ïðè y = 0 ç (N3) òà (E2) ìà¹ìî
(x+1)+0 = x+1 = (x+0)+1. Ïðèïóñòèìî, ùî (x+1)+y = (x+y)+1.
Òîäi, çà (N4) òà (E2), (x+1)+(y+1) = ((x+1)+y)+1 = ((x+y)+1)+1 =
(x + (y + 1)) + 1. Çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨, A ` (x + 1) + y = (x + y) + 1.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî x + y = y + x. Òîäi (x + 1) + y = (x + y) + 1 =
(y + x) + 1 = y + (x + 1). Çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨, A ` x + y = y + x.

3. (x + y) + 0 = x + y = x + (y + 0). ßêùî (x + y) + z = x + (y + z), òî
(x + y) + (z + 1) = ((x + y) + z) + 1 = (x + (y + z)) + 1 = x + ((y + z) + 1) =
x + (y + (z + 1)). Çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨, A ` (x + y) + z = x + (y + z).

4. x(y + 0) = xy = xy + 0 = xy + x0. ßêùî x(y + z) = xy + xz,
òî x(y + (z + 1)) = x((y + z) + 1) = x(y + z) + x = (xy + xz) + x =
xy+(xz+x) = xy+x(z+1). Îòæå, A ` x(y+z) = xy+xz. Äðóãó ðiâíiñòü
ìè îäåðæèìî ç ïåðøî¨ òà òâåðäæåííÿ 5, ïðè äîâåäåííi ÿêîãî íå áóäåìî
íåþ êîðèñòóâàòèñÿ.

5. 0 · 0 = 0, i ÿêùî 0x = 0, òî 0(x + 1) = 0x + 0 = 0 + 0 = 0, îòæå,
A ` 0x = 0 = x0. Ïîêàæåìî, ùî A ` (x + 1)y = yx + y = y(x + 1). ßêùî
y = 0, òî (x+1) · 0 = 0 = x · 0+0. Ïðèïóñòèìî, ùî (x+1)y = xy+y. Òîäi
(x+1)(y+1) = (x+1)y+(x+1) = (xy+y)+(x+1) = (xy+x)+(y+1) =
x(y + 1) + (y + 1); îòæå, çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨, A ` (x + 1)y = xy + y.
(Ìè ñêîðèñòàëèñÿ âæå âèâåäåíèìè ôîðìóëàìè 2 i 3; ïîÿñíiòü, äå i ÿê.)
Òåïåð A ` xy = yx çíîâ çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨.

6 çàëèøà¹òüñÿ ÿê âïðàâà ÷èòà÷ó. Íàäàëi, êîðèñòóþ÷èñü òâåðäæåííÿìè
1�5, ìè ÷àñòî áóäåìî îïóñêàòè äóæêè ó âèðàçàõ òèïó (xy)(zt) àáî x +
((y + z) + t) i ïèñàòè, âiäïîâiäíî, xyzt òà x + y + z + t, à òàêîæ âiëüíî
ïåðåñòàâëÿòè äîäàíêè ÷è ñïiâìíîæíèêè.

7. Ïðè z = 0 öå âèïëèâà¹ ç (N3). Ïðèïóñòèìî, ùî x+z = y+z ⇒ x = y
i x+(z+1) = y+(z+1). Òîäi (x+z)+1 = (y+z)+1 i, çà (N2), x+z = y+z,
çâiäêè x = y. Çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨, A ` x + z = y + z ⇒ x = y.

8. 0 6 y, îñêiëüêè y = y + 0 = 0 + y. ßêùî y 6 x, òîáòî x = y + z, òî
x + 1 = y + z + 1, îòæå y 6 x + 1. Ïðèïóñòèìî, ùî x 6 y, òîáòî y = x + z.
ßêùî z 6= 0, òî A ` ∃z z = z + 1. Âèáåðåìî c òàêå, ùî z = c + 1. Òîäi
y = x + (c + 1) = (x + 1) + c i y 6 x + 1. ßêùî æ z = 0, òî y = x 6 x + 1.

63



Îòæå, çà àêñiîìîþ (A5), x + 1 6 y àáî y 6 x + 1. Çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨,
A ` x 6 y ∨ y 6 x.

9 çàëèøà¹òüñÿ ÿê ëåãêà âïðàâà.
10 � î÷åâèäíèé íàñëiäîê ç 9.
11. Ïðèïóñòèìî, ùî y 6= 0; óíàñëiäîê 1 ìîæíà âèáðàòè c òàê, ùîá

y = c + 1. Òîäi xy = xc + x i ç 10 âèïëèâà¹, ùî êîëè xy = 0, òî x = 0.
12. Ïîçíà÷èìî A(x) = (xz = yz∧z 6= 0 ⇒ x = y). ßêùî x = 0, òî xz =

0; òîäi ç xz = yz òà 11 âèïëèâà¹ y = 0. Îòæå, A ` A(0). Ïðèïóñòèìî, ùî
âèêîíó¹òüñÿ A(x). Îñêiëüêè x+1 6= 0 (N1), òî, çà 11, z 6= 0 ⇒ (x+1)z 6= 0.
Òîìó, ÿêùî (x+1)z = yz∧z 6= 0, òî y 6= 0 (çíîâ çà 11). Çà 1 ìîæíà âèáðàòè
c òàêå, ùî y = c + 1, òîáòî xz + z = cz + z. Çà 7 xz = cz, îòæå, çãiäíî ç
ïðèïóùåííÿì, x = c i x + 1 = c + 1 = y, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ A(x + 1). Çà
ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨ A ` A(x).

Íàðåøòi, 13 î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ òà 7, à 14 � ç îçíà÷åííÿ
òà 11 �

Âïðàâà 3.1.3. Äîâåäiòü, ùî íàâåäåíi ðå÷åííÿ ¹ òåîðåìàìè ôîðìàëü-
íî¨ àðèôìåòèêè:

1. x + y = 1 ⇒ (x = 1 ∧ y = 0) ∨ (x = 0 ∧ y = 1).
2. xy = 1 ⇒ x = 1 ∧ y = 1.
3. x < y ⇒ ¬y < x.
4. x 6 y ∧ y 6 z ⇒ x 6 z.
5. x 6 y ∧ y < z ⇒ x < z i x < y ∧ y 6 z ⇒ x < z.
6. x < y ⇔ x + z < y + z.
7. x < y ∧ z 6= 0 ⇔ xz < yz.
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Ïîçíà÷èìî x|y ðå÷åííÿ ∃z y = xz.
8. x|y ∧ y 6= 0 ⇒ x 6 y.
9. x|y ∧ y|z ⇒ x|z.

Äîâåäåìî ùå êiëüêà âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé òåîði¨ A.

Òâåðäæåííÿ 3.1.4. Íàñòóïíi ðå÷åííÿ ¹ òåîðåìàìè òåîði¨ A.
1. (¾Äðóãà ôîðìà ïîñòóëàòiâ iíäóêöi¨¿)

∀x
(
∀y

(
y < x ⇒ A(y)

)
⇒ A(x)

)
⇒ ∀xA(x)(N7a)

äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ A(x) òåîði¨ A.
2. (¾Ïðèíöèï íàéìåíøîãî åëåìåíòà¿)

∃xA(x) ⇒ ∃x
(
A(x) ∧ ∀y

(
A(y) ⇒ x 6 y

))
(N7b)

äëÿ êîæíîãî ðå÷åííÿ A(x) òåîði¨ A.
3. x 6 n ⇒ (x = 0 ∨ x = 1 ∨ x = 2 ∨ · · · ∨ x = n) äëÿ êîæíîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
4. (¾Äiëåííÿ iç çàëèøêîì¿)

x 6= 0 ⇒ ∃! z ∃! t (y = xz + t ∧ t < x).

Äîâåäåííÿ. 1. Ïîçíà÷èìî B(x) = ∀y
(
y 6 x ⇒ A(y)

)
i ïîêàæå-

ìî, ùî ç ∀x
(
∀y

(
y < x ⇒ A(y)

)
⇒ A(x)

)
âèâîäèòüñÿ ∀xB(x). Öüîãî

äîñòàòíüî, îñêiëüêè î÷åâèäíî B(x) ⇒ A(x). Çãiäíî ç 7, B(x) ≡ ∀y
(
y <

x + 1 ⇒ ∀(y)
)
, òîìó, çà ïðèïóùåííÿì, B(x) ⇒ A(x + 1). Ðå÷åííÿ B(0)

� öå ∀y
(
y 6 0 ⇒ A(0)

)
; îñêiëüêè y 6 0 ⇔ y = 0, òî B(0) ≡ A(0).

Îñêiëüêè ¬y < 0, òî ∀y
(
y < 0 ⇒ A(y)), îòæå, ìà¹ ìiñöå A(0), òîáòî

B(0). Ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ ìiñöå B(x). Òîäi òàêîæ ìà¹ ìiñöå A(x + 1).
Îäíàê y 6 x + 1 ≡ y = x + 1 ∨ y 6 x; â îáîõ âèïàäêàõ ìà¹ ìiñöå A(y).
Îòæå, ìè âèâåëè é B(x + 1) i, çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨, ∀xB(x).

Íàäàëi, ïðè ïîñèëàííi íà òåîðåìó âèãëÿäó (N7a), ìè ÷àñòî íàçèâà-
òèìåìî ¨¨ òàêîæ ¾ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨¿, îïóñêàþ÷è ñëîâà ¾äðóãà ôîðìà¿.

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ¬∃x
(
A(x) ∧ ∀y

(
A(y) ⇒ x 6 y

))
. Çàñòîñîâóþ-

÷è òåîðåìè ëîãiêè âiäíîøåíü, ïåðåïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi ∀x
(
¬A(x) ∨

¬∀y
(
A(y) ⇒ x 6 y

))
àáî ∀x

(
∀y

(
A(y) ⇒ x 6 y

)
⇒ ¬A(x)

)
(ìè ñêîðèñòà-

ëèñÿ òèì, ùî X ∨Y ≡ (¬Y ⇒ X)) àáî ∀x
(
∀y

(
y < x ⇒ ¬A(y)

)
⇒ ¬A(x)

)
(ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî (X ⇒ Y ) ≡ (¬Y ⇒ ¬X)). Òåïåð, çãiäíî ç

(N7a), âèâîäèòüñÿ ∀x¬A(x) àáî ¬∃xA(x). Îòæå, ìè âèâåëè ¬∃x
(
A(x) ∧

∀y
(
A(y) ⇒ x 6 y

))
⇒ ¬∃xA(x), àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, ∃xA(x) ⇒ ∃x

(
A(x)∧

∀y
(
A(y) ⇒ x 6 y

))
.

3. Ïîçíà÷èìî An ðå÷åííÿ x 6 n ⇒ (x = 0∨x = 1∨x = 2∨· · ·∨x = n).
Çàóâàæèìî, ùî n + 1 = n + 1 i An+1 ≡ A ∨ x = n + 1. Êîðèñòóþ÷èñü
öèì, óêàæåìî ðåêóðåíòíèé ñïîñiá ïîáóäîâè âèâîäó ðå÷åííÿ An äëÿ äî-
âiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. ßêùî n = 0, òî n = 0, à x 6 0 ⇒ x = 0
(äîâåäiòü öå). Ïðèïóñòèìî, ìè âæå ìà¹ìî âèâiä An. Äîäàìî äî íüîãî
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âæå âèâåäåíå x 6 n + 1 ⇒ x = n + 1 ∨ x 6 n. Ñêîðèñòàâøèñü ÏÂÒ
(X ∨ Y ) ∧ (Y ⇒ Z) ⇒ (Z ∨X), îäåðæèìî âèâiä An+1.

4. Ïîêàæåìî, ïåðø çà âñå, ùî y = xz + t = xz′ + t′ ∧ t < x ∧ t′ < x ⇒
z = z′ ∧ t = t′. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.1.2.8, àáî t 6 t′, àáî t′ 6 t. Íåõàé
t 6 t′, òîáòî t′ = u+t. Òîäi xz+t = xz′+u+t, çâiäêè xz = xz′+u; çîêðåìà,
xz′ 6 xz. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.1.2.12 i âïðàâîþ 3.1.3.7, z′ 6 z, òîáòî
z = z′+v, çâiäêè xz′+xv = xz′+u i xv = u. Îñêiëüêè t′ = u+t, òî u 6 t′;
ðàçîì iç t′ < x i âïðàâîþ 3.1.3.5 öå ñïðè÷èíÿ¹ u < x. Òîìó çà âïðàâîþ
3.1.3.8 u = 0, çâiäêè t = t′ i z = z′. Òàê ñàìî ðîçáèðà¹òüñÿ âèïàäîê t′ 6 t.
Çàëèøà¹òüñÿ ïîñëàòèñÿ íà àêñiîìó (A5) ëîãiêè âiäíîøåíü.

Òðåáà ùå âèâåñòè ðå÷åííÿ A(y) = ∃z ∃t (y = xz + t∧ t < x). Îñêiëüêè
0 = x · 0 + 0 i x 6= 0 ⇒ 0 < x, òî A ` A(0). Ïðèïóñòèìî, ùî A(y), i
âèáåðåìî c,d òàêi, ùî y = cx + d ∧ d < x. Òîäi y + 1 = cx + (d + 1). Çà
òâåðäæåííÿì 3.1.2.9, d+1 6 x, òîáòî d+1 < x∨d+1 = x. ßêùî d+1 = x,
òî y + 1 = cx + (d + 1) = cx + x = (c + 1)x + 0. Îòæå, çàâæäè âèâîäèòüñÿ
A(y + 1). Çà ïîñòóëàòîì iíäóêöi¨, ∀yA(y) �

¾Äiëåííÿ iç çàëèøêîì¿ (òâåðäæåííÿ 3.1.4.4) äîçâîëÿ¹ âèâåñòè ç òå-
îði¨ A óñi çâè÷àéíi âëàñòèâîñòi ïîäiëüíîñòi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òàêi ÿê
iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà, îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó íà
ïåðâèííi ìíîæíèêè (àëå íå éîãî iñíóâàííÿ � çáàãíiòü, ùî öüîìó çàâà-
æà¹!) i ò. ií. Ìè áóäåìî íàäàëi âiëüíî êîðèñòóâàòèñÿ öèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè. Âèâåäåííÿ ¨õ ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi çàëèøà¹ìî íà ðîçñóä ÷èòà÷ó
(çàëåæíî âiä òîãî, êîëè öÿ äiÿëüíiñòü éîìó íàáðèäíå i âií çâîëi¹ çà êðà-
ùå ïîâiðèòè, ùî é iíøi äîâåäåííÿ ìîæíà òàêîæ ïåðåêàçàòè ôîðìàëüíî).

Óâåäåìî ôóíêöi¨ [x/y] òà res(x, y), âèçíà÷åíi íà N2 çi çíà÷åííÿìè â
N, òàêèìè ïðàâèëàìè:

• ÿêùî b 6= 0, òî res(a, b) < b i a = b[a/b] + res(a, b);
• [a/0] = 0 i res(a, 0) = a.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3.1.4.4, âîíè êîðåêòíî âèçíà÷åíi. Êàæóòü, ùî [a/b]
� íåïîâíà ÷àñòêà, à res(a, b) � çàëèøîê ïðè äiëåííi ÷èñëà a íà ÷èñëî b.

Âïðàâà 3.1.5. Äîâåñòè íàâåäåíi äàëi òâåðäæåííÿ, äå a, b, . . . � íà-
òóðàëüíi ÷èñëà, a,b, . . . � âiäïîâiäíi òåðìè ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, à
A � äîâiëüíå ðå÷åííÿ ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè.

1. ßêùî a < b, òî A ` a < b i íàâïàêè (î÷åâèäíî, ÿêùî a = b, òî
òåðìè a i b ïðîñòî çáiãàþòüñÿ).

2. A ` a + b = a + b i A ` ab = ab.
3. Íåõàé F (x1, x2, . . . , xm)� ìíîãî÷ëåí ç íàòóðàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè,
a1, a2, . . . , am � íàòóðàëüíi ÷èñëà, b = F (a1, a2, . . . , am). Ïîçíà-
÷èìî F (x1, x2, . . . , xn) òåðì ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, ÿêèé îäåð-
æó¹òüñÿ ç F , ÿêùî êîæíèé êîåôiöi¹íò c çàìiíèòè òåðìîì c. Òîäi
A ` F (a1, a2, . . . , am) = b.

4. A(0) ∧A(1) ∧ . . . ∧A(n) ≡A ∀x
(
x 6 n ⇒ A(x)

)
, à

A(0) ∨A(1) ∨ · · · ∨A(n) ≡A ∃x
(
x 6 n ∧A(x)

)
.

5. (¾Ïðèíöèï íåñêií÷åííîãî ñïóñêó¿)

A ` ∀x
(
A(x) ⇒ ∃y

(
A(y) ∧ y < x

))
⇒ ∀x¬A(x).

66



Âèâåäiòü çâiäñè, ùî êîæíà ìîäåëü ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè ìiñòèòü ïiä-
ìîäåëü, içîìîðôíó ñòàíäàðòíié.

3.2. Àðèôìåòè÷íi ìíîæèíè é ôóíêöi¨

Ìè ïåðåõîäèìî äî âèâ÷åííÿ âàæëèâèõ êëàñiâ ôóíêöié. Ìàþ÷è íà
óâàçi âïðàâó 3.1.5, íàäàëi, ÿê ïðàâèëî, íå áóäåìî ðîçðiçíÿòè â ïîçíà÷åí-
íÿõ íàòóðàëüíå ÷èñëî n òà âiäïîâiäíèé òåðì n ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè
i ïèñàòèìåìî, íàïðèêëàä, A(n) çàìiñòü A(n). Ñïîäiâà¹ìîñü, ùî öå íå
âèêëè÷å óñêëàäíåíü, îñêiëüêè ç êîíòåêñòó çàâæäè ìà¹ áóòè ÿñíî, ïðî
ùî ñàìå éäåòüñÿ. ßêùî ìîæëèâi äâîçíà÷íîñòi, òî áóäåìî ïîâåðòàòèñÿ äî
ïîçíà÷åíü òèïó n.
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Îçíà÷åííÿ 3.2.1.
1. Ïiäìíîæèíà M ⊆ Nn íàçèâà¹òüñÿ íàïiâàðèôìåòè÷íîþ, ÿêùî

iñíó¹ òàêå ðå÷åííÿ A (x1, x2, . . . , xn) ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, ùî
(a1, a2, . . . , an) ∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` A (a1, a2, . . . , an).
Ó òàêîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ðå÷åííÿ A âèçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó
M .

2. Ïiäìíîæèíà M ⊆ Nn íàçèâà¹òüñÿ àðèôìåòè÷íîþ, ÿêùî âîíà
òà ¨¨ äîïîâíåííÿ � àðèôìåòè÷íi. Iíàêøå êàæó÷è, iñíóþòü òàêi
ðå÷åííÿ A òà A′, ùî (a1, a2, . . . , an) ∈ M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
A ` A (a1, a2, . . . , an), i (a1, a2, . . . , an) /∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
A ` A′ (a1, a2, . . . , an).

3. Ôóíêöiÿ f : Nn → N íàçèâà¹òüñÿ íàïiâàðèôìåòè÷íîþ (àðèôìå-
òè÷íîþ), ÿêùî ¨¨ ãðàôiê, òîáòî ìíîæèíà

Γ(f) =
{ (
a1, a2, . . . , an, f (a1, a2, . . . , an)

) }
,

¹ íàïiâàðèôìåòè÷íîþ (âiäïîâiäíî, àðèôìåòè÷íîþ) ïiäìíîæèíîþ
â Nn+1. Ïðî ðå÷åííÿ, ÿêå âèçíà÷à¹ ãðàôiê, êàæóòü òàêîæ, ùî âî-
íî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ f .

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ àðèôìåòè÷íî¨ ïiäìíîæèíè çàâæäè ¹ àëãîðèòì
ïåðåâiðêè, ÷è íàëåæèòü çàäàíèé åëåìåíò öié ìíîæèíi. Äiéñíî, íåõàé ðå-
÷åííÿ A âèçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó M ⊆ Nn, à ðå÷åííÿ A′ � ¨¨ äîïîâíå-
ííÿ M ′. Äëÿ êîæíî¨ n-êè a = (a1, a2, . . . , an) àáî a ∈ M , òîáòî A `
A (a1, a2, . . . , an), àáî a ∈ M ′, òîáòî A ` A′ (a1, a2, . . . , an). Ìè áà÷èëè,
ùî iñíó¹ ïðîöåäóðà, ÿêà âèïèñó¹ âñi òåîðåìè ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè:
T1,T2, . . . ,Tm, . . . . Çàëèøà¹òüñÿ ¾çàïóñòèòè¿ öþ ïðîöåäóðó òà ÷åêàòè,
ÿêà òåîðåìà ç'ÿâèòüñÿ: A (a1, a2, . . . , an) ÷è A′ (a1, a2, . . . , an). Çâè÷àéíî,
ìè íå ìîæåìî ïåðåäáà÷èòè ÷àñ ÷åêàííÿ � ó öüîìó ðîçóìiííi öåé àëãî-
ðèòì íååôåêòèâíèé, àëå òå, ùî âðåøòi-ðåøò îäíà ç öèõ òåîðåì ç'ÿâèòüñÿ,
íàì ãàðàíòîâàíî. Òå ñàìå ñòîñó¹òüñÿ íàïiâàðèôìåòè÷íî¨ ôóíêöi¨: ÿêùî
ðå÷åííÿ A(x, y) = A(x1, x2, . . . , xn, y) âèçíà÷à¹ ãðàôiê ôóíêöi¨ f , òî, ùîá
îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ f (a1, a2, . . . , an), äîñòàòíüî ¾çàïóñòèòè¿ ïðîöåäóðó
ïîáóäîâè âñiõ òåîðåì ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè é äî÷åêàòèñÿ, êîëè ç'ÿâè-
òüñÿ òåîðåìà âèãëÿäó A(a1, a2, . . . , an, b) äëÿ äåÿêîãî b. Òîäi îäåðæèìî
f (a1, a2, . . . , an) = b. Òàêà òåîðåìà îáîâ'ÿçêîâî ç'ÿâèòüñÿ, îñêiëüêè ôóí-
êöiÿ f âèçíà÷åíà íà êîæíîìó åëåìåíòi ìíîæèíè Nn. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ
íàïiâàðèôìåòè÷íî¨ ìíîæèíè àíàëîãi÷íèé àëãîðèòì äà¹ âiäïîâiäü, ÿêùî
a ∈ M (íà ÿêîìóñü êðîöi ç'ÿâèòüñÿ òåîðåìà A(a)). Ïðîòå ÿêùî a /∈ M ,
öåé àëãîðèòì ïðàöþâàòèìå íåñêií÷åííî. Îñêiëüêè íiÿêî¨ îöiíêè äëÿ ÷è-
ñëà êðîêiâ, çà ÿêå òåîðåìà A(a) ìà¹ ç'ÿâèòèñÿ, íåìà¹, òî â öüîìó âèïàäêó
ìè íiêîëè íå äiçíà¹ìîñü, ÷è a ∈M , ÷è íi. Òàêà àñèìåòðiÿ â ïîâåäiíöi íà-
ïiâàðèôìåòè÷íèõ ôóíêöié i ìíîæèí íàñïðàâäi ¹ óÿâíîþ: íèæ÷å ìè äîâå-
äåìî, ùî êîæíà íàïiâàðèôìåòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ íàñïðàâäi àðèôìåòè÷íîþ.
Ëåãêî çáàãíóòè òàêîæ, ùî ñïðàâà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî
ôóíêöi¨, ÿêi âñþäè âèçíà÷åíi. ßêùî ââåñòè àíàëîãi÷íi ïîíÿòòÿ äëÿ ôóí-
êöié M → N, äå M � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà â Nn, íàïiâàðèôìåòè÷íi
ôóíêöi¨ âæå ìîæóòü íå áóòè àðèôìåòè÷íèìè é àëãîðèòìó îá÷èñëåííÿ
äëÿ íèõ, óçàãàëi êàæó÷è, íå iñíó¹.
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Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî âñi öi îçíà÷åííÿ ìàþòü çìiñò ëèøå â ïðè-
ïóùåííi òîãî, ùî ôîðìàëüíà àðèôìåòèêà íåñóïåðå÷ëèâà: iíàêøå ç íå¨
âèâîäèòüñÿ äîâiëüíå ðå÷åííÿ. Óòiì, ÿêùî ìè çáèðà¹ìîñÿ çàñòîñîâóâàòè
ôîðìàëüíó àðèôìåòèêó äî âèâ÷åííÿ ôóíêöié íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó,
ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ ãiïîòåçà ïðî ñòàíäàðòíó ìîäåëü.
Íàäàëi ìè áóäåìî âiëüíî êîðèñòóâàòèñÿ öèì ïðèïóùåííÿì, ñïåöiàëüíî
ïðî íüîãî íå çãàäóþ÷è.

Íàãàäà¹ìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ χM ïiäìíîæèíè M ⊆ Nn

âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèëîì:

χM (a1, a2, . . . , an) =

{
0 ÿêùî (a1, a2, . . . , an) ∈M,

1 ÿêùî (a1, a2, . . . , an) /∈M.

Çàóâàæèìî, ùî ÷àñòiøå çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ çàäàþòü íà-
âïàêè: 1, ÿêùî åëåìåíò íàëåæèòü ïiäìíîæèíi, 0, ÿêùî íå íàëåæèòü, àëå
ìè çìiíèëè îçíà÷åííÿ, îñêiëüêè öå ñïðîùó¹ äåÿêi íàñòóïíi îá÷èñëåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.2.2.
1. ßêùî ïiäìíîæèíà M ⊆ Nn àðèôìåòè÷íà, òàêîþ ¹ é ¨¨ õàðà-

êòåðècòè÷íà ôóíêöiÿ.
2. ßêùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ χM íàïiâàðèôìåòè÷íà, ïiäìíî-

æèíà M àðèôìåòè÷íà (îòæå, òàêîþ ¹ é χM ).

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé ðå÷åííÿ A âèçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó M , à A′ �
¨¨ äîïîâíåííÿ. Òîäi ëåãêî áà÷èòè, ùî

• χM (a) = b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

A ` (A(a) ∧ b = 1) ∨ (A′(a) ∧ b = 0);

• χM (a) 6= b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

A ` (A′(a) ∧ b = 1) ∨ (A(a) ∧ b = 0) ∨ b > 1.

2. Íåõàé ãðàôiê ôóíêöi¨ χM âèçíà÷à¹òüñÿ ðå÷åííÿì B. Òîäi

a ∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` B(a, 0),

a /∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` B(a, 1) �

Âïðàâà 3.2.3. Äîâåäiòü, ùî êîëè íàïiâàðèôìåòè÷íà ôóíêöiÿ ïðèé-
ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü çíà÷åíü, âîíà àðèôìåòè÷íà.

Ç òåõíi÷íîþ ìåòîþ ìè ââåäåìî ùå òàêi ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.2.4.
1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ðå÷åííÿ A(x) ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ïiäìíî-

æèíó M ⊆ Nn, ÿêùî öå ðå÷åííÿ âèçíà÷à¹ M , à éîãî çàïåðå÷åííÿ
¬A âèçíà÷à¹ äîïîâíåííÿ äî M . Iíàêøå êàæó÷è,

a ∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` A(a),

a /∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` ¬A(a).

Î÷åâèäíî, òîäi ïiäìíîæèíà M àðèôìåòè÷íà.
2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ðå÷åííÿ A(x,y) ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ
f : Nm → N, ÿêùî êîæíîãî ðàçó, êîëè f(a) = b, A ` A(a, b) ∧(
A(a, y) ⇒ y = b

)
.

69



3. Ïiäìíîæèíó (ôóíêöiþ) áóäåìî íàçèâàòè ïðàâèëüíî àðèôìåòè÷-
íîþ, ÿêùî âîíà ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹òüñÿ äåÿêèì ðå÷åííÿì.

Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ìè äîâåäåìî òàêó îñíîâíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.2.5.
1. Êîæíà àðèôìåòè÷íà ïiäìíîæèíà â Nn ¹ ïðàâèëüíî àðèôìå-

òè÷íîþ.
2. Êîæíà íàïiâàðèôìåòè÷íà ôóíêöiÿ ¹ ïðàâèëüíî àðèôìåòè÷íîþ

(à òîìó àðèôìåòè÷íîþ).
Îòæå, ïîíÿòòÿ íàïiâàðèôìåòè÷íî¨, àðèôìåòè÷íî¨ òà ïðàâèëüíî àðèôìå-
òè÷íî¨ ôóíêöi¨ (âiäîáðàæåííÿ) çáiãàþòüñÿ, òàê ñàìî ÿê ïîíÿòòÿ àðèôìå-
òè÷íî¨ òà ïðàâèëüíî àðèôìåòè÷íî¨ ïiäìíîæèíè.

Ïîêè ùî ìè ðîçãëÿíåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi öèõ ïîíÿòü.

Òâåðäæåííÿ 3.2.6. ßêùî ðå÷åííÿ A(x) ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹
ôóíêöiþ f(x), òî

b = f(a) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` A(a, b);

b 6= f(a) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` ¬A(a, b).

Çîêðåìà, òå ñàìå ðå÷åííÿ ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ãðàôiê Γ(f).

Äîâåäåííÿ. ßêùî b = f(a), òî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, A ` A(a, b).
Ïðèïóñòèìî, ùî b 6= f(a) i f(a) = c. Òîäi A ` b 6= c, òîìó é A(a, b) ⇒ b 6=
c. Ïðîòå íàì äàíî, ùî A ` A(a, y) ⇒ y = c, çîêðåìà, A ` A(a, b) ⇒ b = c.
Çà ÏÂÒ (X ⇒ Y ) ⇒ ((X ⇒ ¬Y ) ⇒ ¬X, îäåðæèìî A ` ¬A(a, b).

Íàâïàêè, íåõàé A ` A(a, b). Òîäi íàïåâíå ç A íå âèâîäèòüñÿ ¬A(a, b),
îòæå íåìîæëèâî, ùîá f(a) 6= b. Òîìó b = f(a). Òàê ñàìî, ÿêùî A `
¬A(a, b), òî b 6= f(a) �

Âïðàâà 3.2.7. Äîâåäiòü, ùî êîëè ðå÷åííÿ A ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ïiä-
ìíîæèíó M ⊆ Nn, à ðå÷åííÿ B âèçíà÷à¹ òó æ ïiäìíîæèíó, òî A(a) ⇒A

B(a) äëÿ êîæíîãî íàáîðó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a = (a1, a2, . . . , an). Çî-
êðåìà, ÿêùî ðå÷åííÿ B òàêîæ ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó M , òî
A(a) ≡A B(a) äëÿ êîæíîãî íàáîðó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a.

Çàóâàæèìî, ùî çâiäñè â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå âèïëèâà¹, ùî A `
∀x(A ⇒ B), õî÷à, çâè÷àéíî, çàïåðå÷åííÿ îñòàííüîãî ðå÷åííÿ íå ìîæíà
âèâåñòè ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi � öå âèïëèâà¹ ç ¨¨ ω-íåñóïåðå÷ëèâîñòi
(ïîÿñíiòü, ÷îìó).

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè; ÷àñòèíà ç íèõ áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü
ïðè íàñòóïíèõ äîâåäåííÿõ.

Ïðèêëàä 3.2.8.
1. Ñòàëà ôóíêöiÿ f (x1, x2, . . . , xm) = c ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹òüñÿ ðå-

÷åííÿì y = c.
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2. Ïiäìíîæèíà M = {a1,a2, . . . ,ak }, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ai = (ai1, ai2, . . . , aim), ïðàâèëüíî âèçíà÷à-
¹òüñÿ ðå÷åííÿì(

x1 = a11 ∧ x2 = a12 ∧ . . . ∧ xm = a1m

)
∨

∨
(
x1 = a21 ∧ x2 = a22 ∧ . . . ∧ xm = a2m

)
∨

∨ · · · ∨
(
x1 = ak1 ∧ x2 = ak2 ∧ . . . ∧ xm = akm

)
.

3. Áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì F (x1, x2,
. . . , xm) ç íàòóðàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹òüñÿ
ðå÷åííÿì F (x1, x2, . . . , xm) = y (äèâ. âïðàâó 3.1.5.3 ùîäî âèçíà-
÷åííÿ F; íàäàëi ÷àñòî ïèñàòèìåìî F çàìiñòü F).

4. Ïðîåêòîð pmk : Nm → N, pmk (x1, x2, . . . , xm) = xk, ïðàâèëüíî
âèçíà÷à¹òüñÿ ðå÷åííÿì y = xk.

5. Ôóíêöi¨ res(x, y) òà [x/y] ¹ ïðàâèëüíî àðèôìåòè÷íèìè. (Íàïèøiòü
ðå÷åííÿ, ÿêi ¨õ ïðàâèëüíî âèçíà÷àþòü.)

6. ßêùî ôóíêöiÿ f : Nm → N ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹òüñÿ ðå÷åííÿì
F(x1, x2, . . . , xm, y), à êîæíà ç ôóíêöié gi : Nn → N ïðàâèëüíî
âèçíà÷à¹òüñÿ ðå÷åííÿì Gi(x1, x2, . . . , xn, y) (i = 1, 2, . . . ,m), òî
êîìïîçèöiÿ h = f (g1, g2, . . . , gm) : Nn → N, çàäàíà ôîðìóëîþ

h (x1, x2, . . . , xn) =

= f
(
g1 (x1, x2, . . . , xn) , g2 (x1, x2, . . . , xn) , . . . , gm (x1, x2, . . . , xn)

)
,

ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹òüñÿ ðå÷åííÿì

H(x1, x2, . . . , xn, y) = ∃z1∃z2 . . .∃zmG(x1, x2, . . . , xn, z1)∧
G(x1, x2, . . . , xn, z2) ∧ . . . ∧G(x1, x2, . . . , xn, zm) ∧ F(z1, z2, . . . , zm, y).

Äîâåäåííÿ. Ïðèêëàäè 1,2.4 î÷åâèäíi; 3 âèïëèâà¹ iç âïðàâè 3.1.5.3,
à 5 � iç òâåðäæåííÿ 3.1.4.4.

6. Íåõàé b = h (x1, x2, . . . , xn); ïîçíà÷èìî ci = gi (x1, x2, . . . , xn), òîäi
b = f (c1, c2, . . . , cm). Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì,

A `F(c1, c2, . . . , cm, b) ∧
(
F(c1, c2, . . . , cm, y) ⇒ y = b

)
;

A `Gi(a1, a2, . . . , an, ci) ∧
(
F(a1, a2, . . . , an, zi) ⇒ zi = ci

)
äëÿ êîæíîãî i = 1, 2, . . . ,m. Çâiäñè, î÷åâèäíî, âèâîäèòüñÿ é ðå÷åííÿ
H(a1, a2, . . . , an, b). Ïðèïóñòèìî, ùî H(a1, a2, . . . , an, y), i âèáåðåìî êîí-
ñòàíòè c′1, c

′
2, . . . , c

′
m òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ Gi(a1, a2, . . . , an, c

′
i) äëÿ êîæ-

íîãî i é F(c′1, c
′
2, . . . , c

′
m, y). Îñêiëüêè

A ` Gi(a1, a2, . . . , an, z) ⇒ z = ci,

çâiäñè âèâîäèòüñÿ c′i = ci. Îñêiëüêè òàêîæ

A ` F(c1, c2, . . . , cm, y) ⇒ y = b,

âèâîäèòüñÿ é y = b. Îòæå, A ` H(a1, a2, . . . , an, y) ⇒ y = b, òîáòî ðå÷åí-
íÿ H ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ h �

Âïðàâà 3.2.9. Äîâåäiòü, ùî:
1. Êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà M ⊆ Nn ¹ ïðàâèëüíî àðèôìåòè÷-

íîþ.
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2. ßêùî ðå÷åííÿA âèçíà÷à¹ (ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹) ïiäìíîæèíóM ⊆
Nn, à ðå÷åííÿ B âèçíà÷à¹ (âiäïîâiäíî, ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹) ïiä-
ìíîæèíó N ⊆ Nn, òî ðå÷åííÿ A ∨ B âèçíà÷à¹ (âiäïîâiäíî, ïðà-
âèëüíî âèçíà÷à¹) ïiäìíîæèíó M ∪N , à ðå÷åííÿ A∧B âèçíà÷à¹
(âiäïîâiäíî, ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹) ïiäìíîæèíó M ∩N .

3. Îá'¹äíàííÿ é ïåðåòèí äîâiëüíèõ íàïiâàðèôìåòè÷íèõ (àðèôìå-
òè÷íèõ, ïðàâèëüíî àðèôìåòè÷íèõ) ïiäìíîæèí çíîâ ¹ òàêèìè æ
ïiäìíîæèíàìè. Çàóâàæèìî, ùî äîïîâíåííÿ àðèôìåòè÷íî¨ (ïðà-
âèëüíî àðèôìåòè÷íî¨) ïiäìíîæèíè çíîâ ¹ òàêîþ æ ìíîæèíîþ
çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, àëå äîïîâíåííÿ íàïiâàðèôìåòè÷íî¨ ïiäìíî-
æèíè ìîæå íå áóòè íàïiâàðèôìåòè÷íèì (òàê, î÷åâèäíî, áóäå,
ÿêùî öÿ ìíîæèíà íå àðèôìåòè÷íà). (Ñêîðèñòàéòåñÿ òâåðäæå-
ííÿì 3.1.4.4.)

Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ âàæëèâó ðîëü âiäiãðàâàòèìå òàê çâàíà ôóíêöiÿ
�åäåëÿ

β(x, y, z) = res(x, y(z + 1) + 1).
Ç òâåðäæåííÿ 3.2.8 âèïëèâà¹, ùî öÿ ôóíêöiÿ ïðàâèëüíî àðèôìåòè÷íà.
Ìè ïîçíà÷èìî B(x, y, z, t) ðå÷åííÿ, ÿêå ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ öþ ôóíêöiþ
(äîâiëüíå; ïîáóäîâó ïðèêëàäó òàêîãî ðå÷åííÿ ìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó ÿê
âïðàâó). Ðîëü ôóíêöi¨ �åäåëÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ðåçóëüòàòîì.

Ëåìà 3.2.10. Äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë c0, c1, . . . , cn iñíóþòü
òàêi a, b, ùî β(a, b, k) = ck äëÿ âñiõ k = 0, 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî ÷èñëî b, ÿêå äiëèòüñÿ íà n! òà ¹ áiëüøèì çà
âñi ÷èñëà ck (íàïðèêëàä, n!(m + 1), äå m = max[ck/n!]). Òîäi âñi ÷èñëà
dk = b(k+1)+1 ïîïàðíî ñïiâïåðâèííi (íå ìàþòü ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ, êðiì
1). Äiéñíî, ñïiëüíèé äiëüíèê dk òà dl (k 6= l) äiëèòü òàêîæ dk−dl = b(k−l),
àëå íå ìà¹ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ ç b (êðiì 1), áî b i dk ñïiâïåðâèííi. Îòæå,
âií äiëèòü k− l i, îñêiëüêè 0 < |k− l| 6 n, äiëèòü òàêîæ n!, à òîìó é b, ùî
íåìîæëèâî. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåïåð òàê çâàíîþ ¾êèòàéñüêîþ òåîðåìîþ ïðî
ëèøêè¿ (äèâ. íèæ÷å âïðàâó 3.2.11). Çãiäíî ç íåþ, iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå
÷èñëî a, ùî a ≡ ck (mod dk) äëÿ âñiõ k = 0, 1, . . . , n. Îñêiëüêè ck < dk,
òî çâiäñè îäåðæèìî, ùî ck = res(a, dk) = β(a, b, k) �

Âïðàâà 3.2.11. Äîâåäiòü ¾êèòàéñüêó òåîðåìó ïðî ëèøêè¿:
ßêùî íàòóðàëüíi ÷èñëà d1, d2, . . . , dn ïîïàðíî ñïiâïåðâèííi, òî äëÿ

äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ c1, c2, . . . , cn iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå a, ùî a ≡ ck
(mod dk) äëÿ âñiõ k = 1, 2, . . . , n.

Âêàçiâêà: ßêùî n = 2, ñêîðèñòàéòåñÿ òèì, ùî iñíóþòü òàêi öiëi
÷èñëà b1, b2, ùî b1c1 + b2c2 = 1. Äàëi âèêîðèñòàéòå iíäóêöiþ çà n.

3.3. Ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ââåäåìî äåÿêèé êëàñ àðèôìåòè÷íèõ ôóíêöié,
ÿêi çàäàþòüñÿ äîñèòü ïðîñòèìè ïðàâèëàìè. Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè
ïîáà÷èìî, ùî íàñïðàâäi âñi (íàïiâ)àðèôìåòè÷íi ôóíêöi¨ íàëåæàòü öüîìó
êëàñó. Öå áóäå îñíîâíèì êðîêîì ó äîâåäåííi òåîðåìè 3.2.5. Âèçíà÷èìî
ñïî÷àòêó äâi ïðîöåäóðè, ÿêèìè ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ ïðè ïîáóäîâi
öèõ ôóíêöié.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.1.
1. Íåõàé çàäàíî ôóíêöi¨ g : Nn → N i h : Nn+2 → N. Êàæóòü,

ùî ôóíêöiþ f : Nn → N îäåðæàíî ðåêóðñi¹þ (àáî ïðèìiòèâíîþ
ðåêóðñi¹þ) ç ôóíêöié g òà h, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ a1, a2, . . . , an

f(a1, a2, . . . , an, 0) = g (a1, a2, . . . , an)

i äëÿ êîæíîãî b

f(a1, a2, . . . , an, b+ 1) = h(a1, a2, . . . , an, b, g(a1, a2, . . . , an, b)).

Ìè ïèñàòèìåìî f = Rec(g, h) i íàçèâàòèìåìî g ïî÷àòêîâîþ óìî-
âîþ, à h � ðåêóðñèâíèì êðîêîì äëÿ f .

2. Íåõàé ôóíêöiÿ g : Nn+1 → N ìà¹ âëàñòèâiñòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
a1, a2, . . . , an iñíó¹ òàêå b, ùî g(a1, a2, . . . , an, b) = 0. Êàæóòü, ùî
ôóíêöiþ f : Nn → N îäåðæàíî ìiíiîáåðòàííÿì, àáî µ-îïåðàöi¹þ
ç ôóíêöi¨ g, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an

f (a1, a2, . . . , an) = min { b | g(a1, a2, . . . , an, b) = 0 } .
Ó öüîìó âèïàäêó ïèøóòü

f (x1, x2, . . . , xn) = µyg(x1, x2, . . . , xn, y).

(Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f íå çàëåæèòü âiä y; îñòàííÿ çìiííà ¹
ïîâ'ÿçàíîþ â öüîìó âèðàçi.)

Äîâåäåìî âàæëèâó âëàñòèâiñòü öèõ ïðîöåäóð.

Òåîðåìà 3.3.2. ßêùî ôóíêöiþ f îäåðæàíî ðåêóðñi¹þ àáî ìiíiîáåðòàííÿì
ç ïðàâèëüíî àðèôìåòè÷íèõ ôóíêöié, âîíà òàêîæ ¹ ïðàâèëüíî àðèôìå-
òè÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé f = µyg, äå g : Nn+1 → N ïðàâèëüíî âèðà-
æà¹òüñÿ ðå÷åííÿì G(x1, x2, . . . , xn, y, z); çîêðåìà, f(a, b) = 0 òîäi é ëèøå
òîäi, êîëè A ` G(a, b, 0) ∧ (G(a, b, z) ⇒ z = 0). Ïîêàæåìî, ùî f ïðà-
âèëüíî âèðàæà¹òüñÿ ðå÷åííÿì

F(x, y) = G(x, y, 0) ∧ ∀z
(
z < y ⇒ ¬G(x, z, 0)

)
.

Äiéñíî, ÿêùî f(a) = b, òî A ` G(a, b, 0) ∧ (G(a, b, z) ⇒ z = 0). ßêùî
b = 0, òî ç A ` ¬z < 0 îäåðæèìî A ` F(x, 0). Êðiì òîãî, A ` y 6=
0 ⇒ 0 < y, ùî ðàçîì ç A ` G(x, 0, 0) äà¹ A ` y 6= 0 ⇒ ¬F(a, y). Òîìó
A ` F(a, 0) ∧ (F(a, y) ⇒ y = 0).

Íåõàé b > 0. ßêùî k < b, òî f(a, k) 6= 0, çâiäêè, çà òâåðäæåííÿì
3.2.6, A ` ¬G(a, k, 0). Îñêiëüêè y < b ≡A y = 0 ∨ y = 1 ∨ y = b − 1, òî
ìà¹ìî A ` y < b ⇒ ¬G(x, y, 0), òîáòî A ` F(a, b). Àëå A ` y 6= b ⇒
y < b ∨ y < b, à ç G(a, b, 0) âèïëèâà¹, ùî A ` b < y ⇒ ¬F(a, y). Òîìó
A ` y 6= b⇒ ¬F(a, y) i A ` F(a, y) ⇒ y = b, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

2. Íåõàé òåïåð f = Rec(g, h), äå g i h ïðàâèëüíî âèðàæàþòüñÿ, âiä-
ïîâiäíî, ðå÷åííÿìè G(x, y) òà H(x, y, z, t). Ïîêàæåìî, ùî f ïðàâèëüíî
âèðàæà¹òüñÿ ðå÷åííÿì

F(x, y, z) =
(
y = 0 ⇒ G(x, z)

)
∧

∧ ∃u∃v∀t∃w
(
(t = 0 ⇒ G(x,w)) ∧

(
t < y ⇒ ∃w′(B(u, v, t,w)∧

∧ B(u, v, t + 1,w′) ∧H(x, t,w,w′)
))
∧ B(u, v, y, z)

)
,
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äå B(x, y, z, t)� ðå÷åííÿ, ÿêå ïðàâèëüíî âèðàæà¹ ôóíêöiþ �åäåëÿ β(x, y, z).
Äiéñíî, íåõàé c = f(a, b). ßêùî b = 0, òî c = g(a), òîìó A ` G(a, c) ∧
(G(a, z) ⇒ z = 0). Çîêðåìà, A ` F(a, 0, c). Êðiì òîãî, ç F(a, 0, z) âèâîäè-
òüñÿ, ùî G(a, z), à òîìó é z = c. Îòæå, òàêîæ A ` F(a, 0, z) ⇒ z = c.

Íåõàé b 6= 0. Ïîçíà÷èìî cm = f(a,m) äëÿ m = 1, 2, . . . , b; çîêðåìà,
cb = c. Çà ëåìîþ 3.2.10 iñíóþòü ÷èñëà k, l òàêi, ùî β(k, l,m) = f(a,m)
äëÿ âñiõ m 6 b. Òîäi A ` B(k, l,m, cm) ∧ (B(k, l,m,w) ⇒ w = cm). Êðiì
òîãî, A ` G(a, c0) ∧ (G(a,w) ⇒ w = 0). Äëÿ êîæíîãî m < b òàêîæ
cm+1 = h(a,m, cm), òîìó A ` H(a,m, cm, cm+1) ∧ (H(a,m, cm,w) ⇒ w =
cm+1). Çâiäñè, çîêðåìà,

A ` ∀t∃w
(
(t = 0 ⇒ G(a,w)) ∧

(
t < b⇒ ∃w′(B(k, l, t,w)∧

∧ B(k, l, t + 1,w′) ∧H(a, t,w,w′)
))
∧ B(k, l, b, c)

)
,

îòæå, A ` F(a, b, c).
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî F(a, b, z). Îñêiëüêè b 6= 0, öå ðiâíîñèëüíî

∃u∃v∀t∃w
(
(t = 0 ⇒ G(a,w)) ∧

(
t < b⇒ ∃w′(B(u, v, t,w)∧

∧ B(u, v, t + 1,w′) ∧H(a, t,w,w′)
))
∧ B(u, v, b, z)

)
.

Ââåäåìî êîíñòàíòè d, d′ òàêi, ùî

∀t∃w
(
(t = 0 ⇒ G(a,w)) ∧

(
t < b⇒ ∃w′(B(d, d′, t,w)∧

∧ B(d, d′, t + 1,w′) ∧H(a, t,w,w′)
))
∧ B(d, d′, b, z)

)
.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ÷èñëà b′ < b

∃w∃w′((b′ = 0 ⇒ G(a,w)) ∧ B(d, d′, b′,w) ∧ B(d, d′, b′ + 1,w′)∧
∧H(a, b′,w,w′)

)
.

Çíîâ-òàêè, ìîæíà âèáðàòè êîíñòàíòè e, e′ òàêi, ùî

(b′ = 0 ⇒ G(a, e)) ∧ B(d, d′, b′, e) ∧ B(d, d′, b′ + 1, e′) ∧H(a, b′, e, e′).

Îñêiëüêè öi êîíñòàíòè çàëåæàòü âiä b′, ìè ïèñàòèìåìî e(b′) òà e′(b′). Îñ-
êiëüêè ðå÷åííÿ G ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ f , òî ç G(a, e(0)) îäåð-
æó¹ìî e(0) = c0. Äàëi, àíàëîãi÷íî, ç B(d, d′, b′ + 1, e′(b′)) òà B(d, d′, b′ +
1, e(b′ + 1)) âèâîäèìî e′(b′) = e(b′ + 1) = β(d, d′, b′ + 1). Íàðåøòi, ç
H(a, b′, e(b), e′(b′)) îäåðæó¹ìî e′(b′) = h(a, b′, e(b′)). Òåïåð, ïî÷èíàþ÷è ç
b′ = 0, âèâîäèìî e′(0) = e(1) = h(a, 0, c0) = c1, e′(1) = e(2) = h(a, 1, c1) =
c2, . . . , e′(b−1) = h(a, b−1, cb−1) = cb = c. Îñêiëüêè, êðiì òîãî, B(d, d′, b, z),
òî ç ðiâíîñòi β(d, d′, b) = c îäåðæó¹ìî z = c. Îòæå, A ` F(a, b, z) ⇒ z = c,
òîáòî ðå÷åííÿ F ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ f �

Ââåäåìî òåïåð ãîëîâíèõ ïåðñîíàæåé íàøîãî ðîçãëÿäó. Ïîçíà÷èìî
O(x) ôóíêöiþ, òîòîæíî ðiâíó 0, S(x) = x+ 1.
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Îçíà÷åííÿ 3.3.3.
1. Ôóíêöiÿ f : Nn → N íàçèâà¹òüñÿ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ, ÿêùî

¨¨ ìîæíà îäåðæàòè ç ôóíêöié O, S òà ïðîåêòîðiâ pnk (k 6 n, n, k ∈
N) îïåðàöiÿìè ïiäñòàíîâêè òà ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨.

2. Ôóíêöiÿ f : Nn → N íàçèâà¹òüñÿ ðåêóðñèâíîþ, ÿêùî ¨¨ ìîæíà
îäåðæàòè ç ôóíêöié O, S òà ïðîåêòîðiâ pnk (k 6 n, n, k ∈ N)
îïåðàöiÿìè ïiäñòàíîâêè, ïðèìiòèâíî¨ ðåêóðñi¨ òà ìiíiîáåðòàííÿ.

3. ÏiäìíîæèíàM ⊆ Nn íàçèâà¹òüñÿ ðåêóðñèâíîþ (âiäïîâiäíî, ïðèìiòèâ-
íî-ðåêóðñèâíîþ), ÿêùî òàêîþ ¹ ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ.

Íàäàëi íå áóäåìî ðîçðiçíÿòè ïiäìíîæèíóM ⊆ Nn òà ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íó
ôóíêöiþ χM i ïèñàòèìåìî M (x1, x2, . . . , xn) çàìiñòü χM (x1, x2, . . . , xn).
Îòæå, (a1, a2, . . . , an) ∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè M (a1, a2, . . . , an) = 0,
à (a1, a2, . . . , an) /∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè M (a1, a2, . . . , an) = 1.

Ç ïðèêëàäiâ 3.2.8 òà òåîðåìè 3.3.2 îäðàçó âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 3.3.4. Êîæíà ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ (ïiäìíîæèíà) ¹ ïðà-
âèëüíî àðèôìåòè÷íîþ.

Îòæå, òåîðåìà 3.2.5 âèïëèâà¹ ç òàêîãî ðåçóëüòàòó, ÿêèé áóäå äîâåäåíî
â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Òåîðåìà 3.3.5.
1. Êîæíà íàïiâàðèôìåòè÷íà ôóíêöiÿ ðåêóðñèâíà.
2. Êîæíà àðèôìåòè÷íà ïiäìíîæèíà ðåêóðñèâíà.

Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî ðåêóðñèâíiñòü äåÿêèõ êëàñiâ ôóíêöié. Ïîêàæåìî
ïåðø çà âñå, ùî ïåðåñòàíîâêè òà îòîòîæíåííÿ àðãóìåíòiâ íå ïîðóøóþòü
ðåêóðñèâíiñòü.

Òâåðäæåííÿ 3.3.6. Íåõàé f (x1, x2, . . . , xn) � ðåêóðñèâíà (ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíà) ôóíêöiÿ. Òîäi òàêîþ æ ¹ i ôóíêöiÿ f(xk1 , xk2 , . . . , xkn) äëÿ
äîâiëüíîãî âèáîðó iíäåêñiâ ki ∈ { 1, 2, . . . , n } (íå îáîâ'ÿçêîâî ðiçíèõ).

Äîâåäåííÿ. Öþôóíêöiþ ìîæíà çàïèñàòè ÿê ðåçóëüòàò ïiäñòàíîâêè
f(pnk1 , . . . , p

n
kn

) �

Òâåðäæåííÿ 3.3.7. Êîæåí ìíîãî÷ëåí ç íàòóðàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè
¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ ôóíêöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî äîâåñòè ïðèìiòèâíó ðåêóðñèâíiñòü
ôóíêöié x+ y òà xy. Îäíàê âîíè âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðåêóðñié:

x+ 0 = x = p1
1(x),

x+ (y + 1) = (x+ y) + 1 = S(x+ y);

x · 0 = 0 = O(x),

x(y + 1) = xy + x.

(Ïðè ðîçãëÿäi äîáóòêó ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî ïîïåðåäíi ðÿäêè äîâî-
äÿòü ïðèìiòèâíó ðåêóðñèâíiñòü ñóìè) �
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Òâåðäæåííÿ 3.3.8. Íàâåäåíi äàëi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè:

S∗(x) =

{
0 ÿêùî x = 0,
x− 1 ÿêùî x 6= 0;

(i)

x−. y =

{
0 ÿêùî x 6 y,

x− y ÿêùî x > y;
(ii)

|x− y|;(iii)

sg(x) =

{
0 ÿêùî x = 0,
1 ÿêùî x 6= 0;

(iv)

res(x, y);(v)

[x/y].(vi)

Äîâåäåííÿ. (i) S∗(0) = 0, S∗(x+ 1) = x.
(ii) x−. 0 = x, x−. (y + 1) = S∗(x−. y).
(iii) |x− y| = (x−. y) + (y −. x).
(iv) sg(0) = 0, sg(x+ 1) = 1.
(v) res(0, y) = 0, res(x+ 1, y) = S(res(x, y)) · sg(|y − S(res(x, y))|). Òóò

âèðàæåíî òîé ôàêò, ùî êîëè y 6= 0 i res(x, y) + 1 < y, òî res(x + 1, y) =
res(x, y)+1, ÿêùî æ res(x, y)+1 = y, òî res(x+1, y) = 0. Ïåðåâiðòå ñàìi,
ùî ôîðìóëà äëÿ res(x+ 1, y) çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ é ïðè y = 0.

(vi) [0/y] = 0, [(x+ 1)/y] = [x/y] + (1−. sg(|y − S(res(x, y)|) (ïîÿñíiòü,
÷îìó) �

Ïîçíà÷èìî òàêîæ

sg(x) = 1−. sg(x) =

{
1 ÿêùî x = 0,
0 ÿêùî x 6= 0.

Âïðàâà 3.3.9. Äîâåäiòü ïðèìiòèâíó ðåêóðñèâíiñòü ôóíêöié:

x!, xy, [ x
√
y], min(x, y), max(x, y),

min (x1, x2, . . . , xn) , max (x1, x2, . . . , xn) .

Òóò [ x
√
y] � öå öiëà ÷àñòèíà êîðåíÿ, òîáòî ÿêùî x 6= 0, íàéáiëüøå íà-

òóðàëüíå z òàêå, ùî zx 6 y. Ââàæà¹ìî òàêîæ, ùî [ 0
√
y] = 0 äëÿ âñiõ

y.

Òâåðäæåííÿ 3.3.10. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x1, x2, . . . , xn, y) � ðåêóðñèâ-
íà (ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà). Òîäi òàêèìè æ ¹ ôóíêöi¨:∏

z6yf(x1, x2, . . . , xn, z) =
∏y
k=0f(x1, x2, . . . , xn, k);(i) ∑

z6yf(x1, x2, . . . , xn, z) =
∑y

k=0f(x1, x2, . . . , xn, k);(i)

µz<yf(x1, x2, . . . , xn, z) =(iii)

=

{
y, ÿêùî f(x, k) 6= 0 äëÿ âñiõ k < y,

min { k | f(x, k) = 0 } iíàêøå.

Òå ñàìå ìà¹ ìiñöå, ÿêùî â öèõ îçíà÷åííÿõ çíàê 6 âñþäè çàìiíèòè íà
çíàê <.
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Äîâåäåííÿ. (i)
∏
z60 f(x, z) = 1 i∏

z6y+1f(x, z) = f(x, y + 1)
∏
z6yf(x, z).

Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ (ii).
(iii) µz<0f(x, z) = 0 i

µz<y+1f(x, z) = sg(f(x, µz<yf(x, z)))·
· µz<yf(x, z)(y + 1) sg(f(x, µz<yf(x, z))) �

ßêùî çàäàíî n-ìiñíå âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi N, òîáòî ôóíêöiÿ P :
Nn → B, éîãî ìîæíà îòîòîæíèòè ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âiä-
ïîâiäíî¨ ïiäìíîæèíè. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç íàøèì îçíà÷åííÿì õà-
ðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ ìè ôàêòè÷íî çàìiíþ¹ìî áóëåâå çíà÷åííÿ ¾âið-
íèé¿, àáî 1, íà ÷èñëîâå çíà÷åííÿ 0, à áóëåâå çíà÷åííÿ ¾õèáíèé¿, àáî
0, � íà ÷èñëîâå çíà÷åííÿ 1. Çîêðåìà, ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ðåêóðñèâ-
íi (ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi) âiäíîøåííÿ. Äî òàêèõ âiäíîøåíü ìè áóäåìî
âiëüíî çàñòîñîâóâàòè ëîãi÷íi ñïîëó÷íèêè. Îñêiëüêè âñi ëîãi÷íi ñïîëó÷íè-
êè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ∧, ∨ òà ¬, ïðè÷îìó ¬P = 1−. P , P ∧Q = min(P,Q)
i P ∨Q = max(P,Q), òî çàñòîñóâàííÿ ëîãi÷íèõ ñïîëó÷íèêiâ äî ðåêóðñèâ-
íèõ (ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèõ) âiäíîøåíü çíîâ äà¹ òàêi ñàìi âiäíîøåííÿ.

Ïðèêëàä 3.3.11.
1. Íàâåäåíi âiäíîøåííÿ ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè:

(a) x = y � âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ¹ sg(|x− y|).
(b) x < y � âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ¹ sg(y −. x).
(c) x|y � âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ¹ sg(res(y, x)).
(d) Pr(x) =¾x � ïåðâèííå ÷èñëî¿ � âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ¹ sg(x−.

1) sg(|D(x) − 2|), äå D(x) =
∑

y6x sg(res(x, y)) � êiëüêiñòü
äiëüíèêiâ ÷èñëà x.

2. Íàâåäåíi ôóíêöi¨ ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè:
(a) p(x) =¾ïåðâèííå ÷èñëî ç íîìåðîì x¿ (òîáòî, p(0) = 2, p(1) =

3, p(2) = 5, . . . ). Äiéñíî, p(0) = 2 i p(x+1) = µz<p(x)!+1g(x, z),
äå g(x, y) = (p(x) < y ∧ Pr(y)).

(b) v(x, y) =¾ïîêàçíèê, ç ÿêèì ïåðâèííå ÷èñëî p(y) âõîäèòü ó
ðîçêëàä ÷èñëà x íà ïåðâèííi ìíîæíèêè¿ (ââàæà¹ìî, ùî v(0, y) =
0). Äiéñíî,

v(x, y) = µz<xg(x,p(y), z), äå g(x, y, z) = ¬yz+1|x.

(c) Òàê ñàìî ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ ¹ ôóíêöiÿ
len(x) = max { y | v(x, y) 6= 0 } (ïåðåâiðòå öå).

(d) Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ x∗y (¾ç÷åïëåííÿ¿, àáî ¾êîíêàòåíàöiÿ¿)
ó òàêèé ñïîñiá:

x ∗ y = p(0)k0 p(1)k1 . . .p(r)kr p(r+ 1)l0 p(r+ 2)l1 . . .p(r+ s+ 1)ls ,

ÿêùî x = p(0)k0 p(1)k1 . . .p(r)kr , äå r = len(x), à y = p(0)l0 p(1)l1
. . .p(s)ls , äå s = len(y). Öÿ ôóíêöiÿ òàêîæ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà:

x ∗ y = x
∏
z6len(y)

p(len(x) + z + 1)v(y,z).
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(e) ßêùî ôóíêöiÿ f(x, y) ðåêóðñèâíà (ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà),
òî òàêîþ æ ¹ ôóíêöiÿ

f ](x, y) =
∏
z<y

p(z)f(x,z)

(ïîÿñíiòü, ÷îìó). Íàâïàêè, ÿêùî ôóíêöiÿ f ] ðåêóðñèâíà (ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíà), òî òàêîþ æ ¹ i f(x, y) = v(f ](x, y + 1), y). Öå
äà¹ ìîæëèâiñòü âèêîðèñòîâóâàòè ¾ðåêóðñiþ çà âñiìà ïîïåðå-
äíiìè çíà÷åííÿìè¿, à ñàìå, çàäàâàòè ôóíêöiþ f ïðàâèëîì
f(x, y) = h(x, y, f ](x, y)). ßêùî h ðåêóðñèâíà (ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíà), òàêîþ æ ¹ é f ], îñêiëüêè f ](x, 0) = 1 i

f ](x, y + 1) = f ](x, y) p(y)f(x,y) = f ](x, y) p(y)h(x,y,f
](x,y)),

à òîìó é f . Çàóâàæèìî, ùî f ](x, y) ìiñòèòü ïîâíó iíôîð-
ìàöiþ ïðî âñi çíà÷åííÿ f(x, z) ïðè z < y. Ñàìå, f(x, z) =
v(f ](x, y), z).

(f) Çîêðåìà, ðåêóðñèâíîþ (ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîþ) ¹
ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà ¾äîâãîþ ðåêóðñi¹þ¿:

f(x, 0) = g0(x), f(x, 1) = g1(x), . . . , f(x,m) = gm(x),

f(x, y +m+ 1) = h(x, y, f(x, y),x(y + 1), . . . ,x(y +m)),

äå ôóíêöi¨ gk òà h ðåêóðñèâíi (ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi), à m
� ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Äîâåäåííÿ çàëèøà¹ìî ÷èòà-
÷ó ÿê êîðèñíó âïðàâó.

(g) Íàãàäà¹ìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó m > 1 êîæíå íàòóðàëü-
íå ÷èñëî x îäíîçíà÷íî çàïèñó¹òüñÿ ó m-¨÷íié ñèñòåìi ÷è-
ñëåííÿ, òîáòî ó âèãëÿäi a0 + a1m + a2m

2 + · · · + arm
r, äå

0 6 ak < m äëÿ âñiõ k. Î÷åâèäíî, òóò r = [logm x], òîá-
òî max

{
l | ml 6 x

}
. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî öÿ ôóíêöiÿ

ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà (äîâåäiòü öå). Íàçâåìî ÷èñëî ak k-
èì m-¨÷íèì çíàêîì ÷èñëà x i ïîçíà÷àòèìåìî éîãî Z(x, k,m).
Ëåãêî áà÷èòè, ùî Z(x, k,m) = res([x/mk],m), îòæå, öå òåæ
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ.

(h) ßêùî ôóíêöi¨ g1, g2, . . . , gn òà âiäíîøåííÿ R1,R2, . . . , Rm ðå-
êóðñèâíi (ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi), ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî a
iñòèííèì ¹ òî÷íî îäíå ç öèõ âiäíîøåíü, òî òàêîþ æ ¹ ôóíêöiÿ

f(x) =


g1(x) ÿêùî iñòèííå R1(x),
g2(x) ÿêùî iñòèííå R2(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

gm(x) ÿêùî iñòèííå Rm(x).

Äiéñíî, f(x) =
∑m

k=1gk(x)(1−. R(x)).

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí âàæëèâèé êëàñ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié, ÿêi âñòà-
íîâëþþòü âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ Nn òà N äëÿ äîâiëüíîãî
n.
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Òåîðåìà 3.3.12. Äëÿ êîæíîãî n > 2 iñíóþòü òàêi ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ σnk (x) (k = 1, 2, . . . , n) òà τn (x1, x2, . . . , xn), ùî

τn(σn1 (x), σn2 (x), . . . , σnn(x)) = x;

σnk (τ (x1, x2, . . . , xn)) = xk äëÿ êîæíîãî k.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó n = 2. Îñêiëüêè öåé âèïàäîê áóäå äëÿ
íàñ îñîáëèâî âàæëèâèì, ìè ïèñàòèìåìî τ çàìiñòü τ2 i σk (k = 1, 2) çà-
ìiñòü σ2

k. Ïàðè (a, b) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà ïåðåíóìåðóâàòè ¾ïî äi-
àãîíàëÿõ¿:

(0, 0) (0, 1)

wwpppppp
(0, 2)

wwpppppp
(0, 3)

wwpppppp

(1, 0) (1, 1)

wwpppppp
(1, 2)

wwpppppp

(2, 0 (2, 1)

wwpppppp

(3, 0)

Iíàêøå êàæó÷è, ïàðà (a, b) ïåðåäó¹ â öié íóìåðàöi¨ ïàði (a′, b′), ÿêùî
a + b < a′ + b′ àáî a + b = a′ + b′ i a < a′. Îñêiëüêè âñüîãî ¹ m + 1 ïàðà
ç a+ b = m, îòæå, m(m+ 1)/2 ïàð ç a+ b < m, íîìåð τ(a, b) ïàðè (a, b)
ó öié íóìåðàöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ τ(a, b) = a+ (a+ b)(a+ b+ 1)/2
(íàãàäà¹ìî, ùî íóìåðàöiÿ ïî÷èíà¹òüñÿ ç íóëÿ: τ(0, 0) = 0). Íàâïàêè,
ÿêùî çàäàíî íîìåð c, òî ùîá âèçíà÷èòè êîîðäèíàòè ïàðè (σ1(c), σ2(c))
ç íîìåðîì c, òðåáà ñïî÷àòêó çíàéòè êiëüêiñòü d ïîâíèõ äiàãîíàëåé, ÿêi
ïåðåäóþòü öié ïàði: d � íàéáiëüøå íàòóðàëüíå ÷èñëî òàêå, ùî d(d +
1)/2 6 c, òîáòî d =

[
(
√

8c+ 7 − 1)/2
]
. Ïiñëÿ öüîãî îäåðæó¹ìî: σ1(c) =

c− d, σ2(c) = d−σ1(c). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ, ÿêîþ âèçíà÷à¹òüñÿ d,
ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà (çàëèøà¹ìî äîâåäåííÿ öüîãî ÷èòà÷ó); îòæå, âñi
ôóíêöi¨ τ, σ1, σ2 ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíi.

Çàãàëüíèé âèïàäîê äîâîäèòüñÿ iíäóêöi¹þ çà n: ÿêùî σnk òà τn óæå
ïîáóäîâàíi, ìîæíà ïîêëàñòè

τn+1 (x1, x2, . . . , xn+1) = τn(x1, x2, . . . , xn−1, τ
2(xn, xn+1));

σn+1
k (x) =


σnk (x), ÿêùî k < n,

σ2
1(σ

n
n(x)), ÿêùî k = n,

σ2
2(σ

n
n(x)), ÿêùî k = n+ 1

(ïåðåâiðòå ïðàâèëüíiñòü öèõ ôîðìóë) �

Çàâäÿêè ôóíêöiÿì τn òà σnk ìè ìîæåìî (i áóäåìî, çà äåÿêèìè âè-
êëþ÷åííÿìè) íàäàëi ðîçãëÿäàòè çàìiñòü ïiäìíîæèí ó Nn òà ôóíêöié
Nn → N ïiäìíîæèíè â N òà ôóíêöi¨ N → N. Çîêðåìà, áóäåìî íàçèâà-
òè âiäîáðàæåííÿ f : Nn → Nm ðåêóðñèâíèì, ÿêùî òàêîþ ¹ êîìïîçè-
öiÿ σn ◦ f ◦ τm, äå σn(x) = (σn1 (x), . . . , σnn(x)). Ðiâíîñèëüíà âëàñòèâiñòü:
f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), äå âñi ôóíêöi¨ fi ðåêóðñèâíi (ïîÿñíiòü, ÷îìó.)
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3.4. Ðåêóðñèâíiñòü àðèôìåòè÷íèõ ôóíêöié òà ìíîæèí

Ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.5. Âîíî áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ ðå-
êóðñèâíèõ ôóíêöié òà òàê çâàíié  åäåëiâñüêié íóìåðàöi¨ ðå÷åíü ôîð-
ìàëüíî¨ àðèôìåòèêè. Âèçíà÷èìî ¨¨ ó âàðiàíòi, äåùî âiäìiííîìó âiä îðè-
ãiíàëüíîãî  åäåëiâñüêîãî. Îñêiëüêè íàì ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè íå ëèøå
îêðåìi ðå÷åííÿ, àëå é ¨õíi ïîñëiäîâíîñòi (íàïðèêëàä, âèâîäè), äîäàìî
äî àëôàâiòó ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè ùå ðîçäiëîâèé çíàê _. Òàêèì ÷è-
íîì, ïîñëiäîâíiñòü ðå÷åíü âèãëÿäà¹ ÿê R1_R2_ . . . _Rn, äå Ri � îêðåìi
ðå÷åííÿ. Îòæå, çàãàëîì íàø àëôàâiò A ñêëàäà¹òüñÿ ç 16 ñèìâîëiâ:

0 1 v | E S P ∨ ∧ ⇒ ¬ ∀ ∃ ( ) _

Ïåðø çà âñå ìè ïðîíóìåðó¹ìî âñi ñëîâà â öüîìó àëôàâiòi.

Îçíà÷åííÿ 3.4.1.
1. �åäåëiâñüêi íîìåðè ëiòåð àëôàâiòó A âèçíà÷àþòüñÿ òàáëèöåþ:

0 1 v | E S P ∨ ∧ ⇒ ¬ ∀ ∃ ( ) _

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

�åäåëiâñüêèé íîìåð ëiòåðè a ïîçíà÷à¹òüñÿ γ(a).
2. �åäåëiâñüêèé íîìåð ñëîâà w = anan−1 . . . a1a0 â àëôàâiòi A âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÿê γ(w) = 16nγ(an)+16n−1γ(an−1)+ · · ·+16γ(a1)+γ(a0).
Iíøèìè ñëîâàìè, ãåäåëiâñüêèé íîìåð ñëîâà � öå ÷èñëî, 16-ði÷íèé
çàïèñ ÿêîãî ñêëàäà¹òüñÿ ç  åäåëiâñüêèõ íîìåðiâ éîãî ëiòåð (ó òî-
ìó ñàìîìó ïîðÿäêó). Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî çi çâè÷à¹ì ìè íóìå-
ðó¹ìî öèôðè (à òîìó é ëiòåðè) ñïðàâà íàëiâî.

Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ γ âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà-
÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ñëîâàìè â àëôàâiòi A òà íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè.
Íàäàëi ìè ÷àñòî êàçàòèìåìî ¾íîìåð ñëîâà¿ çàìiñòü ¾ åäåëiâñüêèé íî-
ìåð¿, îñêiëüêè íiÿêèõ iíøèõ íîìåðiâ ñëîâàì â àëôàâiòi A ìè íå ïðèïè-
ñó¹ìî.

Ïðè îá÷èñëåííi  åäåëiâñüêèõ íîìåðiâ ïîñòiéíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôóí-
êöi¨ l(n) = [log16 n] + 1 (äîâæèíà 16-ði÷íîãî çàïèñó ÷èñëà n) òà Zk(n) =
Z(n, k, 16) (k-é 16-ði÷íèé çíàê ÷èñëà n); äèâ. ïðèêëàä 3.3.11.2g.

Ïðèêëàä 3.4.2.
1. �åäåëiâñüêèé íîìåð ïîñòóëàòó Evv äîðiâíþ¹ 4 · 162 + 2 · 16 + 2 =

1072.
2. �åäåëiâñüêèé íîìåð òåðìà n = SS . . . S︸ ︷︷ ︸

n−1

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

äîðiâíþ¹

5 · 162n−2 + 5 · 162n−3 · · ·+ 5 · 16n + 16n−1 + 16n−2 + · · ·+ 1.

3. �åäåëiâñüêèé íîìåð ïðèïèñóâàííÿ ñëiâ w0w1w2 . . . wn äîðiâíþ¹

(3.4.1) γ(wn) + γ(wn−1) · 16l(wn) + γ(wn−2) · 16l(wn)+l(wn−1)+

+ · · ·+ γ(w0) · 16
∑n

k=1
l(wk)
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(ïîÿñíiñòü, ÷îìó).
4. Íàïðèêëàä, ÿêùî γ(w) = n, γ(w′) = m, òî  åäåëiâñüêèé íîìåð

ïîñëiäîâíîñòi w_(w ⇒ w′)_w′ äîðiâíþ¹

m+ 15 · 16l(m) + 14 · 16l(m)+1 +m · 16l(m)+2+

+ 9 · 162l(m)+2 + n · 162l(m)+3 + 13 · 162l(m)+l(n)+3+

+ 15 · 162l(m)+l(n)+4 + n · 162l(m)+l(n)+5.

Òâåðäæåííÿ 3.4.3. Íàâåäåíi âiäíîøåííÿ òà ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíèìè:

1. Var(x) � ¾x �  åäåëiâñüêèé íîìåð çìiííî¨¿.
2. Term(x) � ¾x �  åäåëiâñüêèé íîìåð òåðìà¿.
3. Atom(x) � ¾x �  åäåëiâñüêèé íîìåð àòîìà (åëåìåíòàðíîãî ðå-

÷åííÿ)¿.
4. Sent(x) � ¾x �  åäåëiâñüêèé íîìåð ðå÷åííÿ¿.
5. MP(x, y, z) � ¾ðå÷åííÿ ç íîìåðîì x îäåðæàíå çà ïðàâèëîì modus

ponens ç ðå÷åíü ç íîìåðàìè y òà z¿.
6. Occ(x, y, z) � ¾çìiííà ç íîìåðîì y âõîäèòü ó ðå÷åííÿ ç íîìåðîì
x, ïðè÷îìó ïåðøà çëiâà öèôðà öüîãî âõîäæåííÿ çíàõîäèòüñÿ íà
z-ìó ìiñöi ó 16-ði÷íîìó çàïèñó ÷èñëà x¿.

7. Oct(x, y) � ¾çìiííà ç íîìåðîì y âõîäèòü ó òåðì ç  åäåëiâñüêèì
íîìåðîì x¿.

8. Dom(x, y, z) � ¾ó ðå÷åííi ç íîìåðîì x âõîäæåííÿ çìiííî¨, 16-
ði÷íèé çàïèñ ÿêîãî ïî÷èíà¹òüñÿ ç z-ãî ìiñöÿ, çíàõîäèòüñÿ â îáëà-
ñòi êâàíòîðà Qv, äå v � çìiííà ç íîìåðîì y¿.

9. Free(x, y, z) � ¾âõîäæåííÿ çìiííî¨ ç íîìåðîì y ó ðå÷åííÿ ç íîìå-
ðîì x, 16-ði÷íèé çàïèñ ÿêîãî ïî÷èíà¹òüñÿ ç z-ãî ìiñöÿ, ¹ âiëüíèì¿.

10. Sub(x, y, z) � íîìåð ðå÷åííÿ, îäåðæàíîãî ç ðå÷åííÿ ç íîìåðîì x
ïiäñòàíîâêîþ òåðìà ç íîìåðîì y çàìiñòü çìiííî¨ ç íîìåðîì z.

11. Gen(x, y) � ¾ðå÷åííÿ ç íîìåðîì x îäåðæàíå ç ðå÷åííÿ ç íîìåðîì
y óçàãàëüíåííÿì¿.

12. Tfr(x, y, z) � ¾òåðì ç íîìåðîì y ¹ âiëüíèì äëÿ çìiííî¨ ç íîìåðîì
y ó ðå÷åííi ç íîìåðîì z¿.

13. Ded(x, y) � ¾x � íîìåð âèâîäó (ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi) ðå-
÷åííÿ ç íîìåðîì y¿.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äîâåäåííÿ âñiõ ïóíêòiâ öüîãî òâåðäæåííÿ äó-
æå ïîäiáíi îäíå äî îäíîãî, òî âèêëàäåìî ëèøå ÷àñòèíó ç íèõ, ëèøàþ÷è
iíøi ÿê êîðèñíó é íå äóæå ñêëàäíó âïðàâó äëÿ ÷èòà÷à.

1. Ç îçíà÷åííÿ 2.1.1.2 âèïëèâà¹, ùî  åäåëiâñüêi íîìåðè çìiííèõ � öå
2 · 16n + 3 · 16n−1 + · · · + 3 · 16 + 3 (2 ïðè n = 0), äå x � äîâæèíà 16-
ði÷íîãî çàïèñó. Òîìó õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè öèõ íîìåðiâ
ìà¹ âèãëÿä

Var(x) = sg
(∣∣Zl(x)(x)− 2

∣∣ +
∑

y<l(x)

∣∣Zy(x)− 3
∣∣).

2. Ðåêóðñèâíà ïîáóäîâà òåðìiâ â îçíà÷åííi 2.1.1.3 i òå, ùî ôîðìàëüíà
àðèôìåòèêà ìiñòèòü äâi êîíñòàíòè, 0 òà 1, i äâà äâîìiñíi ôóíêöiîíàëè,
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S òà P , ïîêàçó¹, ùî

Term(x) = sg
(
(x−. 1)·(i)

·
∏
y<x

∏
z<x

(∣∣x− (
5 · 16l(y)+l(z) + y · 16l(z) + z

)∣∣+(ii)

+ Term(y) + Term(z)
)
·

·
∏
y<x

∏
z<x

(∣∣x− (
6 · 16l(y)+l(z) + y · 16l(z) + z

)∣∣+(iii)

+ Term(y) + Term(z)
))
.

Äiéñíî, ñïiâìíîæíèê ó ðÿäêó (i) äîðiâíþ¹ 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x =
0 = γ(0) àáî x = 1 = γ(1); ñïiâìíîæíèê ó ðÿäêó (ii) äîðiâíþ¹ 0 òîäi é ëè-
øå òîäi, êîëè 16-ði÷íèé çàïèñ ÷èñëà x ìà¹ âèãëÿä 5ab, äå a òà b� 16-ði÷íi
çàïèñè íîìåðiâ y = γ(v) òà z = γ(w), ïðè÷îìó v i w � òåðìè, îòæå x =
γ(Svw); òå ñàìå (iç çàìiíîþ 5 íà 6, à S íà P ) ñòîñó¹òüñÿ ñïiâìíîæíèêà
â ðÿäêó (iii). Çàóâàæèìî, ùî òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ ¾ðåêóðñi¹þ çà âñiìà
ïîïåðåäíiìè çíà÷åííÿìè¿ (ïðèêëàä 3.3.11.2e).

3. Åëåìåíòàðíi ðå÷åííÿ â àðèôìåòèöi ìàþòü âèãëÿä Et1t2, äå t1, t2
� òåðìè. Òîìó

Atom(x) = sg
(∏

y<x

∏
z<x

(∣∣x− (4 · 16l(y)+l(z) + y · 16l(z) + z)
∣∣+

+ Term(y) + Term(z)
))
.

4. Çíîâ-òàêè, ç ðåêóðñèâíîãî îçíà÷åííÿ 2.1.1.7 âèïëèâà¹, ùî

Sent(x) = sg
(

Atom(x)·

·
∏
y<x

(∣∣x− (10 · 16l(y) + y)
∣∣ + Sent(y)

)
·

·
∏
y<x

∏
z<x

(∣∣x− (13 · 16l(y)+l(z)+2 + y · 16l(z)+2 + 7 · 16l(z)+1+

+ z · 16 + 14)
∣∣ + Sent(y) + Sent(z)

)
·

·
∏
y<x

∏
z<x

(∣∣x− (13 · 16l(y)+l(z)+2 + y · 16l(z)+2 + 8 · 16l(z)+1+

+ z · 16 + 14)
∣∣ + Sent(y) + Sent(z)

)
·

·
∏
y<x

∏
z<x

(∣∣x− (13 · 16l(y)+l(z)+2 + y · 16l(z)+2 + 9 · 16l(z)+1+

+ z · 16 + 14)
∣∣ + Sent(y) + Sent(z)

)
·

·
∏
y<x

∏
z<x

(∣∣x− (11 · 16l(y)+l(z) + y · 16l(z) + z)
∣∣+

+ Var(y) + Sent(z)
)
·

·
∏
y<x

∏
z<x

(∣∣x− (12 · 16l(y)+l(z) + y · 16l(z) + z)
∣∣+

+ Var(y) + Sent(z)
))
.

5 � âïðàâà.
6. Çàóâàæèìî, ùî öèôðè 2 i 3 (íîìåðè ëiòåð v i |) ó 16-ði÷íîìó

çàïèñi  åäåëiâñüêîãî íîìåðà ðå÷åííÿ çàâæäè ¹ ñêëàäîâèìè ÷àñòèíàìè
 åäåëiâüêîãî íîìåðà çìiííî¨, ÿêà âõîäèòü ó öå ðå÷åííÿ, ïðè÷îìó ïåð-
øîþ çëiâà îáîâ'ÿçêîâî ¹ öèôðà 2, à íàñòóïíèé çà öèì âõîäæåííÿì çíàê
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âiäìiííèé âiä |. Òîìó

Occ(x, y, z) = sg
(

Sent(x) + Var(y) +
∣∣Zl(x)− 2

∣∣+
+

∣∣y − [
res(x, 16z+1)/16(z+1)−. l(y)

]∣∣ + sg
∣∣Zz−. l(y)(x)− 3

∣∣).
7 òà 8 � âïðàâè.
9. Free(x, y, z) = sg

(
Occ(x, y, z) + (1−. Dom(x, y, z))

)
.

10. Ââåäåìî ñïî÷àòêó ôóíêöiþ Sub1(x, y, z) �  åäåëiâñüêèé íîìåð
ðå÷åííÿ, îäåðæàíîãî ç ðå÷åííÿ ç íîìåðîì x ïiäñòàíîâêîþ òåðìà ç íîìå-
ðîì y çàìiñòü ïåðøîãî (ñïðàâà) âiëüíîãî âõîäæåííÿ çìiííî¨ ç íîìåðîì
z:

Sub1(x, y, z) = sg
(
(l(x)−. u) + Term(y)

)(
res(x, 16(u+1)−. l(z))+

+ 16(u+1)−. l(z)y + 16((u+1)−. l(z))+l(y)[x/16u+1]
)
+

+ sg
(
(l(x)−. u) + Term(y)

)
x,

äå u = µt<l(x) Free(x, z, t). Äiéñíî, ÿêùî äàíà çìiííà çîâñiì íå âõîäèòü
âiëüíî ó äàíå ðå÷åííÿ (àáî x � íå íîìåð ðå÷åííÿ, àáî y � íå íîìåð òåð-
ìà), òî u = l(x) i Sub1(x, y, z) = x. Iíàêøå ðå÷åííÿ ìà¹ âèãëÿä w1w2w3,
äå ñëîâî w2 � ïåðøå âõîäæåííÿ äàíî¨ çìiííî¨, òîìó éîãî äîâæèíà äî-
ðiâíþ¹ l(z), à éîãî ïåðøà çëiâà ëiòåðà çàéìà¹ ìiñöå ç íîìåðîì u. Òîäi
res(x, 16(u+1)−. l(z)) � íîìåð ñëîâà w3, à [x/16u+1] � íîìåð ñëîâà w1. Òîìó
ðåçóëüòàò îá÷èñëåííÿ çà íàâåäåíîþ ôîðìóëîþ äà¹ íîìåð ñëîâà w1w4w2,
äå w4 � äàíèé òåðì, ùî é ¹ ðåçóëüòàòîì áàæàíî¨ ïiäñòàíîâêè.

Òåïåð îçíà÷èìî ôóíêöiþ Sub(x, y, z, t) ðåêóðñi¹þ

Sub(x, y, z, 0) = x,

Sub(x, y, z, t+ 1) = Sub1(Sub(x, y, z, t), y, z).

Î÷åâèäíî, Sub(x, y, z) = Sub(x, y, z, l(x)).
11 òà 12 � âïðàâè.
13. ×èñëåííÿ âiäíîøåíü ìà¹ 14 ñõåì àêñiîì (A1�A14); êðiì íèõ, ôîð-

ìàëüíà àðèôìåòèêà ìà¹ 7 àêñiîì ðiâíîñòi (àêñiîìà (E1), 4 àêñiîìè òèïó
(E2) äëÿ ôóíêöiîíàëiâ S i T òà 2 àêñiîìè òèïó (E3) äëÿ ïðåäèêàòà E), 6
ïîñòóëàòiâ (N1�N6) òà ñõåìó ïîñòóëàòiâ iíäóêöi¨ (N7); óñüîãî 28 ñõåì òà
êîíêðåòíèõ àêñiîì i ïîñòóëàòiâ. Ïîçíà÷èìî Axk(x) âiäíîøåííÿ ¾x � íî-
ìåð àêñiîìè (ïîñòóëàòó), ÿêà ¹ k-îþ â öüîìó ïåðåëiêó¿ i ïåðåâiðèìî, ùî
öå âiäíîøåííÿ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíå. Îñêiëüêè Ax(x) =

∏28
k=1 Axk(x),

òî é âiäíîøåííÿ Ax(x) òåæ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíå. Ìè âèêîíà¹ìî ëèøå
òðè ïåðåâiðêè, çàëèøèâøè iíøi (öiëêîì àíàëîãi÷íi) ÷èòà÷ó.

Ax1(x) � ¾x �  åäåëiâñüêèé íîìåð àêñiîìè âèãëÿäó (A1)¿, òîáòî
(A ⇒ (B ⇒ A)):

Ax1(x) = sg
(∏

y<x

∏
z<x

(
Sent(y) + Sent(z)+

+
∣∣x− (14 + 14 · 16 + y · 162 + 9 · 16l(y)+2+

+ z · 16l(y)+3 + 13 · 16l(y)+l(z)+3 + 9 · 16l(y)+l(z)+4+

+ y · 16l(y)+l(z)+5 + 13 · 162l(y)+l(z)+5)
∣∣)).
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Ax12(x) � ¾x �  åäåëiâñüêèé íîìåð àêñiîìè âèãëÿäó (A12)¿, òîáòî (Az
t ⇒

∃zA), äå òåðì t âiëüíèé äëÿ çìiííî¨ z ó ðå÷åííi A:

Ax12(x) = sg
(∏

y<x

∏
z<y

∏
t<x

(
Sent(y) + Var(z) + Term(t)+

+ Tfr(y, z, t) +
∣∣x− (14 + 16y + z · 16l(y)+1+

+ 12 · 16l(y)+l(z)+1 + 9 · 16l(y)+l(z)+2+

+ u · 16l(y)+l(z)+3 + 13 · 16l(y)+l(z)+l(u)+3)
∣∣)),

äå u = Sub(y, t, z).

Ax28(x) � ¾x �  åäåëiâñüêèé íîìåð ïîñòóëàòó iíäóêöi¨¿, òîáòî ((Av
0 ∧

∀v(A ⇒ Av
Sv1)) ⇒ ∀vA):

Ax28(x) = sg
(∏

y<x

(
Sent(y) +

∣∣x− (14 + 16y + 2 · 16l(y)+1+

+ 11 · 16l(y)+2 + 9 · 16l(y)+3 + 14 · 17 · 16l(y)+4+

+ u · 16l(y)+6 + 9 · 16l(y)+l(u)+6 + y · 16l(y)+l(u)+7+

+ 13 · 162l(y)+l(u)+7 + 2 · 162l(y)+l(u)+8 + 11 · 162l(y)+l(u)+9+

+ 8 · 162l(y)+l(u)+10 + t · 162l(y)+l(u)+11+

+ 13 · 17 · 162l(y)+l(u)+l(t)+11)
∣∣)),

äå t = Sub(y, 2, 0), u = Sub(y, 2, 1313) (çàóâàæèìî, ùî 1313 = 5 · 162 + 2 ·
16 + 1 = γ(Sv1)).

14. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âiäíîøåííÿ Seq(x, y) � ¾x � íîìåð ïîñëi-
äîâíîñòi ðå÷åíü, ÿêà ìiñòèòü ðå÷åííÿ ç íîìåðîì y¿:

Seq(x, y) = sg
(

Sent(y) + |x− y| ·
∏
z<x

∏
t<x

(
Seq(z, y) + Sent(t)+

+
∣∣x− (z + 15 · 16l(z) + t · 16l(z)+1)

∣∣·
·
∣∣x− (t+ 15 · 16l(t) + z · 16l(t)+1)

∣∣)).
Òåïåð âiäíîøåííÿ Ded(x, y) ìîæíà îá÷èñëèòè òàê:

Ded(x, y) = sg
((

Ax(y) + |x− y|
)
·
∏
z<x

∏
t6z

(
Ded(z, t)+

+
∣∣x− (y + 15 · 16l(y) + z · 16l(y)+1)

∣∣+
+ Ax(y) ·

∏
u6z

(
Seq(z, u) + Gen(y, u)

)
·

·
∏
u<z

∏
v<z

(
Seq(z, u) + Seq(z, v) + MP(y, u, v)

))
�

Òåïåð ìè ãîòîâi äîâåñòè òåîðåìó 3.3.5, à ðàçîì ç íåþ é òåîðåìó 3.2.5.
Çàóâàæèìî, ùî çàâäÿêè òåîðåìi 3.3.12 äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ôóíêöi¨ âiä
îäíi¹¨ çìiííî¨ òà ïiäìíîæèíè â N. Âñòàíîâèìî òàêèé ðåçóëüòàò, ç ÿêîãî
öÿ òåîðåìà âèïëèâà¹.

Òåîðåìà 3.4.4. ßêùî ôóíêöiÿ f : Nn → N íàïiâàðèôìåòè÷íà, òî
iñíó¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà ôóíêöiÿ g(x, y) òàêà, ùî f(x) = σ1(µyg(x, y)),
äå σ1 = σ2

1 � ôóíêöiÿ, ðîçãëÿíóòà â òåîðåìi 3.3.12.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé n = 1 i ðå÷åííÿ A(x, y) âèðàæà¹ ôóíêöiþ f(x);
iíàêøå êàæó÷è, f(a) = b òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` A(a, b). Ïîçíà÷èìî
n = γ(A), m = γ(x), l = γ(y) i ïîêëàäåìî

h(x, y, z) = Ded(z,Sub(Sub(n,m, x), l, y)).

Çà îçíà÷åííÿì, h(a, b, c) = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè c � íîìåð âèâîäó
ðå÷åííÿ A(a, b). Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî a iñíó¹ ¹äèíå b òàêå, ùî
A ` A(a, b), àáî, ùî ðiâíîñèëüíî, äëÿ êîæíîãî a iñíóþòü òàêi b, c, ùî
h(a, b, c) = 0, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ b â óñiõ òàêèõ ïàðàõ ñïiëüíå. Íåõàé
g(x, y) = h(x, σ1(y), σ2(y)). Òîäi äëÿ êîæíîãî a iñíó¹ òàêå c, ùî g(a, c) = 0,
i ïðè öüîìó f(a) = σ1(c). Îòæå, äiéñíî, f(x) = σ1(µyg(x, y)) �

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó íàïiâàðèôìåòè÷íèõ ìíîæèí. Äëÿ öüîãî ââå-
äåìî òàêå ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.4.5. Ïiäìíîæèíà M ⊆ Nn íàçèâà¹òüñÿ (ðåêóðñèâíî)
ïåðåðàõîâíîþ, ÿêùî âîíà ¹ ìíîæèíîþ çíà÷åíü äåÿêîãî ðåêóðñèâíîãî âiä-
îáðàæåííÿ.

Òåîðåìà 3.4.6. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíàM ⊆ Nn íàïiâàðèôìåòè÷íà
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà ïåðåðàõîâíà. Ïåðåðàõîâíà ïiäìíîæèíà
çàâæäè ¹ îáðàçîì äåÿêîãî ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíîãî âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ. Çíîâ-òàêè, ìîæíà ââàæàòè, ùî M ⊆ N. Ïðèïóñòèìî,
ùî M íàïiâàðèôìåòè÷íà i ðå÷åííÿ A(x) ç  åäåëiâñüêèì íîìåðîì m âè-
ðàæà¹ M , òîáòî a ∈ M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè A ` A(a). Ðîçãëÿíåìî
ôóíêöi¨ h(x, y) = Ded(y,Sub(m, l, x)), äå l = γ(x), i g(x) = h(σ1(x), σ2(x)).
Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, a ∈M òîäi é ëèøå òîäi, êîëè çíàéäåòüñÿ òàêå ÷è-
ñëî b, ùî h(a, b) = 0. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò c ∈M (íàãàäà¹ìî, ùî M 6= ∅)
i çàäàìî ôóíêöiþ f(x) ïðàâèëîì

f(x) =

{
σ1(x), ÿêùî g(x) = 0,
c, ÿêùî g(x) 6= 0.

Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 3.3.11.2h, öÿ ôóíêöiÿ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà, i, î÷å-
âèäíî, M � ìíîæèíà çíà÷åíü öi¹¨ ôóíêöi¨.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç íàñëiäêà 3.3.4 òà òà-
êîãî ðåçóëüòàòó.

Òâåðäæåííÿ 3.4.7. ßêùî ôóíêöiÿ f(x) ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹òüñÿ
ðå÷åííÿì A(x, y), òî ìíîæèíà M ¨¨ çíà÷åíü âèçíà÷à¹òüñÿ ðå÷åííÿì
∃xA(x, y).

Äîâåäåííÿ. ßêùî b ∈ M , òî iñíó¹ a òàêå, ùî f(a) = b, îòæå,
A ` A(a, b) i A ` ∃xA(x, b). Ïðèïóñòèìî, ùî b /∈M . Íåõàé a � äîâiëüíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî i c = f(a). Òîäi A ` A(a, y) ⇒ y = c i A ` b 6= c,
çâiäêè A ` ¬A(a, b). Ç ãiïîòåçè ïðî ñòàíäàðòíó ìîäåëü (òî÷íiøå, ç
ω-íåñóïåðå÷ëèâîñòi ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè) âèïëèâà¹, ùî òîäi ðå÷åí-
íÿ ∃xA(x, b) íå âèâîäèòüñÿ ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi. Îòæå, ðå÷åííÿ
∃xA(x, y) âèçíà÷à¹ ïiäìíîæèíó M �
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Íàñëiäîê 3.4.8. Îáðàç íàïiâàðèôìåòè÷íî¨ (àáî, ùî òå ñàìå, ïåðå-
ðàõîâíî¨) ïiäìíîæèíè ïðè àðèôìåòè÷íîìó (àáî, ùî òå ñàìå, ðåêóðñèâ-
íîìó) âiäîáðàæåííi ¹ íàïiâàðèôìåòè÷íîþ (òîáòî ïåðåðàõîâíîþ) ïiä-
ìíîæèíîþ.

Ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi ìè ïîáà÷èìî, ùî, íàâïàêè, îáðàç àðèôìåòè÷íî¨
ïiäìíîæèíè ìîæå íå áóòè àðèôìåòè÷íèì (õî÷à âií çàâæäè ¹ íàïiâàðè-
ôìåòè÷íèì).

3.5. Íåïîâíîòà ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âñòàíîâèìî ñåðiþ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî
ôîðìàëüíà àðèôìåòèêà íå âè÷åðïó¹ (i ïðèíöèïiàëüíî íå ìîæå âè÷åð-
ïàòè) óñiõ çàñîáiâ àðèôìåòèêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïåðø çà âñå, öå �
òàê çâàíà ¾òåîðåìà �åäåëÿ ïðî íåïîâíîòó¿ (¨¨ ìîæíà òàêîæ íàçâàòè
¾òåîðåìîþ ïðî íåàäåêâàòíiñòü¿ ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè).

Òåîðåìà 3.5.1. Iñíó¹ çàìêíåíå ðå÷åííÿ Γ ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè,
ÿêå iñòèííå â ¨¨ ñòàíäàðòíié ìîäåëi N , àëå íå âèâîäèòüñÿ ó ôîðìàëüíié
àðèôìåòèöi.

Çàóâàæèìî, ùî, îñêiëüêè Γ iñòèííå, òî ¬Γ òàêîæ íå âèâîäèòüñÿ ó
ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi, ÿêøî ìè ïðèéìà¹ìî ïðèíöèï êîðåêòíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ G(x, y) � ¾x �  åäåëiâñüêèé
íîìåð ÿêîãîñü ðå÷åííÿA, à y � íîìåð âèâîäó ðå÷åííÿAv

x¿. Âîíî ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíå: G(x, y) = Ded(y,Sub(x, γ(x), 2)). (ßê çàâæäè, ìè ïèøåìî
γ(x) çàìiñòü γ(x); ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíà.)
Òîìó iñíó¹ ðå÷åííÿ G(x, y), ÿêå ïðàâèëüíî âèðàæà¹ öå âiäíîøåííÿ. Î÷å-
âèäíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî G íå ìiñòèòü âiëüíèõ çìiííèõ, êðiì x i y.
Ïåðåéìåíóâàííÿ çìiííèõ äîçâîëÿ¹ ïðèïóñòèòè, ùî x = v. Ïîçíà÷èìî
n  åäåëiâñüêèé íîìåð ðå÷åííÿ ¬∃yG(v, y) i ïîêëàäåìî Γ = ¬∃yG(n, y).
Òîäi γ(Γ) = Sub(n, γ(n), 2). Ïðèïóñòèìî, ùî A ` Γ i m �  åäåëiâñüêèé
íîìåð ÿêîãîñü âèâîäó öüîãî ðå÷åííÿ. Òîäi, çà îçíà÷åííÿì, G(n,m) iñòèí-
íå, òîìó A ` G(n,m) i A ` ∃yG(n, y), òîáòî A ` ¬Γ. Öå íåìîæëèâî,
ÿêùî ââàæàòè òåîðiþ A íåñóïåðå÷ëèâîþ (ùî âèïëèâà¹ ç ãiïîòåçè ïðî
ñòàíäàðòíó ìîäåëü). Îòæå, ðå÷åííÿ Γ íå ìîæíà âèâåñòè ó ôîðìàëüíié
àðèôìåòèöi.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ðå÷åííÿ ∃yG(n, y) iñòèííå ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi,
òî çíàéäåòüñÿ íàòóðàëüíå ÷èñëî m òàêå, ùî iñòèííèì ó öié ìîäåëi áóäå
ðå÷åííÿ G(n,m). Òîäi G(n,m) � iñòèííå (áî A ` ¬G(n,m) íåìîæëèâî),
îòæå, m � íîìåð âèâîäó ðå÷åííÿ Γ. Ìè âæå áà÷èëè, ùî öå íåìîæëèâî.
Òîìó ðå÷åííÿ ∃yG(n, y) õèáíå, à éîãî çàïåðå÷åííÿ, òîáòî ðå÷åííÿ Γ,
iñòèííå ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi �

Òåîðåìà �åäåëÿ ïðî íåïîâíîòó ¹ ñâî¹ðiäíîþ ïåðåðîáêîþ êëàñè÷íîãî
¾ïàðàäîêñà áðåõóíà¿, ÿêèé ïîëÿãà¹ â íåðîçâ'ÿçíîìó ïèòàííi: ãîâîðèòü
ëþäèíà ïðàâäó ÷è áðåøå, êîëè âîíà êàæå ¾ÿ áðåøó¿? Ôàêòè÷íî öåé
ïàðàäîêñ ïîêàçó¹, ùî òàêi ïîíÿòòÿ ÿê ¾ãîâîðèòè ïðàâäó¿ òà ¾áðåõàòè¿ íå
ïiääàþòüñÿ ôîðìàëüíîìó îçíà÷åííþ. Ó òåîðåìi �åäåëÿ ðå÷åííÿ Γ êàæå
¾ìåíå íå ìîæíà äîâåñòè¿. ßñíî, ùî êîëè á öå ðå÷åííÿ áóëî õèáíèì,
éîãî ìîæíà áóëî á äîâåñòè, à òîìó âîíî áóëî á iñòèííèì. Îòæå, âîíî
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¹ iñòèííèì, àëå òîäi éîãî òàêè íå ìîæíà äîâåñòè! Ãîëîâíå âiäêðèòòÿ
�åäåëÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âií ïîêàçàâ, ÿê ïîíÿòòÿ ¾ìîæíà äîâåñòè¿
ìîæíà ôîðìàëiçóâàòè âñåðåäèíi ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè.

Âiäçíà÷èìî ùå îäèí äåùî íåñïîäiâàíèé íàñëiäîê ç òåîðåìè �åäåëÿ.

Íàñëiäîê 3.5.2. Iñíóþòü òàêi ìîäåëi ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, â
ÿêèõ iñòèííèìè ¹ äåÿêi çàìêíåíi ðå÷åííÿ, õèáíi ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi.

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç âïðàâîþ 3.1.5 óñi öi ìîäåëi ìîæíà ââàæàòè
ðîçøèðåííÿìè ñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi (îòæå, íååëåìåíòàðíèìè ðîçøèðåí-
íÿìè).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ðå÷åííÿ Γ, ïðî ÿêå éøëîñÿ â òåîðåìi 3.5.1,
íå âèâîäèòüñÿ ç ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, òåîðiÿ A ∪ {¬Γ } íåñóïåðå÷-
ëèâà, à òîìó ìà¹ ìîäåëü. Ó öié ìîäåëi iñòèííèì ¹ ðå÷åííÿ ¬Γ, õèáíå ó
ñòàíäàðòíié ìîäåëi �

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò � òåîðåìà ×åð÷à ïðî íåðîçâ'ÿçíiñòü � äà¹, çî-
êðåìà, ïðèêëàä ïåðåðàõîâíî¨, àëå íåðåêóðñèâíî¨ ïiäìíîæèíè.

Òåîðåìà 3.5.3. Ìíîæèíà Th  åäåëiâñüêèõ íîìåðiâ òåîðåì ôîðìàëü-
íî¨ àðèôìåòèêè ¹ ïåðåðàõîâíîþ (îòæå, íàïiâàðèôìåòè÷íîþ), àëå íå
ðåêóðñèâíîþ (îòæå, íå àðèôìåòè÷íîþ).

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ òåïåð ìàéæå î÷åâèäíå. Äiéñíî, ðîç-
ãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(x, y) = y(1−. Ded(x, y)) + 1024 Ded(x, y).

Îñêiëüêè 1024 �  åäåëiâñüêèé íîìåð òåîðåìè E00 (òîáòî 0 = 0), ìíîæè-
íîþ çíà÷åíü öi¹¨ ôóíêöi¨ ¹ Th. Îòæå, Th � ïåðåðàõîâíà ìíîæèíà.

Ç iíøîãî áîêó, ïðèïóñòèìî, ùî Th ðåêóðñèâíà, à òîìó ïðàâèëüíî
âèðàæà¹òüñÿ äåÿêèì ðå÷åííÿì T(x). Iíøèìè ñëîâàìè, ÿêùî ðå÷åííÿ ç
íîìåðîì a ¹ òåîðåìîþ, òî A ` T(a), à ÿêùî íi, òî A ` ¬T(a). Ðîçãëÿíåìî
òàêîæ ðå÷åííÿ D(y, z), ÿêå ïðàâèëüíî âèðàæà¹ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíó
ôóíêöiþ Sub(y, γ(y), 2). Çíîâ-òàêè, ìîæíà ââàæàòè, ùî y = v, z = x
i x ¹ ¹äèíîþ âiëüíîþ çìiííîþ â ðå÷åííi T. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n íîìåð
ðå÷åííÿA(x) = ∀x(D(v, x) ⇒ ¬T(x)), à ÷åðåçm� íîìåð ðå÷åííÿA(n) =
∀x(D(n, x) ⇒ ¬T(x)). Çàóâàæèìî, ùî Sub(n, γ(n), 2) = m, òîìó A `
D(n,m) ∧ (D(n, x) ⇒ x = m). ßêùî ðå÷åííÿ A(n) íå ¹ òåîðåìîþ, òî
A ` ¬T(m). Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî A(n) ¹ òåîðåìîþ, òîáòî A ` A(n), òî
A ` D(n,m) ⇒ ¬T(m), òîìó òåæ A ` ¬T(m). Îòæå, çàâæäè A ` ¬T(m),
òîáòî A(n) íå ¹ òåîðåìîþ. Ðàçîì ç A ` D(n, x) ⇒ x = m öå äà¹ A `
D(n, x) ⇒ ¬T(x) i A ` ∀x(D(n, x) ⇒ ¬T(x)). Îòæå, A(n) ¹ òåîðåìîþ.
Îäåðæàíå ïðîòèði÷÷ÿ ïîêàçó¹, ùî íàøå ïðèïóøåííÿ íåâiðíå: ìíîæèíà
Th íåðåêóðñèâíà �

Ùå îäèí ïðèíöèïîâèé ðåçóëüòàò � öå òåîðåìà Òàðñüêîãî ïðî íåàðè-
ôìåòè÷íiñòü ïîíÿòòÿ iñòèííîñòi â àðèôìåòèöi.

Òåîðåìà 3.5.4. Ìíîæèíà Ver  åäåëiâñüêèõ íîìåðiâ çàìêíåíèõ ðå-
÷åíü ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, iñòèííèõ ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi, íå ¹
íàïiâàðèôìåòè÷íîþ (àáî, ùî òå ñàìå, ïåðåðàõîâíîþ).
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ðå÷åííÿ A(x) òàêå, ùî A ` A(a)
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè a � íîìåð çàìêíåíîãî ðå÷åííÿ, iñòèííîãî ó ñòàí-
äàðòíié ìîäåëi. Çíîâ-òàêè, ìîæíà ââàæàòè, ùî x � ¹äèíà âiëüíà çìiííà
â öüîìó ðå÷åííi. Ðîçãëÿíåìî ðå÷åííÿ A′(x) = ¬Cl(x)∨A(x + 10 · 16l(x))),
äå Cl(x) âèðàæà¹ âiäíîøåííÿ ¾x � íîìåð çàìêíåíîãî ðå÷åííÿ¿ (ëåãêî
áà÷èòè, ùî öå âiäíîøåííÿ ïðèìiòèâíî-ðåêóðñèâíå; ïåðåâiðòå öå). Îñêiëü-
êè ÿêùî x = γ(w), òî x+ 10 · 16l(x) = γ(¬w), A ` A′(a) òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè a íå ¹ íîìåðîì çàìêíåíîãî ðå÷åííÿ, iñòèííîãî ó ñòàíäàðòíié ìîäå-
ëi. Îòæå, Ver � àðèôìåòè÷íà ïiäìíîæèíà, à òîäi iñíó¹ ðå÷åííÿ V, ÿêå
ïðàâèëüíî âèðàæà¹ öþ ïiäìíîæèíó. Òåïåð ìîæíà ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ
òåîðåìè 3.5.2, çàìiíèâøè âñþäè T íà V �

Îòæå, íà âiäìiíó âiä ìíîæèíè òåîðåì, ÿêó ìîæíà ïåðåðàõóâàòè (õî-
÷à é íå iñíó¹ ¾îá÷èñëþâàëüíîãî¿ êðèòåðiþ íàëåæíîñòi ðå÷åííÿ äî öi¹¨
ìíîæèíè), ìíîæèíó iñòèííèõ ðå÷åíü (ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi) âçàãàëi íå
ìîæíà íàâiòü ïåðåðàõóâàòè. Ç ¾ìåòàìàòåìàòè÷íîãî¿ ïîãëÿäó öå îçíà-
÷à¹, ùî çíàõîäæåííÿ iñòèííèõ ðå÷åíü àðèôìåòèêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
ìîæå áóòè ëèøå òâîð÷èì ïðîöåñîì, â ÿêîìó âèðiøàëüíó ðîëü ìóñèòü
âiäiãðàâàòè âiäêðèòòÿ íîâèõ çàñîáiâ äîâåäåííÿ.

Íàðåøòi, íàâåäåìî ùå îäíó òåîðåìó �åäåëÿ, ÿêà, ó äåÿêîìó ðîçó-
ìiííi, ïîêëàëà êðàé ãiëüáåðòiâñüêié ïðîãðàìi, íàöiëåíié íà ôîðìàëüíå
äîâåäåííÿ íåñóïåðå÷ëèâîñòi ôîðìàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié. À ñà-
ìå, íåõàé ðå÷åííÿ T(v) âèðàæà¹ ìíîæèíó Th íîìåðiâ òåîðåì (íàãàäà¹-
ìî, ùî âîíà íàïiâàðèôìåòè÷íà). Ðîçãëÿíåìî ðå÷åííÿ T(1025). Îñêiëüêè
1025 = γ(E01), öå ðå÷åííÿ âèâîäèòüñÿ ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè â íié âèâîäèòüñÿ ðå÷åííÿ 0 = 1, òîáòî, êîëè ôîð-
ìàëüíà àðèôìåòèêà ñóïåðå÷ëèâà. Îòæå, íåñóïåðå÷ëèâiñòü ôîðìàëüíî¨
àðèôìåòèêè âèðàæà¹òüñÿ ðå÷åííÿì ¬T(1025).

Òåîðåìà 3.5.5. Íåñóïåðå÷ëèâiñòü ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè (àáî ðå-
÷åííÿ Cor = ¬T(1025)) íå ìîæå áóòè âèâåäåíà ó ôîðìàëüíié àðèôìå-
òèöi.

Äîâåäåííÿ. Ìè äàìî ëèøå íà÷åðê äîâåäåííÿ, ëèøàþ÷è äåòàëi ÷è-
òà÷ó. Ïåðø çà âñå, òðåáà ôîðìàëiçóâàòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.5.1 ó òié
÷àñòèíi, äå ç íåñóïåðå÷ëèâîñòi A áóëî âèâåäåíî, ùî Γ íå ¹ òåîðåìîþ
ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè. Çi çìiñòó ðå÷åííÿ Γ òîäi âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
âèâiä A ` Cor ⇒ Γ. ßêáè iñíóâàâ âèâiä Cor, òî ìè á îäåðæàëè âèâiä Γ,
ùî íåìîæëèâî �

Âïðàâà 3.5.6.
1. Ïåðåâiðòå, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè �åäåëÿ 3.5.1 ìîæíà ïåðå- ðîáèòè
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òàê, ùîá ó íüîìó âèêîðèñòîâóâàëàñü ëèøå ω-íåñóïåðå÷ëèâiñòü
ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè.

2. ÍåõàéG(v, y) ìà¹ òîé ñàìèé çìiñò, ùî é ó äîâåäåííi òåîðåìè 3.5.1,
à ðå÷åííÿ H(v, y) ïðàâèëüíî âèðàæà¹ âiäíîøåííÿ ¾x � íîìåð
ÿêîãîñü ðå÷åííÿ, à y � íîìåð âèâîäó ðå÷åííÿ ¬Av

x¿. Ïîçíà÷èìî
n  åäåëiâñüêèé íîìåð ðå÷åííÿ

∀y
(
G(v, y) ⇒ ∃z(z < y ∧H(v, z))

)
.

Äîâåäiòü, êîðèñòóþ÷èñü ëèøå íåñóïåðå÷ëèâiñòþ ôîðìàëüíî¨ àðèô-
ìåòèêè, ùî àíi ðå÷åííÿ Ðîññåðà

P = ∀y
(
G(n, y) ⇒ ∃z(z < y ∧H(n, z))

)
,

àíi éîãî çàïåðå÷åííÿ íå âèâîäÿòüñÿ ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi.
Âêàçiâêà: Îñü ìîæëèâà ñõåìà äîâåäåííÿ:

(a) ßêùî m � íîìåð ÿêîãîñü âèâîäó P, òî çíàéäåòüñÿ m′ < m
òàêå, ùî m′ � íîìåð âèâîäó ¬P.

(b) ßêùî m � íîìåð ÿêîãîñü âèâîäó ¬P, òî A ` y 6 m ⇒
¬G(n, y). Ç iíøîãî áîêó, A ` m < y ⇒ ∃z(z < y ∧H(n, z)).
Çâiäñè A ` ¬P∨ 6 y ⇒ ∃z(z < y ∧H(n, z)), îòæå, A ` P.

3. ßê íàñëiäîê, äîâåäiòü, ùî ðå÷åííÿ Ðîññåðà ¹ iñòèííèì ó ñòàíäàð-
òíié ìîäåëi àðèôìåòèêè.

3.6. Äîïîâíåííÿ é êîìåíòàði

3.6.1. Óçàãàëüíåííÿ ïðèíöèïiâ íåïîâíîòè

Ìè äîâåëè íèçêó ¾òåîðåì ïðî íåïîâíîòó¿, âèõîäÿ÷è ç êîíêðåòíî¨
ôîðìàëiçàöi¨ àðèôìåòèêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, çàïðîïîíîâàíî¨ â ðîçäi-
ëi 3.1. Ïðîòå àíàëiç äîâåäåíü äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî íàñïðàâäi
¨õ ìîæíà ïåðåíåñòè íà áóäü-ÿêó ¾äîñòàòíüî ïîòóæíó¿ òåîðiþ. Íàñòóïíi
ðîçãëÿäè ¹ ñïðîáîþ òî÷íî íàêðåñëèòè, ùî ñàìå äëÿ öüîãî ïîòðiáíî. Ïðè
öüîìó âñi äîâåäåííÿ ìè çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó ÿê âïðàâè, îñêiëüêè âîíè öië-
êîì àíàëîãi÷íi íàâåäåíèì ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ. Çàóâàæèìî, ïåðø çà
âñå, ùî êîëè çàäàíî äîâiëüíèé ñêií÷åííèé àëôàâiò, òî ìîæíà âèçíà÷è-
òè  åäåëiâñüêó íóìåðàöiþ ñëiâ ó öüîìó àëôàâiòi, àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå
çðîáëåíî â ðîçäiëi 3.4 äëÿ àëôàâiòó ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè. Ìè áóäå-
ìî, ÿê i ðàíiøå, ïîçíà÷àòè ÷åðåç γ(w) íîìåð ñëîâà w ó öié íóìåðàöi¨.
Çâè÷àéíî, ÷èñëî 16 ñëiä çàìiíèòè íà êiëüêiñòü ëiòåð ó äàíîìó àëôàâiòi.
Î÷åâèäíî, îáìåæåííÿ ñêií÷åííîñòi íå ¹ iñòîòíèì: áóäü-ÿêèé çëi÷åííèé
àëôàâiò { a0, a1, . . . , an, . . . } íåñêëàäíî çàìiíèòè ñêií÷åííèì, íàâiòü àë-
ôàâiòîì, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ëiòåð, íàïðèêëàä, { 0, 1 }, çàìiíþþ÷è
ëiòåðó ak äâî¨÷íèì çàïèñîì íîìåðà k. Íàäàëi ÷åðåç T ìè ïîçíà÷àòèìåìî
äåÿêó òåîðiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç àëôàâiòîì T . Ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî
T � òåîðiÿ ç ðiâíiñòþ, õî÷à öå îáìåæåííÿ òåæ íå äóæå iñòîòíå. Ïåðø çà
âñå, ëåãêî âñòàíîâèòè (i ìè áóäåìî öèì êîðèñòóâàòèñÿ), ùî ïóíêòè 1�12
òâåðäæåííÿ 3.4.3 çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè â áóäü-ÿêié òåîði¨.

Îçíà÷åííÿ 3.6.1. Áóäåìî êàçàòè, ùî òåîðiÿ T
(1) Âèðàæà¹ àðèôìåòèêó, ÿêùî â íié iñíóþòü:

• äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðå÷åííÿ ç îäíi¹þ âiëüíîþ
çìiííîþ Nn(v);
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• ðå÷åííÿ S(x, y, z) òà P(x, y, z) ç òðüîìà âiëüíèìè çìiííèìè
òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ òâåðäæåííÿ:

(i) T ` ∃!v Nn(v) äëÿ êîæíîãî n ∈ N;
(ii) T ` Nn(v) ⇒ ¬Nm(v), ÿêùî n 6= m;
(iii) T ` Nn(x) ∧ Nm(y) ∧ Nn+m(z) ⇒ S(x, y, z) äëÿ äîâiëüíèõ

n,m ∈ N;
(iv) T ` Nn(x)∧Nm(y)∧Nnm(z) ⇒ P(x, y, z) äëÿ äîâiëüíèõ n,m ∈

N.
Äî òàêî¨ òåîði¨, çãiäíî ç ïðàâèëîì ¾âèâîäó ç âèáîðîì¿ (ðîçäië
2.7), ìîæíà äîäàòè êîíñòàíòè n i ðå÷åííÿ Nn(n). Ìè çàâæäè ââà-
æàòèìåìî, ùî öå âæå çðîáëåíî. Òîäi óìîâó (i) ìîæíà ïåðåïèñòà-
òè ó âèãëÿäi T ` Nn(v) ⇒ v = n. Áóäåìî êàçàòè, ùî êîíñòàíòà
n çîáðàæà¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî n. Ðå÷åííÿ S(x, y, z) òà P(x, y, z)
òðåáà ðîçãëÿäàòè ÿê ôîðìàëiçàöiþ âèðàçiâ, âiäïîâiäíî, x+ y = z
òà xy = z. Òîäi òâåðäæåíÿ (iii-iv) îçíà÷àþòü, ùî äi¨ íàä êîí-
ñòàíòàìè, ÿêi çîáðàæàþòü íàòóðàëüíi ÷èñëà, çáiãàþòüñÿ ç äiÿìè
íàä ñàìèìè öèìè ÷èñëàìè. Âïðàâà 3.1.5.2 ïîêàçó¹, ùî ôîðìàëüíà
àðèôìåòèêà äiéñíî âèðàæà¹ àðèôìåòèêó.

(2) Âèðàæà¹ ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨, ÿêùî âîíà âèðàæà¹ àðèôìåòèêó i
äëÿ êîæíî¨ ðåêóðñèâíî¨ ôóíêöi¨ f (x1, x2, . . . , xn) iñíó¹ ðå÷åííÿ
F (x1, x2, . . . , xn+1) òåîði¨ T òàêå, ùî an+1 = f(a1, a2, . . . , an) òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè

T ` F (a1, a2, . . . , an+1) ∧
(
F(a1, a2, . . . , an, y) ⇒ y = an+1

)
.

Òóò, ÿê i âèùå, a ïîçíà÷à¹ êîíñòàíòó òåîði¨ T, ÿêà çîáðàæà¹
íàòóðàëüíå ÷èñëî a. Àíàëîãi÷íî îçíà÷åííþ 3.2.4, áóäåìî êàçàòè,
ùî ðå÷åííÿ F ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ f .

(3) Ðåêóðñèâíà, ÿêùî ìíîæèíà  åäåëiâñüêèõ íîìåðiâ ¨¨ ïîñòóëàòiâ
ðåêóðñèâíà.

Ôîðìàëüíà àðèôìåòèêà, ÿê ìè çíà¹ìî, âèðàæà¹ ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ i
¹ ðåêóðñèâíîþ. Iíøèé âàæëèâèé ïðèêëàä (ÿêèé ìè òóò íå ðîçãëÿäà¹ìî)
� öå òàê çâàíà àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ ìíîæèí. Ïðî íå¨ òåæ âiäîìî, ùî
âîíà ðåêóðñèâíà i âèðàæà¹ ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨. Ç ïîäðîáèöÿìè ìîæíà
îçíàéîìèòèñü, íàïðèêëàä, ó [Ìåí, ãë. 5].

Âïðàâà 3.6.2. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðiÿ T âèðàæà¹ àðèôìåòèêó. Àíà-
ëîãi÷íî âïðàâi 3.1.5.3 äîâåäiòü, ùî êîëè F (x1, x2, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí ç
öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè, òî iñíó¹ ðå÷åííÿ F(x1, x2, . . . , xn, y) òåîði¨ T òà-
êå, ùî F (a1, a2, . . . , an) = b, äå a1, a2, . . . , an � íàòóðàëüíi ÷èñëà, òîäi é
ëèøå òîäi, êîëè T ` F(a1, a2, . . . , an,b).

Òåîðåìè ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó ìîæíà óçàãàëüíèòè â òàêèé ñïîñiá.

Òåîðåìà 3.6.3. Ïðèïóñòèìî, ùî íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ T ðåêóðñèâ-
íà i âèðàæà¹ ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨. Òîäi:

1. Iñíó¹ çàìêíåíå ðå÷åííÿ Γ òåîði¨ T òàêå, ùî àíi Γ, àíi ¬Γ íå ¹
òåîðåìàìè öi¹¨ òåîði¨.

2. Ìíîæèíà íîìåðiâ òåîðåì òåîði¨ T ¹ ïåðåðàõîâíîþ, àëå íå ðå-
êóðñèâíîþ.

3. Ìíîæèíà iñòèííèõ ðå÷åíü òåîði¨ T íå ¹ ïåðåðàõîâíîþ.
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4. Iñíó¹ ðå÷åííÿ CorT òåîði¨ T, ÿêå âèðàæà¹ ¨¨ íåñóïåðå÷ëèâiñòü,
àëå âîíî íå ìîæå áóòè âèâåäåíå â òåîði¨ T.

Äîâåäåííÿ âiäïîâiäíèõ ïóíêòiâ öi¹¨ òåîðåìè ìàéæå äîñëiâíî ïîâòîðþ¹
äîâåäåííÿ òåîðåì 3.5.1, 3.5.3, 3.5.4 òà 3.5.5. Òîìó ìè íå íàâîäèìî éîãî.
Äóæå êîðèñíîþ âïðàâîþ, ÿêà äîçâîëèòü ïåðåâiðèòè, ÷è äiéñíî ÷èòà÷
çðîçóìiâ çãàäàíi ðåçóëüòàòè, ¹ ñàìîñòiéíå äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.6.3.

Îòæå, ðåçóëüòàòè ïðî íåïîâíîòó òà íåðîçâ'ÿçíiñòü íàñïðàâäi íå çàëå-
æàòü âiä òîãî, â ÿêèé êîíêðåòíî ñïîñiá ìè ôîðìàëiçóâàëè àðèôìåòèêó.
Âîíè çàñòîñîâíi äî áóäü-ÿêî¨ åôåêòèâíî¨ ôîðìàëiçàöi¨. Çâè÷àéíî, öi ðå-
çóëüòàòè íå âèêëþ÷àþòü, ùî äåÿêà íåðåêóðñèâíà òåîðiÿ ìîæå âèÿâèòèñü
ïîâíîþ, òîáòî òàêîþ, ç ÿêî¨ âèâîäÿòüñÿ âñi òåîðåìè (âiðíi ðå÷åííÿ) àðèô-
ìåòèêè. Óòiì ÿêùî òåîðiÿ íåðåêóðñèâíà, òîáòî ìè íå ìà¹ìî ñïîñîáó åôå-
êòèâíî âèðiøèòè, ÷è ¹ ÿêåñü ðå÷åííÿ ¨¨ ïîñòóëàòîì, òî ìè ôàêòè÷íî íå
îäåðæó¹ìî íiÿêî¨ ïåðåâàãè ïåðåä òðèâiàëüíîþ (i íàïåâíå ïîâíîþ) ¾ôîð-
ìàëiçàöi¹þ¿, êîëè ìè îãîëîøó¹ìî ÿêåñü ðå÷åííÿ òàêèì, ùî íàëåæèòü äî
òåîði¨, ÿêùî âîíî iñòèííå ó ñòàíäàðòíié ìîäåëi. Â îáîõ âèïàäêàõ ïèòàííÿ
ïðî âiðíiñòü êîæíîãî êîíêðåòíîãî ðå÷åííÿ (íàâiòü ïðî éîãî íàëåæíiñòü
äî ïîñòóëàòiâ) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà îêðåìó ìàòåìàòè÷íó (íå ÷èñòî ëîãi-
÷íó!) ïðîáëåìó, ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêî¨ âèìàãà¹ ñïåöiàëüíîãî äîñëiäæåííÿ. Òî-
ìó íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ðåêóðñèâíi òåîði¨ (õî÷à é áóäåìî
ÿâíî ôîðìóëþâàòè óìîâó ðåêóðñèâíîñòi).

3.6.2. Ñèñòåìà Ðîáiíñîíà

Îçíà÷åííÿ 3.6.4. Ñèñòåìîþ Ðîáiíñîíà R íàçâåìî òåîðiþ ïåðøîãî
ïîðÿäêó ç ðiâíiñòþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñòóëàòiâ ðiâíîñòi, ïîñòóëàòiâ
(N1)�(N6) ç îçíà÷åííÿ 3.1.1 òà íàñòóïíèõ òðüîõ ïîñòóëàòiâ:3

v + v1 = v1 + v,(C)

v 6= 0 ⇒ ∃v1 v = v1 + 1,(N7∗)

v = v1v2 + v3 ∧ v3 < v1 ∧ v = v1v4 + v5 ∧ v5 < v1 ⇒ v3 = v5(R)

(¹äèíiñòü çàëèøêà).

Òóò, ÿê i ðàíiøå, ìè ïèøåìî a 6 b çàìiñòü ∃v a + v = b i a < b çàìiñòü
a 6= b ∧ a 6 b.

Çàóâàæèìî, ùî ñèñòåìà Ðîáiíñîíà ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïî-
ñòóëàòiâ, íà âiäìiíó âiä ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, ÿêà ìiñòèòü íåñêií-
÷åííó êiëüêiñòü ïîñòóëàòiâ iíäóêöi¨ (âèãëÿäó (N7) ). Íàñïðàâäi öÿ òåîðiÿ
íàáàãàòî ñëàáøà çà ôîðìàëüíó àðèôìåòèêó. Ïðîòå âîíà âèðàæà¹ àðèô-
ìåòèêó â ðîçóìiííi îçíà÷åííÿ 3.6.1(1) (ìè çàëèøà¹ìî ïåðåâiðêó öüîãî
÷èòà÷ó). Êðiì òîãî, îñêiëüêè âñi ðå÷åííÿ iç ñèñòåìè Ðîáiíñîíà ¹ òåîðå-
ìàìè ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè, ç ïðèïóùåííÿ ïðî ñòàíäàðòíó ìîäåëü
âèïëèâà¹, ùî âîíà íåñóïåðå÷ëèâà.

Òâåðäæåííÿ 3.6.5. Ñèñòåìà Ðîáiíñîíà âèðàæà¹ ðåêóðñèâíi
ôóíêöi¨.

3Íàø âàðiàíò âiäðiçíÿ¹òüñÿ ÿê âiä îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè ñàìîãî Ðîáiíñîíà, òàê i
âiä òi¹¨, ÿêà çàïðîïîíîâàíà â [Ìåí, ãë. 3, � 6], â îñíîâíîìó çà ðàõóíîê òîãî, ùî ìè
çíîâó ïðèòðèìó¹ìîñÿ ¾êiëüêiñíîãî¿ ïiäõîäó çàìiñòü ¾ïîðÿäêîâîãî¿.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, çà äîïîìîãîþ ïîñòóëàòiâ (N2), (N4) òà
(N7∗) íåñêëàäíî äîâåñòè, ùî R ` x 6 y + 1 ⇒ x 6 y ∨ x = y + 1. Çâiäñè
äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âèâîäèòüñÿ, ùî

R ` v 6 n ⇒ v = 0 ∨ v = 1 ∨ . . . v = n

i òàêîæ R ` x 6 n∨n < x (çðîáiòü öå; äîâåäåòüñÿ âèêîðèñòàòè é ïîñòóëàò
(C)). Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ �åäåëÿ β(x, y, z) ïðàâèëüíî âèçíà÷à¹òüñÿ â òå-
îði¨ R òèì ñàìèì ðå÷åííÿì, ùî é ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi (ïåðåâiðòå
öå; ñàìå òóò ïîòðiáåí i ïîñòóëàò (R) ).

Òåïåð òàê ñàìî, ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.3.2, äîâîäèòüñÿ, ùî êî-
ëè ôóíêöiÿ f îòðèìó¹òüñÿ ðåêóðñi¹þ ÷è ìiíiîáåðòàííÿì ç ôóíêöié, ÿêi
ïðàâèëüíî âèçíà÷àþòüñÿ â òåîði¨ R, ñàìà ôóíêöiÿ f òàêîæ ïðàâèëüíî
âèçíà÷à¹òüñÿ â òåîði¨ R (ïåðåâiðòå öå). Îñêiëüêè ôóíêöi¨ O,S òà ïðîå-
êòîðè pnk ïðàâèëüíî âèçíà÷àþòüñÿ â òåîði¨ R (òèìè ñàìèìè ðå÷åííÿìè,
ùî é ó ôîðìàëüíié àðèôìåòèöi), çâiäñè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 3.6.5 �

Íàñëiäîê 3.6.6.
1. Ìíîæèíà òåîðåì òåîði¨ R ïåðåðàõîâíà, àëå íå ðåêóðñèâíà.
2. Ìíîæèíà iñòèííèõ ðå÷åíü òåîði¨ R íåïåðåðàõîâíà.
3. Iñíó¹ ðå÷åííÿ CorR òåîði¨ R, ÿêå âèðàæà¹ ¨¨ íåñóïåðå÷ëèâiñòü,

àëå âîíî íå ìîæå áóòè âèâåäåíå â R.

Âïðàâà 3.6.7.
1. Ïîêàæiòü, ùî òåîðiÿ, ÿêà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèñòåìè Ðîáiíñîíà

òèì, ùî ïîñòóëàò (C) çàìiíåíî äâîìà:

0 + v = v,(N3∗)

(v + 1) + v1 = (v + v1) + 1,(N4∗)

òàêîæ âèðàæà¹ ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨.
Âêàçiâêà: Ïîêàæiòü, ùî ç öi¹¨ òåîði¨ âèâîäèòüñÿ x + n = n + x
äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n.

2. Ïîçíà÷èìî M ìíîæèíó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîãî÷ëåíiâ ç öiëè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè òà äîäàòíèì ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì i íóëüîâî-
ãî ìíîãî÷ëåíà. Ïåðåâiðòå, ùî M çi çâè÷àéíèìè äîäàâàííÿì òà
ìíîæåííÿì ìíîãî÷ëåíiâ ¹ ìîäåëëþ òåîði¨ R, àëå íå ¹ ìîäåëëþ
ôîðìàëüíî¨ àðèôìåòèêè. Îòæå, ñèñòåìà Ðîáiíñîíà äiéñíî ñëàá-
øà çà ôîðìàëüíó àðèôìåòèêó.

Íàñïðàâäi, ÿê ïîêàçàâ Ðèëëü-Íàðäçi¹âñüêèé, íå iñíó¹ òåîði¨ çi ñêií-
÷åííèì ÷èñëîì ïîñòóëàòiâ, ÿêà áóëà á ðiâíîñèëüíà ôîðìàëüíié àðèôìå-
òèöi â òîìó ðîçóìiííi, ùî ç íèõ âèâîäÿòüñÿ òi ñàìi ðå÷åííÿ.

3.6.3. Íåïîâíîòà òà íåðîçâ'ÿçíiñòü òåîðié

Îñíîâíà ðîëü ñèñòåìè Ðîáiíñîíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çà ¨¨ äîïîìîãîþ
ìîæíà ðîçïîâñþäèòè òåîðåìó 3.6.3 íà òåîði¨, ÿêi, ìîæëèâî, íå âèðàæà-
þòü àðèôìåòèêó, àëå ñóìiñíi ç íåþ. Ñïî÷àòêó äàìî âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.6.8. Íåõàé T � äåÿêà òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Áó-
äåìî êàçàòè, ùî öÿ òåîðiÿ ðîçâ'ÿçíà, ÿêùî ìíîæèíà íîìåðiâ ¨¨ òåîðåì
ðåêóðñèâíà.
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Çðîáèìî ïåðø çà âñå âàæëèâå çàóâàæåííÿ.

Ëåìà 3.6.9. ßêùî ðåêóðñèâíà íåñóïåðå÷ëèâà òåîðiÿ T ¹ ïîâíîþ, âî-
íà ðîçâ'ÿçíà.

Äîâåäåííÿ. ßêùî òåîðiÿ T ðåêóðñèâíà, âiäíîøåííÿ Ded(x, y): ¾y
� íîìåð âèâîäó çàìêíåíîãî ðå÷åííÿ ç íîìåðîì x¿ ðåêóðñèâíå (ïåðåâið-
òå). Ïðèïóñèìî, ùî òåîðiÿ T ïîâíà. Ïîçíà÷èìî Neg(x) ôóíêöiþ, çíà-
÷åííÿ ÿêî¨ � íîìåð çàïåðå÷åííÿ ðå÷åííÿ ç íîìåðîì x. Î÷åâèäíî, öÿ
ôóíêöiÿ ðåêóðñèâíà. Íåõàé òåïåð

g(x) = µy
(
Ded(x, y) Ded(Neg(x), y)

)
;

f(x) =

{
0 ÿêùî Ded(x, g(x)) = 1,
1 ÿêùî Ded(x, g(x)) = 0.

f(x) = 0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè x � íîìåð çàìêíåíîãî ðå÷åííÿ, ÿêå ¹
òåîðåìîþ òåîði¨ T (÷îìó?); îòæå, öÿ òåîðiÿ ðîçâ'ÿçíà �

Îçíà÷åííÿ 3.6.10. Íåõàé êîæåí ïðåäèêàò i êîæåí ôóíêöiîíàë òåîði¨
T1 ¹ òàêîæ ïðåäèêàòîì àáî ôóíêöiîíàëîì òåîði¨ T2. Êàæóòü, ùî òåîðiÿ
T2 ñóìiñíà ç òåîði¹þ T1, ÿêùî òåîðiÿ T1 ∪T2 ñóìiñíà (àáî, ùî òå ñàìå,
íåñóïåðå÷ëèâà).

Ëåìà 3.6.11. Ïðèïóñòèìî, ùî òåîðiÿ T1 ìiñòèòü ëèøå ñêií÷åííó
êiëüêiñòü ðå÷åíü, à òåîðiÿ T2 ñóìiñíà ç T1. ßêùî òåîðiÿ T = T1 ∪ T2

íåðîçâ'ÿçíà, òàêîþ ¹ é òåîðiÿ T2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T1 = {A1,A2, . . . ,Am }. Çà òåîðåìîþ äåäóêöi¨,
T ` A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè T2 ` A1 ⇒ (A2 ⇒ . . . ⇒ (Am ⇒ A) . . . ).
Òîìó, ÿêáè òåîðiÿ T2 áóëà ðîçâ'ÿçíîþ, òàêîþ áóëà á i òåîðiÿ T (ïîÿñíiòü,
÷îìó) �

Íàñëiäîê 3.6.12. ßêùî òåîðiÿ T ñóìiñíà iç ñèñòåìîþ Ðîáiíñîíà,
âîíà íåðîçâ'ÿçíà. ßêùî, êðiì òîãî, öÿ òåîðiÿ ðåêóðñèâíà, âîíà íåïîâíà.

Äîâåäåííÿ. Òåîðiÿ R, à òîìó é òåîðiÿ T ∪R âèðàæà¹ ðåêóðñèâíi
ôóíêöi¨. Òîìó âîíà íåðîçâ'ÿçíà. Îñêiëüêè òåîðiÿ R ìiñòèòü ëèøå ñêií-
÷åííó êiëüêiñòü ðå÷åíü, òåîðiÿ T òàêîæ íåðîçâ'ÿçíà �

3.6.4. Íåðîçâ'ÿçíiñòü ÷èñëåííÿ âiäíîøåíü

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòè òåîðåìó ×åð÷à ïðî íåðîçâ'ÿçíiñòü ëîãiêè
âiäíîøåíü.

Òåîðåìà 3.6.13. Ëîãiêà âiäíîøåíü (i ÷èñòà ëîãiêà âiäíîøåíü) ¹ íå-
ðîçâ'ÿçíîþ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ëîãiêà âiäíîøåíü � òåîðiÿ ç ïîðîæíüîþ ìíî-
æèíîþ ïîñòóëàòiâ � ñóìiñíà iç ñèñòåìîþ Ðîáiíñîíà (âîíà ñóìiñíà ç áóäü-
ÿêîþ íåñóïåðå÷ëèâîþ òåîði¹þ). Çà íàñëiäêàìè 3.6.6 i 3.6.12 âîíà íåðî-
çâ'ÿçíà.
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Äëÿ òîãî, ùîá îõîïèòè ÷èñòó ëîãiêó âiäíîøåíü, ìîæíà ïåðåáóäóâàòè
ñèñòåìó Ðîáiíñîíà, çàìiíèâøè â íié ôóíêöiîíàëè 0, 1, S(x, y), P (x, y) ïðå-
äèêàòàìè, âiäïîâiäíî, O(x),E(x),S(x, y, z),P(x, y, z), äîäàâøè ïîñòóëàòè

O(x) ∧O(y) ⇒ x = y,

E(x) ∧E(y) ⇒ x = y,

S(x, y, z) ∧ S(x, y, z1) ⇒ z = z1,

P(x, y, z) ∧P(x, y, z1) ⇒ z = z1

i âiäïîâiäíî ìîäèôiêóâàâøè ïîñòóëàòè òåîði¨ R. Ìè çàëèøà¹ìî ÷èòà-
÷ó öþ î÷åâèäíó ìîäèôiêàöiþ. Îäåðæàíà òåîðiÿ R̃, ÿê i òåîðiÿ Ðîáiíñî-
íà, âèðàæà¹ ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ i ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ðå÷åíü.
Òîìó äëÿ íå¨ çáåðiãà¹òüñÿ íàñëiäîê 3.6.6, à äëÿ ñóìiñíèõ ç íåþ òåîðié
� íàñëiäîê 3.6.12. Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî ÷èñòà ëîãiêà âiäíîøåíü,
î÷åâèäíî, ñóìiñíà ç òåîði¹þ R̃ �

3.6.5. Òåçà ×åð÷à

Ïðè îçíà÷åííi ðîçâ'ÿçíîñòi ìè âèõîäèëè ç ïîíÿòòÿ ðåêóðñèâíî¨ (àáî,
ùî òå ñàìå, àðèôìåòè÷íî¨) ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó ìè âèõîäèëè ç òîãî, ùî
ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ � öå òi, ÿêi ìîæíà ¾åôåêòèâíî¿, àáî ¾àëãîðèòìi÷íî¿
îá÷èñëèòè. Îäíàê ïîíÿòòÿ åôåêòèâíî¨ îá÷èñëþâàíîñòi ÷è àëãîðèòìó íå
¹ òî÷íî âèçíà÷åíèì. Òîìó âèíèêà¹ ïðîáëåìà (ìàáóòü, íå ñóòî ìàòåìàòè-
÷íà): ÷è íå ìîæíà çíàéòè iíøîãî éîãî îçíà÷åííÿ, ïðè ÿêîìó åôåêòèâíî
îá÷èñëþâàíèìè ñòàëè á äåÿêi íîâi ôóíêöi¨. Ïðîòÿãîì XX ñò. áóëî êiëüêà
ñïðîá äàòè òàêå îçíà÷åííÿ; òóò ìîæíà íàçâàòè iìåíà Ò'þðiíãà, Ïîñòà,
×åð÷à, Ìàðêîâà, Åðáðàíà òà iíøèõ. Óòiì, óñi öi îçíà÷åííÿ âèÿâèëèñü ðiâ-
íîñèëüíèìè â òîìó ðîçóìiííi, ùî ðåçóëüòóþ÷èé êëàñ ¾åôåêòèâíî îá÷è-
ñëþâàíèõ¿ ôóíêöié çáiãàâñÿ ç êëàñîì ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié. Ç äåÿêèìè
ïðèêëàäàìè ìîæíà îçíàéîìèòèñü çà êíèãàìè [Ìàë2, ãë. V,VI] òà [Ìåí,
ãë. 5]. Âèõîäÿ÷è ç öèõ (i äåÿêèõ iíøèõ) ìiðêóâàíü, ×åð÷ âèñóíóâ òåçó,
ùî iíòó¨òèâíå ïîíÿòòÿ åôåêòèâíî¨ îá÷èñëþâàíîñòi íàñïðàâäi çáiãà¹òüñÿ
ç ïîíÿòòÿì ðåêóðñèâíîñòi. Çâiñíî, òåçà ×åð÷à íå ¹ ìàòåìàòè÷íèì òâåð-
äæåííÿì. Òîìó ¨¨ íåìîæëèâî ¾ìàòåìàòè÷íî¿ äîâåñòè. Çâè÷àéíî, âåñü
ïîïåðåäíié äîñâiä ñâiä÷èòü íà ¨¨ êîðèñòü, àëå, ÿê êàçàâ �ñåíií-Âîëüïií:
¾Òå, ùî â ðåçóëüòàòi âñi îäåðæàëè îäíå é òå ñàìå, ìîæå ç òèì æå óñïiõîì
ñâiä÷èòè, ùî âñi çàçíàëè òi¹¨ ñàìî¨ íåâäà÷i¿. Óòiì ïåðåâàæíà áiëüøiñòü
ôàõiâöiâ ââàæà¹, ùî òåçà ×åð÷à ìà¹ âåëüìè ñåðéîçíi ïiäñòàâè i ¨¨ ìîæíà
ïðèéíÿòè ïðè äîñëiäæåííÿõ, ïîâ'ÿçàíèõ ç àëãîðèòìàìè òà åôåêòèâíi-
ñòþ.

Çðîáèìî ùå îäíå iñòîòíå çàóâàæåííÿ. Îçíà÷åííÿ ðåêóðñèâíî¨ ôóí-
êöi¨, ÿêå ìè äàëè â ðîçäiëi 3.3, íå ¹ åôåêòèâíèì. Äiéñíî, çàñòîñóâàííÿ
ìiíiîáåðòàííÿ (µ-îïåðàöi¨) ïåðåäáà÷à¹, ùî ìè âæå çíà¹ìî, ùî ðiâíÿí-
íÿ g(x, y) = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ïðè äîâiëüíîìó (ôiêñîâàíîìó) x. Îäíàê
ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íå iñíó¹ àëãîðèòìà, ÿêèé áè çà êîæíîþ ðåêóð-
ñèâíîþ (àáî, ùî òå ñàìå, àðèôìåòè÷íîþ) ôóíêöi¹þ f(x) âèçíà÷àâ, ÷è
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iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ f(x) = 0. Òîìó, âçàãàëi êàæó÷è, íåìîæëèâî
åôåêòèâíî ç'ÿñóâàòè, ÷è ïðèäàòíà ÿêàñü ôóíêöiÿ äî ìiíiîáåðòàííÿ. Íà-
ñïðàâäi, ó ñâiòëi òåçè ×åð÷à, íi÷îãî íåñïîäiâàíîãî òóò íåìà¹: ïîíÿò-
òÿ àëãîðèòìi÷íîñòi íå ìîæå áóòè àëãîðèòìi÷íèì. Äiéñíî, ïðèïóñòè-
ìî, ùî iñíó¹ åôåêòèâíå îçíà÷åííÿ àëãîðèòìiâ, ñêàæiìî òàêèõ, ÿêi îá-
÷èñëþþòü ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨. Çâè÷àéíî, óñi ìîæëèâi åôåêòèâ-
íi êîíñòðóêöi¨ ìîæíà ïåðåðàõóâàòè; çîêðåìà, òîäi ìíîæèíó åôåêòèâ-
íî îá÷èñëþâàíèõ ôóíêöié A ìîæíà áóëî á åôåêòèâíî çàíóìåðóâàòè:
A = {A1, A2, . . . , An, . . . }. Ìîæëèâî, öåé ïåðåëiê ìiñòèòü ïîâòîðåííÿ,
àëå âàæëèâî, ùî âií ìiñòèòü óñi åôåêòèâíî îá÷èñëþâàíi ôóíêöi¨. Ðîçãëÿ-
íåìî òîäi ôóíêöiþ B(n) = An(n)+1. Î÷åâèäíî, âîíà åôåêòèâíî çàäàíà:
¨¨ çíà÷åííÿ àëãîðèòìi÷íî îá÷èñëþ¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî n. Ç iíøîãî áîêó,
âîíà íå çáiãà¹òüñÿ ç æîäíîþ ç ôóíêöié An: B(n) 6= An(n). Ôàêòè÷íî ìè
òóò âèêîðèñòàëè äiàãîíàëüíèé ïðèéîì Êàíòîðà, äîáðå âiäîìèé ç åëåìåí-
òàðíî¨ òåîði¨ ìíîæèí. Îòæå, âèêîðèñòàííÿ íååôåêòèâíèõ êîíñòðóêöié â
îçíà÷åííi âñiõ ¾åôåêòèâíî îá÷èñëþâàíèõ¿ ôóíêöié ¹ íåìèíó÷èì. Çâiñíî,
íàøi ðîçãëÿäè òóò áóëè àæ íàäòî íåôîðìàëüíèìè, àëå, ïî-ïåðøå, òàêà
íåôîðìàëüíiñòü òåæ íåìèíó÷à, îñêiëüêè ñàìå ïîíÿòòÿ åôåêòèâíî¨ îá-
÷èñëþâàíîñòi ¹ íåôîðìàëüíèì. Ïî-äðóãå æ, ìè ñïîäiâà¹ìîñÿ, ùî ÷èòà÷,
ÿêèé ðîçiáðàâñÿ â òåîðåìàõ íåïîâíîòè â òîìó âèãëÿäi, ÿê âîíè ïîäàíi
â öié êíèçi, áóäå â çìîçi ñàì ïåðåêëàñòè öi ðîçãëÿäè íà ôîðìàëüíó ìî-
âó â áóäü-ÿêié ñèòóàöi¨, êîëè éîìó çàïðîïîíóþòü ÿêóñü ôîðìàëiçàöiþ
ïîíÿòòÿ àëãîðèòìó.
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