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Роздiл I

Зображення груп

1.1. Основнi поняття
sec1

11 Означення 1.1.1. (1) Зображенням групи G над полем k зве-
ться гомоморфiзм ρ : G → GL(V ), де GL(V ) — група автомор-
фiзмiв (обертовних лiнiйних операторiв) простору V .

(2) Гомоморфiзмом зображення ρ в зображення θ : G → GL(W )
зветься лiнiйне вiдображення f : V →W таке, що fρ(g) = θ(g)f
для всiх елементiв g ∈ G. Множину всiх гомоморфiзмiв з ρ в
θ позначають через HomG(ρ, θ). Очевидно, це є векторний про-
стiр над полем k. Його розмiрнiсть позначимо h(ρ, θ). Зокрема,
HomG(ρ, ρ) є k-алгеброю.

(3) Пiдпростiр U ⊆ V зветься iнварiантним (вiдносно зображення
ρ), якщо ρ(g)u ∈ U для всiх векторiв u ∈ U i всiх елементiв
g ∈ G.

(4) Зображення ρ зветься незвiдним, якщо V 6= 0 i єдиними iнва-
рiантними пiдпросторами в просторi V є нульовий пiдпростiр
i весь простiр V . У цьому випадку визначене обмеження ρU
зображення ρ на пiдпростiр U .

(5) Зображення ρ зветься розкладним, якщо V мiстить два ненульо-
вi iнварiантнi пiдпростори V1, V2 такi, що V = V1 ⊕ V2. У цьому
випадку також кажуть, що ρ = ρ1⊕ ρ2, де ρi = ρVi

. Якщо таких
пiдпросторiв не iснує, а V 6= 0, зображення ρ зветься нерозкла-
дним.

(6) Зображення ρ зветься цiлком звiдним, якщо V мiстить такi iн-
варiантнi пiдпростори V1, V2, . . . , Vm, що V =

⊕m
i=1 Vi, а всi обме-

ження ρVi
є незвiдними.

12 Приклад 1.1.2. (1) Одиничне зображення ставить у вiдповiд-
нiсть кожному елементу g ∈ G тотожне вiдображення 1V . Оче-
видно, воно є нерозкладним тодi й лише тодi, коли dimV = 1.

(2) Нехай група G дiє на множинi X. З цiєю дiєю пов’язанi два
зображення групи G.
(a) Розглянемо векторний простiр kX, базою якого є елемен-

ти множини X. Iнакше кажучи, елементи з kX — це фор-
мальнi лiнiйнi комбiнацiї

∑
x∈X λxx, де λx ∈ k i всi кое-

фiцiєнти λx, крiм скiнченної кiлькостi, рiвнi 0. Визначимо

4
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ρX(g)
∑

x∈X λxx =
∑

x∈X λxgx. Перевiрте, що це дiйсно зо-
браження.

(b) Розглянемо тепер векторний простiр k

X усiх функцiй X →
k. Визначимо оператор ρ∗X(g) правилом (ρ∗X(g)f)(x) = f(g−1x)
для кожної функцiї f : X → k. Перевiрте, що це також є
зображенням.

(c) Нехай k

(X) ⊆ k

X — пiдпростiр функцiй f зi скiнченним но-
сiєм, тобто таких, що множина {x | f(x) 6= 0 } є скiнченною.
Очевидно, цей пiдпростiр є iнварiантним вiдносно зобра-
ження ρ∗X . Доведiть, що обмеження ρ∗X на цей пiдпростiр
iзоморфне зображенню ρX . Зокрема, якщо множина X є
скiнченною, то зображення ρX i ρ∗X iзоморфнi. Чи буде так
i коли ця множина нескiнченна?

Якщо X = G з дiєю лiвими зсувами, зображення ρG у просторi
kG зветься регулярним зображенням групи G над полем k, а
зображення ρ∗G у просторi kG — корегулярним зображенням.

shur Теорема 1.1.3 (Лема Шура). (1) Якщо зображення ρ : G →
GL(V ) i θ : G → GL(W ) є незвiдними, то будь-який гомомор-
фiзм f : ρ → θ є або нульовим, або iзоморфiзмом. Зокрема,
кiльце ендоморфiзмiв незвiдного зображення є тiлом.

(2) Якщо поле k є алгебрично замкненим, а ρ є скiнченновимiрним
незвiдним зображенням, то кожен ендоморфiзм зображення ρ
є скалярним (тобто рiвним λ1V , де 1V — тотожне вiдобра-
ження простору V ).

Доведення. (1) Нехай f 6= 0. Легко переконатися (зробiть це), що
Ker f є iнварiантним пiдпростором у V , а Im f є iнварiантним пiдпро-
стором у W . Оскiльки Ker f 6= V , то Ker f = 0, тобто f — мономорфiзм.
Оскiльки Im f 6= 0, то Im f = W , тобто f — епiморфiзм. Отже, f —
iзоморфiзм.

(2) Оскiльки поле k алгебрично замкнене, а простiр V скiнченно-
вимiрний, оператор f має власне число λ. Тодi оператор f − λ1V має
ненульове ядро, отже, необертовний. Але цей оператор також є ендо-
морфiзмом зображення ρ. Тому f − λ1V = 0 i f = λ1V . �

14 Наслiдок 1.1.4. Незвiдне зображення комутативної групи над ал-
гебрично замкненим полем є одновимiрним.

Доведення. Якщо група G комутативна, то ρ(h)ρ(g) = ρ(g)ρ(h)
для всiх g, h ∈ G. Тому ρ(h) є ендоморфiзмом зображення ρ. Якщо ρ
незвiдне й скiнченновимiрне, то всi оператори ρ(h) є скалярними. Але
тодi будь-який пiдпростiр є iнварiантним. Отже, V не має пiдпросторiв,
крiм 0 та V . Тому dimV = 1. �

maschke Теорема 1.1.5 (Теорема Машке). Нехай G — скiнченна група по-
рядку n, причому n не дiлиться на характеристику поля k (наприклад,
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chark = 0). Тодi кожне нерозкладне зображення групи G над полем k є
незвiдним. Рiвносильно, кожне зображення групи G є цiлком звiдним.

Доведення. Доведення теореми Машке ґрунтується на наступнiй
лемi, яку ми також використаємо й надалi.

lem Лема 1.1.6. Нехай ρ : G→ GL(V ) i θ : G→ GL(W ) — два зображе-
ння скiнченної групи G, ϕ : V → W — довiльне лiнiйне вiдображення.
Тодi вiдображення

ϕ̃ =
∑

x∈G θ(x
−1)ϕρ(x)

є гомоморфiзмом ρ→ θ.1

Дiйсно, для довiльного елемента g ∈ G
ϕ̃ρ(h)(v) =

∑

g∈G

ρ(g−1)ϕρ(g)ρ(h)(v) =
∑

g∈G

ρ(g−1)ϕρ(gh)(v) =

=
∑

q∈G

ρ(hq−1)ϕρ(q)(v) =
∑

q∈G

ρ(h)ρ(q−1)ϕρ(q)(v) =

= ρ(h)
∑

q∈G

ρ(q−1)ϕρ(q)(v) = ρ(h)ϕ̃(v).

Тут у першому й другому рядках ми скористалися тим, що ρ — зобра-
ження, тобто переводить добуток у добуток, а при переходi вiд першого
рядка до другого ми зробили замiну змiнних q = gh.

Перейдемо до доведення теореми Машке. Припустимо, що зображе-
ння ρ : G → GL(V ) є звiдним, а U ⊂ V — iнварiантний пiдпростiр,
вiдмiнний вiд 0 i вiд V . Iснує доповнення U ′ пiдпростору U , тобто такий
пiдпростiр, що V = U⊕U ′. Розглянемо оператор π : V → U проектуван-
ня на U : саме, якщо v = u+u′, де u ∈ U, u′ ∈ U ′, то π(v) = u. Очевидно,
π2 = π i π(u) = u для u ∈ U . За лемою, оператор π̄ = 1

n

∑
g∈G ρ(g

−1)πρ(g)

є ендоморфiзмом зображення ρ. Якщо u ∈ U , то ρ(g)(u) ∈ U , тому
πρ(g)(u) = ρ(g)(u), звiдки випливає, що π̄(u) = u. З тих самих мiркувань
завжди π̄(v) ∈ U . Тому π̄2 = π̄. Позначимо U ′′ = Ker π̄. Це iнварiантний
пiдпростiр i U ∩ U ′′ = 0. З iншого боку, v = π̄(v) + (v − π̄(v)) i дру-
гий доданок лежить в U ′′. Отже, V = U ⊕ U ′′, тобто зображення ρ є
розкладним. �

16 Наслiдок 1.1.7. Нехай виконанi умови теореми Машке.

(1) Кожне нерозкладне зображення групи G над полем k є скiн-
ченновимiрним.

(2) Зображення ρ є незвiдним (або, що те саме, нерозкладним)
тодi й лише тодi, коли його кiльце ендоморфiзмiв є тiлом.

(3) Якщо поле k алгебрично замкнене, то зображення ρ є незвi-
дним (або, що те саме, нерозкладним) тодi й лише тодi, коли
h(ρ, ρ) = 1.

1 Зауважимо, що характеристика поля в цiй лемi неiстотна.
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(4) Кожне скiнченновимiрне зображення є цiлком звiдним.

Доведення. (1) Нехай v — довiльний ненульовий вектор простору
V . Розглянемо пiдпростiр U , який складається з усiх лiнiйних комбiнацiй∑

g∈G λgρg(v), де λg ∈ k. Вiн є iнварiантним i скiнченновимiрним. За
теоремою Машке, якщо зображення ρ нерозкладне, U = V .

(2) Припустимо, що V = V1 ⊕ V2, де обидва пiдпростори V1, V2 нену-
льовi й iнварiантнi. Якщо v = v1 + v2, визначимо π(v) = v1. Це ендомор-
фiзм зображення ρ (перевiрте це), причому вiн ненульовий i необертов-
ний (оскiльки Kerπ = V2).

(3) випливає з (2), оскiльки якщо h(ρ, ρ) = 1, то HomG(ρ, ρ) = k.
(4) є безпосереднiм наслiдком теореми Машке. �

Нехай виконанi умови теореми Машке. Кожне скiнченновимiрне зо-
браження ρ розкладається у пряму суму нерозкладних: ρ =

⊕m
i=1 ρi. Се-

ред них, звичайно, можуть бути iзоморфнi. Кратнiстю µ(θ, ρ) незвiдно-
го зображення θ у зображеннi ρ зветься кiлькiсть тих прямих доданкiв
у цьому розкладi, якi iзоморфнi θ.

17 Наслiдок 1.1.8. Нехай виконанi умови теореми Машке. Тодi

µ(θ, ρ) =
h(θ, ρ)

h(θ, θ)
=
h(ρ, θ)

h(θ, θ)
.

Зокрема, кратнiсть µ(θ, ρ) не залежить вiд розкладу зображення ρ у
пряму суму нерозкладних.

Доведення. Нехай V =
⊕m

i=1 Vi, де всi пiдпростори Vi iнварiантнi,
причому зображення ρi = ρVi

незвiднi. Кожен гомоморфiзм f : θ → ρ iн-
дукує гомоморфiзми fi : θ → ρi, а саме, якщо f(w) =

∑m
i=1 vi, де vi ∈ Vi,

то fi(w) = vi (перевiрте, що це дiйсно гомоморфiзм). Вiдображення f
повнiстю визначається вiдображеннями fi. Навпаки, якщо задано гомо-
морфiзми fi : θ → ρi, то вiдображення f таке, що f(w) =

∑m
i=1 fi(w)

є гомоморфiзмом θ → ρ (перевiрте це). Отже, h(θ, ρ) =
∑m

i=1 h(θ, ρi).
Оскiльки h(θ, ρi) = 0, якщо ρi 6≃ θ, i h(θ, ρi) = h(θ, θ), якщо ρi ≃ θ, це
доводить першу рiвнiсть.

Аналогiчне доведення другої рiвностi залишається як вправа. �

18 Вправа 1.1.9. За умов теореми Машке, доведiть, що для довiльних
скiнченновимiрних зображень

h(ρ, ρ′) =
∑

θ

µ(θ, ρ)µ(θ, ρ′)h(θ, θ),

де сума береться за всiма незвiдними зображеннями. Зокрема,

h(ρ, ρ) =
∑

θ

µ(θ, ρ)2h(θ, θ).
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Якщо поле алгебрично замкнене, цi формули переписуються так:

h(ρ, ρ′) =
∑

θ

µ(θ, ρ)µ(θ, ρ′),

h(ρ, ρ) =
∑

θ

µ(θ, ρ)2.

Наступний корисний факт не залежить вiд характеристики поля.

19 Лема 1.1.10. Нехай ρ : G → GL(V ) — скiнченновимiрне зображен-
ня. Тодi h(ρG, ρ) = dimV , де ρG — регулярне зображення групи G (див.
Приклад 1.1.2).

Доведення. Для кожного вектора v ∈ V визначимо лiнiйне вiд-
ображення ϕv : kG→ V правилом ϕv

(∑
x∈G λxx

)
=
∑

x∈G λxρ(x)v. Лег-
ко перевiрити, що ϕv є гомоморфiзмом ρG → ρ (зробiть це). Нехай тепер
ψ : kG→ V — довiльний гомоморфiзм ρG → ρ, v = ψ(1) (ми ототожню-
ємо кожен елемент x ∈ G з лiнiйною комбiнацiєю, в якiй коефiцiєнт при
x дорiвнює 1, а всi iншi коефiцiєнти рiвнi 0). Тодi

ψ
(∑

x∈G

λxx
)
=
∑

x∈G

λxψ(x) =
∑

x∈G

λxψ(ρG(x)1) =

=
∑

x∈G

λxρ(x)ψ(1) =
∑

x∈G

λxρ(x)v = ϕv

(∑

x∈G

λxx
)
.

Отже, ϕv — це всi гомоморфiзми ρG → ρ i h(ρG, ρ) = dimV . �

10 Наслiдок 1.1.11. Нехай Ĝ — множина всiх попарно неiзоморфних
незвiдних зображень групи G. Якщо виконанi умови теореми Машке,
то ∑

θ∈Ĝ

(dim θ)2

h(θ, θ)
= #(G)

Зокрема, якщо поле k є алгебрично замкненим, то
∑

θ∈Ĝ

(dim θ)2 = #(G).

Доведення. За Лемою 1.1.10, Вправою 1.1.9 i Наслiдком 1.1.8,

#(G) = dim ρG = h(ρG, ρG) =

=
∑

θ∈Ĝ

µ(θ, ρG)
2h(θ, θ) =

∑

θ∈Ĝ

h(ρG, θ)
2

h(θ, θ)2
h(θ, θ) =

∑

θ∈Ĝ

(dim θ)2

h(θ, θ)
.

�

Якщо взяти до уваги ще Наслiдок 1.1.4, одержимо наступний резуль-
тат.

1a Наслiдок 1.1.12. Якщо виконанi умови теореми Машке, група G є

комутативною, а поле k алгебрично замкненим, то #(Ĝ) = #(G).
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Надалi,до кiнця цього пункту, ми вважаємо, що група G є скiнчен-
ною, комутативною, а поле k є алгебрично замкненим i його характери-
стика не дiлить порядок n групи G.

При цих припущеннях незвiднi зображення є одновимiрними, тобто є
гомоморфiзмами χ : G→ k

×. Їх звуть характерами групи G. Характери
можна перемножати поточково: (χ1χ2)(g) = χ1(g)χ2(g). Легко бачити,
що вiдносно цiєї операцiї Ĝ теж є комутативною групою. Тому визначе-

на й її група характерiв ̂̂G. Iснує природний гомоморфiзм γ : G → ̂̂
G,

визначений правилом: γ(g)(χ) = χ(g).

Теорема 1.1.13 (Теорема двоїстостi). Гомоморфiзм γ є iзоморфi-
змом.

Доведення. Оскiльки, за Наслiдком 1.1.12, #(
̂̂
G) = #(G), доста-

тньо довести, що Ker γ = {1}: тодi вiдображення γ є iн’єктивним, а
тому й бiєктивним. Але Ker γ = { g | χ(g) = 1 } для всiх χ ∈ Ĝ. От-
же, характери групи G збiгаються з характерами групи G/Ker γ, тому

#(G) = #(Ĝ) = #( ̂G/Ker γ) = #(G/Ker γ), звiдки #(Ker γ) = 1. �

Зробимо ще одне важливе зауваження.

1b Твердження 1.1.14. Якщо виконанi умови теореми Машке, а всi
незвiднi зображення групи G є одновимiрними, то група G комута-
тивна.

Доведення. Перш за все, зауважимо, що регулярне зображення
групи G є точним, тобто ρG(G) = 1 тодi й лише тодi, коли g = 1.
Дiйсно, якщо g 6= 1, то ρG(g)1 = g 6= 1, отже ρG(g) 6= 1.

Припустимо, що всi незвiднi зображення є одновимiрними. За тео-
ремою Машке, регулярне зображення є прямою сумою незвiдних, тобто
одновимiрних. Тому в деякiй базi воно задається дiагональним матри-
цями. Оскiльки довiльнi дiагональнi матрицi перестановнi мiж собою,
ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) = ρ(h)ρ(g) = ρ(hg), звiдки gh = hg для довiльних
g, h ∈ G. �

1c Приклад 1.1.15. В усiх цих прикладах ми розглядаємо зображення
над полем комплексних чисел.

(1) Нехай G — циклiчна група порядку n: G = 〈 a | an = 1 〉. Її
незвiдне зображення ρ є одновимiрним, тобто ρ(a) = α ∈ k. При
цьому an = 1, тобто a = exp(2πk

n
), де 0 6 k < n. Це й є всi

незвiднi (або, що те саме, нерозкладнi) зображення.

(2) Нехай G — група дiедра порядку 2n: G = 〈σ, τ | σn = 1, τ2 =
1, στ = τσ−1 〉. Перевiрте, що
(a) Якщо n парне, група G має 4 одновимiрних зображення, а

якщо n непарне — 2 одновимiрних зображення.
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(b) Вiдповiднiсть

σ 7→
(
cos 2πk

n
− sin 2πk

n

sin 2πk
n

cos 2πk
n

)

задає зображення ρk групи G.
(c) Якщо 1 6 k < n

2 , зображення ρk є нерозкладними й неiзо-
морфними.
Вказiвка: Обчислiть слiди tr ρk(σ) та tr ρk(τ) i скористайте-
ся тим, що слiди подiбних операторiв рiвнi.

(d) Користуючись Наслiдком 1.1.11, доведiть, що всi незвiднi
зображення групи дiедра — або одновимiрнi, або ρk (1 6

k < n2).

Наступна теорема показує, що умови теореми Машке є дiйсно необ-
хiдними.

Теорема 1.1.16. Нехай характеристики p поля k дiлить порядок n
групи G. Тодi регулярне зображення ρG не є цiлком звiдним.

Доведення. Нехай ρ — якесь зображення групи G, Sρ =
∑

x∈G ρ(x).
Очевидно ρ(g)Sρ = Sρρ(g) для довiльного g ∈ G, тобто Sρ — ендоморфiзм
зображення ρ. Звiдси ж (Sρ)

2 =
∑

g∈G gSρ = nSρ = 0, оскiльки p | n.
Якщо зображення незвiдне, з леми Шура випливає, що Sρ = 0. Те саме,
звичайно, буде i для кожного цiлком звiдного зображення. Але SρG1 =∑

x∈G x 6= 0, отже ρG не є цiлком звiдним. �

1.2. Спiввiдношення ортогональностi
s2

У цьому роздiлi ми вважаємо, що поле k — алгебрично замкнене, а
група G скiнченна, причому її порядок n не дiлиться на характеристику
поля k.

Нехай ρ : G→ GL(V ) — скiнченновимiрне зображення групи G. Ви-
беремо базу v1, v2, . . . , vd в просторi V . Тодi кожен оператор ρ(g) задає-
ться матрицею (ρij(g)) розмiру d× d. Функцiї ρij(g) звуться матрични-
ми елеметнами зображення ρ в базi v1, v2, . . . , vd (часто згадку про базу
опускають). Цi функцiї мають важливi властивостi, якi звуться спiввiд-
ношеннями ортогональностi.

21 Означення 1.2.1. У просторi kG всiх функцiй на групi G зi значе-
ннями в полi k визначимо бiлiнiйну форму (ξ, η)G формулою

(ξ, η)G = 1
n

∑
x∈G ξ(x

−1)η(x).

Ця форма є симетричною (перевiрте).

22 Теорема 1.2.2. Нехай ρ : G → GL(V ) i θ : G → GL(W ) — незвiднi
зображення групи G, ρij i θij — їхнi матричнi елементи в якихось
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базах просторiв V i W . Тодi (ρij , θkl)G = 0, якщо ρ 6≃ θ, а

(ρij , ρkl)G =

{
1
d
, якщо i = l, j = k,

0 iнакше,

де d = dim ρ.

Доведення. Розглянемо лiнiйне вiдображення ϕ : W → V , яке в
тих самих базах задається матрицею ejk, в якiй на мiсцi jk стоїть 1, а
на всiх iнших — 0. За Лемою 1.1.6, оператор ϕ̃ =

∑
x∈G ρ(x

−1)ϕθ(x) є
гомоморфiзмом θ → ρ. За Лемою Шура, ϕ̃ = 0, якщо θ 6≃ ρ i ϕ̃ = λ1 для
деякого λ ∈ k, якщо θ = ρ. В останньому випадку значення λ можна
обчслити, знайшовши слiд tr ϕ̃ = dλ. Саме, tr(ρ(x)−1ϕρ(x)) = tr ϕ̃ для
кожного x ∈ G, отже

tr ϕ̃ = n trϕ =

{
n, якщо j = k,

0, якщо j 6= k.

Обчислимо коефiцiент на мiсцi il у матрицi оператора ϕ̃. У добутку ϕθ(x)
усi рядки, крiм j-го нульовi, а j-ий дорiвнює k-му рядку матрицi θ(x).
Тому в матрицi ϕ на мiсцi il стоїть

∑
x ρij(x

−1)θkl(x) = n(ρij, θkl). Цей
елемент дорiвнює 0, якщо θ 6≃ ρ або якщо θ = ρ, але i 6= l (недiагональне
мiсце). Якщо ж θ = ρ i i = l (дiагональне мiсце), то, оскiльки всi дiа-
гональнi елементи у ϕ̃ однаковi, цей елемент дорiвнює λ = 1

d
tr ϕ̃. Це й

доводить необхiдну формулу. �

23 Означення 1.2.3. Характером зображення ρ зветься функцiя χρ(x) =

tr ρ(x) =
∑d

i=1 ρii(x), де d = dim ρ. Зауважимо, що ця функцiя не зале-
жить вiд вибору бази, оскiльки слiди подiбних матриць рiвнi. Характери
незвiдних зображень звуться незвiдними характерами групи G.

24 Теорема 1.2.4. Нехай ρ i θ — незвiднi зображення групи G. Тодi

(χρ, χθ) =

{
1, якщо ρ ≃ θ,
0, якщо ρ 6≃ θ.

Доведення. За означенням, (χρ, χθ) =
∑

i,j(ρii, θjj). Згiдно з Тео-
ремою 1.2.2, це дає 0, якщо θ 6≃ ρ. Якщо ж θ = ρ i dim ρ = d, з цiєї суми
залишається лише d доданкiв, якi вiдповiдають членам з i = j. Кожен з
них дорiвнює 1

d
, отже в результатi маємо 1. �

25 Означення 1.2.5. Функцiя ϕ на групiG зветься центральною, якщо
ϕ(gx) = ϕ(xg) для довiльних елементiв g, x ∈ G. Рiвносильна умова:
ϕ(g−1xg) = ϕ(x) для довiльних елементiв g, x ∈ G (перевiрте це).

25a Лема 1.2.6. Нехай ϕ — центральна функцiя на групi G, ρ — зобра-
ження цiєї групи. Тодi оператор Φ =

∑
x∈G ϕ(x)ρ(x

−1) є ендоморфiзмом
зображення ρ. Зокрема, якщо ρ — незвiдне зображення розмiрностi d,
то Φ = λ1, де λ = n

d
(χρ, ϕ).
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Доведення. Для довiльного елемента g ∈ G
Φρ(g) =

∑

x∈G

ϕ(x)ρ(x−1)ρ(g) =
∑

x∈G

ϕ(x)ρ(x−1g) =

=
∑

y∈G

ϕ(gy)ρ(y−1) =
∑

y∈G

ϕ(yg)ρ(y−1) =

=
∑

z∈G

ϕ(z)ρ(gz−1) =
∑

z∈G

ϕ(z)ρ(g)ρ(z−1) =

= ρ(g)
∑

z∈G

ϕ(z)ρ(z−1) = ρ(g)Φ.

Отже Φ — ендоморфiзм зображення ρ. Якщо ρ незвiдне, то, за Лемою
Шура Φ = λ1 для деякого λ ∈ k. Тодi

dλ = trΦ =
∑

x∈G

ϕ(x) tr ρ(x−1) = n(χρ, ϕ).

�

26 Теорема 1.2.7. Нехай ρ1, ρ2, . . . , ρm — повний набiр попарно неiзо-
морфних незвiдних зображень групи G, χ1, χ2, . . . , χm — характери цих
зображень.

(1) Матричнi елементи ρkij (1 6 k 6 m, 1 6 i, j 6 dim ρk) зобра-

жень ρk у якихось базах утворюють базу простору функцiй
k

G.
(2) Харакери χk (1 6 k 6 m) уворюють базу пiдпростору ценраль-

них функцiй з kG.

Доведення. (1) З Теореми 1.2.2 випливає, що функцiї ρkij лiнiйно
незалежнi. Дiйсно, припустимо, що

∑
i,j,k λijkρ

k
ij = 0. Тодi

0 = (ρspq,
∑

i,j,k

λijkρ
k
ij) =

∑

i,j,k

λijk(ρ
s
pq, ρ

k
ij) ==

λsqp
d s

,

тобто всi коефiцiенти λsqp нульовi. З iншого боку, загальна кiлькiсть
функцiй ρkij дорiвнює

∑m
k=1(dim ρk)2, що, за Наслiдком 1.1.11, дорiвнює

n, тобто dimk

G. Отже, цi функцiї утворюють базу цього простору.
(2) З Теореми 1.2.4 так само випливає, що характери χ1, χ2, . . . , χm лi-

нiйно незалежнi (перевiрте). Якщо вони не утворюють бази, знайдеться
центральна функцiя ϕ така, що (χk, ϕ) = 0 для всiх k. За Лемою 1.2.5,∑

x∈G ϕ(x)ρ
k(x−1) = 0 для всiх k. Оскiльки довльне зображення роз-

кладаєься в пряму суму незвiдних,
∑

x∈G ϕ(x)ρ(x
−1) = 0 для кожного

зображення ρ, зокрема, для регулярного зображення. Але
∑

x∈G

ϕ(x)ρG(x
−1)1 =

∑

x∈G

ϕ(x)x−1 6= 0.

Одержане протирiччя завершує доведення теореми. �
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27 Наслiдок 1.2.8. Кiлькiсть неiзоморфних незвiдних зображень до-
рiвнює кiлькостi класiв спряженостi елементiв групи G.

Доведення. За означенням, функцiя є центральною тодi й лише
тодi, коли вона приймає однаковi значення на спряжених елементах.
Отже, розмiрнiсть простору центральних функцiй дорiвнює кiлькостi
класiв спряженостi. З iншого боку, за Теоремою 1.2.7, ця розмiрнiсть
дорiвнює кiлькостi неiзоморфних незвiдних зображень. �

chartab Означення 1.2.9. Нехай ρ1, ρ2, . . . , ρs — всi неiзоморфнi незвiднi зо-
браження групи G, χi = χρi , C1, C2, . . . , Cs — класи спряженостi елемен-
тiв цiєї групи, hk = #(Ck), xk ∈ Ck — деякi елементи, вибранi з цих
класiв. Позначимо χik = χi(xk). Матриця XG = (χik) (розмiру s× s) зве-
ться таблицею характерiв групи G. Ми також позначимо χ∗

ik = χi(x
−1
k ).

Оскiльки значення характеру постiйне на елементах з одного класу
спряженостi, то спiввiдношення ортогональностi для характерiв можна
переписати в такий спосiб:

ortort (1.2.1)
1

n

s∑

k=1

hkχikχ
∗
jk =

{
1, якщо i = j,

0, якщо i 6= j.

З цих формул випливає, що оберненою матрицею до XG є матриця

X̃G в якiй коефiцiент на мiсцi kj дорiвнює
hk
n
χ∗
jk. Записавши рiвнiсть

X̃GXG = I, де I — одинична матриця, ми одержимо так звану «друге
спiввiдношення ортогональностi для характерiв».

28 Теорема 1.2.10.

hk
n

s∑

i=1

χ∗
ikχij =

{
1, якщо k = j,

0, якщо k 6= j.

1.3. Операцïı над зображеннями
s3

Нагадаємо, що тензорним добутком векторних просторiв V i V ′

зветься иекторний простiр V ⊗ V ′ разом iз бiлiнiйним вiдображенням
V ×V ′ → V ⊗V ′, (v, v′) 7→ v⊗v′, яке є унiверсальним в тому розумiннi, що
для кожного бiлiнiйного вiдображення B : V ×V ′ →W iснує єдине лiнiй-
не вiдображення β : V ⊗V ′ → W таке, що B(v, v′) = β(v⊗v′). Тензорний
добуток визначений однозначно з точнiстю до канонiчного iзоморфiзму.
Якщо v1, v2, . . . , vn — база V , а v′1, v

′
2, . . . , v

′
m — база V ′, то вектори vi⊗v′j

(lei 6 n, 1 6 j 6 m) утворюють базу V ⊗ V ′. Якщо задано лiнiйнi вiд-
ображення A : V →W i A′ : V ′ →W ′, iснує єдине лiнiйне вiдображення
A ⊗ A′ : V ⊗ V ′ → W ⊗W ′ таке, що (A ⊗ A′)(v ⊗ v′) = (Av) ⊗ (A′v′).
У вiдповiдних базах {vi ⊗ v′j} простору V ⊗ V ′ та {wk ⊗ w′

l} простору
W ⊗ W ′ вiдображення A ⊗ A′ задається матрицею (akia

′
lj), де (aki) —

матриця вiдображення A, а (a′lj) — матриця вiдображення A′.
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Якщо ρ : G → GL(V ) i ρ′ : tGL(V ′) — зображення групи G, то вiд-
ображення g 7→ ρ(g) ⊗ ρ′(g) теж є зображенням цiєї групи. Воно позна-
чається ρ⊗ρ′ i зветься тензорним добутком зображень ρ i ρ′. Матричнi
елементи (ρ⊗ ρ1′)ijklцього зображення дорiвнюють добуткам ρikρ

′
jl. То-

му характер зображення ρρ′ дорiвнює

χρ⊗ρ′ =
∑

i,j

ρiiρ
′
jj =

∑

i

ρii
∑

j

ρ′jj = χρχρ′ .

З цiєї формули випливає важливий наслiдок.

31 Теорема 1.3.1. Нехай χ1, χ2, . . . , χs — всi рiзнi незвiднi характери
групи G. Iснують такi натуральнi числа γkij , що χiχj =

∑s
k=1 γ

k
ijχk.

Доведення. Нехай lstρs — незвiднi зображення групи G такi, що
χi = χρi . Розкладемо тензорний добуток ρi ⊗ ρj у пряму суму незвiдних
зображень:

e31e31 (1.3.1) ρiρj ≃
s⊕

k=1

γkijρk,

де γkij — натуральнi числа. Тодi χiχj = χρi⊗ρj =
∑s

k=1 γ
k
ijχk. �

Коефiцiенти γkij у формулi (1.3.1) звуться коефiцiентами Клебша–

Гордана. Їх обчислення є важливою задачею теорiї зображень груп.
З Теореми 1.3.1 випливає, що незвiднi характери утворюють пiдкiль-

це кiльця функцiй на групi. Адитивна група цього кiльця — вiльна абе-
лева, а незвiднi характери утворюють її базу.

Iнша важлива операцiя — перехiд до спряженого зображення. Са-
ме, нехай ρ : G → GL(V ) — зображення групи G, а V ∗ — спряжений
простiр, тобто простiр лiнiйних функцiй V → k. Для кожного лiнiйно-
го оператора ϕ у просторi V визначений спряжений оператор ϕ∗ — це
єдиний лiнiйний оператор у просторi V ∗ такий, що (ϕ∗f)(v) = f(ϕv) для
довiльного вектора v ∈ V i довiльної функцiї f ∈ V ∗. Визначимо спря-
жене зображення ρ∗ : G → GL(V ) правилом ρ∗(g) = ρ(g−1)∗. Неважко
переконатися, що в такий спосiб ми дiйсно одержимо зображення групи
G, тобто ρ∗(gh) = ρ∗(g)ρ∗(h). (Переконайтеся в цьому. Перевiрте, чи буде
зображенням вiдображення g 7→ ρ(g)∗).

Нагадаємо що спряжена база до бази v1, v2, . . . , vd простору V — це
база v∗1, v

∗
2 , . . . , v

∗
d простору V ∗, де функцiї v∗i визначенi правилом

v∗i (vj) =

{
1 якщо i = j,

0 якщо i 6= j.

Якщо А = (aij) — матриця оператора ϕ у базi v1, v2, . . . , vd, то матриця
спряженого оператора ϕ∗ у спряженiй базi v∗1 , v

∗
2 , . . . , v

∗
d — це транспоно-

вана матриця A⊥, на мiсцi (ij) в якiй стоїть aji. Тому trϕ = trϕ∗. Отже,
для характеру спряженого зображення маємо формулу χρ∗(g) = χ(g−1).
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Зокрема, значення χ∗
ik з Означення 1.2.9 — це значення на елементi x−1

k

характеру зображення, спряженого до ρi. Очевидно, зображення, спря-
жене до незвiдного також є незвiдним.

Нехай G = G1 × G2, ρi : Gi → GL(Vi) — зображення груп Gi (i =
1, 2). На тензорному добутку просторi V1 ⊗ V2 визначимо зображення
ρ1⊗ρ2 групи G, поклавши (ρ1⊗ρ2)(g1, g2) = ρ1(g1)⊗ρ2(g2). Воно зветься
зовнiшнiм тензорним добутком зображень ρ1 i ρ2.

32 Теорема 1.3.2. (1) Якщо зображення ρ1 i ρ2 незвiднi, таким
є й зображення ρ1 ⊗ ρ2.

(2) Кожне незвiдне зображення групи G1 × G2 iзоморфне ρ1 ⊗ ρ2
для деяких незвiдних зображень ρ1 групи G1 i ρ2 групи G2, якi
визначенi однозначно з точнiстю до iзоморфiзму.

Доведення. Позначимо ni = #(Gi) (i = 1, 2). Тодi #(G) = n =
n1n2. Нехай ρ1 i θ1 — незвiднi зображення групи G1, χ1 i ξ1 — їх хара-
ктери, ρ2 i θ2 — незвiднi зображення групи G2, χ2 i ξ2 — їх характери.
Позначимо χ = χρ1⊗ρ2 i ξ = ξθ1⊗θ2 . Тодi χ(x1, x2) = χ1(x1)χ2(x2), а
ξ(x1, x2) = ξ1(x1)ξ2(x2). Отже

(χ, ξ)G =
1

n

∑

x1∈G1,x2∈G2

χ(x−1
1 , x−1

2 )ξ(x1, x2) =

=
1

n1n2

∑

x1∈G1,x2∈G2

χ1(x
−1
1 )χ2(x

−1
2 )ξ1(x1)ξ2(x2) =

=
1

n1

∑

x1∈G1

χ1(x
−1
1 )ξ1(x1) ·

1

n2

∑

x2∈G2

χ2(x
−1
2 )ξ2(x2) =

= (χ1, ξ1)G1
· (χ2, ξ2)G2

=

{
1, якщо ρ1 ≃ θ1 i ρ2 ≃ θ2,
0 iнакше.

Отже, зовнiшнi тензорнi добутки ρ1⊗ρ2 та θ1⊗θ2 є незвiдними, причому
вони iзоморфнi тодi й лише тодi, коли ρ1 ≃ θ1 i ρ2 ≃ θ2. Кiлькiсть si
рiзних незвiдних зображень групи Gi (i = 1, 2) дорiвнює кiлькостi класiв
спряжених елементiв у цiй групi, а кiлькiсть рiзних незвiдних зображень
групи G = G1×G2 — кiлькостi s класiв спряжених елементiв у цiй групi.
Але, очевидно, пари (x1, x2) та (y1, y2) спряженi в групi G тодi й лише
тодi, коли x1 спряжений з y1 у групi G1, а x2 спряжений з y2 в групi G2.
Отже s = s1s2. Тому зовнiшнi тензорнi добутки незвiднихНе зображень
груп Gi дають всi незвiднi зображення групи G. �

Нарештi, важливими операцiями є такi, що пов’язанi з пiдгрупами
— обмеження та iндукування. .

33 Означення 1.3.3. Нехай H — пiдгрупа групи G, G = ⊔mi=1ziH —
розклад груfи G на класи сумiжностi по пiдгрупi H. Для кожного зо-
браження ρ : H → GL(V ) групи H визначимо iндуковане зображення

ρ̃ = IndGH ρ групи G наступним чином.
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(1) Розглянемо простор Ṽ =
⊕m

i=1 ziV , який складаються з фор-
мальних сум

∑m
i=1 zivi, де vi ∈ V .

(2) Якщо g ∈ G i gzi = zjh, де h ∈ H, визначимо ρ̃(g)(ziv) = zjρ(h)v
для всiх v ∈ V .

Перевiрте, що ρ̃ є зображенням, тобто ρ̃(g2g1) = ρ̃(g2)ρ̃(g1).
Очевидно, dim ρ̃ = m dim ρ.

34 Вправа 1.3.4. Доведiть, що χρ̃(g) =
∑

gzi∈ziH
χρ(z

−1
i gzi).

Ми також позначимо через ResGH θ обмеження зображення θ групи
G на пiдгрупу H. Має мiсце наступне твердження, вiдоме, як «закон
взаємностi Фробенiуса».

34 Теорема 1.3.5 (Закон взаємностi). Для довiльних зображень ρ : H →
GL(V ) i θ : G→ GL(W )

HomG(Ind
G
H ρ, θ) ≃ HomH(ρ,ResGH θ).

Доведення. Кожному гомоморфiзму ϕ : IndGH ρ → θ спiвставимо
гомоморфiзм ϕ̃ : ρ → ResGH θ, поклавши ϕ̃(v) = ϕ(1v). Очевидно, це
гомоморфiзм зображень групи H.

Навпаки, кожному гомоморфiзму ψ : ρ → ResGH θ спiвставимо вiд-
ображення ψ̃ : Ṽ → W за правилом ψ̃(ziv) = θ(zi)ψ(v). Перевiримо, що
це — гомоморфiзм ρ̃→ θ, тобто θ(g)ψ̃(ziv) = ψ̃(ρ̃(g)ziv).

За означенням, якщо gzi = zjh (h ∈ H), то ρ̃(g)ziv = zjρ(h)v. Тому
ψ̃(ρ̃(g)ziv) = θ(zj)ψ(ρ(h)(v)) = θ(zj)θ(h)ψ(v) = θ(zjh)ψ(v). З iншого бо-
ку, θ(g)ψ̃(ziv) = θ(g)θ(zi)ψ(v) = θ(gzi)ψ(v). Оскiльки gzi = zjh, цi два
вирази рiвнi.

Очевино, що ˜̃ψ = ψ. З iншого боку,

˜̃ϕ(ziv) = θ(zi)ϕ̃(v) = θ(zi)ϕ(1v) = ϕ(ρ̃(zi)v) = ϕ(ziv),

тобто ˜̃ϕ = ϕ, тобто цi вiдображення взаємно оберненi. �

1.4. Теореми цiлочисельностi
s4

Нехай A — алгебра над полем рацiональних чисел (взагалi кажучи,
нескiнченновимiрна). Елемент α ∈ A зветься цiлим алгебричним, якщо
вiн задовольняє деякому рiвнянню вигляду αm+c1α

m−1+· · ·+cm, де всi ci
— цiлi числа. Якщо, наприклад, A = C, це поняття збiгається з поняттям
цiлого алгебричного числа. Наступна лема є основним iнструментом при
вивченнi властивостей цiлих алгебричних елементiв.

41 Лема 1.4.1. Елемент α є цiлим алгебричним тодi й лише тодi, ко-
ли в алгебрi A iснують елементи u1, u2, . . . , um такi, що для кожного
j знайдуться цiлi числа aij, для яких αuj =

∑m
i=1 ui, i, крiм того, не

iснує такого ненульового елемента β ∈ A, що βui = 0 для всiх i.
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Доведення. Якщо α є цiлим алгебричним, то в якостi елементiв
u1, u2, . . . , um можна взяти 1, α, α2, αm−1.

Припустимо тепер, що такi u1, u2, . . . , um iснують. Позначимо че-
рез A матрицю (aij), а через u — вектор (стовпчик) з координатами
u1, u2, . . . , um. Попереднi рiвностi тодi перепишуться як матричне рiвня-
ння (αI −B)u = 0, де I — одинична матриця. Домноживши цю рiвнiсть
на матрицю, приєднану до αI − B (в якiй кожен елемент замiнено на
його алгебричне доповнення, а потiм транспоновано), одержимо, за вiд-
мою властивiстю визначника, що f(α)u = 0, де f(x) = det(xI − A),
тобто f(α)ui = 0 для всiх i, звiдки f(α) = 0. Але, оскiльки всi aij ∈ Z,
то f(x) = xm + c1x

m−1 + · · ·+ cm, де всi ci — цiлi числа. Отже α — цiлий
алгебричний. �

42 Наслiдок 1.4.2. Якщо алгебра A комутативна, то всi цiлi алге-
бричнi елементи з A утворюють пiдкiльце.

Доведення. Треба перевiрити, що сума й добуток цiлих алгебри-
чних елементiв α i β знову є таким. Але очевидно, що якщо елемен-
ти u1, u2, . . . , um задовольняють умовам Леми 1.4.1 для α, а елементи
w1, w2, . . . , wk — для β, то їхнi добутки {uiwj } задовольняють цим умо-
вам як для α+ β, так i для αβ. �

43 Твердження 1.4.3. Значення характеру χ(g) будь-якого зображе-
ння групи G є цiлими алгебричними числами.

Доведення. Оскiльки gn = 1, також ρ(g)n = 1. Тому всi власнi
значення оператора ρ(g) — коренi степеня n з 1, отже є цiлими алгебри-
чними. Тодi й χ(g), як сума власних значень (з урахуванням кратностей)
є цiлим алгебричним числом. �

На просторi kG можна ввести будову алгебри, тобто бiлiнiйне асоцi-
ативне множення, поклавши

∑
x∈G axx

∑
y∈G byy =

∑
x,y axbyxy. Отже,

до цiєї алгебри можна застосовувати Лему 1.4.1. Нехай C1, C2, . . . , Cs —
класи спряжених елементiв групи g. Вважатимемо, що C1 = {1}. Розгля-
немо елементи ui =

∑
1x∈Ci

x. Очевидно, вони складають базу центру
алгебри kG, тобто пiдалгебри

Cen(kG) = {α ∈ kG | αβ = βα для всiх β ∈ kG } .

Тодi uiuj є лiнiйною комбiнацiєю елементiв uk. Очевидно, що всi коефi-
цiенти цiєї лiнiйної комбiнацiї є цiлими, тобто uiuj =

∑s
k=1 uk. Оскiльки

1 = u1, елементи u1, u2, . . . , us задовольняють умовам Леми 1.4.1 для
елемента ui. Отже всi елементи u1, u2, . . . , us є цiлими алгебричними.

Довiльне зображення ρ : G → GL(V ) групи G можна розповсюди-
ти за лiнiйнiстю до зображення алгебри kG, тобто до гомоморфiзму
(який ми позначимо тiєю самою лiтерою) ρ : kG → L(V ), де L(V ) —
алгебра лiнiйних операторiв у просторi V : ρ(

∑
x∈G axx =

∑
x∈G axρ(x).
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Якщо елемент α належить центру Cen(kG), тобто комутує з усiма еле-
ментами групи, його образ ρ(α) комутує з усiма операторами ρ(g), тоб-
то є ендоморфiзмом зображення ρ. Якщо зображення ρ є незвiдним,
то ρ(α) = λ1V . При цьому λ = 1

d
tr ρ(α). Зокрема, ρ(uj) = λj1V , де

λj = 1
d
tr ρ(uj) = 1

d

∑
x∈Cj

χ(x) =
hj

d
χ(x), де hj = #(Cj), а x — довiль-

ний елемент з класу Cj. З iншого боку, гомоморфiзм переводить цiлi
алгебричнi елементи в цiлi алгебричнi. Отже оператор ρ(uj), а тому й

число λj =
hj

d
χ(x) є цiлим алгебричним. У термiнах таблицi характерiв

це можна сформулювати так.

44 Твердження 1.4.4. Усi числа
hj

di
χij є цiлими алгебричними.

Звiдси одержуємо таку теорему.

45 Теорема 1.4.5. Розмiрнiсть кожного незвiдного зображення є дiль-
ником порядку групи.

Доведення. Скористаймося спiввiдношенням ортогональностi у фор-
мi (1.2.1):

1

n

s∑

j=1

hjχijχ
∗
ij = 1.

Домноживши на n
di

, одержимо

s∑

j=1

hj
di
χijχ

∗
ij =

n

di
.

За Твердженнями 1.4.3 i 1.4.4, усi доданки в лiвiй частинi — цiлi алге-
бричнi числа. Отже й

n

di
— цiле алгебричне число. Оскiльки воно рацiо-

нальне, воно є цiлим. �

46 Приклад 1.4.6. Нехай #(G) = p2, де p — первинне число. У групи G
є одновимiрне (тривiальне) зображення. Тому сума квадратiв розмiрно-
стей усiх iнших зображень дорiвнює p2−1. Оскiльки всi цi розмiрностi —
дiльники p2, єдина можливiсть — коли всi вони одновимiрнi. Тодi група
G є комутативною (Твердження 1.1.14).

1.5. Теорема Бернсайда
s5

З результатiв про характери ми виведемо одну теорему з теорiї груп.

51 Теорема 1.5.1 (Теорема Бернсайда). Якщо порядок групи дiлиться
лише на два первиннi числа, ця група є розв’язною.

Доведення. Очевидно, достатньо довести, що в цiй групi є нетривi-
альна нормальна пiдгрупа. Доведення цього факту базується на деяких
додаткових результатах.
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52 Лема 1.5.2. Нехай ρ — незвiдне зображення групи G, χ = χρ, C —
клас спряжених елементiв цiєї групи, причому кiлькiсть h едементiв
у класi C є спiвпервинним з розмiрнiстю d зображення ρ. Тодi або всi
оператори ρ(x), де x ∈ C, є скалярними, або χ(x) = 0 для всiх x ∈ C.

Доведення. Iснують цiлi числа a, b такi, що ad + bh = 1. Оскiльки
χ(x) i h

d
χ(x) — цiлi алгебричнi, таким є й число

z = xχ(x) + y
h

d
χ(x) =

xd+ yh

d
χ(x) =

χ(x)

d
.

Оскiльки ρ(x)d = 1, матриця оператора ρ(x) у деякiй базi є дiагональ-
ною: diag (ε1, ε2, . . . , εd), де ε1, ε2, . . . , εd — коренi степеня n з 1. Якщо ця
матриця не є скалярною, тобто не всi εi однаковi, |∑d

i=1 εi| <
∑d

i=1 |εi| =
d, тому |z| < 1. Нехай ε — первинний корiнь з 1, εi = εmi . Якщо
нсд(k, n) = 1, позначимо zk = 1

d

∑d
i=1 ε

k
i = 1

d

∑d
i=1 ε

mik. Тодi також
|zk| < 1. Оскiльки εk також є первинним коренем з 1, поля Q(ε) i Q(εk)
iзоморфнi, причому цей iзоморфiзм переводить ε у εk. Тому всi числа
zk — також цiлi алгебичнi. Отже таким є й число q =

∏
k zk. Але це

число є рацiональним (воно є симетричним многочленом вiд чисел εk з
рацiональними коефiцiентами). Тому q — цiле число. Оскiльки |q| < 1,
то q = 0, звiдки й z = 0. �

Скалярнi оператори утворюють нормальну пiдгрупу в GL(V ), тому
елементи групи G, якi переходять при деякому зображеннi в скалярнi
оператори, утворюють нормальну пiдгрупу в G.

53 Теорема 1.5.3. Якщо деякий клас спряжених елементiв групи G
має pk елементiв, де p — первинне числоЮ а k > 1, то група G має
нетривiальну нормальну пiдгрупу.

Доведення. Нехай ρ1, ρ2, . . . , ρs — всi рiзнi незвiднi зображення гру-
пи G, χ1, χ2, . . . , χs — їхнi характери i d1, d2, . . . , ds — їхнi розмiрностi.
Вважаємо, що ρ1 — тривiальне зображення, тобто χ1(x) = 1 для всiх x ∈
G. Припустимо, що в G немає нетривiальних нормальних пiдгруп. Тодi в
нiй немає елементiв g 6= 1, якi в деякому зображеннi ρi (1 < i 6 s) пере-
ходять у скалярний оператор. З Леми 1.5.2 випливає, що тодi χi(x) = 0,
якщо x ∈ C, а di не дiлиться на p. Розглянемо розклад регулярного зо-
браження: ρG =

⊕s
i=1 diρi (за Наслiдком 1.1.8 i Лемою 1.1.10). Звiдси

χG(x) =
∑s

i=1 diχi(x). Всi χi(x) цiлi алгебричнi. Якщо x ∈ C, звiдси ви-
пливає, що χG(x) = 1+ pλ, де λ — цiле алгебричне. Але χG(x) = 0, отже
λ = −1

p
, що дає протирiччя. �

Перейдемо до доведення теореми Бернсайда. Нехай #(G) = paqb, де
числа p, q первиннi, H — силовська p-пiдгрупа в G. Як кожна p-група
H має нетривiальний центр. Нехай g 6= 1 — елемент з центру H, С —
клас спряженостi елемента g. Тодi #(C) = (G : N), де N — централi-
затор елемента g. Очевидно, N ⊇ H, тому (G : N) | (G : H) = qb. За
теоремою 1.5.3, у групi G є нетривiальна нормальна пiдгрупа. �
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1.6. Зображення симетричнӧı групи
snsns1

1.6.1. Дiаграми й таблицi Юнга. У цьому роздiлi ми розглянемо
зображення симетричної групи Sn наж полем комплексних чисел. Через
A ми позначатимемо групову алгебру CSn цiєї групи над полем ком-
плексних чисел. Перш за все, визначимо кiлькiсть незвiдних зображень
або, що те саме, кiлькiсть класiв спряженостi елементiв цiєї групи. Вiдо-
мо, що кожни перестановка σ ∈ Sn однозначно розкладається у добуток
циклiв

sne1sne1 (1.6.1) σ = (i11i12 . . . i1λ1
)(i21i22 . . . i2λ2

) . . . (ik1ik2 . . . ikλk
),

де всi числа iab рiзнi i { 1, 2, . . . , n } = { iab | 1 6 a 6 k, 1 6 b 6 λa } або,
що рiвносильно,

∑k
a=1 λa = n. Оскiльки цикли, якi не мiстять однакових

чисел, перестановнi, ми можемо (i завжди будемо) вважати, що λ1 >

λ2 > . . . > λk.
Нагадаємо, що набiр натуральних чисел λ = (λ1, λ2, . . . , λk), де

∑k
a=1 λa =

n i λ1 > λ2 > . . . > λk, зветься розбиттям натурального числа n.
Множину всiх таких розбиттiв позначимо через Λ(n), а їх кiлькiсть
— через p(n). На множинi Λ(n) визначений лексiкографiчний порядок :
(λ1, λ2, . . . , λk) > (λ1, λ2, . . . , λ′)l, якщо

· λ1 > λ′1, або
· la1 = λ′1 i λ2 > λ′2, або
· la1 = λ′1, λ2 = λ′2 i λ3 > λ′3 i т.д.

Приклад 1.6.1. Ось перелiк розбиттiв чисел 2 6 n 6 6 (у лексико-
графiчному порядку, вiд бiльших до менших):

n = 2 : (2), (1, 1);

n = 3 : (3), (2, 1), (1, 1, 1);

n = 4 : (4), (3, 1), (2, 2), (2, 1, 1), (1, 1, 1, 1);

n = 5 : (5), (4, 1), (3, 2), (3, 1, 1), (2, 2, 1), (2, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1);

n = 6 : (6), (5, 1), (4, 2), (4, 1, 1), (3, 3), (3, 2, 1), (3, 1, 1, 1), (2, 2, 2),

(2, 2, 1, 1), (2, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 1, 1, 1).

Ось таблиця значень функцiї p(n):

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p(n) 2 3 5 7 11 15 22 30 42

Функцiя p(n) швидко зростає, наприклад, p(100) ≈ 1, 9 · 108, а p(1000) ≈
2, 4 · 1031.

Легко перевiрити, що, для довiльної перестановки g ∈ Sn,

gσg−1 = (j11j12 . . . j1λ1
)(j21j22 . . . j2λ2

) . . . (jk1jk2 . . . jkλk
),

де jab = g(iab). Отже, одержуємо такий результат.

sn1 Твердження 1.6.2. Кiлькiсть неiзоморфних незвiдних зображень
групи Sn дорiвнює кiлькостi p(n) розбиттiв числа n.
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sn2 Означення 1.6.3. (1) Нам буде зручно зображувати розбиття
λ = (λ1, λ2, . . . , λk) дiаграмою ЮнгаDλ . Вона складається з n
клiтин, розмiщених у k рядках: λa клiтин у a-му рядку. Ось
приклади таких дiаграм для n = 5:

λ = (3, 2) : Dλ = ; λ = (2, 2, 1) : Dλ = .

(2) Таблицею Юнга T зветься диаграма Юнга D(T ), у клiтини якої
вписанi числа 1, 2, . . . , n у довiльному порядку. Ось приклади
таких таблиць для дiаграм, намальованих вище:tabex

3 1 4
5 2

;
1 3
2 4
5

.

Кожна перестановка, розкладена у добуток циклiв, як у фор-
мулi (1.6.1), визначає таблицю Юнга з дiаграмою Dλ, де λ =
(λ1, λ2, . . . , λk): у рядку з номером a записуються числа ia1, ia2,
. . . , iaλa

. У наведених прикладах перша таблиця вiдповiдає пе-
рестановцi (314)(52), друга — перестановцi (13)(24)(5).

(3) Таблиця Юнга T зветься стандартною, якщо в кожному її ряд-
ку й кожному стовпчику числа йдуть у порядку зростання. У
наведених прикладах друга таблиця є стандартною, а перша нi.
Через S(D) позначимо множину стандартних таблиць з дiагра-
мою D, а через d(D) їх кiлькiсть.

Група Sn природно дiє на множинi таблиць Юнга з n клiтинами:
у таблицi σT число σ(i) стоїть на тому ж мiсцi, на якому в таблицi T
стояло число i. Очевидно, що σT = σ′T тодi й лише тодi, коли σ = σ′.

sns2

1.6.2. Основна теорема.

sn3 Означення 1.6.4. Нехай T — таблиця Юнга з n клiтин. Позначимо:

(1) R(T ) пiдгрупу в Sn, яка складається з тих перестановок, якi
перемiщають числа лишн всерединi кожного рядка.

(2) С̨(T ) пiдгрупу в Sn, яка складається з тих перестановок, якi
перемiщають числа лишн всерединi кожного стовпчика.

(3) P (T ) =
∑

p∈R(T ) p, Q(T ) =
∑

q∈C(T ) sgn(q)q, E(T ) = P (T )Q(T )

(це елементи алгебри A).
(4) VT = AE(T ) = {AE(T ) | A ∈ A }. Очевидно, це — iнварiантний

пiдпростiр вiдносно регулярного зображення, отже визначене
зображення ρT : Sn → GL(VT ).

Зауважимо, що R(T ) ∩ C(T ) = {1} (тотожна перестановка). Тому всi
добутки pq, де p ∈ R(T ), q ∈ C(T ) є рiзними i E(T ) =

∑
p∈R(T )
q∈C(T )

sgn(q)pq.

sn4 Твердження 1.6.5.
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(1) Якщо p ∈ R(T ), то pP (T ) = P (T )p = P (T ).
(2) Якщо q ∈ C(T ), то qQ(T ) = Q(T )q = sgn(q)Q(T ).
(3) P (σT ) = σP (T )σ−1, Q(σT ) = σQ(T )σ−1 i E(σT ) = σE(T )σ−1.

Доведення. Першi два твердження очевиднi. Третє випливає з того
факту, що якщо (i1, i2, . . . , il) — рядок (стовпчик) таблицi T i σ(is) = js,
то (j1, j2, . . . , jl) — рядок (стовпчик) таблицi σT . �

Для розбиття λ = (λ1, λ2, . . . , λk) позначимо Tλ таблицю Юнга з дiа-
грамою Dλ, в якiй у r-му рядку стоять числа ir, ir +1, ir +2, . . . , ir + λr,
де ir = 1 +

∑
l<r λl. Нехай Vλ = VTλ

, ρλ = ρTλ
.

snmain Теорема 1.6.6. (1) Кожне зображення ρT є незвiдним.
(2) ρT ≃ ρT ′ тодi й лише тодi, коли D(T ) = D(T ′). Зокрема, будь-

яке зображення ρT , де D(T ) = Dλ, iзоморфне зображенню ρλ.
(3) { ρλ | λ — розбиття числа n } — повний набiр неiзоморфних не-

звiдних зображень групи Sn.
(4) dim ρD = d(D).

Очевидно, третє твердження цiєї теореми є наслiдком перших двох i
Твердження 1.6.2.

sn5 Приклад 1.6.7. Нехай n = 4, а λ = (3, 1). Тодi Tλ =
1 2 3
4

,

P (T ) =1+ (12) + (13) + (23) + (123) + (132),

Q(T ) =1− (14),

E(T ) =1+ (12) + (13) + (23) + (123) + (132)−
− (14)− (142) − (143) − (14)(23) − (1423) − (1432).

Iснує 3 стандартнi таблицi з дiаграмою Dλ. Крiм Tλ, це таблицi

1 2 4
3

та
1 3 4
2

Тому dim ρλ = 3. Легко бачити, що елементи v1 = E(T ),

v2 = (14)E(T ) =(14) + (124) + (134) + (14)(23) + (1234) + (1324)−
− 1− (24) − (34) − (23) − (234) − (243),

v3 = (24)E(T ) =(24) + (142) + (13)(24) + (234) + (1423) + (1342)−
− (124) − (12) − (1243) − (1234) − (123) − (12)(34)

лiнiйно незалежнi. Отже, вони утворюють базу Vλ. Нагадаємо, що група
S4 породжується «довгим циклом» σ = (1234) i транспозицiєю τ = (12).
Зауважимо, що σ = (14)(13)(12), а σ(14) = (234) = (24)(23), тому σv1 =
v2, а σv2 = v3. Також τ(14) = (142) = (24)(12), звiдки τv2 = v3, а
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τv3 = v2. Нарештi, σ(24) = (34)(12), звiдки

σv3 = (34)E =(34) + (12)(34) + (143) + (243) + (1243) + (1432)−
− (134) − (1342) − (13)− (1324) − (13)(24) − (132) =

=− v1 − v2 − v3.
Отже, зображення ρλ у базi { v1, v2, v3 } має вигляд:

ρλ(τ) =



1 0 0
0 0 1
0 1 0


 , ρλ(σ) =



0 0 −1
1 0 −1
0 1 −1


 .

еле
sns3

1.6.3. Комбiнаторика таблиць Юнга. Доведення Теореми 1.6.6
ґрунтується на деяких комбiнаторних фактах, якi ми розглянемо у цьо-
му пiдроздiлi, та на загальних властивостях прямих сум i прямих додан-
кiв.

Нехай T i T ′ — таблицi Юнга. Будемо писати T ′ ⊢ T , якщо iснують
числа i, j, якi стоять в одному рядку таблицi T i в одному стовпчику
таблицi T ′. Тодi транспозицiя (ij) належить R(T ) i C(T ′) i з Тверджен-
ня 1.6.5 випливає, що Q(T ′)P (T ) = 0, а тому й E(T ′)E(T ) = 0.

snl1 Лема 1.6.8. Якщо D(T ) > D(T ′), то T ′ ⊢ T .

Доведення. Нехай D(T ) = (λ1, λ2, . . . , λk), D(T ′) = (λ′1, λ
′
2, . . . , λ

′
l)

i I1 — множина чисел, якi стоять у першому рядку таблицi T (їх λ1).
Якщо λ′1 < λ1, таблиця T ′ має менше, нiж λ1 стовпчикiв, тому при-
наймнi два з цих чисел стоять в одному стовпику й твердження вiрне.
Припустимо, що λ1 = λ′1 i числа з множини I стоять у рiзних стовпчи-
ках. Переставивши їх перестановками з Q(T ′), можна вважати, що вони
стоять у першому рядку таблицi T . Знов-таки, якщо λ′2 < λ2, якiсь числа
з другого рядка таблицi T стоять в одному стовпчику таблицi T ′. Якщо
ж всi вони — у рiзних стовпчиках, то λ2 = λ′2 i можна вважати, що
множини чисел у других рядках цих таблиць однаковi. Продовжуючи
такий розгляд, ми, врештi решт знайдемо пару чисел, яка задовольняє
твердженню леми. �

snl2 Лема 1.6.9. Нехай D(T ′) = D(T ). Наступнi умови рiвносильнi:

(1) T ′ 6⊢ T .
(2) Iснують перестановки p ∈ R(T ) i q ∈ C(T ′) такi, що pT = qT ′.
(3) Iснують перестановки p ∈ R(T ) i q ∈ C(T ) такi, що pqT = T ′.

Доведення. (2) ⇒ (1), бо рядки таблицi pT = qT ′ — це рядки та-
блицi T , а її стовпчики — це стовпчики таблицi T ′.

(1)⇒ (2). Нехай I — множина чисел першого рядка таблицi T . Тодi
вони — в рiзних стовпчиках таблицi T ′, а тому перестановкою q1 з пiд-
групи kC(T ′) їх можна пересунути у перший рядок таблицi q1T ′. Пiсля
цього знайдеться перестановка p1 з пiдгрупи R(T ), така, що в таблицi
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p1T цi числа стоять на тих самих мiсцях, що й у таблицi q1T ′. Отже,
таблицi p1T i q1T ′ мають однаковi першi рядки. Застосувавши таку ж
процедуру до другого рядка, ми знайдемо перестановки i q2 ∈ C(T ′) i
p2 ∈ R(T ) такi, що таблицi p2p1T i q2q1T ′ мають однаковi першi два
рядки. Продовжуючи такий розгляд, ми й доводимо лему.

(2)⇒ (3). Якщо pT = qT ′, то

T ′ = q−1pT = p · (p−1q)q−1(q−1p)T = p · (p−1q)q−1(p−1q)−1T,

причому

(p−1q)q−1(p−1q)−1 ∈ C(p−1qT ′) = C(T ).
(3) ⇒ (2) доводиться аналогiчно, i ми пропонуємо це читачевi як

просту вправу. �

snl3 Лема 1.6.10. Нехай s ∈ Sn, T — таблиця Юнга. Наступнi умови
рiвносильнi:

(1) s 6= pq для жодних p ∈ R(T ) i q ∈ C(T ).
(2) Iснують непарнi перестановки p ∈ R(T ) i q ∈ C(T ) такi, що

s = psq.

Доведення. (1) ⇒ (2). З Леми 1.6.9 випливає, що sT ⊢ T . Тому
знайдеться транспозицiя p ∈ R(T ) ∩ C(sT ). Тодi q = s−1ps ∈ C(s−1sT ) =
C(T ) непарна i psq = pss−1ps = s.

(2) ⇒ (1). Якщо одночасно s = pq i p1sq1 = s, де p, p1 ∈ R(T ), а
q, q1 ∈ C(T ), причому p1 непарна, то p1pqq1 = pq i p−1p1p = qq−1

1 q−1. Тут
права частина належить R(T ), а лiва C(T ), тому p−1p1p = 1 i p1 = 1, що
протирiчить умовi. �

На множинi таблиць з даною дiаграмою Юнга розглянемо лексiко-
графiчний порядок, вважаючи, що ми продивляємось таблицi спочатку
по першому рядку, потiм по другому i т.д., а T < T ′ означає, що перше
з чисел, яке в таблицi T не таке, як у таблицi T ′, є меншим.

snl4 Лема 1.6.11. Якщо T i T ′ — стандартнi таблицi й T < T ′, то
T ′ ⊢ T .

Доведення. Нехай на (ij)-му мiсцi в таблицi T стоїть tij , а в таблицi
T ′ стоїть t′ij. Розглянемо перше мiсце, де tij < t′ij . Оскiльки таблиця T

стандартна, t′i′j′ > t′ij, якщо i′ > i i j′ > j. Тому tij стоїть у таблицi T ′ у
стовпчику з номером k < j, а тодi в таблицi T числа tik = t′ik i tij стоять
в одному рядку, а в таблицi T ′ — в одному стовпчику. �

sns4

1.6.4. Iдемпотенти i прямий розклад. Нехай ρ : G → GL(V )
— зображення групи G, E = HomG(ρ, ρ) — його кiльце ендоморфiзмiв.
Нагадаємо, що елемент e ∈ E зветься iдемпотентом, якщо e2 = e. При-
кладом iдемпотента є проекцiя на прямий доданок: якщо V = V1 ⊕ V2
i v = v1 + v2 (vi ∈ Vi), то e(v) = v1 (пояснiть, чому це iдемпотент).
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Зауважимо, що V2 = Ker e. Навпаки, нехай e ∈ E — iдемпотент, V1 =
Im e, V2 = Ker e (це — iнварiантнi пiдпростори у V ). Тодi V1 ∩ V2 = 0.
Дiйсно, якщо v1 = e(v) i e(v1) = 0, то v1 = e(v) = e2(v) = e(v1) = 0. До-
вiльний вектор v ∈ V розкладається в суму v = e(v)+(v−e(v)). Перший
доданок належить V1, а другий — V2, оскiльки e(v−e(v)) = e(v)−e2(v) =
e(v) − e(v) = 0. Отже V = V1 ⊕ V2, i ми встановили вiдповiднiсть мiж
iдемпотентами кiльця E та прямими розкладими зображення ρ.

snl5 Лема 1.6.12. Нехай ρ : G→ GL(V ) i ρ′ : G→ GL(V ′) — зображення
групи G, e : V → V i e′ : V ′ → V ′ — їх iдемпотентнi ендоморфiзми, V =
V1⊕V2, де V1 = Im e, V2 = Ker e, V ′ = V ′

1 ⊕V ′
2 , де V ′

1 = Im e′, V ′
2 = Ker e′,

ρ1 — обмеження ρ на V1 i ρ′1 — обмеження ρ′ на V ′
1. Тодi HomG(ρ1, ρ

′
1) ≃

e′HomG(ρ, ρ
′)e.

Доведення. Якщо v ∈ V1, то v = e(v) i якщо f : V → V ′ — го-
моморфiзм ρ → ρ′, то e′fe(v) ∈ V ′

1 , отже, обмеження e′fe на V1 можна
розглядати, як гомоморфiзм ρ1 → ρ′1. Навпаки, нехай ϕ : V1 → V ′

1 —
гомоморфiзм ρ1 → ρ′1. Оскiльки e(v) ∈ V1 для кожного v ∈ V , добу-
ток ϕe можна розглядати, як гомоморфiзм ρ→ ρ′. Бiльш того, оскiльки
e(v) = v при v ∈ V i e′(v′) = v′ при v′ ∈ V ′

1 , e
′ϕe = ϕe i e′ϕe|V1

= ϕ.
Отже, ми отримали взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж HomG(ρ1, ρ

′
1)

i e′ HomG(ρ, ρ
′)e. �

Розглянемо регулярне зображення ρG : G → GL(A). У Лемi 1.1.10
ми встановили, що HomG(ρG, ρ) ≃ V для довiльного зображення ρ :
G → GL(V ). Зокрема, HomG(ρG, ρG) ≃ A. При цьому гомоморфiзму
f : A → A вiдповiдає елемент f(1) ∈ A, а елементу A ∈ A — гомомор-
фiм fA : v 7→ vA. Звiдси, зокрема, випливає, що fAfB = fBA, зокрема,
fA є iдемпотентом тодi й лише тодi, коли A є iдемпотентом. Образ го-
моморфiзму fA — це AA = { vA | v ∈ A }. З поперреднiх розглядiв ми
одержуємо такий результат.

snl6 Наслiдок 1.6.13. (1) Кожен прямий доданок регулярного зо-
браження — це зображення у пiдпросторi Ae для деякого iдем-
потента e ∈ A.

(2) Якщо e, e′ — iдемпотенти в A, то HomG(Ae,Ae
′) ≃ eAe′.

(3) Зображення ρe у пiдпросторi Ae є незвiдним тодi й лише тодi,
коли dim eAe = 1.

Доведення. (1) i (2) ми вже перевiрили. (3) випливає з (2) i На-
слiдку 1.1.7. �

Покажемо, що елементи E(T ), розглянутi у пiдроздiлi 1.6.2, є «майже
iдемпотентами».

snl7 Лема 1.6.14. Нехай A ∈ A — такий елемент, що pAq = sgn(q)A
для всiх p ∈ R(T ), q ∈ C(T ). Тодi A = cE(T ) для деякого числа c.
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Доведення. Нехай A =
∑

x∈Sn
cxx. Тодi pAq =

∑
x∈Sn

cxpxq, тому
cpxq = sgn(q)cx. Якщо x = pq для деяких p, q, то cx = sgn(q)c1. Якщо
x 6= pq для жодних p, q, то, за Лемою 1.6.10, знайдуться такi непарнi p, q,
що x = pqx. Звiдси cx = cpxq = −cx i cx = 0. Отже A = c1E(T ). �

Нагадаємо, що ми позначили VT = AE(T ), ρT — зображення Sn у
просторi VT .

snl8 Наслiдок 1.6.15. (1) E(T )2 = n!
d
E(T ), де d = dimVT , а еле-

мент e = e(T ) = d
n! — iдемпотент в A, причому VT = Ae(T ).

(2) Зображення ρT незвiдне.
(3) ρT ≃ ρT ′ тодi й лише тодi, коли D(T ) = D(T ′).

Це доводить пункти (1) i (2), а разом з ними й пункт (3) Теоре-
ми 1.6.6.

Доведення. Позначимо E = E(T ).
(1). Оскiльки pE2q = sgn(q)E2 для довiльних p ∈ R(T ), q ∈ C(T ), ма-

ємо E2 = cE. Нехай v1, v2, . . . , vd — база VT , де vi = uiE, а v1, v2, . . . , vn!
— її доповнення до бази A. Тодi viE ∈ VT для всiх i, причому viE =
uiE

2 = cvi. Позначимо через rA оператор множення справа на A у про-
сторi A: rA(v) = vA. Тодi tr rE = dc. Але E =

∑
p∈R(T )
q∈C(T )

sgn(q)pq. Оскiль-

ки tr r1 = n! i tr rg = 0, якщо g ∈ Sn \ {1}, маємо tr rE = n! i c = n!
d
.

Твердження вiдносно e(T ) очевиднi.
(2). Якщо A ∈ eAe = EAE, то pAq == sgn(q)A для всiх p ∈

R(T ), q ∈ C(T ). За Лемою 1.6.14, eAe = { cE } i dim eAe = 1, отже
ρT незвiдне за Наслiдком 1.6.13.

(3) Нагадаємо, що E(gT ) = gE(T )g−1, тобто gE(T ) = E(gT )g для
довiльного g ∈ Sn. Припустимо, що D(T ) 6= D(T ′), скажiмо, D(T ′) <
D(T ). За Лемою 1.6.8, тодi T ′ ⊢ gT для всiх g ∈ Sn. Звiдси E(T ′)gE(T ) =
E(T ′)E(gT )g = 0. Отже HomG(ρT ′ , ρT ) = 0 i ρT ′ 6≃ ρT .

Навпаки, якщо D(T ′) = D(T ), то T = gT ′ для деякої перестановки
g, звiдки e(T ′)ge(T ) = e(T ′)2g = e(T ′)g 6= 0. Отже HomG(ρT ′ , ρT ) 6= 0 i
ρT ′ ≃ ρT . �

sns5

1.6.5. Стандартнi таблицi. Залишилось довести останнiй пункт
Теореми 1.6.6. Нагадаємо, що dim ρλ збiгається з кратнiстю µ(ρλ, ρG),
причому

∑
λ∈Λ(n)(dim ρλ)

2 = n! (див. Лему 1.1.10 i Наслiдок 1.1.11).
Для кожної дiаграми D = Dλ з n клiтинами позначимо через Dj−

дiаграму з n − 1 клiтиною, яка одержується з D вилученням останньої
клiтини з j-го рядка (звичайно, це можливо лише якщо наступний рядок
коротший, тобто λj+1 < λj). Якщо D′ = Dj−, будемо також писати
D = D′

j+ i D′ | D. Якщо D′ = Dλ′ , то D′
j+ iснує тодi й лише тодi, коли

λ′j < λ′j−1 або j на 1 бiльше, нiж довжина розбиття λ′ (додається новий
рядок з однiєю клiтиною). У останньому випадку вважаємо, що λ′j = 0.
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stand Теорема 1.6.16. (1) При фiксованiй дiаграмi D маємо d(D) =∑
D′|D d(D

′).

(2) При фiксованiй дiаграмi D′ маємо
∑

D′|D d(D) = nd(D′).

(3)
∑

D∈Λ(n) d(D)2 = n!.

Доведення. (1). Нехай у таблицi T ∈ S(D) число n стоїть у j-му
рядку. Тодi цей рядок довший за наступний i n стоїть в ньому на остан-
ньому мiсцi. Якщо цю клiтину вилучити, одержимо стандартну таблицю
T ′ з n− 1 клiтиною, причому D(T ′) = Dj−. Очевидно, всi стандартнi та-
блицi з дiаграмою Dj− одержуються з таблиць з дiаграмою D в такий
спосiб i по одному разу. Це й дає потрiбну формулу.

(2). Скористаймося iндукцiєю за n. Мiнiмальне значення для n у цiй
формулi — це 2. Тодi n−1 = 1 i формула очевидна. Припустимо, що вона
виконується для деякого n i доведемо її для таблиць з n + 1 клiтиною.
Якщо D′ = Dλ — таблиця з n клiтинами, то

∑
D′|D d(D) =

∑
j d(Dj+),

де j пробiгає номери, для яких λj < λj−1. За формулою (1), d(D′
j+) =∑

k d((D
′
j+)k−), де j пробiгає номери, для яких j-ий рядок у таблицi D′

j+

довший за наступний. Отже, таблиця (D′
j+)k− визначена, виконується

одна з умов:

· λj < λj−1, k = j;
· λj + 1 < λj−1, k = j − 1;
· λj < λj−1, λk > λk+1, k /∈ {j, j − 1},

Порiвняємо суму Σ =
∑

D|D′ d(D) =
∑

j,k d((D
′
j+)k−) з сумою §′ =∑

j,k d((D
′
k−)j+). Таблиця (D′

k−)j+ визначена, якщо виконується одна з
умов:

· λk+1 < λk, j = k;
· λk+1 + 1 < λk, j = k + 1;
· λj < λj−1, λk > λk+1, j /∈ {k, k + 1}.

Легко бачити, що множина пар (j, k) в обох випадках однакова, за ви-
ключенням пари (l + 1, l + 1), де l — довжина розбиття λ. Ця пара
є в першiй сумi, але її немає в другiй. Оскiльки (D′

l+1,+)l+1,− = D′,
Σ = Σ′+d(D′). Але, за припущенням iндукцii,

∑
j d((D

′
k−)j+) = nd(D′

k−).
Тому Σ′ = n

∑
D′′|D′ d(D′′) = nd(D′) за формулою (1), а Σ = (n+1)d(D′),

що й завершує крок iндукцiї.

(3) також доведемо iндукцiєю за n. Випадок n = 1 тривiальний. При-
пустимо, що ця формула вiрна для n− 1 i доведемо її для n. Згiдно вже
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доведених формул,
∑

D∈Λ(n)
d(D)2 =

∑
D∈Λ(n)

d(D)
∑

D′|D
d(D′) =

=
∑

D′∈Λ(n−1)
d(D′)

∑
D′|D

d(D) =

=
∑

D′∈Λ(n−1)
nd(D′)2 =

= n · (n− 1)! = n!,

що й треба було довести. �

snl9 Лема 1.6.17. Якщо
∑

T∈S(D)AT = 0 для деяких елементiв AT ∈
VT = Ae(T ), то всi AT = 0.

Доведення. Припустимо, що не всi AT = 0 i виберемо серед та-
блиць T , для яких AT 6= 0, найменшу у лексикографiчному порядку
таблицю T0. Якщо AT 6= 0 i T 6= T0, то T0 < T i, за лемою 1.6.11, T ⊢ T0.
Тодi e(T )e(T0) = 0, звiдки AT e(T0) = 0. Оскiльки AT0

e(T0) = AT0
, то й

AT0
= 0 i ми одержали протирiччя. �

Доведення пункту (4) теореми 1.6.6. Нехай D = Dλ. З попе-
редньої леми випливає, що пiдпростiр

∑
T∈S(D) VT насправдi є прямою

сумою
⊕

T∈S(D) VT . Всi зображення ρT , T ∈ S(D), iзоморфнi Vλ. Тому
кратнiсть µ(ρλ, ρG), або, що те саме, dim ρλ не менше d(λ). Але ми довели,
що

∑
λ d(λ)

2 = n!. Оскiльки також
∑

λ d(λ)
2 = n!, то dim ρλ = d(λ). �

Вправа 1.6.18. У цй вправi група Sn−1 розглядається як пiдгрупа в
Sn, що складається з перестановок, якi не рухають n. Якщо T — стан-
дартна таблиця Юнга для групи Sn, а T ′ — стандартна таблиця Юнга
для групи Sn−1, пишемо T ′ | T , якщо T ′ одержується з T вилученням
клiтини, в якiй стоїть n. Позначимо D− множину всiх таких дiаграм D′,
що D′ | D, а через D′

+ множину таких дiаграм D, що D′ | D. Через VD
позначаємо зображення VT , де T — довiльна таблиця Юнга з дiаграмою
D.

(1) Доведiть, що якщо T ′ | T , то e(T ′)e(T ) 6= 0.

Вказiвка: Якщо p ∈ R(T ), q ∈ C(T ) i p /∈ Sn−1 або q /∈ Sn−1, то
й pq /∈ Sn−1.

(2) Виведiть звiдси, що HomSn−1
(VT ′ ,ResSn

Sn−1
VT ) 6= 0.

(3) Доведiть, що ResSn

Sn−1
VD ≃

⊕
D′∈D−

VD′ .

Вказiвка: Скористайтеся попередньою вправою та зв’язком мiж
d(D) та d(D′) (Теорема 6.16).

(4) З закону взаємностi виведiть, що IndSn

Sn−1
VD′ ≃⊕D∈D′

+
VD .



Роздiл II

Зображення компактних груп

2.1. Компактнi групи
sc1

tgroup Означення 2.1.1. Топологiчна група — це топологiчний простiр G,
на якому визначена структура групи, тобто асоцiативна операцiя (яка
зазвичай зветься множенням) m : G × G → G, (a, b) 7→ ab, яка за-
довольняє аксiомам групи, причому вiдображення m : G × G → G i
inv : G→ G, inv(a) = a−1 є неперервними.

Надалi ми завжди вважаємо, що простiр G є гаусдорфовим. Вiдомо,
що для цього достатньо, щоб множина {a} була замкненою для якогось
елемента a. Дiйсно, якщо {a} замкнене, то й {1} замкнене, а тодi про-
образ {1} при неперервному вiдображеннi G × G → G, (x, y) 7→ x−1y,
яке є диагоналлю { (x, x) | x ∈ G } теж замкнений. А це рiвносильно га-
усдорфовостi.

Якщо простiр G є компактним (локально компактним), кажуть, що
G — компактна група (локально компактна група).

Важливим для теорiї зображень є наступний факт, який ми наводимо
без доведення, яке можна знайти, наприклад у книзi [?, Теорема 5.14].

haar Теорема 2.1.2. На компактнiй групi G iснує iнварiантна борелiв-
ська мiра, тобто така мiра µ, визначена на всiх борелiвських пiдмно-
жинах, що µ(aB) = µ(Ba) для довiльної борелiвської множини B i до-
вiльного елемента a ∈ G. Ця мiра визначена з точнiстю до множника.

Така мiра зветься мiрою Гаара. Зазвичай iї нормують так, щоб
µ(G) = 1 (i ми завждi дотримуємося цiєї умови).

Очевидно, тодi, зокрема, для довiльної неперервної функцiї f на та-
кiй групi

∫

G

f(x)dµ(x) =

∫

G

f(ax)dµ(x) =

∫

G

f(xa)dµ(x).

Ця величина зветься усередненням функцiї f(x) по групi G.
З єдиностi мiри Гаара випливає, що вiдображення g 7→ g−1 зберiгає

цю мiру, звiдки також
∫

G

f(x−1)dµ(x) =

∫

G

f(x)dµ(x).

Надалi компактну групу ми завжди розглядаємо разом з нормованою
мiрою Гаара µ i замiсть dµ(x) пишемо dx.

29
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Приклад 2.1.3. (1) Якщо група G скiнченна (тодi її топологiя
дискретна), мiра Гаара визначається рiвнiстю µ(x) = 1/#(G)
для кожного елемента x. Усереднення функцiї f(x) тодi має ви-
гляд

1

#(G)

∑

x∈G

f(x).

(2) Звичайна мiра Лєбеґа на колi є мiрою Гаара, якщо коло роз-
глядати як групу кутiв. Для нормування її треба подiлити на
довжину кола.

2.2. Зображення топологiчних груп
sc2

Нехай G — топологiчна група, V — топологiчний векторний простiр
над полем комплексних чисел.1 Зображення ρ : G→ GL(V ) звется непе-
рервним, якщо вiдображення G× V → V, (g, v) 7→ ρ(g)v є неперервним.
Зокрема, у цьому випадку кожен оператор ρ(g) є неперервним, а кожна
функцiя g 7→ ρ(g)v при фiксованому v є також неперервною. Якщо V —
нормований простiр, зображення ρ зветься обмеженим, якщо всi опере-
тори ρ(g) є неперервними (тобто обмеженими) i їхнi норми обмеженi у
сукупностi.

c20 Лема 2.2.1. Якщо зображення топологiчної групи G у нормовано-
му просторi V є обмеженим i функцiя g 7→ ρ(g)v є неперервною при
кожному v ∈ V , то це зображення неперервне.

Доведення. Нехай ‖ρ(g)‖ < N для всiх g ∈ G, (x, v) ∈ G× V . Iснує
окiл U елемента g в групi G такий, що ‖ρ(x)v− ρ(y)v‖ < ε. Якщо y ∈ U ,
а ‖v − u‖ < ε/N , то

‖ρ(x)v − ρ)y)u‖ 6 ‖ρ(x)v − ρ(y)v‖ + ‖ρ(y)v − ρ(y)u‖ 6 ε+N · ε/N = 2ε,

тобто вiдображення G× V → V, (g, v) 7→ ρ(g)v є неперервним. �

Якщо V — гiльбертiв простiр, а всi оператори ρ(g) унiтарнi, зображе-
ння ρ зветься унiтарним. Звичайно, унiтарне зображення завжди обме-
жене. Тому для його неперервностi необхiдно й достатньо, щоб при ко-
жному v вiдображення G → V, g 7→ ρ(g)v було неперервним. Ми позна-
чаємл множину унiтарних операторiв у просторi V через U(V ).

Якщо група G компактна, обмеження унiтарностi не є iстотним, як
показує наступне твердження.

unit Теорема 2.2.2. Нехай ρ : G→ L(V ) — неперервне зображення ком-
пактної групи G у гiльбертовому просторi V . Iснує такий скалярний
добуток 〈u, v 〉 у просторi V , що всi оператори ρ(g) є унiтарними вiд-
носно цього скалярного добутку i визначенi добутками (u, v) i 〈u, v 〉
топологiї збiгаються.

1 Усi твердження залишаються вiрними, якщо замiнити комплекснi числа на дiй-
снi або взагалi на довiльне нормроване поле.
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Доведення. Покладемо 〈u, v 〉 =
∫
G
(ρ(x)u, ρ(x)v)dx. Цей iнтеграл

iснує, оскiльки пiдiнтегральна функцiя неперервна. Очевидно, 〈u, v 〉
задовольняє всiм аксiомам скалярного добутку. Для довiльного g ∈ G

〈 ρ(g)u, ρ(g)v 〉 =
∫

G

(ρ(g)ρ(x)u, ρ(g)ρ(x)v)dx =

∫

G

(ρ(gx)u, ρ(gx)v)dx =

=

∫

G

(ρ(y)u, ρ(y)v)d(g−1y) ==

∫

G

(ρ(y)u, ρ(y)v)dy =

= 〈u, v 〉.
(ми зробили замiну gx = y i скористалися iнварiантнiстю мiри Гаара).
Це доводить перше твердження.

Позначимо ‖v‖ i ‖v‖1, вiдповiдно, норми у V вiдносно скалярних
добуткiв (u, v) та 〈u, v 〉. Функцiї ‖ρ(x)‖ i ‖ρ(x−1‖ неперервнi на G, тому
вони обмеженi: ‖ρ(x)‖ 6 A i ‖ρ(x−1) 6 B‖ для деяких додатних чисел
A,B. Тому

‖v‖21 =

∫

G

‖ρ(x)v‖2dx 6 A2

∫

G

‖v‖2dx = A2‖v‖2,

а також

‖v‖2 =

∫

G

‖v‖2dx =

∫

G

‖ρ(x)−1ρ(x)v‖2dx 6 B2

∫

G

‖ρ(x)v‖2dx = B2‖v‖21.

Це доводить друге твердження. �

Отже, розглядаючи неперервнi зображення компактної групи в гiль-
бертовому просторi, можна завжди вважати його унiтарним.

c22 Наслiдок 2.2.3. Якщо ρ — неперервне зображення компактної гру-
пи G у гiльбертовому просторi V , U — замкнений iнварiантний пiд-
простiр, то iснує такий замкнений iнварiантний пiдпростiр U ′, що
V = U ⊕ U ′.я

Доведення. Зображення ρ можна вважати унiтарним. Покладемо
U ′ = U⊥ (ортогональне доповнення до U). Тодi U ′ замкнене i V = U⊕U ′.
Якщо v ∈ U ′, u ∈ U , то (ρ(x)v, u) = (v, ρ(x)−1u) = 0, оскiльки ρ(x)−1u ∈
U . Отже, U ′ також iнварiантне. �

Надалi ми розглядаємо комплекснозначнi функцiї на G. Насправдi,
усi твердження залишаються вiрними i для функцiй з дiсними значен-
нями. Для довiльної функцiї f : G→ C позначимо R(g)f(x) = f(xg), де
g ∈ G. Очевiдно, якщо функцiя f(x) неперервна (iнтегровна по мiрi Гаа-
ра), такою є й функцiя R(g)f . Позначимо L2(G) = L2(G,µ), де µ — мiра
Гаара. Нагадаємо, що L2(G) — гiльбертiв простiр вiдносно скалярного
добутку

(u, v) =

∫

G

u(x)v(x)dx.
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c23 Теорема 2.2.4. Нехай G — компактна група. Вiдображення R 7→
R(g) є неперервним унiтарним зображенням групи G у просторi L2(G).
Це зображення зветься регулярним зображенням компактної групи G.

Доведення. Оскiльки

(R(g)u,R(g)v) =

∫

G

u(xg)v(xg)dx =

∫

G

u(y)v(y)d(yg−1) =

=

∫

G

u(y)v(y)dy = (u, v),

це зображення є унiтарним. Доведемо, що при фiксованiй функцiї f вiд-
ображення G→ L2(G), g 7→ f(xg) є неперервним.

Нехай спочатку f(x) — неперервна функцiя. Оскiльки група G ком-
пактна, функцiя f(x) рiвномiрно неперервна, тобто iснує окiл U оди-
ницi групи G такий, що |f(x) − f(y)| < ε, якщо y ∈ xU . Тодi, якщо
g′ ∈ gU , то |R(g)f(x) − R(g′)f(x)| < ε для кожного x ∈ G, а тодi й
‖R(g)f −R(g′)f‖ < ε.

Для довiльної функцiї f ∈ L2(G) iснує неперервна функцiя fc ∈
L2(G) така, що ‖f − fc‖ < ε. Виберемо окiл одиницi U у групi G так,
щоб ‖ρ(g)fc − ρ(g′)fc‖ < ε при g′ ∈ gU . Тодi, якщо g′ ∈ gU ,

‖R(g)f −R(g′)f‖ 6 ‖R(g)f −R(g)fc‖+ ‖R(g)fc −R(g′)fc‖+
+ ‖R(g′)fc −R(g′)f‖ < 3ε,

оскiльки всi оператори R(g) унiтарнi, що й завершує доведення. �

2.3. Скiнченновимiрнi зображення
sc3

Надалi ми вважаємо, що G — компактна група. З Теореми 2.2.2 i
Наслiдку 2.2.3 випливає, що довiльне її скiнченновимiрне зображення
подiбне унiтарному i є цiлком звiдним (тобто розкладається у пряму су-
му незвiдних зображень). Якщо простiр V евклiдiв (тобто гiльбертiв),
а зображення ρ : G → GL(V ) унiтарне, то з доведення Наслiдку 2.2.3
випливає, що V розкладається у ортогоналоьну пряму суму iнварiан-
тних незвiдних пiдпросторiв. Нехай Ĝ =

{
ρλ | λ ∈ Λ

}
— множина всiх

попарно неiзоморфних унiтарних скiнченновимiрних зображень групи
G, де ρλ : G → U(V λ). Позначимо dλ = dimV λ Фiксуємо у кожно-
му просторi V λ ортонормовану базу

{
eλi | 1 6 i 6 dλ

}
i позначимо че-

рез ρλij(g) коефiцiенти матрицi оператора ρλ(g) у цiй базi. Вiдомо, що
ρλij(g) = (ρλ(g)ei, ej). Оскiльки ρλ(g−1) = ρλ(g)∗ (спряжений оператор),
то

ρλij(g
−1) = (ρλ(g)∗ei, ej) = (ei, ρ

λ(g)ej) = (ρλ(g)ej , ei) = ρλji(g)

. Позачимо також ρ̃λij =
√
dλρ

λ
ij . Цi функцiя неперервнi, отже належать

L2(G).
Наступна теорема є основою теорiї зображень компактних груп i гар-

монiйного аналiзу не таких групах.
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main Теорема 2.3.1. Функцiї
{
ρ̃λij | λ ∈ Λ, i, j = 1, 2, . . . , dλ

}
утворюють

ортонормовану базу простору L2(G).

kolo Приклад 2.3.2. Нехай U = R/2πZ — «група кутiв» (або одиничне
коло). Тодi L2(G) = L2[0, 2π]. Оскiльки G комутативна, її незвiднi скiн-
ченновимiрнi зображення одновимiрнi, тобто гомоморфiзми U → C. Вi-
домо, що всi вони мають вигляд x 7→ enxi. Тому Теорема 2.3.1 у цьо-
му випадку перетворюється на вiдому теорему з аналiзу Фур’є: кожна
функцiя з L2[0, 2π] розкладається у ряд по кратним експонентам, який
збiгається у середньому квадратичному.

Доведення. Як i для скiнченних груп, и почнемо зi спiввiдношень
ортогональностi. Тут головним є наступний факт.

c32 Лема 2.3.3. Нехай ρ : G → GL(V ) i θ : G → GL(W ) — скiнчен-
новимiрнi неперервнi зображення компактної групи G, A : V → W —
лiнiйне вiдображення. Тодi вiдображення

Ã =

∫

G

θ(x−1)Aρ(x)dx

є гомоморфiзмом зображень. Зокрема, якщо цi зображення незвiднi i

неiзоморфнi, то Ã = 0, а якщо ρ = θ — незвiдне, то Ã =
TrA

dimV
· 1.

Доведення.

Ãρ(g) =

∫

G

θ(x−1)Aρ(x)ρ(g)dx =

∫

G

θ(x−1)Aρ(xg)dx =

(замiна y = xg)

=

∫

G

θ(gy−1)Aρ(y)d(g−1y) =

∫

G

θ(g)θ(y−1)Aρ(y)dy =

= θ(g)Ã,

отже Ã ∈ HomG(ρ, θ).
Застосуємо лему Шура. Якщо ρ, θ незвiднi неiзоморфнi, то Ã = 0.

Якщо ρ = θ незвiдне, то Ã = λ · 1. Тодi Tr Ã = λdimV , але

Tr Ã =

∫

G

Tr(ρ(x)−1Aρ(x))dx =

∫

G

TrAdx = TrA

∫

G

dx = TrA

i λ =
TrA

dimV
. �

ortho Теорема 2.3.4.

(ρλij , ρ
λ′

kl) =

{
1
dλ
, якщо λ = λ′, i = k, j = l,

0 iнакше.

Отже, множина функцiй Φ =
{
ρ̃λij | λ ∈ Λ, i, j = 1, 2, . . . , dλ

}
ортонор-

мована в L2(G).
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Доведення. Це твердження дводиться так само, як вiдповiдна тео-
рема для скiнченних груп (Теорема 1.2.2). Треба розгляднути оператор,
який у фiксованiй базi задано матрицею

∫

G

ρλ(x−1)eklρ
λ′

(x)dx,

i скористатися Лемою 2.3.3. Деталi доведення залишаємо читачевi як
вправу. �

Позначимо Lλ
i лiнiйну оболонку функцiй ρλij (1 6 j 6 dλ) i Lλ =∑dr

i=1 L
λ
i . Зауважимо, що

R(g)ρλij(x) = ρλij(xg) =

dλ∑

k=1

ρλik(x)ρ
λ
kj(g).

Отже, цей пiдпростiр є iнварiантним вiдносно регулярного зображення,
функцiї ρ̃λij складають його ортонормовану базу, а обмеження R|Lλ

i
iзо-

морфне ρλ.
Залишилось довести повноту множини Φ, тобто перевiрити, що пiд-

простiр, породжений функцiями з Φ, є щiльним у L2(G).
Нехай χ(x) — така неперервна функцiя на G, що χ(x−1) = χ(x) для

всiх x ∈ G. Тодi, зокрема, χ(xy−1) = χ(yx−1). Тому формула

(Aχf)(x) =

∫

G

χ(xy−1)f(y)dy

задає самоспряжений компактний оператор у просторi L2(G). Нехай
{ fr } — ортонормована множина власних функцiй (з ненульовими вла-
сними значеннями) оператора Aχ. Вiдомо, що тодi ядро χ(xy−1) роз-
кладається у сумму Aχ =

∑
r brfr(x)fr(y), яка збiгається рiвномiрно на

G×G. Поклавши y = 1, одержимо розклад

ce31ce31 (2.3.1) χ(x) =
∑

r

crfr(x).

Зауважимо, що довiльну функцiю v(x) можна подати у виглядi v1(x) −
iv2(x), де

v1(x) =
1

2
(v(x) + v(x−1), v2 =

i

2
(v(x) − v(x−1),

причому обидвi функцiї vk задовольняють вимогу vk(x−1 = vk(x), тобто
допускають розклад вигляду (2.3.1).

Нехай c — ненульове власне число оператора Aχ, V c
χ — вiдповiдний

власний простiр. Вiн є скiнченновимiрним.

c34 Твердження 2.3.5. Оператор Aχ перестановний з усiма операто-
рами R(g). Зокрема, пiдпростiр V c

χ є iнварiантним вiдносно регулярного
зображення.
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Доведення.

(AχR(g)f)(x) =

∫

G

χ(xy−1)f(yg)dy =

∫

G

χ(xgg−1y−1)f(yg)d(yg) =

=

∫

G

χ(xgz−1)f(z)dz = (R(g)Aχf)(x).

�

Розкладемо V c
χ у ортогональну пряму суму незвiдних пiдпросторiв:

V c
χ =

⊕m
k=1 V

c,k
χ . Кожен з пiдпросторiв V c,k

χ iзоморфний одному з зобра-

жень ρλ. Якщо V c,k
χ ≃ V λ, у V c,k

χ є ортонормована база { v1, v2, . . . , vd },
де d = dλ, така, що R(g)vi =

∑n
j=1 ρ

λ
ijvj , тобто vi(xg) =

∑d
j=1 ρ

λ
ij(g)vj(x).

Поклавши у цiй рiвностi x = 1, одержимо vi(g) =
∑d

j=1 vj(1)ρij(g). Отже

V c,k
χ ⊆ Lλ i V χ

c ⊆
∑

λ L
λ. Разом з розкладом (2.3.1) це дає χ ∈ ∑λ L

λ,
а тодi й кожна неперервна функцiя належить

∑
λ L

λ = Φ. Оскiльки всi
неперервнi функцiї належать замиканню Φ, а неперервнi функцiї утво-
рюють щiльний пiдпростiр у L2(G), маємо Φ = L2(G), що й треба було
довести. �

c35 Наслiдок 2.3.6. Для довiльної функцiї f ∈ L2(G) має мiсце фор-
мула Фур’є

f =
∑

λ,i,j

(f, ρ̃λij)ρ̃
λ
ij =

∑

λ,i,j

dλ(f, ρλij)ρ
λ
ij ,

(сума збiгається у метрицi простору L2(G)), причому
∫

G

|f(x)|2dx =
∑

λ,i,j

d2λ|(f, ρλij)|2 (рiвнiсть Парсеваля).

Зауважимо, що у розкладi регулярного зображення

L2(G) =
⊕

λ

Lλ =
⊕

λ,j

Lλ
j

незвiдне зображення ρλ зустрiчається dλ разiв, так само, як у випадку
скiнченних груп (Лема 1.1.10).

2.4. Розклад унiтарних зображень
sc4

У цьому роздiлi ми встановимо, що довiльне унiтарне зображення
компактної групи розкладається у (гiльбертову) пряму суму скiнченно-
вимiрних зображень.

c41 Теорема 2.4.1. Нехай θ : G → U(V ) — унiтарне зображення ком-
пактної групи G у гiльбертовому просторi V . Iснує набiр {Vs } попар-
но ортогональних iнварiантних пiдпросторiв простору V такий, що
V =

⊕
s Vs.
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Очевидно, можна вважати, що обмеження зображення θ на кожен
пiдпростiр Vs є незвiдним, тобто iзоморфним одному з зображень ρλ.

Доведення. Позначимо

Eλ
ij = dλ

∫

G

ρλij(x)θ(x)dx.

Це лiнiйний неперервний оператор у просторi V . Позначимо також Eλ =∑dλ
i=1E

λ
ii. Доведемо такi властивостi цих операторiв:

θ(g)Eλ
ij =

dλ∑

k=1

ρλkiE
λ
kj,

Eλ
ijθ(g) =

dλ∑

k=1

ρλjkE
λ
ik,

Eλ
ijE

λ′

kl =

{
Eλ

il якщо λ = λ′, j = k,

0 iнакше.

(Eλ
ij)

∗ = Eλ
ji.

Дiйсно,

θ(g)Eλ
ij = dλ

∫

G

ρλij(x)θ(gx)dx =

(замiна gx = y)

= dλ

∫

G

ρλij(g
−1y)θ(y)dy =

(оскiльки ρλ(g−1y) = ρλ(g−1)ρλ(y) = ρλ(g)∗ρλ(y))

= dλ

∫

G

(
dλ∑

k=1

ρλki(g)ρ
λ
kj(y)θ(y)

)
dy =

=

dλ∑

k=1

ρλkiE
λ
kj.

Так само доводиться друга рiвнiсть. Тодi

Eλ
ijE

λ′

kl = dλ
∫

G

ρλij(x)θ(x)E
λ′

kldx =

= dλ
dλ∑

r=1

∫

G

ρλij(x)ρ
λ′

rk(x)E
λ′

rl dx.

Згiдно з формулами ортогональностi (Теорема 2.3.4), єдиний випадок,
коли цей iнтеграл ненульовий — це коли λ = λ′, i = r, j = k. Тодi вiн
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рiвний 1
dλ

i вся сума дорiвнює Eλ
il. Це доводить третю формулу. Нарештi,

(Ela
ij )

∗ = dλ

∫

G

ρλij(x)θ(x)
∗dx = dλ

∫

G

ρλji(x
−1)θ(x−1)dx =

= dλ

∫

G

ρλji(x
−1)θ(x−1dx = Eλ

ji.

Звiдси, зокрема, для операторiв Eλ випливає, що

θ(g)Eλ = Eλθ(g),

Eλ
ijE

λ = EλEλ
ij = Eλ

ij ,

EλEλ′

=

{
Eλ якщо λ = λ′,

0 iнакше,

(Eλ)∗ = Eλ.

(перевiрте це). Отже, Eλ — попарно ортогональнi ортопроектори у про-
сторi V , тому їхнi образи Hλ = ImEλ — попарно ортогональнi замкненi
пiдпростори у V . Оскiльки Eλ комутують з θ(g), цi пiдпростори iнварi-
антнi. Так само, Eλ

ii є попарно ортогональними ортопроекторами, тому їх
образи Hλ

i = ImEλ
ii теж є попарно ортогональними замкненими пiдпро-

сторами, причому вони є пiдпросторами у Hλ. Оскiльки Eλ =
∑dλ

i=1E
λ
ii,

очевидно, що Hλ =
⊕dλ

i=1H
λ
i . Крiм того, v ∈ Hλ тодi й лише тодi, ко-

ли Eλv = v i v ∈ Hλ
i тодi й лише тодi, коли Eλ

iiv = v. З рiвностей
Eλ

iiE
λ
ij = Eλ

ijE
λ
jj також випливає, що якщо v ∈ Hλ

k , то Eλ
ijv = 0 при

k 6= j i належить Hλ
i при k = j, тобто Eλ

ij можна розглядати, як опе-
ратор Hλ

j → Hλ
i . Оскiльки Eλ

ijE
λ
ji = Eλ

ii, оператори Eλ
ij : Hλ

j → Hλ
i та

Eλ
ji : H

λ
i → Hλ

j є взаємно оберненими.
Нехай { es1 | s ∈ S } — повна ортонормована система векторiв з Hλ

1 ,
esi = Ei1e

s
1, а V λ

s — пiдпростiр, породжений векторами es1, e
s
2, . . . , e

s
dλ

. Цi

вектори утворюють ортонормовану базу пiдпростору V λ
s i

θ(g)esi = θ(g)Eλ
i1e

s
1 =

dλ∑

k=1

ρλikE
λ
k1e

s
1 =

dλ∑

k=1

ρλike
s
k.

Отже, пiдпростiр V λ
s — iнварiантний вiдносно зображення θ, причому

обмеження θ на цей пiдпростiр iзоморфне зображенню ρλ. Очевидно та-
кож, що всi вектори

{
esi | s ∈ S, 1 6 i 6 dλ

}
утворюють ортономовану

базу простору Hλ.
Залишилось довести, що

⊕
λH

λ = V (тодi й
⊕

λ,s V
λ
s = V ). Якщо

це не так, знайдеться ненульовий вектор v ∈ V , ортогональний до всiх
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пiдпросторiв Hλ
j . Оскiльки Eλ

ijv ∈ Hλ
j , то (v,Eλ

ijv) = 0, тобто, для всiх
λ, i.j,

0 = (v,

∫

G

ρλij(x)θ(x)v)dx =

∫

G

ρλij(x)(v, θ(x)v)dx = (φ, ρλij),

де φ(x) = (v, θ(x)v) — неперервна функцiя на G. З формули Фур’є (На-
слiдок 2.3.6) випливає, що φ(x) = 0 для всiх x, зокрема, φ(1) = (v, v) = 0,
тобто v = 0. Одержане протирiччя завершує доведення. �

2.5. Лiнiйнi групи
sc5

Лiнiйними групами звуться пiдгрупи груп GL(r,C). Така група G
має тотожне зображення τ у просторi V1 = Cr. З нього виникають
спряжене зображення ρ∗ : G→ V ∗

1 та тензорнi зображення τnm (n ∈ Z):

τnm = τ ⊗ τ ⊗ . . .⊗ τ︸ ︷︷ ︸
m разiв

⊗ τ∗ ⊗ τ∗ ⊗ . . . ⊗ τ∗︸ ︷︷ ︸
n разiв

Цi зображення, як правило, є звiдними, навiть якщо тотожне зобра-

ження було незвiдним. Нехай
{
ρλ | λ ∈ Ĝlin

}
— всi попарно неiзоморфнi

унiтарнi незвiднi зображення групи G, якi входять у розклади зображень
τnm (n ∈ Z).

tensor Теорема 2.5.1. Якщо G — компактна лiнiйна група, то Ĝlin = Ĝ,
тобто кожне незвiдне зображення групи G iзоморфне деякому незвi-
дному прямому доданку одного з зображень τnm.

Доведення. Нехай R — пiдпростiр у алгебрi неперервних функцiй

С(G), породжений матричними коефiцiентами
{
ρλij | λ ∈ Ĝlin

}
. Цей пiд-

простiр мiстить одиничну функцiю (τ00 — тривiальне зображення). Оскiль-
ки матричнi коефiцiенти зображення ρλ ⊗ ρλ′

— це добутки матричних
коефiцiнтiв ρλijρ

λ′

kl , а τnm ⊗ τkl = τn+k
m+l , R є пiдалгеброю в C(G). Оскiльки

ρλij = (ρλ)∗ji, а (τnm)∗ = τmn , разом з кожною функцiєю f(x) ця пiдалгебра

мiстить f(x). Нарештi, функцiї з R роздiляють точки G, бо якщо x 6= y,
то τ(x) 6= τ(y), тобто навiть функцiї ρλij, де ρλ пробiгає незвiднi доданки
τ01 = τ , роздiляють точки. За теоремою Стоуна–Вайєрштрасса, пiдалге-
бра R щiльна в C(G), а тому й у L2(G). Але якщо λ /∈ Ĝlin, то матричнi
елементи ρλij ортогональнi до всiх функцiй з R, що неможливо. �

Наведемо один критерiй того, що компактна група G iзоморфна лi-
нiйнiй, тобто має точне скiнченновимiрне зображення. Кажуть, що G —
група без малих пiдгруп, якщо в нiй iснує окiл U одиничного елемента,
в якому не мiститься жодної нетривiальної пiдгрупи. Група GL(r,C) є
такою (див. вправу 5.1), тому й довiльна лiнiйна група є такою (чому?).

small Теорема 2.5.2. Компактна група iзоморфна лiнiйнiй тодi й лише
тодi, коли вона є групою без малих пiдгруп.
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Доведення. Нехай G — компактна група без малих пiдгруп, U ⊂ G
— окiл одиничного елемента, в якому не мiститься жодна нетривiаль-
на пiдгрупа. З доведення теореми 2.3.1 випливає, що її незвиднi зобра-
ження роздiляють точки. Зокрема, для кожного елемента g /∈ U зна-
йдеться незвiдне зображення ρg таке, що ρg(g) 6= 1. Позначимо Ug =
{x ∈ G | ρg(x) 6= 1 }. Це вiдкрита множина, яка не перетинається з Ker ρg
i
⋃

g∈G Ug ⊇ G\U . Оскiльки множина G\U замкнена в G, , а тому компа-
ктна, знайдуться елементи g1, g2, . . . , gm такi, що

⋃m
i=1 Ugi ⊇ G\U . Нехай

ρ =
⊕m

i=1 ρgi . Це скiнченновимiрне зображення i Ker ρ =
⋂m

i=1Ker ρgi не
перетинається з жодним з околiв Ugi , а тому мiститься в U . За вибором
U , звiдси випливає, що Ker ρ = {1}, тобто зображення ρ є точним. �

Приклад 2.5.3. Групою Лi зветься група G, яка одночасно є дифе-
ренцiйовним многовидом, причому множення G×G→ G i обертання еле-
ментiв G→ G є диференцiйовними функцiями. Очевидно, група Лi є то-
пологiчною групою. Зокрема, такими є групи GL(n,R), GL(n,C), O(n),
U(n) та iншi пiдгрупи GL(n,C), якi є пiдмноговидами. У теорiї Лi дово-
диться, що група Лi є групою без малих пiдгруп. Тому кожна компактна
група Лi iзоморфна лiнiйнiй групi.



Роздiл III

Напiвпростi алгебри

ch2
3.1. Напiвпростi модулi

s21

211 Означення 3.1.1. Нехай A — алгебра над полем k. Модулем (або
лiвим модулем) над алгеброю A зветься векторний простiр M разом з
бiлiнiйним вiдображенням A×M →M , (a, x) 7→ ax, таким, що

(1) 1x = x для всiх x ∈ V ;
(2) (ab)x = a(bx) для всiх a, b ∈ A, x ∈ V .

Замiсть модуль над алгеброю A кажуть ще A-модуль.

З кожним модулем пов’язано зображення алгебри A, тобто гомо-
морфiзм ρ : A → Lin(V ), де Lin(V ) — алгебра лiнiйних операторiв у
просторi V . Саме, треба покласти ρ(a)x = ax. Навпаки, якщо задано
зображення ρ : A → Lin(V ), то V перетворюється на A-модуль, якщо
покласти ax = ρ(a)x. Отже мова модулiв i мова зображень фактично є
синонiмiчними.

Читачевi пропонується визначити поняття пiдмодуля, фактормоду-
ля, прямої суми модулiв, гомоморфiзму i т.iн. й перевiрити, що для
модулiв мають мiсце звичайнi теореми, типу теорем про гомоморфiзм.
Детальне обговорення цих питань мiститься в [2, Глава I]. Простiр го-
моморфiзмiв з A-модуля M у A-модуль N позначається HomA(M,N).
Алгебра ендоморфiзмiв HomA(M,M) позначається також EndAM .

212 Приклад 3.1.2. (1) Кожну алгебру A можна розглядати, як
модуль над собою, визначивши av як добуток цих елементiв у
алгебрi A. Цей модуль зветься регулярним A-модулем, а вiдпо-
вiдне зображення — регулярним зображенням алгебри A. Оскiль-
ки a1 = a 6= 0, якщо a 6= 0, цей зображення є точним, тобто
визначає занурення алгебри A в алгебру лiнiйних операторiв
Lin(A) (це — так звана теорема Келi для алгебр).

(2) Групова алгебра групи G — це простiр kG з природним множен-
ням, яке визначене множенням елементiв базису, тобто елемен-
тiв групи G. Очевидно, зображення цiєї алгебри — це те саме,
що зображення групи G. Вiдповiдно, kG-модулi звуться також
G-модулями.

Модулi, iзоморфнi прямим сумам декiлькох екземплярiв регулярного мо-
дуля звуться вiльними модулями. З означення одразу випливає, що A-
модуль M є вiльним тодi й лише тодi, коли в ньому є A-база, тобто

40
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такий набiр елементiв { vi } (можливо нескiнченний), що кожен елемент
x ∈ M однозначно подається у виглядi суми

∑
i aivi, в якiй ai ∈ A i

майже всi коефiцiенти ai нульовi.

213 Означення 3.1.3. (1) A-модульM 6= {0} зветься простим (або
незвiдним), якщо в ньому немає пiдмодулiв, крiм {0} та M (не-
тривiальних пiдмодулiв).

(2) Модуль M зветься напiвпростим, якщо вiн розкладається в
пряму суму простих модулiв.

(3) Алгебра A зветься напiвпростою, якщо регулярний A-модуль є
напiвпростим.

Наприклад, з теореми Машке випливає, що групова алгебра скiнчен-
ної групи G над полем k є напiвпростою, якщо chark ∤ #(G).

Оскiльки ядро й образ гомоморфiзму завжди є пiдмодулями, насту-
пне твердження («Лема Шура») є очевидним.

214 Теорема 3.1.4 (Лема Шура). Нехай f : M → N — ненульовий го-
моморфiзм модулiв.

(1) Якщо модуль N простий, то f — епiморфiзм (сюр’єктивне
вiдображення).

(2) Якщо модуль M простий, то f — мономорфiзм (iн’єктивне
вiдображення)).

(3) Якщо i N , i M простi, то f — iзоморфiзм.

Зокрема, алгебра ендроморфiзмiв простого модуля є тiлом ( алгеброю з
дiленням).

Сформулюємо декiлька нескладних, але важливих властивостей на-
пiвпростих модулiв.

215 Теорема 3.1.5. Наступнi умови рiвносильнi :

(1) Модуль M є напiвпростим.
(2) Модуль M є сумою простих пiдмодулiв.
(3) Для кожного пiдмодуля N ⊆ M iснує доповнення, тобто та-

кий пiдмодуль N ′, що M = N ⊕N ′.
(4) Кожен ненульовий пiдмодуль модуля M мiстить простий пiд-

модуль, а у кожного простого пiдмодуля є доповнення.

Доведення. Ми доведемо цю теорему для скiнченновимiрних моду-
лiв. У нескiнченновимiрному випадку треба застосовувати такi вiдомостi
з теорiї множин, як лема Цорна або трансфiнiтна iндукцiя.

Iмплiкацiї (1)⇒(2) та (3)⇒(4) тривiальнi.

(2)⇒(3) Нехай M =
∑

iMi, де Mi — простi пiдмодулi. Якщо N ⊇Mi

для всiх i, тоN =M . Нехай N 6⊇M1. Тодi N∩M1 = 0, отже N1 = N+M1

є прямою сумою N ⊕M1. Якщо N1 = M , твердження доведене. Iнакше
знайдеться простий пiдмодуль M2 6⊆ N1, звiдки одержимо пiдмодуль
N2 = N1⊕M2 = N ⊕M1⊕M2. Продовжуючи цю процедуру, ми врештi-
решт одержимо, що M = N ⊕M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mk.



42 III. НАПIВПРОСТI АЛГЕБРИ

(4)⇒(1) Модуль M мiстить простий пiдмодуль M1, отже M = M1 ⊕
N1 для деякого пiдмодуля N1. Якщо N1 = 0, M простий, а тому й напiв-
простий. Iнiкше N1 мiстить простий пiдмодуль M2, отже M =M2 ⊕M ′.
Але тодi N1 = M2 ⊕ N2, де N2 = M ′ ∩ N1 (перевiрте це). Отже M =
M1 ⊕M2 ⊕N2. Продовжуючи цю процедуру, ми й розкладемо M у пря-
му суму простих пiдмодулiв. �

216 Наслiдок 3.1.6. Якщо модуль M є напiвпростим, то будь-який йо-
го пiдмодуль i фактормодуль також є напiвпростими.

Доведення. Нехай N — пiдмодуль в M , N ′ — його пiдмодуль. Тодi
M = N ′ ⊕M ′, звiдки N = N ′ ⊕ (N ∩M ′). Отже, будь-який пiдмодуль в
N має доповнення, а тому N — напiвпростий. З iншого боку, M = N ⊕L
для деякого пiдмодуля L, а тодi M/N ≃ L. Отже, фактормодуль M/N
iзоморфний пiдмодулю в M , а тому, як ми вже довели, є напiвпростим.

�

Встановими також важливу властивiсть вiльних модулiв.

217 Твердження 3.1.7. Кожен A-модуль iзоморфний фактормодулю де-
якого вiльного модуля.

Доведення. Для простоти вважаємо модульM скiнченновимiрним.
Виберемо в модулi M якусь сiм’ю твiрних, тобто такий набiр елемен-
тiв {xi | 1 6 i 6 m }, що будь-який елемент x ∈M подається як лiнiйна
комбiнацiя

∑m
i=1 aixi, де ai ∈ A. Визначимо гомоморфiзм f : mA → M

правилом f (a1, a2, . . . , am) =
∑m

i=1 aixi. Очевидно, f сюр’єктивний, отже
M = Im f ≃ mA/Ker f . �

З цього факту й Наслiдку 3.1.6 одразу випливає такий результат.

218 Наслiдок 3.1.8. Якщо алгебра A є напiвпростою, то будь-який A-
модуль є напiвпростим.

219 Означення 3.1.9. Алгебра A 6= {0} зветься простою, якщо в нiй
немає iдеалiв, крiм {0} та A.1

210 Твердження 3.1.10. Якщо проста алгебра мiстить простий пiд-
модуль (наприклад, якщо вона скiнченновимiрна), то вона є напiвпро-
стою.

Доведення. Нехай M ⊆ A — простий пiдмодуль. Для кожного еле-
мента a ∈ A добуток Ma знову є пiдмодулем. Вiдображення M → Ma,
x 7→ xa, є епiморфiзмом. Якщо Ma 6= 0, то, за лемою Шура, це iзо-
морфiзм. Тому MA =

∑
a∈AMa — напiвпростий пiдмодуль в A. Але

очевидно, що MA — iдеал в A. Отже, MA = A й A — напiвпроста
алгебра. �

1 Iдеал тут i надалi завжди означає двостороннiй iдеал.
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Зауваження. Iснують простi алгебри, якi не є напiвпростими, тоб-
то не мiстять простих пiдмодулiв. Прикладом такої алгебри є так звана
алгебра Вайля над довiльним полем k характеристики 0, яка породжу-
ється двома елементами x, y зi спiввiдношенням yx − xy = 1. Її можна
розглядати, як алгебру диференцiювань кiльця многочленiв k[x], якщо
ототожнити y з диференцiюванням d

dx
. Ця алгебра вiдiграє важливу роль

у математичних засадах квантової механiки.

Розглянемо важливий приклад. Нехай D — тiло (алгебра з дiлен-
ням), Mat(n,D) — алгебра n × n матриць з коефiцiентами з тiла D.
Векторний простiр D

n можна розглядати, як модуль над цiєю алгеброю
(вiдносно звичайного множення матрицi на стовпчик). Позначимо через
eij матричнi одиницi : це матриця, в якiй на мiсцi (ij) стоїть 1, а на всiх
iнших мiсцях — 0.

21a Теорема 3.1.11. (1) Модуль V = D
n є простим модулем над

алгеброю A = Mat(n,D).
(2) A ≃ nV , як A-модуль. Отже, алгебра A є напiвпростою.
(3) V є єдиним, з точнiстю до iзоморфiзму, простим A-модулем.
(4) Алгебра A є простою.

Доведення. (1) Нехай U — ненульовий пiдмодуль у V , u = (λ1, λ2, . . . , λn)
⊤

— ненульовий вектор з U , λk 6= 0. Тодi U ∋ ui = λ−1
k eiku, а в цьому векто-

рi єдиний ненульовий елемент — це 1 на i-му мiсцi. Оскiльки довлiьний
вектор v = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) можна подати, як

∑n
i=1 ξiui, також v ∈ U ,

тобто U = V .

(2) Нехай Vi — пiдмножина в A, яка складається з матриць, у якмх
всi стовпчики, крiм i-го, нульовi. Очевидно, Vi — пiдмодуль в A, причому
Vi ≃ V i A =

⊕n
i=1 Vi.

(3) Нехай M — простий A-модуль. З Твердження 3.1.7 випливає,
що iснує епiморфiзм mV → M для деякого m. Отже, iснує ненульовий
гомоморфiзм V →M , який є iзоморфiзмом за лемою Шура.

(4) залишаємо читачевi, як вправу. �

3.2. Теорема Веддерберна–Артiна
s22

Останнiй приклад з попереднього параграфу є, в деякому розумiннi,
унiверсальним. Саме, має мiсце така теорема.

221 Теорема 3.2.1 (Теорема Ведерберна–Артiна). Алгебра A є напiвпро-
стою тодi й лише тодi, коли вона iзоморфна прямому добутку матри-
чних алгебр

∏s
k=1Mat(nk,Dk), де Dk — тiла.

Доведення. Ми вже довели, що всi алгебри Mat(nk,Dk) напiвпро-
стi. Тому й їхнiй прямий добуток є напiвпростим. Доведення зворотного
твердження спирається на кiлька фактiв, якi є важливими й самi по собi.
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222 Твердження 3.2.2. Для довiльного A-модуля M має мiсце iзомор-
фiзм h : HomA(A,M) ≃ M , при якому гомоморфiзм f переходить в
елемент f(1). Якщо M = A — регулярний модуль, то цей iзоморфiзм
є насправдi iзоморфiзмом EndAA ≃ A

op, де A
op — алгебра, обернена до

A.

Тут i надалi обернена до A алгебра A
op — це алгебра, яка збiгається

з A, як векторний простiр, але множення ◦ в нiй задається правилом
a◦b = ba (останнiй добуток — це добуток в алгебрi A).

Доведення. Для довiльного елементу a ∈ A i довiльного гомо-
морфiзму f : A → M має мiсце рiвнiсть f(a) = f(a · 1) = af(1).
Отже значення f(1) визначає гомоморфiзм f , тобто вiдображення h є
iн’єктивним. Для довiльного елемента x ∈ M визначимо вiдображення
fx : A → M формулою fx(a) = ax. Легко бачити, що це гомоморфiзм,
причому fx(1) = x, тобто h(fx) = x. Отже вiдображення h є також сюр’-
єктивним, тобто є iзоморфiзмом.

Нехай тепер M = A. Треба перевiрити, що h(fg) = h(g)h(f) для
довiльних гомоморфiзмiв f, g : A→ A. Але h(fg) = (fg)(1) = f(g(1)) =
f(g(1) · 1) = g(1)f(1) = h(g)h(f). �

Нехай тепер M =
⊕m

i=1Mi. Позначимо через εi занурення Mi →M ,
а через πi — проекцiю M на Mi: якщо x =

∑m
i=1 xi, то πi(x) = xi. Тодi

πiεi = 1Mi
, а πiεj = 0, якщо i 6= j. Нехай також N =

⊕n
j=1Nj , ε′j —

занурення Nj → N , а π′j — проекцiя N на Nj. Якщо f : N → M —
гомоморфiзм, позначимо fij = πifε

′
j. Це гомоморфiзм Nj → Mi i легко

перевiрити, що f =
∑

i,j εifijπ
′
j . Отже, знання fij визначає f . З iншого

боку, якщо заданi довiльнi гомоморфiзми gij : Nj → Mi, то визначений
гомоморфiзм g =

∑
i,j εigijπ

′
j : N → M , причому πigεj = gij (перевiрте

це). m × n матриця (fij) зветься матрицею гомоморфiзму f вiдносно
розкладу M =

⊕m
i=1Mi, N =

⊕n
j=1Nj.

Нехай ще задано гомоморфiзм g : L→ N , де L =
⊕l

k=1 Lk, ε′′k — за-
нурення Lk → L, π′′k — проекцiя L→ Lk i (gjk) — матриця гомоморфiзму
g вiдносно заданих розкладiв N i L, тобто gjk = π′jgε

′′
k. Тодi

πi(fg)ε
′′
k = πi

(∑

q,j

εqfqjπ
′
j

)(∑

l,p

ε′lglpπ
′′
p

)
ε′′k =

=
∑

q,j,l,p

πiεqfqjπ
′
jε

′
lglpπ

′′
pε

′′
k =

∑

j

fijgjk.

Отже, при множеннi гомоморфiзмiв вiдповiднi матрицi перемножаються
за звичайним правилом множення матриць

Тепер можна завершити доведення теореми Веддерберна–Артiна. Не-
хай A — напiвпроста алгебра, A =

⊕n
i=1Mi — розклад її регулярного

модуля у пряму суму простих модулiв. Збираючи iзоморфнi доданки,
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можна записати A =
⊕s

k=1(
⊕n

i=1 kUi), де U1, U2, . . . , Us — попарно не-
iзоморфнi простi A-модулi. Кожен ендоморфiзм f модуля A вiдносно
даного розкладу записується матрицею з гомоморфiзмiв мiж окреми-
ми доданками. Але за лемою Шура HomA(Uj , Uk) = 0, якщо k 6= j, а
HomA(Uk, Uk) = Dk є тiлом. Звiдси, враховуючи Твердження 3.2.2,

A
op ≃ EndA A ≃

s∏

k=1

Mat(nk,Dk).

Залишається зауважити, що Mat(nk,Dk)
op ≃ Mat(nk,D

op
k ). Доведення

цього iзоморфiзму залишаємо читачевi, як вправу. �

Враховуючи Твердження 3.1.10, з теореми Веддерберна–Артiна одер-
жуємо такий наслiдок.

223 Наслiдок 3.2.3. Якщо проста алгебра мiстить простий пiдмодуль
(наприклад, вона скiнченновимiрна), то вона iзоморфна матричнiй ал-
гебрi Mat(n,D), де D — тiло.

З теореми Веддерберна–Артiна випливає ще такий факт.

224 Наслiдок 3.2.4 (Теорема Вайєрштраса–Дедекiнда). Комутативна на-
пiвпроста алгебра iзоморфга прямому добутку полiв. Зокрема, якщо по-
ле k алгебраїчно замкнене, то комутативна напiвпроста k-алгебра роз-
мiрностi n iзоморфна kn.
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Ненапiвпростi алгебри
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4.1. Приклади зображень ненапiвпростих алгебр
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311 Приклад 4.1.1. Нехай A = k[t]/(tn). Зображення ρ цiєї алгебри за-
дається однiєю матрицею X = ρ(x) такою, що Xn = 0. За теоремою
Жордана, матриця X подiбна прямiй сумi клiтин Жордана Jk(0) з вла-
сним числом 0 розмiрiв k 6 n. Тому нерозкладний A-модуль задається
однiєю клiтиною Жордана Jk(0). Легко переконатися, що цей модуль
iзоморфний k[x]/(xk). Вiн не є незвiдним, якщо k > 1. Отже, адгебра A

має n неiзоморфiних нерозкладних модулiв.

312 Приклад 4.1.2. Нехай тепер A = k[x, y]/(x2, y2, xy). Зображення ρ
цiєї алгебри задається двома матрицями X = ρ(x), Y = ρ(y) такими,
що X2 = Y 2 = XY = 0. Нехай M — довiльний A-модуль, M0 =
{u ∈M | xu = yu = 0 }. Тодi xM ⊆ M0 i yM ⊆ M0. Виберемо базу
v1, v2, . . . , vm пiдмодуля M0 i доповнимо її до бази v1, v2, . . . , vm+n всього
простору M . У такiй базi матрицi X,Y матимуть вигляд

e311e311 (4.1.1) X =

(
0 A
0 0

)
, Y =

(
0 B
0 0

)
,

де матрицi A i B — розмiру m×n, а дiагональнi нульовi блоки — квадра-
тнi. Зауважимо, що з означення M0 випливає, що якщо Xu = Y u = 0,
то u = 0. Нехай M ′ — iнший A-модуль, для якого вiдповiднi матри-
цi X ′, Y ′ теж мають вигляд (4.1.1), але з блоками A′, B′, f : M → M ′

— гомоморфiзм. У вiдповiдних базах просторiв M та M ′ нехай матри-

ця гомоморфiзму f має вигляд F =

(
F1 F2

F3 F4

)
. Рiвностi FX = X ′F та

FY = Y ′F зводяться до рiвностей

X ′F3 = 0, Y ′F3 = 0,

F1A = A′F4, F1B = B′F4,

F3X = 0, F3Y = 0.

З перших двох рiвностей випливає, що F3 = 0, пiсля чого залишаються
лише умови з другого рядка. Зокрема, M ≃ M ′ тодi й лише тодi, коли
iснують такi обертовнi матрицi F1, F4, що A′ = F1AF

−1
4 i B′ = F1BF

−1
4 .

Зауважимо, що A 7→ F1AF
−1
4 — це правило змiни матрицi лiнiйного

вiдображення V1 → V2 при змiнi баз у просторах V1 i V2. Отже, задачп
про класифiкацiю зображень алгебри A рiвносильна задачi Кронекера

46
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про знаходження нормальної форми матриць пари лiнiйних вiдображень
(таку пару ще звуть пучком матриць, англiйською — matrix pencil).

Якщо матриця A є квадратною невиродженою, то, домноживши A i
B лiворуч на A−1, одержимо iзоморфний пучок, в якому A = I. Два
таких пучки (I,B) та (I,B′) є iзоморфними тодi й лише тодi, коли
B′ = F1BF

−1
1 для деякої невиродженої матрицi F1. Такими перетво-

реннями B зводиться до нормальної форми Фробенiуса: B 7→ ⊕k
i=1 Φk,

де Φk — клiтини Фробенiуса, характеристичнi многочлени яких є сте-
пенями незвiдних многочленiв. Вiдповiдно, модуль M розкладеться у

пряму суму модулiв, у яких матрицi X,Y мають вигляд X =

(
0 I
0 0

)
та

Y =

(
0 Φk

0 0

)
. Якщо поле k алгебрично замкнене, клiтини Фробенiуса

можна замiнити на клiтини Жордана. Якщо невиродженою є матриця
B, результат буде цiлком аналогiчним. Тут треба зауважити, що виро-
джена клiтина Фробенiуса збiгається з клiтиною Жордана з власним
значенням 0. Отже, новi зображення, якi ми одержимо в такий спосiб

— це X =

(
0 J
0 0

)
, Y =

(
0 I
0 0

)
, де J — клiтина Жордана з власним

значенням 0.
Припустимо, що обидвi матрицi A,B є виродженими. Перетворення-

ми A 7→ F1AF
−1
4 (елементарними перетвореннями рядкiв i стовпчикiв)

матрицю A можна звести до вигляду

(
0 I
0 0

)
. Вiдповiдно, матриця B

розiб’ється на блоки

(
B1 B2

B3 B4

)
. Будемо надалi розглядати лише такi

пучки. У рiвностях F1A = A′F4 та F1B = B′F4 розiб’ємо й матрицi F1

та F4 на аналогiчнi блоки: F1 =

(
S1 S2
S3 S4

)
, F4 =

(
T1 T2
T3 T4

)
. З рiвностi

F1A = A′F1 одержимо, що S1 = T1, T2 = 0 i S3 = 0. Пiсля цього рiвностi
F1B = B′F4 перепишуться так:

S1B1 + S2B2 = B1S1 +B2T3,e312e312 (4.1.2)

S1B2 + S2B4 = B2T4,e313e313 (4.1.3)

S4B3 = B3S1 +B4T3,e314e314 (4.1.4)

S4B4 = B4T4.e315e315 (4.1.5)

Матрицi F1 i F4 є невиродженими тодi й лише тодi, коли такими є ма-
трицi S1, S4 i T4. Матрицi S2 та T3 при цьому можуть бути довiльними.
Тому цi рiвностi означають, що з матрицями Bi можна робити такi пе-
ретворення:

(1) Одночаснi елементарнi перетворення рядкiв матриць B1 i B2,
визначенi матрицею S1;

(2) Одночаснi елементарнi перетворення рядкiв матриць B3 i B4,
визначенi матрицею S4;
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(3) Одночаснi елементарнi перетворення стовпчикiв матриць B1 i
B3, визначенi матрицею S−1

1 ;
(4) Одночаснi елементарнi перетворення стовпчикiв матриць B2 i

B4, визначенi матрицею T−1
4 ;

(5) Додавання до матрицi B2 матрицi B4, домноженої злiва на до-
вiльну матрицю S2 пiдходящого розмiру з одночасним додава-
нням до матрицi B1 матрицi B3, домноженої злiва на ту саму
матрицю S2;

(6) Додавання до матрицi B3 матрицi B4, домноженої справа на до-
вiльну матрицю T3 пiдходящого розмiру з одночасним додава-
нням до матрицi B1 матрицi B2, домноженої справа на ту саму
матрицю T3.

Цi перетворення зручно задавати «картинкою»:

B∗
1 B2

B3 B4

x

←−
де зiрочка показує, що матриця B1 насправдi перетворюється подiбни-
ми перетвореннями, тобто перетворення першої горизонтальної смуги й
першої вертикальної смуги є, як кажуть у лiнiйнiй алгебрi, контрагредi-
єнтними. Наприклад, якщо у горизонтальнiй смузi ми додаємо перший
рядок, домножений на число, до другого, у вертикальнiй ми маємо вiд-
няти другий рядок, домножения на те саме число, вiд першого; якщо
якийсь рядок множимо на число, то вiдповiдний стовпчик треба подiли-
ти на те саме число.

Очевидно, матрицю B4 можна звести до вигляду
(
I 0
0 0

)
. Перетворен-

нями (5) i (6) можна зробити нульовими стовпчики матрицi B2 та рядки
матрицi B3, проти яких у матрицi B4 стоять одинички. Тодi з пучка
(A,B) видiлиться прямий доданок вигляду A = (0), B = (1). Тому нада-
лi можна вважати, що B4 = 0. Зведемо матрицю B2 до вигляду

(
0 0
I 0

)
.

Перетвореннями (6) зробимо нульовими всi рядки матрицi B1, проти
яких в B2 стоять одинички. Вся матриця B набуде вигляду

B1 B2 0 0
0 0 I 0

B3 B4 0 0

Можна перевiрити, що з матрицями Bi можна робити такi самi перетво-
рення (1-6), описанi вище, так, щоб вигляд матрицi B3 не змiнювався.
Тому очевидна iндукцiя дає наступний результат.

313 Лема 4.1.3. Перетвореннями вигляду (1-6) матрицю B можна зве-
сти до такого вигляду, що в будь-якому рядку й будь-якому стовпчику
стоятиме щонайбальше один ненульовий елемент, який дорiвнює 1.

Тепер вже легко знайти канонiчнi форми нерозкладних пучкiв, а то-
му й нерозкладних A-модулiв.
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314 Теорема 4.1.4 (Кронекер). Нерозкладний пучок матриць iзоморфний
одному з пучкiв наступних типiв:

A = I, B = Φ,

A = J, B = I,

A =




1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0


, B =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1


,

A =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1
0 0 . . . 0


, B =




0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0
0 0 . . . 1


,

де Φ — клiтина Фробенiуса, характеристичний многочлен якого є сте-
пенем незвiдного многочлена, J — клiтина Жордана з власним числом
0.

Доведення цiєї теореми залишаємо читатчевi.

315 Приклад 4.1.5. Розглянемо тепер алгебру A = k[x, y, z]/(x2, y2, z2, xy, xz, yz).
Аналогiчно попередньому випадку, зображення цiєї алгебри задається
трiйкою матриць вигляду

X =

(
0 A
0 0

)
, Y =

(
0 B
0 0

)
, Z =

(
0 C
0 0

)
,

причому iзоморфнi забраження отримуються перетвореннями A 7→ SAT−1, B 7→
SBT−1, C 7→ SCT−1. Зокрема, якщо розглядати лише такi зображення,
в яких C = I, то пара матриць (A,B) (у даному випадку квадратних)
перетворюється так: A 7→ SAS−1, B 7→ SBS−1. Отже, отримуємо задачу
про канонiчну форму пари лiнiйних операторiв у векторному просторi.
Виявляється, ця задача мiстить у собi задачу про канонiчну форму n-ок
лiнiйних операторiв для довiльного n. Це випливає з наступного твер-
дження, доведення якого ми також залишаємо читачевi.

316 Твердження 4.1.6. Нехай M = (M1,M2, . . . ,Mn) — набiр квадра-
тних матриць однакового розмiру. Позначимо

A(M) =




0 I 0 . . . 0
0 0 I . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . I
0 0 0 . . . 0



, B(M) =




M1 0 . . . 0
0 M2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Mn


 .

Нехай M
′ (M ′

1,M
′
2, . . . ,M

′
n) — iнший набiр матриць такого ж розмiру.

Iснує матриця S така, що A(M′) = SA(M)S−1 тодi й лише тодi, коли
iснує матриця T така, що TMiT

−1 =M ′
i для всiх i = 1, 2, . . . , n.
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Алгебра, для якої класифiкацiя зображень мiстить в собi класифiка-
цiю n-ок лiнiйних операторiв, зветься дикою (або, якщо треба уточнити,
зображувально дикою).1 Отже розглядувана алгебра є дикою.

4.2. Один критерiй напiвпростоти.
sec32

Встановимо один нескладний, але важливий критерiй напiвпростоти
деякої алгебри. Спочатку доведемо таку просту лему.

321 Лема 4.2.1 (Лема Брауера). Нехай I ⊂ A — мiнiмальний пiдмо-
дуль регулярного модуля (або, що те саме, мiнiмальний лiвий iдеал).
Тодi або I2 = 0, або I = Ae, де e — iдемпотент, тобто e2 = e.

У останньому випадку, очевидно, I2 = I.

Доведення. Припустимо, що I2 6= 0 i виберемо такий елемент u ∈
I, що Iu 6= 0. Тодi Iu = I. Вiдображення I → I, яке переводить x в xu
є гомоморфiзмом, а тому iзоморфiзмом. Зокрема, iснує елемент е ∈ I,
для якого eu = u. Тодi e2u = eu, звiдки e2 = e. Отже Ie 6= 0, а тому
I = Ie = Ae. �

322 Означення 4.2.2. (1) Лiвий (правий, двостороннiй) iдеал I зве-
ться нiльпотентним, якщо Im = 0 для деякого m. Вiн зветься
нiль-iдеалом, якщо кожен елемент з I є нiльпотентним.

(2) Елемент a ∈ A зветься iстотно нiльпотентним, якщо лiвий
iдеал Aa (або, що рiвносильно, правий iдеал aA) є нiльпотен-
тним. Очевидно, це означає, що iснує таке m, що довiльний до-
буток ab1ab2 . . . bm−1a = 0 (b1, b2, . . . , bm−1 ∈ A).

323 Теорема 4.2.3. Нехай A — скiнченновимiрна алгебра. Наступнi умо-
ви рiвносильнi:

(1) Алгебра A є напвiпростою.
(2) В алгебрi A немає ненульових лiвих нiль-iдеалiв.
(3) В алгебрi A немає ненульових нiль-iдеалiв.
(4) В алгебрi A немає ненульових лiвих нiльпотентних iдеалiв.
(5) В алгебрi A немає ненульових нiльпотентних iдеалiв.
(6) В алгебрi A немає ненульових iстотно нiльпотентних елемен-

тiв.

Доведення. Очевидно, (2)⇒(3)⇒(5), (4)⇒(5) i (2)⇒(4). З iншого
боку, якщо I — лiвий iдеал i Im = 0, то IA — iдеал, причому (IA)m =
ImA = 0, отже (5)⇒(4). Нарештi, (4)⇔(6) за означенням.

(1)⇒(2) Нехай I — ненульовий лiвий iдеал. Iснує лiвий iдеал I ′ такий,
що A = I ⊕ I ′, зокрема 1 = e + e′, де e ∈ I, e′ ∈ I ′. Очевидно, e 6= 0.
Звiдси e+ 0 = e = e1 = e2 + ee′, а тому e2 = e, ee′ = 0. Отже, iдеал I не
є нiль-iдеалом.

1 Насправдi, це означення не є строгим, оскiльки тут не визначено, що означає
«мiстить». Строге означення ми дамо пiзнiше.
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(4)⇒(1) Нехай I — мiнiмальний лiвий iдеал в A. Оскiльки вiн не є
нiльпотентним, то, за лемою Брауера, I = Ae для деякого iдемпотента
e. Але тодi, як легко перевiрити, A = I ⊕ I ′, де I ′ = A(1 − e). Отже, за
Теоремою 3.1.5, алгебра A є напiвпростою. �

4.3. Радикал
sec33

331 Означення 4.3.1. (1) Радикалом модуля M зветься пiдмодуль

radM = {x ∈M | f(x) = 0 для всiх гомоморфiзмiв

f :M → U, де U пробiгає всi простi модулi }.
Рiвносильно: radM є перетином всiх максимальних пiдмодулiв
в M .

(2) Радикалом алгебри A зветься радикал регулярного A-модуля.

Якщо в M взагалi немає максимальних пiдмодулiв, або, що те са-
ме, немає ненульових гомоморфiзмiв у простi модулi, то radM = M .
Прикладом є група типу p∞, розглянута як модуль над кiльцем цiдих
чисел.

332 Твердження 4.3.2. Якщо ненульовий модуль M є скiнченнопоро-
дженим, то в ньому є максимальнi пiдмодулi. Отже. radM 6= M .
Бiльш того, нехай N — власний пiдмодуль в M , x1, x2, . . . , xm — мi-
нiмальна мнажина твiрних фактормодуля M/N i yi ∈ M — прообра-
зи елементiв xi. Iснує максимальний пiдмодуль M ′ ⊂ M такий, що
M ′ ⊇ N i y1 /∈M ′. Зокрема, radM 6=M .

Зауважимо, що регулярний модуль породжений одним елементом 1,
отже radA 6= A.

Доведення. Очевидно, замiнивши N на пiдмодуль, породжений N
i елементами x1, x2, . . . , xm−1, можна вважати, що m = 1, тобто M =
〈N, y 〉 для деякого елемента y ∈ M \N . Якщо {Ni } — деякий ланцюг
пiдмодулiв, якi мiстять N i не мiстять y, то об’єднання

⋃
iNi — теж

пiдмодуль, який мiстить N i не мiстить y. За лемою Цорна, серед пiдмо-
дулiв, якi мiстять N i не мiстять y, є максимальний M ′. Це означає, що
кожен пiдмодуль M ′′, який строго бiльший за M ′, мiстить y. Але тодi
M ′′ =M . Отже, M ′ — максимальний пiдмодуль в M . �

Наступнi твердження майже очевиднi й їх доведення ми залишаємо,
як вправу.

333 Твердження 4.3.3. (1) rad(M/ radM) = 0.
(2) f(radM) ⊆ radN для кожного гомоморфiзма f :M → N .

(3) rad(
⊕k

i=1Mi) =
⊕k

i=1 radMi.

334 Наслiдок 4.3.4. (1) (radA)M ⊆ radM .
(2) radA — iдеал в A.
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(3) Якщо ненульовий модуль M є скiнченнопородженим, то
(radA)M 6=M .

(Останнє твердження вiдоме, як «Лема Накаями».)

Доведення. (1) Для кожного елемента x ∈M вiдображення a 7→ ax
є гомоморфiзмом A → M . Отже, (radA)x ⊆ radM , звiдки (radA)M ⊆
radM . Поклавши M = A, одержимо й твердження (2). Нарештi, (3)
випливає з Твердження 4.3.2. �

335 Означення 4.3.5. Лiвий (правий, двостороннiй) iдеал I ⊆ A зве-
ться квазiрегулярним, якщо кожен елемент 1+ a, де a ∈ I є обертовним.

336 Теорема 4.3.6. (1) Радикал radA алгебри A є квазiрегулярним
iдеалом i мiстить всi лiвi квазiрегулярнi iдеали.

(2) Радикал radAop оберненої алгебри збiгається з радикалом алге-
бри radA. Зокрема, радикал мiстить всi правi квазiрегулярнi
iдеали.

Доведення. (1) Нехай a ∈ radA. Тодi a мiститься в усiх макси-
мальних пiдмодулях, отже 1 + a не належить жодному з них. З Твер-
дження 4.3.2 випливає, що породжений ним пiдмодуль A(1 + a) = A,
тобто iснує елемент x такий, що x(1 + a) = 1. Тодi x = 1 − xa, причому
xa ∈ radA. Отже, як i вище, знайдеться елемент y такий, що yx = 1.
Звiдси у = yx(1 + a) = 1 + a, отже x — обернений до 1 + a i radA —
квазiрегулярний iдеал. З iншого боку, припустимо, що лiвий iдеал I не
мiститься в радикалi. Тодi вiн не мiститься в якомусь максимальному лi-
вому iдеалi J , а тому I+J = A. Отже, знайдуться елементи x ∈ I, y ∈ J
такi, що x + y = 1. Тодi елемент y = 1 − x не є обертовним (оскiльки
y ∈ J), а x не є квазiврегулярним.

(2) З вже доведеного випливає, що radAop — це квазiрегулярний
iдеал в A, який мiстить всi правi квазiрегулярнi iдеали. Звiдси маємо
radA ⊇ radAop i radAop ⊇ radA. �



Домашнi Завдання

Завдання 1.

1.1. Нехай k

(X) ⊆ k

X — пiдпростiр функцiй f зi скiнченним носiєм,
тобто таких, що множина {x | f(x) 6= 0 } є скiнченною. Очевидно, цей
пiдпростiр є iнварiантним вiдносно зображення ρ∗X . Доведiть, що обме-
ження ρ∗X на цей пiдпростiр iзоморфне зображенню ρX у просторi kX.

1.2. Доведiть, що за умов теореми Машке для довiльних незвiдних
зображень ρ, θ

µ(θ, ρ) =
h(ρ, θ)

h(θ, θ)
.

1.3. За умов теореми Машке, доведiть, що для довiльних скiнченно-
вимiрних зображень

h(ρ, ρ′) =
∑

θ

µ(θ, ρ)µ(θ, ρ′)h(θ, θ),

де сума береться за всiма незвiдними зображеннями. Зокрема,

h(ρ, ρ) =
∑

θ

µ(θ, ρ)2h(θ, θ).

Якщо поле алгебрично замкнене, цi формули переписуються так:

h(ρ, ρ′) =
∑

θ

µ(θ, ρ)µ(θ, ρ′),

h(ρ, ρ) =
∑

θ

µ(θ, ρ)2.

1.4. Нехай G — група дiедра порядку 2n:

G = 〈σ, τ | σn = 1, τ2 = 1, στ = τσ−1 〉.
Доведiть, що:

(1) Якщо n парне, група G має 4 одновимiрних зображення, а якщо
n непарне — 2 одновимiрних зображення. Знайдiть цi зображе-
ння.

(2) Вiдповiднiсть

σ 7→
(
cos 2πk

n
− sin 2πk

n

sin 2πk
n

cos 2πk
n

)
, τ 7→

(
0 1
1 0

)

задає зображення ρk групи G.

53
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(3) Якщо 1 6 k < n
2 , зображення ρk є нерозкладними й неiзомор-

фними.
Вказiвка: Обчислiть слiди tr ρk(σ) та tr ρk(τ) i скористайтеся
тим, що слiди подiбних операторiв рiвнi.

(4) Всi незвiднi зображення групи дiедра над полем дiйсних або
комплексних чисел — або одновимiрнi, або ρk (1 6 k < n

2 ).
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Завдання 2.

Всюди G — група порядку n, а всi зображення — скiнченновимiрнi,
над полем комплексних чисел.

2.1. Доведiть, що для довiльних зображень ρ i θ

dimHomG(ρ, θ) =
1

n

∑

x∈G

χρ(x)χθ(x
−1).

2.2. Довести, що χρ(x
−1) = χρ(x) для кожного зображення ρ i ко-

жного x ∈ G. (z — комплексно спряжене до z число).
Вказiвка: Скористайтесь тим, що всi оператори ρ(x) перiодичнi: ρ(x)n = 1,

i тим, що всяка перiодична матриця дiагоналiзовна.

2.3. Доведiть, що, якщо χ — характер незвiдного зображення ρ, то
1

n

∑

x∈G

χ(x)2 =

{
1, якщо ρ ≃ ρ∗,
0, якщо ρ 6≃ ρ∗,

де ρ∗ — спряжене зображення, тобто ρ∗(x) = ρ(x−1)⊤ (у деякiй базi;
легко переконатися, що замiна бази дає iзоморфне зображення).

2.4. Нехай ρ i θ — незвiднi зображення групи G. Доведiть, що

∑

x∈G

χρ(x)θ(x) =

{
n
d
1, якщо θ ≃ ρ∗,

0 iнакше,

де d = dim ρ.

2.5. Нехай ρ : G → GL(V ) — довiльне скiнченновимiрне зображе-
ння, V G = { v ∈ V | ρ(g)v = v для всiх g ∈ G }. Доведiть, що dimV G =
1
n

∑
x∈G χρ(x).

2.6. Нехай група G дiє на скiнченнiй множинi X. Позначимо через
o(G,X) кiлькiсть орбiт цiєї дiї, ν(g) = # {x ∈ X | gx = x }. Користую-
чись попередньою вправою, доведiть, що o(G,X) = 1

n

∑
g∈G ν(g) («кiль-

кiсть орбiт дорiвнює середнiй кiлькостi нерухомих точок»).



56 ДОМАШНI ЗАВДАННЯ

Завдання 3.

3.1. Обчислiть характери i коефiцiенти Клебша–Гордана для дiе-
дральної групи Dn = 〈σ, τ | σn = 1, τ2 = 1, στ = τσ−1 〉 (див. Вправу 4
Завдання 1).

3.2. Нехай G — некомутативна група порядку pq, де p, q первиннi й
p < q. Доведiть, що p | q − 1.

Вказiвка: Скористайтесь тим, що G мiстить нормальну пiдгрупу по-
рядку q i не мiстить нормальної пiдгрупи порядку p. Пiдрахуйте кiль-
кiсть одновимiрних зображень групи G.

3.3. Виразiть характер зображення ρ1 ⊗ ρ2 через характери зобра-
жень ρ1 i ρ2.

3.4. Нехай зображення ρi обидва незвiднi.

(1) Доведiть, що зображення ρ1 ⊗ ρ2 також незвiдне.
(2) Якщо θi — iншi незвiднi зображення груп Gi, доведiть, що ρ1 ⊗

ρ2 ≃ θ1 ⊗ θ2 тодi й лише тодi, коли ρ1 ≃ θ1 i ρ2 ≃ θ2.
Вказiвка: Обчислiть скалярнi добутки характерiв.

3.5. Доведiть, що кожне незвiдне зображення групи G1×G2 iзомор-
фне зовнiшньому тензорному добутку зображень груп G1 i G2.

Вказiвка: Пiдрахуйте кiлькiсть незвiдних зображень цих груп.

3.6. Нехай ρ — незвiдне зображення групи G, Z — центр G,
Gn = G×G× . . . ×G︸ ︷︷ ︸

n разiв

, ρn = ρ⊗ ρ⊗ . . .⊗ ρ︸ ︷︷ ︸
n разiв

,

H = { (x1, x2, . . . , xn) | xi ∈ Z, x1x2 . . . xn = 1 } ⊂ Gn.

(1) Доведiть, що ρn(h) = 1, якщо h ∈ H. Отже, ρn можна розгля-
дати, як зображення групи Gn/H.

(2) Виведiть звiдси, що розмiрнiсть зображення ρ дiлить iндекс (G : Z).
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Завдання 4.

У цих вправах група Sn−1 розглядається як пiдгрупа в Sn, що скла-
дається з перестановок, якi не рухають n. Якщо T — стандартна таблиця
Юнга для групи Sn, а T ′ — стандартна таблиця Юнга для групи Sn−1,
пишемо T ′ | T , якщо T ′ одержується з T вилученням клiтини, в якiй
стоїть n. Позначимо D− множину всiх таких дiаграм D′, що D′ | D, а
через D′

+ множину таких дiаграм D, що D′ | D. Через VD позначаємо
зображення VT , де T — довiльна таблиця Юнга з дiаграмою D.

4.1. Доведiть, що якщо T ′ | T , то e(T ′)e(T ) 6= 0.

Вказiвка: Якщо p ∈ R(T ), q ∈ C(T ) i p /∈ Sn−1 або q /∈ Sn−1, то й
pq /∈ Sn−1.

4.2. Виведiть з попередньої вправи, що HomSn−1
(VT ′ ,ResSn

Sn−1
VT ) 6= 0,

якщо T ′ | T .

4.3. Доведiть, що ResSn

Sn−1
VD ≃

⊕
D′∈D−

VD′ .

Вказiвка: Скористайтеся попередньою вправою та зв’язком мiж d(D) i
d(D′) (Теорема 6.16).

4.4. З закону взаємностi виведiть, що IndSn

Sn−1
VD′ ≃⊕D∈D′

+
VD .
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Завдання 5.

glsmall 5.1. Ми фiксуємо деяку норму ‖_‖ у просторi Cn i визначаємо норму
матрицi A ∈ Mat(n,C) як ‖A‖ = max { ‖Av‖ | ‖v‖ = 1 }. Через I позна-
чаємо одиничну n× n матрицю.

(1) Доведiть, що якщо λ — власне число матрицi A, то ‖A‖ > |λ|.
(2) Доведiть, що для кожного комплексного числа λ /∈ {0, 1} iснує

цiле число k таке, що |λk − 1| > 1.
(3) Доведiть, що для кожної матрицi A ∈ GL(n,C), A 6= I, iснує

цiле число k таке, що ‖Ak − I‖ > 1.
(4) Виведiь звiдси, що окiл одиничної матрицi

U = {A ∈ GL(n,C) | ‖A− I‖ < 1 }
не мiстить нетривiальних пiдгруп.

Отже GL(n,C) — група без малих пiдгруп. Тому й усi лiнiйнi групи
є групами без малих пiдгруп.
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char Завдання 6 (Характери).

Надалi G — компактна група,
{
ρλ | λ ∈ Ĝ

}
— всi її попарно неiзо-

морфнi незвiднi унiтарнi зобрвження, dλ = dim ρλ, ρλij(x) (1 6 i, j 6 dλ)

— матричнi елементи матрицi ρλ(x). Для функцiї f ∈ L2(G) позначимо
Rgf функцiю f(xg), а Lgf — функцiю f(gx).

ch1 6.1. Нехай f(x) ∈ L2(G), f(x) =
∑

λ∈Λ

∑dλ
i,j=1 c

λ
ijρ

λ
ji(x) — її розклад у

ряд Фур’є за функцiями ρλij, Cλ(f) = (cλij) (матриця розмiру dλ × dλ).2

Доведiть, що

Cλ(Rgf) = ρλ(g)Cλ(f),

Cλ(Lgf) = Cλ(f)ρλ(g).

Вказiвка: Cλ =
√
dλ
∫
G
f(x)ρλ(x

−1)dx.

6.2. Функцiя f(x) зветься центральною, якщо f(gxg−1) = f(x) для
всiх g ∈ G. Через Lc

2(G) позначається пiдпростiр у L2(G), який склада-
ється з центральних функцiй.

(1) Доведiть, що характер χλ(x) = tr ρλ(x) зображення ρλ — цен-
тральна функцiя

(2) Перевiрте, що (χλ, χλ′) =

{
1 якщо λ = λ′,

0 якщо λ 6= λ′.

6.3. Доведiть, що { ρλ | λ ∈ Λ } — ортонормована база Lc
2(G).

Вказiвка: Виведiть з задачi 6.1, що для центральної функцiї f опера-
тор Cλ(f) перестановний з усiма матрицями ρλ(x) i скористайтеся лемою
Шура.

2 Звернiть увагу, що c
λ
ij — це кoефiцiент при ρ

λ
ji.
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Завдання 7 (Гармонiйний аналiз на однорiдному просторi).

Нехай H — замкнена пiдгрупа компактної групи G, X = G/H —
простiр правих класiв сумiжностi групи G за пiдгрупою H. Функцiї на
просторiX ототожнюються з такими функцiями f наG, що f(xh) = f(x)
для всiх x ∈ G i всiх h ∈ H. Позначимo L2(X) пiдпростiр у L2(G), який
складається з таких функцiй. (Його можна ототожнити з простором
L2(X,µX), де µX — борелiвська мiра на X, для якої µX(A) = µ(π−1(A)),
де µ — мiра Хаара на G, а π — проекцiя G→ X).

Для кожного незвiдного унiтарного зображення ρλ : G→ GL(Vλ) (λ ∈
Ĝ) позначимо V H

λ = { v ∈ Vλ | ρλ(h)v = v } (пiдпростiр H-iнварiантiв),
dHλ = dimV H

λ i виберемо ортонормовану базу e1, e2, . . . , edλ простору Vλ
так, щоб v1, v2, . . . , vdH

λ
було базою V H

λ . Надалi матричнi коефiцiенти ρλij
обчислюються в такiй базi. Позначимо Uλ ортогональне доповнення до
V H
λ у просторi Vλ.

7.1. (1) Доведiть, що ρλij(h) = 0, якщо i 6 dHλ , j > dHλ або j 6

dHλ , i > dHλ .

(2) Доведiть, що
∫
H
ρλij(h)dh = 0, якщо j > dHλ . (Тут dh — мiра Ха-

ара на H).
Вказiвка: Якщо розглядати обмеження зображення ρλ на пiд-
групу H, то Uλ — iнварiантний пiдпростiр i зображення H у
цьому пiдпросторi не мiстить тривiальних прямих доданкiв.

7.2. Нехай f ∈ L2(X), f =
∑

λ,i,j c
λ
ijρ

λ
ij — її розклад у ряд Фур’є по

функцiях ρλij .

(1) Доведiть, що для кожного h ∈ H

equequ (Д.1) cλij =

dλ∑

k=1

cλikρ
λ
kj(h).

Вказiвка: Скористайтеся формулою для cλij i тим, що f(xh) =

f(x).
(2) Виведiть звiдси, що cλij = 0 при j > dHλ .

Вказiвка: Проiнтегруйте рiвнiсть (Д.1) по группi H.

7.3. Виведiть звiдси, що
{
ρλij | λ ∈ Ĝ, 1 6 i 6 dλ, 1 6 j 6 dHλ

}
— ор-

тогональна база L2(X).
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Завдання 8.

8.1. Доведiть, що матрична алгебра Mat(n,D), де D — тiло, є про-
стою.

8.2. Нехай M — простий модуль над алгеброю A = Mat(n,D), де D

— тiло. Доведiть, що EndAM ≃D
op.

8.3. Доведiть, що якщо A = Mat(n,D), то A
op ≃ Mat(n,Dop).

8.4. (1) Доведiть, що скiнченовимiрний модуль над простою скiн-
ченновимiрною алгеброю визначається з точнiстю до iзоморфi-
зму своєю розмiрнiстю.

(2) Доведiть, що iзоморфнi простi пiдалгебри в алгебрi Mat(n,k) є
спряженими.
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Завдання 9.

9.1. Доведiть, що пучок матриць

A =




1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0


, B =




0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1




є нерозкладним.

Вказiвка: Перевiрте, що якщо (S, T ) — такi квадратнi матрицi, що
SA = AT, SB = BT , причому S2 = S i T 2 = T , то обидвi цi матрицi або
нульовi, або одиничнi. Покажiть, що для розкладного пучка це вже не
так.

9.2. Опишiть скiнченновимiрнi алгебри без нiльпотентних елементiв.

9.3. Опишiть скiнченновимiрнi алгебри, в яких будь-яка комутативна
пiдалгебра є напiвпростою.

9.4. Нехай A = Mat(n,k),X ∈ A — деяка матриця i AX = {AX | A ∈ A }
— породжнеий нею пiдмодуль в A. При яких умовах на матрицi X та Y
модулi AX та AY є iзоморфними?
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Завдання 10.

10.1. Нехай M — скiнченнопороджений A-модуль.

(1) Нехай M ′ — пiдмодуль в M такий, що M ′ + radM = M . Дове-
дiть, що M ′ =M .

(2) Доведiть, що гомоморфiзм f : N → M є епiморфiзмом тодi й
лише тодi, коли таким є iндукований гомоморфiзм N/ radN →
M/ radM .

10.2. Нехай A — скiнченновимiрна алгебра.

(1) Доведiть, що radA — нiльпотентний iдеал, який мiстить усi пра-
вi й усi лiвi нiль-iдеали.

(2) Виведiть звiдси, що radA — це множина всiх строго нiльпотен-
тних елементiв алгебри A.

(3) Доведiть, що скiнченнопороджений A-модуль M є напiвпростим
тодi й лише тодi, коли radM = 0.

(4) Доведiть, що radA — єдиний нiль-iдеал, факторалгебра за яким
є напiвпростою.

(5) Доведiть, що radM = (radA)M для довiльного скiнченнопоро-
дженого A-модуля M .
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Завдання 11.

Всi алгебри й модулi вважаються скiнченновимiрними.
Iдеал завжди означає двостороннiй iдеал.

11.1. Цоколем socM модуля M зветься сума всiх його простих пiд-
модулiв. Це максимальний напiвпростий пiдмодуль в M .

(1) Доведiть, що socM = {x ∈M | (radA)x = 0 }.
(2) Доведiть, що якщо f : M → N — довiльний гомоморфiзм, то

f(socM) ⊆ socN .
(3) Доведiть, що socA — iдеал в A.
(4) Нехай A — алгебра верхнiх трикутних матриць. Знайдiть socA

i socAop, переконайтеся, що вони рiзнi.

11.2. Нехай 4 — якийсь частковий порядок на множинi { 1, 2, . . . , n }.
Позначимо A4 пiдалгебру в Mat(n,k) з базою з матричних одиниць
{ eij | i 4 j }. Знайдiть radA4 i факторалгебру A4/ radA4.

11.3. Доведiть, що в кожнiй алгебрi є такий максимальний iдеал I 6=
0, що Ann I = { a ∈ A | Ia = 0 } — ненульовий iдеал.

11.4. Позначимо R(M) = { f ∈ EndAM | Im f ⊆ radM }. Доведiть,
щоR(M) — нiльпотентний iдеал в EndAM . Зокрема, R(M) ⊆ radEndAM .



ДОМАШНI ЗАВДАННЯ 65

Завдання 12.

12.1. Нехай дано комутативну дiаграму з точними рядками

0 −−−−→ M1 −−−−→ M2 −−−−→ M3 −−−−→ M4

f1

y f2

y f3

y f4

y

0 −−−−→ N1 −−−−→ N2 −−−−→ N3 −−−−→ N4

Доведiть, що

(1) якщо f2 i f4 — мономорфiзми, а f1 — епiморфiзм, то й f3 —
мономорфiзм;

(2) якщо f1 i f3 — епiморфiзми, а f4 — мономорфiзм, то й f2 —
епiморфiзм.

12.2. Позначимо M∨ = HomA(M,A). Оскiльки A є A-A-бiмодулем,
M∨ є правим A-модулем. Розглянемо гомоморфiзм ϕ : M∨ ⊗A N →
HomA(M,N), який переводить α ⊗ x (α ∈ M∨, x ∈ N) у гомоморфiзм
f : M → N такий, що f(y) = α(y)x для кожного y ∈ M . Доведiть, що,
якщо М або N є скiнченнопородженим проективним модулем, то ϕ є
iзоморфiзмом.

Вказiвка: Перевiрте, що це так, якщо M = A або N = A.

12.3. Нехай G — скiнченна група, H ї ї пiдгрупа, G =
⊔

σ∈Σ σH —
розклад G у сумiжнi класи за H. Для елемента g ∈ G позначимо Σg ={
σ ∈ Σ | g ∈ σHσ−1

}
. НехайM — деякийH-модуль, χ— характер вiдпо-

вiдного зображення групи H. Доведiть, що IndGH χ(g) =
∑

σ∈Σg
χ(σ−1gσ).

Зокрема, якщо Σg = ∅, то IndGH χ(g) = 0.
Вказiвка: Оберiть базуG-модуля IndGH M у виглядi {σ ⊗ v1, σ ⊗ v2, . . . , σ ⊗ vm },

де { v1, v2, . . . , vm } — база M .
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Завдання 13.

13.1. Перевiрте, що квадратичнi форми графiв Динкiна є додатно
визначеними.

13.2. Доведiть, що якщо квадратична форма QΓ є додатно визначе-
ною, то iснує лише скiнченна кiлькiсть цiлочисельних векторiв v, для
яких QΓ(v) = 1.

13.3. Доведiть, що якщо формаQΓ є додатно визначеною, то ρ(x) 6= x

для довiльного ненульового вектора x, де ρ — перетворення Кокстера
для довiльного упорядкування вершин.

13.4. Доведiть, що якщо вершина i є додатною, то F−
i F

+
i M ≃M для

кожного зображення, яке не має прямих доданкiв, iзоморфних Ei.

13.5. Обчислити зображення C+E1 для графа

3

4 1

OO

oo // 2 ,

де C+ — перетворення Кокстера, що вiдповiдає якiйсь додатнiй нумера-
цiї вершин.
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