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Строение наследственных колец 
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В последнее время теории наследственных колец посвящено много 
работ, целого ряда авторов. Это связано, вероятно, с «естественностью» 
задачи: наследственные кольца в гомологической классификации идут 
непосредственно за полупростыми, а в то же время здесь возникают 
довольно сложные классы колец и специфические трудности, отсутст­
вующие в полупростом случае. По-видимому, первый значительный 
результат о строении наследственных колец получил М. Харада [1], 
который показал, что полупримарные наследственные кольца изоморфны 
некоторым кольцам (обобщенно) треугольных матриц с простыми арти-
новыми блоками по диагонали. Смолл [2], используя кольца частных, 
распространил «треугольное представление» Харады на нётеровы спра­
ва наследственные кольца. Здесь по диагонали уже стоят первичные 
кольца. Наконец, Чэттерс [3] доказал, что двусторонне нётерово наслед­
ственное кольцо разлагается в прямое произведение артинова и несколь­
ких первичных колец. 

Настоящая работа посвящена структурным теоремам для наследст­
венных колец с очень слабым ограничением конечности: существованием 
примитивного разложения единицы. В § 1 доказывается, что при этом 
ограничении наследственное кольцо изоморфно кольцу треугольных 
матриц с первичными кольцами по диагонали. В § 2, комбинируя кри~ 
терий наследственности Харады (для полупримарных колец) с одним 
результатом Палмера и Рооса [4], мы даем критерий наследственности 
треугольного кольца. Из этих теорем в § 3 сравнительно легко выводят­
ся результаты Харады, Смолла (вместе с одним уточнением для дву­
сторонне наследственных колец) и Чэттерса. В § 4 к изучению строения 
наследственных колец применяется техника тензорных алгебр. Здесь 
вводится понятие «вида», обобщающее соответствующее понятие, дан­
ное Габриелем [5] для артиновых колец, и доказывается, что при выпол­
нении одного условия («расщепляемости») наследственные кольца изо­
морфны тензорным алгебрам некоторых специальных видов. Отметим, 
что техника видов хорошо зарекомендовала себя, в частности, при изу­
чении модулей над наследственными кольцами (см., например, [5], [6]). 

Все перечисленные результаты, с соответствующими изменениями, 
переносятся и на полунаследственные кольца. Большая часть этих ре­
зультатов была анонсирована автором в докладе [7]. 
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§ 1. Треугольность наследственного кольца 
В настоящей работе слово «кольцо» всегда будет означать ассоциа­

тивное кольцо с единицей, «гомоморфизм колец»—гомоморфизм, пере­
водящий единицу в единицу. Все модули предполагаются унитальными, 
причем слово «модуль», если не оговорено противное, означает правый 
модуль. Соответственно термины «нётеровость», «артиновость», «на­
следственность» и т. п., если не оговорено противное, означают нётеро­
вость, артиновость, наследственность и т. п. справа. С другой стороны, 
«идеал» всегда будет означать двусторонний идеал. Р а з л о ж е н и е м 
е д и н и ц ы кольца А назовем равенство вида 1 = в±4- . . . +еп , где е{— 
попарно ортогональные идемпотенты. Идемпотент ебЛ назовем п р и м и ­
т и в н ы м ( л о к а л ь н ы м , п е р в и ч н ы м ) , если в кольце еАе нет не­
тривиальных идемпотентов (соответственно если еАе локально или пер­
вично) . Разложение единицы 1 = et + . . . + еп назовем п р и м и т и в н ы м 
( л о к а л ь н ы м , п е р в и ч н ы м , ц е н т р а л ь н ы м ) , если таковыми 
являются все идемпотенты е{. В дальнейшем мы всегда будем предпола­
гать, что во всех рассматриваемых кольцах есть примитивное разложе­
ние единицы. Очевидно, это равносильно тому, что регулярный Л-модуль 
(т. е. само Л, рассмотренное как Л-модуль) разлагается в прямую сум­
му неразложимых модулей. В частности, такими являются все кольца, 
конечномерные в смысле Голди [8] (например, артиновы или нётеровы), 
а также все полусовершенные кольца (напомним, что полусовершенное 
кольцо — это такое кольцо, в котором есть даже локальное разложение 
единицы [8]). Известны примеры наследственных колец, не удовлетво­
ряющих этому условию (см. [9]). Г л а в н ы м и Л - м о д у л я м и назо­
вем конечнопорожденные проективные неразложимые модули. 

Разложение единицы \=е^-\-.. . Л-еп назовем т р е у г о л ь н ы м , , 
если е{Ае,=0 при i> / . Кольцо Л назовем т р е у г о л ь н ы м , если в нем 
есть треугольное первичное разложение единицы. Основным результа­
том этого пункта является следующая теорема. 

Т е о р е м а 1. Полунаследственное кольцо треугольно. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из полунаследственности кольца Л непо­

средственно вытекает, что если Р— главный, a Q — проективный Л-мо­
дули, то всякий ненулевой гомоморфизм f : P-^Q есть мономорфизм. По­
этому можно ввести отношение квазипорядка ^ для главных Л-моду-
лей, считая P^Q, если HomA(P, Q)¥=0. Если одновременно P ^ Q и 
Q ^ P , будем писать P ^ Q и называть модули Р и Q э к в и в а л е н т ­
н ы м и . 

Разложим регулярный Л-модуль в прямую сумму главных, раСПОЛО-

жив слагаемые в «невозрастающем» порядке: А= 0 Pk, причем из Р г < 

<Pj следует i<j. Объединяя эквивалентные слагаемые, получим раз-
я 

ложение А= ф Qt-, где Q{ — прямая сумма эквивалентных неразложимых 

модулей и HomA(Qj, Q{)=0 при i>j. Пусть l = ef+ . . . +еп—то разло-
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жение единицы, для которого Q=e{A. Оно треугольно, так как е{Ае^ 
^HomA(Q j , Qi)=0 при i> / , так что остается проверить первичность 
колец Ai=eiAeic^.\lomA(Qi, Qi). 

Из [10] следует, что кольца Л* полунаследственные. Кроме того, если 
t _ 

Q{= ф Ptj, где Рц~Рш для любых /, &, то, полагая pik=Pikeu мы полу-
/ = i 

чим разложение регулярного Лгмодуля в прямую сумму неразложимых 
t _ __ 

эквивалентных модулей: А{= ф Pip поскольку HomAt. (Рф Ptft) — 
/ = i 

~ Н о т А ( Р у , Pik)c^fhAfjy где fk и fj — такие идемпотенты из Аи что Рц= 
= fjA, a Pik=fkA. Поэтому остается доказать следующую лемму. 

Л е м м а 1. Если А — полунаследственное кольцо, то следующие ус­
ловия равносильны: 

1) А первично-, 
m 

2) Л = ф Рь где Pi — эквивалентные главные модули; 
3) все главные А-модули эквивалентны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1)=^2) следует из доказанного выше: иначе 

в А есть треугольное разложение единицы l = ei + . . . +еп (п^2), а 
тогда идеал / = 2 еЛе> нильпотентен; если же / = 0 , то Л<=еИе* — идеа­

лу 
лы в А и ЛгЛ3=0. 

2 )=^3) . Если Р — проектный Л-модуль, то Нот А (Р , А)Ф0 и 
НотА(Л, Р)Ф0. Если Р главный, отсюда следует, что найдутся два но­
мера, i и / (не обязательно различные), для которых P t ^ P ^ P 3 - . Но 
Pj^Pu значит, Р~Р{. 

3) =>- 1). Пусть / и / — ненулевые идеалы в Л. Найдутся главные мо­
дули Р и Q, для которых Р1ф0 и HomA(Q, / ) ^ 0 . Поскольку P^Q, 
тогда и НотА(Р, 1)ф0, значит, существует мономорфизм f:P-^Iy отку­
да IJzDf(P)J=f(PJ) Ф0. Следовательно, Л первично. 

Из теоремы 1 легко выводится аналог теоремы Веддербарна — Маль­
цева для полунаследственных колец. Точнее, для всех треугольных колец 
справедлив следующий результат. 

П р е д л о ж е н и е . 1. Пусть А — треугольное кольцо (например, по­
лунаследственное) , N — его первичный радикал [8]. Тогда N нильпотен­
тен и в А содержится такое подкольцо А, что A=A@N. Кроме того, А 
есть прямое произведение первичных колец и, если В — другое подколь­
цо в А такое, что A = B®N, то А и В унипотентно сопряжены, т. е. В = 
= и~1Аи, где udl+N. Если А полунаследственно (наследственно), то и 
А полунаследственно (наследственно). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть \=е±+. . . -\-еп — треугольное первич­
ное разложение единицы, А{=е{Аеи I=?j е{Ае5. Тогда /n = 0, a A/IC^L 

п 
с^ J"] А{—полупервичное кольцо. Поэтому I = N, и в качестве А можно 

11* 
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п 
взять подкольцо^ A-i- Если А полунаследственно (наследственно), то 

полунаследственность (наследственность) А вытекает из [10]. Остается 
проверить единственность А с точностью до унипотентной сопряжен­
ности. 

Пусть ВаА—другое подкольцо, для которого A = B®N. Обозначим 
п 

через ft образ е{ при естественной проекции А на В. Тогда £ = 2 ДЛД и 

fi=ei (moAN). В частности, f1 = ei + x1 где x£N. Поскольку Nei = 0, из 
равенства f\=fi получаем etx=x и х2 = 0. Поэтому ei(\-\-x)=fi = 
= (l+x)fu т. е. fi=(l+x)-iei(l+x). Заменяя В на (1+х)В(1+х)-\ 
можно считать, что fi = ei. Тогда f2 = e2 + yy где y£N, причем £ ^ = 0 , а 
потому и уе2 = 0, так как Ne2 = elNe2. Отсюда аналогично выводится, что 
h = (l+y)~le2(l+y), причем (l+y)~iei(l+y)=ei. Продолжая этот 
процесс, мы построим udl+N такой, что fi=u~ieiu для всех i, а тогда 

в = S ^ = и~х ( S * ^ ) " = и'^и' 
С л е д с т в и е . £с./ш 1 = ^ + . . . + en = fl + . . . +/те — два треуголь­

ных первичных разложения единицы кольца А, то они унипотентно со­
пряжены, т. е. т = п и индексы можно выбрать так, что fi=u~ieiu для 
всех i, где u£l+N (N — первичный радикал А). 

§ 2. Наследственность треугольных колец 

В этом параграфе мы дадим критерий наследственности треугольного 
кольца. Пусть в кольце А фиксировано некоторое треугольное разложе­
ние единицы l=et+ . . . +еп. Положим Aij=eiAei, А{=Аи, Qi=eiA. По­
скольку Ai~HomA(Qi, QJ, естественно рассматривать Q{ как левый Аг 
модуль. Установим вначале критерий проективности Л-модулей. 

Л е м м а 2. Следующие условия равносильны: 
1) А-модуль Р проективещ 

п 
2) Р ~ ф {Pi®At Qi), где Р{ — проективный Агмодуль; 

3) для любого i А{-модуль Pi = Pe£fy^ РАы проективен, а гомо 
' k<t 

морфизмы ^у : Pt (§Ц Ai/-+ Ре/ / ^ РАщ, индуцчрованпые умножением, 
I k<i 

мономорфны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Р{ — проективный Лгмодуль, то 

п 
PiQAfti^® Pt®A£Ai/, а действие операторов из А определяется 

/=* 
кольцевым умножением Aik®AkAkj-+Aij. Отсюда сразу следует эквива­
лентность условий 2) и 3). 

2) =>- 1) следует из [11] (предложение II.5.3). 
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__ п 
1) =ф2). Положим N = ^ Аф А = A/N ~ ]""]" Ас. Если Р проективен, то 

t < / 1=1 

проективен и Л-модуль Р = P/PN ~ 0 P t, т. е. проективны все Лгмодули Р{т 

п _ 
Положим Q = ф (A®i4/Q;). Это проективный Л-модуль, причем Q^ = 

i=l 
i _ * __ — © (Pk0AkAki), откуда Q/QNc^P. Поскольку N — нильпотентный идеал, 

k=i 
отсюда следует Q ~ / \ 

С л е д с т в и е . Всякий главный А-модуль изоморфен модулю вида 
P®At Qi, где Р — главный Асмодуль. 

Из доказанной леммы уже несложно вывести требуемый критерий 
наследственности. 

Т е о р е м а 2. Пусть 1 = et + . . . + еп — треугольное разложение еди­
ницы кольца А; АЦ=А{]\ 2 А 

ihAkj. Для всякого правого идеала IczAi 
i<k<j 

обозначим через\\ь\к.(1<1г<}) гомоморфизм 
(AaJIAtk) (g)Ak AkJ -> Atj IIIАц + 2 АиАц \ ' 

/ V i<Kk J 
индуцированный умножением в кольце А. Кольцо А наследственно тогда 
и только тогда, когда выполнены следующие условия: 

а) все Ai наследственны; 
б) Ац — плоские левые АГмодули; 
в) для любого правого идеала /сгЛ^ правые АГмодули АЦ\1АЦ проек­

тивны; 
г) все \х\щ суть мономорфизмы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о проведем индукцией по п. Пусть вначале п = 

= 2 *. Если Л наследственно, то А{ также наследственны (см. [10]). Кро­
ме того, если I—правый идеал в Л ь то 7©Л12—подмодуль в Qi=Al®AXi. 
Он должен быть проективным, значит, по лемме 2, Ai2/IAi2— проектив­
ный Л2-модуль, а 7®А,Л 12—^12—мономорфизм, т. е. Л12—плоский ле­
вый Л-модуль [8]. Итак, выполнены условия а) —в) , условие же г) в 
этом случае пусто. 

Наоборот, пусть условия теоремы выполнены. Заметим, что для про­
верки наследственности Л достаточно установить, что всякий подмодуль 
в каждом Qi проективен (см. [8]). Но всякий подмодуль в Q2=A2— это 
правый идеал в Л2, а всякий подмодуль в Qi=Ai(BAi2 имеет вид 1(ВМ, 
где I — правый идеал в Л ь а М — некоторый Л2-подмодуль в Л12, содер­
жащий /Л12. Из условий а) —в) непосредственно следует , что в обоих 
случаях выполнено условие 3) леммы 2 (нужно заметить, что М/1А12 — 

* В этом случае наш критерий легко следует из результата Палмера и Рооса [4], 
однако мы предпочли дать прямое доказательство, поскольку оно практически без из­
менений переносится на полунаследственный случай. 
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это подмодуль в проективном Л2-модуле Ai2/IAi2, и, ввиду наследствен­
ности Л2, он также проективен). Значит, все эти подмодули проективны 
и А наследственно. 

В (ЦЗщем случае положим е=еи f=e2 + . . . +en , B = fAf, V=eAf. 
Тогда l = e + f — треугольное разложение единицы кольца А, а / = 
= е2+ . . . +еп — кольца В. Ввиду уже разобранного случая, А наслед­
ственно тогда и только тогда, когда Л4 и В наследственны, V—плоский 
левый Лгмодуль и для любого правого идеала IczAi правый ^-модуль 

п 
V/IV проективен. Но V= ® AiU так что плоскость V равносильна плос-

1=2 

кости всех АЦ. По индукционному предположению можно считать, что 
наследственность В равносильна выполнению условий а)—г) при / > 1 . 
Наконец, проективность V/IV, ввиду леммы 2, равносильна выполнению 
условий в) и г) при i=l, что и завершает доказательство теоремы. 

Дословно так же устанавливается и критерий полунаследственности 
треугольного кольца. 

Т е о р е м а 2а. В обозначениях теоремы 2 кольцо А полунаследствен­
но тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия: 

а) все А{ полунаследственны; 
б) Ац — плоские левые А{-модули; 
в) для любого конечнопорожденного правого идеала IczAi всякий 

конечнопорожденный АГподмодуль в AJIAy проективен; 
г) для любого конечнопорожденного правого идеала IczAi все \i\k. 

суть мономорфизмы. 
В следующих параграфах мы увидим, что во многих интересных слу­

чаях условие г) в теоремах 2 и 2а достаточно проверять лишь при / = 0 . 
Приведем пример, который показывает, что в общем случае это уже не 
так. Пусть К — произвольное поле, R = K[t]— кольцо многочленов над 
/С. Рассмотрим кольцо Л треугольных матриц вида 

YR tR /Л 
\о к /п • 
|_о о к] 

Очевидно, здесь выполнены условия а)—в) теоремы 2 и, кроме того, 
условие г) для / = 0 : \х^23 : tR<g>KK-+R — мономорфизм. Однако для идеа­
ла I=tR условие г) не выполнено: и^3-: {tRlt2R)®KK-+RltR — вообще 
нулевой гомоморфизм. Поэтому Л даже не полунаследственно. 

§ 3. Кольца с условиями конечности 

Накладывая на кольцо Л ограничения конечности, теорему 2 можно 
существенно уточнить. Сформулируем ряд следствий, уточняющих эту 
теорему в разных случаях. Всюду, где говорится о треугольном кольце 
Л, мы предполагаем, что в Л задано некоторое треугольное первичное 
разложение единицы, и пользуемся обозначениями теоремы 2. 
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С л е д с т в и е 1 (М. Харада [ 1 ]). Треугольное кольцо А совершенно 
и наследственно* тогда и только тогда, когда все Л*— простые артиновы 
кольца, а все гомоморфизмы 

Vikj: Aik ®Ak Akj -• Ац1 УЛ AaAik 
' t<i<k 

мономорфны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из того, что совершенные первичные 

кольца — простые артиновы, что автоматически влечет выполнение ус­
ловий а) —в). Кроме того, всякий правый идеал в Л* является прямым 
слагаемым, поэтому условие г) достаточно проверять при / = 0 . 

С л е д с т в и е 2. Нётерово треугольное кольцо А наследственно тог­
да и только тогда, когда выполняются условия: 

а) все Аг — наследственные кольца; 
б) А^С^А&А.А^, где А{— правое классическое кольцо частных А{ 

(оно существует и является простым артиновым кольцом по теореме 
Голди [8]); 

в) Aij — проективные АГмодули; 
г) все JLI?£. суть мономорфизмы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь нужно проверить лишь 

для условия б). Но А^ — плоский левый Лгмодуль, поэтому, если а£А{ — 
неделитель нуля, умножение слева на а — это мономорфизм Ац в себя 
и АцС^аАц как Лгмодуль. Применяя условие в) теоремы 2 к правому 
идеалу аАи получим АцС^аАц® (AJaA^), откуда, ввиду нётеровости, 
aAi5=Aij, т. е. умножение на а — автоморфизм Adj. Но это и означает, 
что А&А£Ац~Ац. 

Наоборот, если перечисленные условия выполнены, то, так как А{ — 
плоский левый Лгмодуль (см. [8]), условия а) и б) теоремы 2 также 
выполняются. Кроме того, 1Ац= (IAi)Aih a IAi — прямое слагаемое Аи 
поэтому условия в) и г) теоремы 2 достаточно проверить при / = Q , a 
тогда они совпадают с условиями в) и г) данного следствия. 

С л е д с т в и е 3. Двусторонне наследственное нётерово кольцо изо­
морфно кольцу треугольных матриц вида 

Q' 
где А — артиново, а В — прямое произведение первичных колец. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду теоремы 1, достаточно проверить, что 
если Л4 и Л2 — первичные нётеровы кольца, а М — ненулевой ЛгЛ2-би-
модуль, нётеровый как Л2-модуль, причем кольцо треугольных матриц 

\0 А2) 

двусторонне наследственно, то А1 артиново. 

* Заметим, что согласно [12] для совершенных колец наследственность справа и 
слева равносильны. 
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По следствию 2, М можно рассматривать как левый модуль над про­
стым артиновым кольцом А± (правым классическим кольцом частных 
А^. Если Т наследственно слева, то Му а потому и А± суть проективные 
левые Л^модули. Тогда найдутся гомоморфизмы левых Л^модулей /«: 
Ai-^Ai и элементы xa^At такие, что для любого х£А± лишь конечное чис­
ло fa(x) отлично от нуля и х= У\ fa(x)xa (см. [11], предложение 

а 
VII.3.1). Легко видеть, что /«, рассмотренное как отображение Аг+Аи 
есть гомоморфизм левых .^-модулей, поэтому он порождается умноже­
нием справа на элемент ya=fa{\). При этом AiyaciAi и лишь конечное 
число уи отлично от нуля. Тогда {ха/уаФ0}—конечная система образую­
щих левого Лгмодуля А^ Ввиду условия Оре (см. [8]), найдется такой 
неделитель нуля а£Л ь что хаа^А^ для всех а таких, что у*фО, откуда 
получаем А^ааАи в частности, a~i = a-2a^Ai, и Ai=Ai — простое арти-
ново кольцо. 

Если кольцо Л двусторонне нётерово, то же рассуждение приводит к 
известной теореме Чэттерса [3]. 

С л е д с т в и е 4. Двусторонне нётерово наследственное* кольцо раз­
лагается в прямую сумму артииова кольца и нескольких первичных 
колец. 

§ 4. Виды и тензорные алгебры 

Укажем теперь одну конструкцию, которая позволяет описать до­
вольно широкий класс наследственных колец. В и д о м назовем конечный 
набор S=(AU Vij) (iy / = 1 , . . . , п), где А{ — первичные кольца, а Уч­
есть ЛгЛгбимодуль. Положим Б=ГгЛ,-, У=®Уц. Тогда V является 

бимодулем над кольцом В и можно рассмотреть его тензорную алгебру 
оо 

TB(V)= ®7\-, где Т0 = В, a Ti+l=Ti®BV. Назовем TB(V) т е н з о р н о й 
1=0 

а л г е б р о й вида 5 и обозначим ее через T(S). С х е м о й Г(5) вида 
5 назовем граф, вершины которого занумерованы числами / = 1 , . . ., п, 
а из точки i в точку / ведет стрелка тогда и только тогда, когда ]/{-Ф0. 
Вид назовем а ц и к л и ч е с к и м , если в его схеме нет (ориентирован­
ных) циклов, т. е. индексы можно выбрать так, что V^=0 при i^j. 
В этом случае, очевидно, Г (5) является треугольным кольцом, а Г+ = 

оо 

= ф Ti — его первичным радикалом. 

Со всяким треугольным кольцом Л можно связать ациклический вид 
5 = 5(Л), полагая А{=е{Ае{9 а КУ=ЛУ/ ^ А{ЪАЫ, где А^=е{Аез для не-

i<k<f 
которого треугольного первичного разложения единицы l = et+ .. . +еп. 
По следствию из предложения 2, этот вид не зависит от выбора такого 

* Напомним, что для двусторонне нётеровых колец наследственности справа и 
слева совпадают (см. [13]). 
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разложения. Назовем его в и д о м т р е у г о л ь н о г о к о л ь ц а Л, а 
его схему — с х е м о й т р е у г о л ь н о г о к о л ь ц а Л. 

Пусть теперь N — первичный радикал треугольного кольца А, А — 
такое подкольцо в Л, что A=A(BN (оно существует по предложению 1). 
Кольцо А назовем р а с щ е п л я е м ы м , если в N есть такой Л-подбимо-
дуль N, что N=N(BN2. Ввиду предложения 1, расщепляемость не зави­
сит от выбора подкольца А, так как любые два подкольца с этим свой­
ством унипотентно сопряжены. Легко видеть, что А расщепляемо тогда 
и только тогда, когда в Ац есть такой ЛгЛгподбимодуль Аф что Ац= 
=Ац@ 2 AihAhy В этом случае N=^ Ai5. Примером расщепляемых 

i<k<j i,j 
треугольных колец служат тензорные алгебры ациклических видов. Сле­
дующий результат показывает, что этот пример в некотором роде уни­
версален. 

П р е д л о ж е н и е 2. Всякое расщепляемое треугольное кольцо А 
изоморфно фактор-кольцу T(S)/J, где S=S(A) —вид кольца A, a J — 
идеал, содержащийся в Т+. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем AczA так, что A=A®N, и Л-подби-
модуль NczN так, что N=N®N2. Тогда, если S(A) = (AU Vi5), то, пола­
гая Б = Ц Л г , V=®Vih мы видим, что В~А и V~N как 5-бимодуль, 

i U 
Эти изоморфизмы однозначно продолжаются до гомоморфизма колец 
ф: T(S) =TB(V)-*A. Поскольку N нильпотентен, а N порождает iV, ср— 
эпиморфизм, а поскольку ограничения ф на Т0 = В и 7\=У—мономор­
физмы, Кег ф=/с!Г+ , что и требовалось доказать. 

Отметим один полезный случай, в котором расщепляемость треуголь­
ного кольца можно определить по его схеме. О б х о д о м некоторой 
стрелки графа назовем (ориентированный) путь длины, большей 1, с тем 
же началом и концом. 

П р е д л о ж е н и е 3. Если в схеме Г(Л) = Г ( 5 ( Л ) ) нет обходов, то 
треугольное кольцо А расщепляемо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, если в схеме Г (Л) нет путей с на­
чалом i и концом /, то Л^=0, а если i и / не соединены стрелкой, то A{jcz 
czN2. Пусть в схеме Г (Л) есть стрелка с началом i и концом /. Поскольку 
у нее нет обходов, для любой точки k либо Aik=0, либо Ahj=0, откуда 
А^Г]М2 = 0У и в качестве N можно взять ^ Aih где сумма берется по всем 
стрелкам графа Г (Л). 

Назовем вид н а с л е д с т в е н н ы м ( п о л у н а с л е д с т в е н н ы м ) , 
если таковой является его тензорная алгебра. Из теоремы 2 легко выво­
дится критерий наследственности ациклического вида *. 

* Из результатов Ю. В. Роганова [14] следует, что этот критерий имеет место и 
без предположения ацикличности. По-видимому, то же верно и для критерия полунаслед­
ственности (предложение 4а). 
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П р е д л о ж е н и е 4. Ациклический вид S=(Aif Vi5) наследствен 
тогда и только тогда, когда все Аг — наследственные кольца, Уц— пло­
ские левые А%-моду ли и для любого правого идеала IczA{ фактор-модули 
VJIVij проективны как Агмодули. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Уц=0 при i^j. Обозначим через е{ 
единицу кольца Ad. Тогда \=е^ + ... + еп—треугольное разложение еди­
ницы кольца А = Т (S), причем 

Ац = е£Ае, = 0 Vikl (g)Aki . . . ®Ak Vk$h 
(ki &s) s 

a eiAei=Ai. В частности, Ац= Vih так что условия данного предложения 
равносильны условиям а) —в) теоремы 2 применительно к кольцу T(S). 
Кроме того, гомоморфизмы 

И**/: Vik ®Ak Akj -> Ац I 2J AnAif 
I t<i<k 

суть расщепляемые мономорфизмы бимодулей, а тогда и гоморфизмы 
\k!ik]. также являются мономорфизмами, поскольку yJ.k. = е (х) \i°ikj. , где 
8 — тождественный гомоморфизм Лг-модуля AJI. Следовательно, условие 
Г) теоремы 2 выполнено всегда, и предложение полностью доказано. 

Аналогично из теоремы 2а выводится критерий полунаследствен­
ности. 

П р е д л о ж е н и е 4а. Ациклический вид S—(AU Vi5) полунаследст­
вен тогда и только тогда, когда все At — полунаследственные кольца, 
Vi5 — плоские левые Агмодули и для любого конечнопорожденного пра­
вого идеала IczAi всякий конечнопорожденный АГподмодуль в VJIVij 
проективен. 

Поскольку полунаследственные кольца всегда треугольны, можно 
говорить о виде и о расщепляемости такого кольца. Из предложений 4 
и 4а непосредственно вытекает такое 

С л е д с т в и е . Вид наследственного (полунаследственного) кольца 
всегда наследствен (полунаследствен). 

Подведем итог нашим рассмотрениям. 
Т е о р е м а 3. Расщепляемые наследственные (полунаследственные) 

кольца — это в точности тензорные алгебры наследственных (полуна­
следственных) ациклических видов. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, единственное, что нужно прове­
рить — это то, что если расщепляемое треугольное кольцо А полунаслед-
ствеино, то эпиморфизм <p:T(S)-+A, где S = S(A), построенный при до­
казательстве предложения 2, является мономорфизмом. Но это обеспе­
чивается тем, что все jLi?fe. суть мономорфизмы (условие г) теорем 2 и 
2 а п р и / = 0 ) . 

Заметим, что из доказательства мы получаем также такое следствие. 
С л е д с т в и е 1. Расщепляемое треугольное кольцо наследственно 

(полунаследственно) тогда и только тогда, когда выполнены условия 
я)—в) теоремы 2 (2а) и все гомоморфизмы [д,Я. суть мономорфизмы. 
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С л е д с т в и е 2. Расщепляемые полунаследственные кольца А и В с 
первичными радикалами соответственно N и М изоморфны тогда и толь­
ко тогда, когда A/N^c^B/M2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из того, что S(A) = S(A/N2). 
Из предложения 3 получаем еще такой результат. 
С л е д с т в и е 3. Если в схеме полунаследственного кольца нет обхо­

дов, то оно изоморфно тензорной алгебре своего вида. 
Для конечномерных алгебр над полем К понятие вида совпадает с 

.понятием /(-вида, введенным Габриелем [5]. Если поле К совершенно, то, 
поскольку всякая полупростая /С-алгебра сепарабельна, всякая треу­
гольная алгебра расщепляема, и теорема 3 превращается в хорошо изве­
стный результат. 

С л е д с т в и е 4. Конечномерные наследственные алгебры над совер­
шенным полем К — это в точности тензорные алгебры ациклических 
.К-видов. 

Отметим, наконец, ещё одно полезное следствие. 
С л е д с т в и е 5. Пусть А — наследственное (полунаследственное) 

кольцо, N — его первичный радикал, В — градуированное кольцо, ассо­
циированное с N-адической фильтрацией кольца А. Тогда В также на­
следственно (полунаследственно). Если А расщепляемо, то Ас^В. 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из того, что В всегда расщепляемо, 
S(A)=S(B) и гомоморфизмы \i°.k, для А и В мономорфны одновре­
менно. 

Приведенный в конце § 2 пример показывает, что это следствие нель­
зя обратить: для указанного там кольца А ассоциированное градуиро­
ванное кольцо В наследственно. 

Приведем в заключение простой пример, показывающий, что в след­
ствии 4 нельзя отказаться от условия совершенности, а в следствии 2 
нельзя отказаться от условия расщепляемости, даже заменяя квадрат 
радикала на любую фиксированную степень. 

Пусть L — несепарабельное расширение поля К, D — ненулевое 
дифференцирование L над К, U — двумерное левое векторное простран­
ство над L с базисом {ии и2}. Превратим U в L-бимодуль, полагая 
uia = aul

Jr (Da)u2i и$<х=\аи2 для всех adL. Рассмотрим треугольную 
/С-алгебру Л, для которой А{=ЬУ А^=Ь при (i, ])ф(\, ri), a Ain=U, 
причем умножение AikAhj при (£, ])Ф(1, п) определяется умножением в 
поле L, а для сс€Лш $£Akn произведением является а$и2. Легко видеть, 
что Л — нерасщепляемая наследственная /(-алгебра, причем, если N — 
радикал Л, В — ассоциированная с iV-адической фильтрацией градуиро­
ванная алгебра и М — радикал В, то A/Nn-ic^.B/Mn~i. 

Поступила в редакцию 
29/Ш 1979 г. 
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