
1. Вправи 1

Виконати до 4 березня 2010

Вправа 1.1. Доведiть, що кожен iдеал має цiлком зведену базу
Гребнера.

Вправа 1.2. Доведiть, що зведена база Ґребнера iдеалу I є мiнi-
мальною множиною твiрних у тому розумiннi, що з неї не можна
вилучити жоден полiном (пiсля цього вона перестане бути множи-
ною твiрних I).

Вправа 1.3. Доведiть, що зведений залишок (f ∣S) завжди iснує,
а якщо S є базою Ґребнера, вiн єдиний.

Надалi ми вважаємо, що ⩽ — степеново-лексикографiчний поря-
док, тобто x� < x� означає, що або deg x� < deg x�, або deg x� =
deg x� i знайдеться такий номер k (1 ⩽ k ⩽ n), що �i = �i при
1 ⩽ i < k, а �k < �k.

Вправа 1.4. Знайдiть зведенi бази Ґребнера для iдеалiв:
(1) ⟨x2 − y, x3 − z ⟩,
(2) ⟨xy2 − xz + y, xy − z2, x− yz4 ⟩.

Вправа 1.5. Доведiть, що
√
I, де I — iдеал, також є iдеалом.

Вправа 1.6. Доведiть, що кожна скiнченна пiдмножина в Fn є
афiнним многовидом.

Вправа 1.7. Намалюйте на дiйснiй афiннiй площинi A2(ℝ) афiннi
многовиди, заданi рiвняннями:

(1) x2 − y2 = 0,
(2) x3 − y2 = 0 («кубiка з вiстрям»),
(3) x3 − x2 − y2 = 0 («кубiка з вузлом»),
(4) x3 − x− y2 = 0 («гладка кубiка»).

Вправа 1.8. Доведiть, що якщо Xi ⊆ Fn — афiннi многовиди, то
й
∪
iXi — афiнний многовид, а якщо множина iндексiв скiнченна,

то й
∩
iXi — афiнний многовид.

Вправа 1.9. Доведiть, що афiнний простiр у топологiї Зарисько-
го є незвiдним, тобто, довiльнi двi непорожнi вiдкритi множини в
ньому перетинаються.

Вправа 1.10. Нехай K ⊆ F — нескiнченне пiдполе. Доведiть, що
множина An(K) є щiльною в An(F) (у топологiї Зариського).
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2. Вправи 2

Виконати до 18 березня 2010

Вправа 2.1. Доведiть, що завузлена кубiка y2 = x3 + x2 та кубiка
з вiстрям y2 = x3 — рацiональнi кривi.

Вправа 2.2. Доведiть, що незвiдна квадратична крива на прое-
ктивнiй площинi iзоморфна проективнiй прямiй.

Вправа 2.3. Доведiть, що довiльний автоморфiзм проективної пря-
мої має вигляд (x : y) 7→ (ax + by : cx + dy), (ad − bc ∕= 0) i має
щонайбiльше 2 нерухомих точки.

Вправа 2.4. Користуючись попередньою вправою, доведiть, що
плоска кубiка C ⊂ ℙ2, задана рiвнянням zy2 = x(x− z)(x− �z), де
� /∈ {0, 1}, не iзоморфiна проективнiй прямiй.

Вправа 2.5. Знайдiть компоненти многовиду V(y2− xz, z2− y3) ⊂
A3. Доведiть, що вони рацiональнi.

Вправа 2.6. В яких точках кривої x2 + y2 = 1 визначена рацiо-
нальна функцiя (y − 1)/x?

Вправа 2.7. В яких точках проективної площини визначене ра-
цiональне вiдображення f : ℙ2 → ℙ2, f(x0 : x1 : x2) = (x1x2 :
x0x2 : x0x1)? Чи є воно бiрацiональним? Якщо так, в яких точках
визначене обернене рацiональне вiдображення?

Вправа 2.8. Доведiть, що якщо X ⊂ ℙn — нескiченний проектив-
ний многовид, а H ⊂ ℙn — гiперповерхня (тобто, задана одним
рiвнянням), то X ∩H ∕= 0.

(Скористайтеся, що на проективних многовидах немає регуляр-
них функцiй, крiм констант).

Вправа 2.9. Доведiть, що образ вiдображення Веронезе vk,n збiга-
ється з проективним многовидом Vk,n ⊂ ℙN , який задається рiвня-
ннями

wk0k1...knwl0l1...ln = wk′0k′1...k′nwl′0l′1...l′n

для всiх таких наборiв k0, k1, . . . , kn, l0, l1, . . . , ln, k′0, k′1, . . . , k′n, l′0, l′1, . . . , l′n,

що ki + li = k′i + l′i при всiх 0 ⩽ i ⩽ n. Тут N =

(
k + n

n

)
− 1, а

координати в ℙN позначенi wk0k1...kn , де
∑n

i=0 ki = k.

Вправа 2.10. Скористайтеся вiдображенням Веронезе для вста-
новлення такого результату:

Нехай f0, f1, . . . , fm ∈ F[x0, x1, . . . , xn] — лiнiйно незалежнi одно-
рiднi многочлени однакового степеня, а X ⊂ ℙn — проективний
многовид, на якому цi многочлени не мають спiльних нулiв. Роз-
глянемо вiдображення f : X → ℙm таке, що f(x) = (f0(x) :
f1(x) : ⋅ ⋅ ⋅ : fm(x)) та образ Y = f(X). Тодi одержане вiдобра-
ження X → Y є скiнченним.



3. Вправи 3

Виконати до 1 квiтня 2010

Вправа 3.1. Доведiть, що dimX збiгається з максивальною дов-
жиною l спадних ланцюгiв незвiдних пiдмноговидiв X0 ⊃ X1 ⊃
. . . ⊃ Xl.

Вправа 3.2. Доведiть, що розмiрнiсть проективного многовиду
X ⊆ ℙn збiгається з найменшим значенням m таким, що iснують
m гiперплощин L1, L2, . . . , Lm таких, що перетин X ∩ (

∩m
i=1 Li) є

скiнченним.

Вправа 3.3. Доведiть, що ℙn×ℙm ∕≃ ℙn+m для довiльних m,n > 0.

Вправа 3.4. Нехай алгебрична група G дiє на незвiдному многови-
дi X, причому має лише скiнченну кiлькiсть орбiт. Доведiть, що то-
дi iснує єдина вiдкрита орбiта, а dimX = dimG−min { dim Stx ∣ x ∈ X }.
Вправа 3.5. Фiксiуємо деякi числаm0,m1, . . . ,mn i позначимоNi =(
mi+n
n

)
− 1. Ототожнимо множину однорiдних многочленiв степеня

mi вiд змiнних x0, x1, . . . , xn, розглянутих з точнiстю до пропорцiй-
ностi, з проективним простором ℙNi . У добутку ℙn ×

∏n
i=0 ℙNi роз-

глянемо пiдмноговид Z = { (x, F0, F1, . . . , Fn) ∣ Fi(x) = 0 для всiх i }.
Нехай � : Z → ℙn та � : Z →

∏n
i=0 ℙNi — її вiдповiднi проекцiї.

Розглянувши �, встановiть, що dimZ =
∑n

i=0Ni − 1. Встановiть
також, що dim�(Z) = dimZ. Виведiть звiдси, що iснує такий мно-
гочлен R (F0, F1, . . . , Fn) вiд коефiцiентiв однорiдних многочленiв
F0, F1, . . . , Fn заданих степенiв, що система рiвнянь F0(x) = F1(x) =
⋅ ⋅ ⋅ = Fn(x) = 0 має ненульовий розв’язок тодi й лише тодi, коли
R (F0, F1, . . . , Fn) = 0.

Вправа 3.6. Доведiть, що ненульова кососиметрична матриця (cij)
(i, j = 0, 1, . . . , n), n > 2, яка задовольняє плюкеровi спiввiдноше-
ння circjk − cjrcik − ckrcij = 0 при всiх r < i < j < k, є матрицею
плюкерових координат pij деякої прямої L ⊂ ℙn.

Порада: припускаючи, що c01 ∕= 0, знайдiть такi точки a, b ∈ ℙn,
що для прямої, яка проходить через цi точки, p0i = c0i та p1i = c1i
для всiх i. Пiсля цього скористайтеся плюкеровими спiввiдношен-
нями.

Вправа 3.7. Нехай F (x0, x1, x2, x3) — однорiдний многочлен сте-
пеня 4. Доведiть, що iснує многочлен G = G(F ) вiд коефiцiентiв
форми F такий, що на поверхнi F = 0 лежить принаймнi одна
пряма тодi й лише тодi, коли G(F ) = 0.

Вправа 3.8. Нехай X ⊂ A3 — крива, яка не є об’єднанням прямих,
паралельних осi Oz (x, y, z — координати в A3). Розглянемо в F[x, y]
iдеал I = { f(x, y) ∣ f ∣X = 0 }. Доведiть, що I — головний iдеал. Яку
криву на A2 вiн задає?



4. Вправи 4

Виконати до 15 квiтня 2010

Вправа 4.1. Доведiть, що плюкерiв многовид Πn (многовид пря-
мих у ℙn) є неособливим i незвiдним розмiрностi 2(n− 1).

Вправа 4.2. Нехай X ⊆ ℙn — замкнений пiдмноговид, ℐ(X) =
⟨F1, F2, . . . , Fm ⟩. Позначимо через JX матрицю розмiруm× (n+ 1)
з компонентами ∂Fi/∂xj i через JX(x) значення цiєї матрицi в то-
чцi x ∈ X. Доведiть, що точка x є неособливою тодi й лише тодi,
коли rk JX(x) = n − dimXx. Виведiть звiдси, що точка x є неосо-
бливою тодi й лише тодi, коли її (довiльний) прообраз у An+1 є
неособливим, як точка конуса X̃ = V (F1, F2, . . . , Fm) ⊆ An+1.

Порада: Розгляньте афiнний окiл U = X ∩ An
i , який мiстить

точку x. Скористайтеся Якобiєвим критерiєм для афiнних многови-
дiв та «формулою Ойлера»: mF =

∑n
i=0 xi(∂F/∂xi) для довiльного

однорiдного многочлена степеня m.

Вправа 4.3. Припустимо, що charF = 0. Розглядаючи гiперпо-
верхнi степеня m у просторi ℙn як точки проективного простору
ℙN , де N =

(
n+m
m

)
− 1, довеcти, що особливi поверхнi утворюють

гiперповерхню в ℙN .
Порада: Скористайтеся вправою 3.5.

Вправа 4.4. Нехай X = V (x2 + y2 − 1) ⊂ A2. Доведiть, що x є ло-
кальним параметром у точцi (0, 1). Знайдiть розклад у степеневий
ряд в околi цiєї точки функцiй y та x/(1− y).

Вправа 4.5. Нехай X = V (x2 + y2 − z2) ⊂ A3, O = (0, 0, 0), L =
V (x, y− z). Доведiть, що пряма L не може бути задана на X одним
рiвнянням нi в якому околi точки O.

Вправа 4.6. Довести, що, якщо гiперповерхня степеня 2 має осо-
бливу точку, вона є конусом з вершиною в цiй точцi.

Вправа 4.7. Довести, що незвiдна кубiчна крива X на площинi
має щонайбiльше одну особливу точку.

Порада: Доведiть, що якщо X має двi особливi точки a, b, то
X ⊇ L, де L — пряма, яка проходить через точки a i b.

Вправа 4.8. При яких значеннях параметру c поверхня x40 + x41 +
x42 + x43− cx0x1x2x3 = 0 у просторi ℙ3 має особливi точки? Знайдiть
цi точки.

Вправа 4.9. Доведiть, що, якщо кожна функцiя має єдиний роз-
клад Тейлора в точцi x, то ця точка неособлива.



5. Вправи 5

Виконати до 29 квiтня

Вправа 5.1. Обчислiть дивiзори функцiй x i y на кубчнiй
кривiй, заданiй у афiннiй частинi рiвнянням y2 = x3 − x.

Вправа 5.2. Доведiть, що якщо l(p) > 1, де p — точка
неособливої проективної кривої X, то X ≃ ℙ1.

Вправа 5.3. Припустимо, що X ∕≃ ℙ1, а l(p+ q) = 2 для
деяких точок p i q (можливо, p = q). Доведiть, що по-
ле F(X) є квадратичним розширенням поля F(x), тобто,
якщо charF ∕= 2, F(X) = F(x, y), де y2 = f(x) для деякого
многочлена f(x). (Такi кривi звуться гiперелiптичними).

Вправа 5.4. Нехай X — неособлива крива в ℙn, F —
однорiдний многочлен степеняm, який не обертається то-
тожно в нуль на X. Визначимо vp(F ) = vp(F/G), де G —
однорiдний многочлен степеня m такий, що G(p) ∕= 0, i
(F )X =

∑
p vp(F ) (дивiзор форми F на кривiй X). Якщо

многочлен F незвiдний, число deg(F )X зветься кратнi-
стю перетину кривої X з гiперповерхнею H = PV (F ) i
позначається (X.H).

(1) Чому це означення коректне (не залежить вiд ви-
бору G)?

(2) Доведiть, що (F )X = (F1)X , якщо degF = degF1.
Зокрема, deg(F )X залежить лише вiд degF i deg(F )X =
m deg(L)X , де L — лiнiйна форма. Число degX =
deg(L)X зветься степенем кривої X у просторi ℙn

(вона може залежати вiд занурення X → ℙn).
(3) Доведiть, що якщо гiперплощина L = 0 не мiстить

дотичну до X в точцi p, то vp(L) = 0.
(4) Доведiть, що iснує така гiперплощина, яка не мi-

стить жодну дотичну до X.
(5) Виведiть звiдси, що degX дорiвнює найбiльшiй кiль-

костi точок, в яких гiперплощина може перетинати
X.

Отже, ми вивели теорему Безу : (X.H) = degX degH.



Вправа 5.5. Знайдiть на кубiчнiй кривiй y2 = x(x −
1)(x− a) (a ∈ F ∖ {0, 1} рацiональну функцiю g, для якої
(g) = (dx). Виведiть звiдси, що Ω[X] = ⟨ dx/g ⟩.

Вправа 5.6. НехайX ⊂ ℙ2 — неособлива крива, задана в
афiннiй частинi A2

0 рiвнянням F (x, y) = 0 степеня n. (Тут
x = x1/x0, y = x2/x0). Позначимо ! = dx/F ′y, U = X∩A2

0

i U1 = D(F ′y) ⊂ U . Будемо вважати, що F мiстить yn з
ненульовим коефiцiентом.

(1) Доведiть, що Ω[U1] = F[U1]!.
(2) Доведiть, що ! ∈ Ω[U ] i supp(!) ∩ U = ∅.
(3) Перевiрте, що на афiннiй частинi U ′ = X ∩ A2

1 має
мiсце рiвнiсть ! = −!′un−3, де u = x0/x1, v =
x2/x1, !

′ = du/G′v, а G(u, v) — рiвняння X на A2
1.

(4) Виведiть звiдси, що deg(!) = n(n− 3).
(5) Обчислiть рiд кривої X.
(6) Виведiть звiдси, що не iснує плоских неособливих

кривих роду 4 або 5.



6. Вправи 6

Виконати до 24 травня

У цьому роздiлi X та X ′ позначає неособливу кубiчну плоску
криву, o та o′, вiдповiдно, фiксованi точки X та X ′, якi обрано
нейтральними елемнтами груп точок. Якщо X задано рiвнянням
y2 = f(x), deg f = 3, вважаємо, що o — нескiнченно вiддалена
точка (з однорiдними координатами (0 : 0 : 1) ).

Вправа 6.1. Довести, що через кожну точку X проходить рiвно 4
дотичнi до цiєї кривої.

Вправа 6.2. Точкою перегину плоскої кривої, заданої рiвнянням
F (x, y) = 0 зветься така точка p, що дотична в нiй має степнiнь
дотику принаймнi 3. Доведiть, що X має рiвно 9 точок перегину,
причому вони утворюють пiдгрупу в групi точок кривої X, яка є
добутком двох груп порядку 3.

Вправа 6.3. Нехай charF = p > 0. Доведiть, що кожне регулярне
вiдображення X → X ′ можна подати у виглядi �k , де � — вiд-
ображення Фробенiуса: �(a, b) = (ap, bp), а  — сепарабельне вiд-
ображення.

Вправа 6.4. Нехай X задана рiвнянням y2 = x3 + x, а p ≡ 3
(mod 4). Доведiть, що X(Fp) = A × C, де #(A) не дiлiиться на
3, а C — циклiчна група порядку 3r. Чому дорiвнює r ?

Вправа 6.5. Доведiть, що якщо вiдображення q : A → ℚ, де A —
абелева група, задовольняє тотожнiсть q(a+ b)+ q(a− b) = 2(q(a)+
q(b)), то iснує бiлiнiйна функцiя � : A × A → ℚ така, що q(a) =
�(a, a).

Вправа 6.6. Доведiть, що кiлькiсть точок на кривiй y2 = x3 + x зi
значеннями у полi Fq, де q непарне, дiлиться на 4.

Вправа 6.7. Доведiть, що, якщо charF = 2, рiвняння кривої X
можна звести до одного з виглядiв:

y2 + xy = x3 + Ax2 +B,(1)

y2 + Cy = x3 + Ax+B, .(2)
Знайдiть формули, якi визначають координати суми точок на X
через координати доданкiв у кожному з цих випадкiв.



Контрольна робота №1

В усiх вправах, де це потрiбно, можна вважати, що ха-
рактеристика поля дорiвнює 0.

Задача 1. Нехай I, J — iдеали в A = F[x1, x2, . . . , xn].
Доведiть, що I ∩ J = (yIB + (1 − y)JB) ∩ A, де B =
F[x1, x2, . . . , xn, y]. Виведiть звiдси спосiб побудови бази
Грьобнера iдеалу I ∩J , якщо задано твiрнi iдеалiв I та J .

Задача 2. Побудуйте скiнченне бiрацiональне вiдобра-
ження A1 → X, де крива X ⊂ A2 задана рiвнянням
y2 = x3 + x2.

Задача 3. Нехай X ⊂ ℙn — незвiдний проективний пiд-
многовид розмiрностi m, p /∈ X i Y — об’єднання всiх
прямих, якi проходять через p i перетинають X. Дове-
дiть, що Y — незвiдний проективний пiдмноговид у ℙn

розмiрностi m+ 1.

Задача 4. При яких значеннях параметра c крива X ⊂
ℙ2, задана в афiннiй частинi рiвнянням x3 + y3− cxy = 1,
є особливою? Знайдiть її особливi точки.

Задача 5. Перевiрте, що кубiчна крива X ⊂ ℙ2, зада-
на в афiннiй частинi рiвнянням y2 = x3 − x, неособлива.
Виведiть звiдси, що вона не рацiональна.

Задача 6. Для кривої, заданої рiвнянням x3 + y3 = 1
i точки (1, 0) перевiрте, що y є локальним параметром i
знайдiть першi три ненульовi члени (не рахуючи вiльного
члена) розкладу Тейлора функцiї x у цiй точцi.

Задача 7. Нехай X ⊂ ℙ3 — незвiдна неособлива прое-
ктивна крива. Доведiть, що iснує точка p /∈ X така, що
кожна пряма, яка проходить через p, не є дотичною до X
i перетинає X щонайбiльше в 2 точках.

Для одержання повного балу достатньо вiрно
розв’язати 5 задач.


