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1. Êîìïëåêñè é êîãîìîëîãi¨

complex Îçíà÷åííÿ 1.1. (1) Íåõàé A � àäèòèâíà êàòåãîðiÿ. Êîìïëå-
êñîì (A•, d•) â êàòåãîði¨ A çâåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ìîðôiçìiâ
öi¹¨ êàòåãîði¨ di : Ai → Ai+1 (i ∈ Z) òàêèõ, ùî didi−1 = 0
äëÿ âñiõ i. Îá'¹êò Ai çâåòüñÿ i-þ êîìïîíåíòîþ êîìïëåêñó, à
íàáið ìîðôiçìiâ d• = (di) � äèôåðåíöiàëîì êîìïëåêñó. Äî-
ñèòü ÷àñòî ó ïîçíà÷åííÿ êîìïëåêñó îïóñêàþòü çãàäêó ïðî
äèôåðåíöiàë i êàæóòü êîìïëåêñ A•. Òîäi, ÿêùî òðåáà, äèôå-
ðåíöiàë ïîçíà÷à¹òüñÿ d•A.

(2) Ìîðôiçìîì α êîìïëåêñà A• â êîìïëåêñ B• çâåòüñÿ íàáið
ìîðôiçìiâ αi : Ai → Bi òàêèé, ùî diBαi = αi+1d

i
A äëÿ âñiõ i.

Êîðîòêî öå çàïèñóþòü, ÿê dBα = αdA àáî íàâiòü dα = αd.
(3) Äîáóòîê ìîðôiçìiâ α : A• → B• é γ : B• → C• çâåòüñÿ

ìîðôiçì γα : A• → C• òàêèé, ùî (γα)i = γiαi äëÿ âñiõ i.
(4) n-èì çñóâîì êîìïëåêñó A• çâåòüñÿ êîìïëåêñ A•[n], i-òà êîì-

ïîíåíòà ÿêîãî � öå Ai+n, à äèôåðåíöiàë � öå íàáið ìîðôi-
çìiâ (−1)ndi+nA . Êîìïëåêñ A•[1] çâåòüñÿ ïðîñòî çñóâîì êîì-
ïëåêñó A•.

(5) n-èì çñóâîì ìîðôiçìó α : A• → B• çâåòüñÿ ìîðôiçì α[n] :
A•[n]→ B•[n], â ÿêîìó i-òà êîìïîíåíòà äîðiâíþ¹ αi+n.

Î÷åâèäíî, öi îçíà÷åííÿ âèçíà÷àþòü êàòåãîðiþ êîìïëåêñiâ ó êà-
òåãîði¨ A , ÿêó ìè ïîçíà÷èìî ComA . Öÿ êàòåãîðiÿ òàêîæ ¹ àäè-
òèâíîþ: ïðÿìà ñóìà êîìïëåêñiâ A• é B• � öå òàêèé êîìïëåêñ, i-òà
êîìïîíåíòà ÿêîãî � öå Ai ⊕ Bi, à äèôåðåíöiàë � íàáið ìîðôiçìiâ
diA⊕diB. Ïðè öüîìó n-èé çñóâ ¹ àâòîìîðôiçìîì öi¹¨ êàòåãîði¨ (îáåð-
íåíèì äî íüîãî ¹ (−n)-èé çñóâ).

Íàñïðàâäi, îá'¹êòîì ãîìîëîãi÷íî¨ àëãåáðè ¹ íå ñàìà êàòåãîðiÿ
êîìïëåêñiâ, à äåÿêèé ¨¨ ôàêòîð: ãîìîòîïi÷íà êàòåãîðiÿ.

homotop Îçíà÷åííÿ 1.2. (1) Ìîðôiçì êîìïëåêñiâ α : A• → B• çâåòüñÿ
ãîìîòîïi÷íî òðèâiàëüíèì, àáî ãîìîòîïíèì íóëþ, ÿêùî iñíó-
þòü òàêi ìîðôiçìè si : Ai+1 → Bi, ùî αi = sidiA + di−1

B si−1

äëÿ âñiõ i. Ó öüîìó âèïàäêó ïèøóòü α ∼ 0.
(2) Äâà ìîðôiçìè α, γ : A• → B• çâóòüñÿ ãîìîòîïíèìè, ÿêùî

α−γ ∼ 0. Ó öüîìó âèïàäêó ïèøóòü α ∼ γ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
öå ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi ìîðôiçìiâ.
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(3) Ãîìîòîïi÷íîþ êàòåãîði¹þ íàä êàòåãîði¹þ A çâåòüñÿ êàòå-
ãîðiÿ K A , îá'¹êòè ÿêî¨ � öå êîìïëåêñè â êàòåãîði¨ A , à
ìîðôiçìè � êëàñè ãîìîòîïíèõ ìîðôiçìiâ êîìïëåêñiâ.

(4) Äâà êîìïëåêñè, A• i B•, çâóòüñÿ ãîìîòîïíèìè, ÿêùî âîíè
içîìîðôíi â ãîìîòîïi÷íié êàòåãîði¨, òîáòî iñíóþòü òàêi ìîð-
ôiçìè êîìïëåêñiâ α : A• → B• é α′ : B• → A•, ùî αα′ ∼ 1B,
à α′α ∼ 1A. Çîêðåìà, ÿêùî A• ∼ 0, òîáòî 1A ∼ 0, êîìïëåêñ
A• çâåòüñÿ ãîìîòîïi÷íî òðèâiàëüíèì.

×èòà÷ó çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî êëàñ ãîìîòîïi¨ ñóìè àáî äî-
áóòêó ìîðôiçìiâ çàëåæèòü ëèøå âiä êëàñiâ ãîìîòîïi¨ äîäàíêiâ àáî
ñïiâìíîæíèêiâ.

zmij Ëåìà 1.3 (Ëåìà ïðî çìiþ). Íåõàé äàíî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó ç
òî÷íèìè ðÿäêàìè

A1
α1−−−→ A2

α2−−−→ A3 −−−→ 0

ξ1

y ξ2

y ξ3

y
0 −−−→ B1

γ1−−−→ B2
γ2−−−→ B3

Òîäi iñíó¹ ìîðôiçì δ : Ker ξ3 → Coker ξ1 òàêèé, ùî ïîñëiäîâíiñòü

Ker ξ1
ᾱ1−→ Ker ξ2

ᾱ2−→ Ker ξ3
δ−→ Coker ξ1

β̄1−→ Coker ξ2
β̄2−→ Coker ξ3,

äå ᾱi � îáìåæåííÿ αi íà Ker ξi, à β̄i(b+ Im ξi) = γi(b) + Im ξi+1.
ßêùî α1 ìîíiê, òî é ᾱ1 ìîíiê, à ÿêùî γ2 åïiê, òî é β̄2 åïiê.

Äîâåäåííÿ. 1. Ïîáóäîâà δ. Íåõàé a3 ∈ Ker ξ3. Iñíó¹ a2 ∈ A2 òà-
êèé, ùî a3 = α2(a2). Îñêiëüêè γ2ξ2(a2) = ξ3α2(a2) = ξ3(a3) = 0, òî
ξ2(a2) = γ1(b1) äëÿ äåÿêîãî, îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíîãî, b1 ∈ B1. Ïåðå-
âiðèìî, ùî êëàñ b1 + Im ξ1 ∈ Coker ξ1 íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïðî-
îáðàçó a2. Äiéñíî, íåõàé òàêîæ a3 = α2(a′2). Òîäi α2(a′2−a2) = 0, îò-
æå a′2−a2 = α1(a1) äëÿ äåÿêîãî a1 ∈ A1. Òîäi ξ2(a′2−a2) = ξ2α1(a1) =
γ1ξ1(a1). Òîìó, ÿêùî ξ2(a′2) = γ1(b′1), òî γ1(b′1− b1) = γ1ξ1(a1), çâiäêè
b′1 − b1 = ξ(a1) ∈ Im ξ1, îòæå b′1 + Im ξ1 = b1 + Im ξ1. Âèçíà÷èìî
δ(a3) = b1 + Im ξ1.

2. Òî÷íiñòü ïàðè ᾱ2, δ. ßêùî a3 = α2(a2), äå a2 ∈ Ker ξ2, òî
ξ2(a2) = 0 = γ1(0). Îòæå, çà ïîáóäîâîþ δ, δ(a3) = 0 + Im ξ1 = 0,
òîáòî Im ᾱ2 ⊆ Ker δ. Íåõàé òåïåð δ(a3) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî
a3 = α2(a2), òî ξ2(a2) = γ1(b1), äå b1 ∈ ξ1, òîáòî b1 = ξ1(a1) äëÿ
äåÿêîãî a1 ∈ A1. Òîäi γ1(b1) = γ1ξ1(a1) = ξ2α1(a1), çâiäêè ξ2(a2 −
α1(a1)) = 0. Àëå α2α1(a1) = 0, òîìó α2(a2 − α1(a1)) = α2(a2) = a3,
òîáòî a3 ∈ Im ᾱ2. Îòæå Ker δ =∈ ᾱ2.

3. Òî÷íiñòü ïàðè δ, β̄1. ßêùî b1 + Im ξ1 = δ(a3), òî γ1(b1) =
ξ2(a2) Im ξ2 äëÿ òàêîãî a2, òîìó β̄1(b1 + Im ξ1) = 0. Îòæå Im δ ⊆
Ker β̄1. Íàâïàêè, íåõàé β̄1(b1 + Im ξ1) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî γ1(b1) =
ξ2(a2) äëÿ äåÿêîãî a2 ∈ A2. Òîäi ξ3α2(a2) = γ2ξ2(a2) = γ2γ1(b1) = 0,
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òîáòî a3 = α2(a2) ∈ Ker ξ2. Àëå b1 + Im ξ1 = δ(a3) çà ïîáóäîâîþ δ.
Îòæå Ker β̄1 = Im δ.

Ïåðåâiðêó òî÷íîñòi iíøèõ ïàð çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê ëåãêó âïðà-
âó. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíå. �

long Òåîðåìà 1.4. Íåõàé

e5e5 (1.1) 0→ A•
α−→ B•

γ−→ C• → 0

òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñiâ. Òîäi iñíóþòü ìîðôiçìè δi : H i(C•)→
H i+1(A•) òàêi, ùî âñi ïîñëiäîâíoñòi

H i(A•)
Hi(α)−−−→ H i(B•)

Hi(γ)−−−→ H i(C•)
δi−→

δi−→H i+1(A•)
Hi+1(α)−−−−−→ H i+1(B•)

Hi+1(γ)−−−−→ H i+1(C•)
e6e6 (1.2)

¹ òî÷íèìè.

Äîâåäåííÿ. Ç òî÷íîñòi ïîñëiäîâíîñòi (1.1) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ êîìó-
òàòèâíà äiàãðàìà ç òî÷íèìè ðÿäêàìè

Ai/ Im di−1
A

ᾱ−−−→ Bi/ Im di−1
B

β̄−−−→ Ci/ Im di−1
C −−−→ 0

d̄iA

y d̄iB

y d̄iC

y
0 −−−→ Ker di+1

A −−−→
ᾱ

Ker di+1
B −−−→

β̄
Ker di+1

C ,

â ÿêié ãîðèçîíòàëüíi ìîðôiçìè iíäóêîâàíi ìîðôiçìàìè α, γ, à âåð-
òèêàëüíi � äèôåðåíöiàëàìè âiäïîâiäíèõ êîìïëåêñiâ. Ëåãêî áà÷èòè,
ùî Ker d̄iA = H i(A•), Coker d̄iA = H i+1(A•) i àíàëîãi÷íi ôîðìóëè âið-
íi äëÿ êîìïëåêñiâ B• i C•. Òåïåð iñíóâàííÿ ìîðôiçìó δi é òî÷íî¨
ïîñëiäîâíîñòi (1.2) âèïëèâà¹ ç ëåìè ïðî çìiþ. �

Çàóâàæåííÿ 1.5. Î÷åâèäíî, âñi ïîñëiäîâíîñòi (1.2) ìîæíà ñêëå¨òè â
îäíó äîâãó ïîñëiäîâíiñòü êîãîìîëîãié, ÿêà îá'¹äíó¹ âñi êîãîìîëîãi¨
êîìïäåêñiâ A•, B•, C•:

. . .→ H i−1(C•)
δi−1

−−→ H i(A•)
Hi(α)−−−→ H i(B•)

Hi(γ)−−−→ H i(C•)
δi−→

δi−→ H i+1(A•)
Hi+1(α)−−−−−→ H i+1(B•)

Hi+1(γ)−−−−→ H i+1(C•)
δi+1

−−→ H i+2(A•)→ . . .

exact Íàñëiäîê 1.6. ßêùî (1.1) � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñiâ i
äâà ç êîìïëåêñiâ A•, B•, C• ¹ òî÷íèìè, òî é òðåòié ¹ òî÷íèì.
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3x3 Âïðàâà 1.7. Íåõàé

0 0 0y y y
0 −−−→ A1 −−−→ A2 −−−→ A3 −−−→ 0y α

y y
0 −−−→ B1 −−−→ B2 −−−→ B3 −−−→ 0y γ

y y
0 −−−→ C1 −−−→ C2 −−−→ C3 −−−→ 0y y y

0 0 0

� êîìóòàòèâíà äiàãðàìà ç òî÷íèìè ðÿäêàìè. Äîâåäiòü, ùî:

(1) ßêùî ïåðøi äâà ñòîâï÷èêè ¹ òî÷íèìè, òî é îñòàííié ñòîâ-
ï÷èê ¹ òî÷íèì.

(2) ßêùî îñòàííi äâà ñòîâï÷èêè ¹ òî÷íèìè, òî é ïåðøèé ñòîâ-
ï÷èê ¹ òî÷íèì.

(3) ßêùî ïåðøèé i îñòàííié ñòîâï÷èêè ¹ òî÷íèìè, à γα = 0, òî
é ñåðåäíié ñòîâï÷èê ¹ òî÷íèì.

4hom Ëåìà 1.8 (Ëåìà ïðî 4 ãîìîìîðôiçìè). Íåõàé äàíî êîìóòàòèâíó
äiàãðàìó

A1
α1−−−→ A2

α2−−−→ A3
α3−−−→ A4

ξ1

y ξ2

y ξ3

y ξ4

y
B1

γ1−−−→ B2
γ2−−−→ B3

γ3−−−→ B4.

(1) Ïðèïóñòèìî, ùî
(a) ξ2 i ξ4 � ìîíiêè,
(b) ξ1 � åïiê,
(c) α2α1 = 0,
(d) Kerα3 ⊆ Imα2 i Ker γ2 ⊆ Im γ1.
Òîäi ξ3 � ìîíiê.

(2) Ïðèïóñòèìî, ùî
(a) ξ1 i ξ3 � åïiêè,
(b) ξ4 � ìîíiê,
(c) γ3γ2 = 0,
(d) Kerα3 ⊆ Imα2 i Ker γ2 ⊆ Im γ1.
Òîäi ξ2 � åïiê.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè (c) i (d) âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî ðÿäêè ¹ òî÷íèìè.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (2) i çàëèøèìî òâåðäæåííÿ
(1) ÿê âïðàâó.
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Íåõàé b2 ∈ B2. Iñíó¹ a3 ∈ A3 òàêèé, ùî γ2(b2) = ξ3(a3). Òîäi
ξ4α3(a3) = γ3ξ3(a3) = γ3γ2(b2) = 0, òîìó é α3(a3) = 0 i a3 = α2(a2)
äëÿ äåÿêîãî a2 ∈ A2. Çâiäñè γ2(b2 − ξ2(a2)) = ξ3(a3) − ξ3α2(a2) = 0,
à òîäi b2 − ξ2(a2) = γ1(b1) äëÿ äåÿêîãî b1 ∈ B1. Iñíó¹ a1 ∈ A1 òàêèé,
ùî b1 = ξ1(a1). Òîìó b2 = ξ2(a2) + γ1(b1) = ξ2(a2) + γ1ξ1(a1) =
ξ2(a2 + α1(a1)). Îòæå, ξ2 � åïiê. �

5hom Íàñëiäîê 1.9 (Ëåìà ïðî 5 ãîìîìîðôiçìiâ). Íåõàé äàíî êîìóòàòèâ-
íó äiàãðàìó ç òî÷íèìè ðÿäêàìè.

A1 −−−→ A2 −−−→ A3 −−−→ A4 −−−→ A5

ξ1

y ξ2

y ξ3

y ξ4

y yξ5
B1 −−−→ B2 −−−→ B3 −−−→ B4 −−−→ B5.

(1) ßêùî ξ2 i ξ4 � ìîíiêè, à ξ5 � åïiê, òî é ξ3 � ìîíiê.
(2) ßêùî ξ2 i ξ4 � åïiêè, à ξ1 � ìîíiê, òî é ξ3 � åïiê.
(3) ßêùî ξ2 i ξ4 � içîìîðôiçìè, ξ1 � ìîíiê, à ξ5 � åïiê, òî é

ξ3 � içîìîðôiçì.

2. Òðèàíãóëüîâàíi êàòåãîði¨

tri Îçíà÷åííÿ 2.1. Òðèàíãóëüîâàíà êàòåãîðiÿ � öå àäèòèâíà êàòå-
ãîðiÿ T ðàçîì ç àâòîìîðôiçìîì, ÿêèé ìè ïîçíà÷à¹ìî A 7→ A[1], i
êëàñîì òî÷íèõ òðèêóòíèêiâ, òîáòî ïîñëiäîâíîñòåé âèãëÿäó

e1e1 (2.1) A
α−→ B

γ−→ C
γ−→ A[1],

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì âèìîãàì:

(Ò0) ßêùî â êîìóòàòèâíié äiàãðàìi

e2e2 (2.2)

A
α−−−→ B

γ−−−→ C
γ−−−→ A[1]

ξ

y η

y ζ

y yξ[1]

A′
α′−−−→ B

γ′−−−→ C
γ′−−−→ A′[1]

ïåðøèé ðÿäîê ¹ òî÷íèì òðèêóòíèêîì, à ξ, η, ζ � içîìîðôi-
çìè, òî äðóãèé ðÿäîê òàêîæ ¹ òî÷íèì òðèêóòíèêîì.

(T1) Äëÿ êîæíîãî ìîðôiçìó α : A → B iñíó¹ òî÷íèé òðèêóòíèê
(2.1).

(T2) Òðèêóòíèê A
1A−→ A→ 0→ A[1] ¹ òî÷íèì.

(T3) (Àêñiîìà çñóâó) Òðèêóòíèêè A
α−→ B

γ−→ C
γ−→ A[1] i B

γ−→
C

γ−→ A[1]A
−α[1]−−−→ B[1] ¹ òî÷íèìè îäíî÷àñíî.

(T4) (Àêñiîìó ìîðôiçìó) ßêùî

A
α−−−→ B

γ−−−→ C
γ−−−→ A[1]

ξ

y η

y
A′

α′−−−→ B
γ′−−−→ C

γ′−−−→ A′[1]
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� êîìóòàòèâíà äiàãðàìà, ðÿäêè ÿêî¨ ¹ òî÷íèìè òðèêóòíè-
êàìè, iñíó¹ ìîðôiçì ζ : C → C ′ òàêèé, ùî äiàãðàìà (2.2) ¹
êîìóòàòèâíîþ.

(T5) (Àêñiîìà îêòàåäðà) Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ìîðôiçìiâ A
α−→ B

ξ−→
B1 iñíó¹ êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

e3e3 (2.3)

A
α−−−→ B

γ−−−→ C
γ−−−→ A[1]∥∥∥ ξ

y ξ′

y ∥∥∥
A

α1−−−→ B1
γ1−−−→ C1

γ1−−−→ A[1]

η

y η′

y yα[1]

B2 B2
ζ−−−→ B[1]

ζ

y yζ′
B[1] −−−→

γ[1]
C[1],

â ÿêié ïåðøi äâà ðÿäêè, à òàêîæ äðóãèé i òðåòié ñòîâï÷èêè
¹ òî÷íèìè òðèêóòíèêàìè.

Äåÿêi ïðîñòi âëàñòèâîñòi òðèàíãóëüîâàíèõ êàòåãîðié.

pr1 Òâåðäæåííÿ 2.2. ßêùî (2.1) � òî÷íèé òðèêóòíèê, òî γα =
0, γγ = 0, α[1]γ = 0.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøó ðiâíiñòü; äâi iíøi òîäi âèïëèâàþòü ç
íå¨ òà àêñiîìè çñóâó. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

A A −−−→ 0 −−−→ A[1]∥∥∥ α

y ∥∥∥
A

α−−−→ B
γ−−−→ C

γ−−−→ A[1].

Â íié îáèäâà ðÿäêè � òî÷íi òðèêóòíèêè. Çà àêñiîìîþ ìîðôiçìó,
iñíó¹ ìîðôiçì 0 → C, ÿêèé ðîáèòü âñþ äiàãðàìó êîìóòàòèâíîþ.
Çâiäñè γα = 0. �

pr2 Òâåðäæåííÿ 2.3. ßêùî (2.1) � òî÷íèé òðèêóòíèê, òî äëÿ êî-
æíîãî îá'¹êòà T ∈ Ob T íàñòóïíi ïîñëiäîâíîñòi àáåëåâèõ ãðóï ¹
òî÷íèìè:

HomT (T,A)
α·−→ HomT (T,B)

γ·−→ HomT (T,C)
γ·−→ HomT (T,A[1]),

HomT (A[1], T )
·γ−→ HomT (C, T )

·γ−→ HomT (B, T )
·α−→ HomT (A, T ).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî Ker(γ·) = Im(α·). Òîäi òî÷íiñòü ïåðøî¨
ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹ çâiäñè é ç àêñiîìè çñóâó. Òî÷íiñòü äðóãî¨ äî-
âîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî (àáî ïîñèëàííÿì íà äóàëüíó êàòåãîðiþ T op).
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Îñêiëüêè γα = 0, òî Im(α·) ⊆ Ker(γ·). Íàâïàêè, íåõàé η ∈
Ker(γ·), òîáòî γη = 0. Òîäi ìà¹ìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó, â ÿêié
îáèäâà ðÿäêè � òî÷íi òðèêóòíèêè:

T T −−−→ 0 −−−→ T [1]

η

y y
A

α−−−→ B
γ−−−→ C

γ−−−→ A[1].

Çà àêñiîìîþ ìîðôiçìó (ðàçîì ç àêñiîìîþ çñóâó), iñíó¹ ξ : T → A,
ÿêèé çáåðiãà¹ êîìóòàòèâíiñòü. Öå îçíà÷à¹, ùî η = αξ ∈ Im(α·). �

pr3 Òâåðäæåííÿ 2.4. ßêùî â êîìóòàòèâíié äiàãðàìi (2.2) îáèäâà ðÿä-
êè ¹ òî÷íèìè òðèêóòíèêàìè, à äâà ç ìîðôiçìiâ ξ, η, ζ ¹ içîìîðôi-
çìàìè, òî é òðåòié ç öèõ ìîðôiçìiâ ¹ içîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó, çàâäÿêè àêñiîìi çñóâó, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî êî-
ëè ξ é η � içîìîðôiçìè, òî é ζ � içîìîðôiçì. Ç òâåðäæåííÿ 2.3 i
àêñiîìè çñóâó âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî T ∈ Ob T â íàñòóïíié
äiàãðàìi îáèäâà ðÿäêè òî÷íi:

Hom(T,A)
α·−−−−→ Hom(T,B)

γ·−−−−→ Hom(T,C)
γ·−−−−→ Hom(T,A[1])

α[1]·−−−−→ Hom(T,B[1])

ξ·
y η·

y ζ·
y yξ[1]·

yη[1]·

Hom(T,A′)
α′·−−−−→ Hom(T,B′)

γ′·−−−−→ Hom(T,C ′)
γ′·−−−−→ Hom(T,A′[1])

α′[1]·−−−−→ Hom(T,B′[1])

�

Âñi âåðòèêàëüíi ãîìîìîðôiçìè â íié, êðiì, ìîæëèâî, ζ·, ¹ içîìîð-
ôiçìàìè. Çà ëåìîþ ïðî 5 ãîìîìîðôiçìiâ, ζ· òàêîæ ¹ içîìîðôiçìîì.
Îòæå, ìîðôiçì ïðåäñòàâíèõ ôóíêòîðiâ Tζ : TC → TC′ ¹ içîìîðôi-
çìîì. Çà ëåìîþ Éîíåäè, ζ òàêîæ ¹ içîìîðôiçìîì.

iso-cone Íàñëiäîê 2.5. ßêùî A α−→ B
γ−→ C

γ−→ A[1] i A α−→ B
γ−→
′
C ′

γ−→
′
A[1]

� äâà òî÷íi òðèêóòíèêè, ÿêi ïî÷èíà¹òüñÿ ç α, iñíó¹ içîìîðôiçì
ζ : C

∼→ C ′, ÿêèé ðîáèòü äiàãðàìó

A
α−−−→ B

γ−−−→ C
γ−−−→ A[1]∥∥∥ ∥∥∥ ζ

y ∥∥∥
A

α−−−→ B
γ′−−−→ C ′

γ′−−−→ A′[1]

êîìóòàòèâíîþ. Îòæå, òî÷íèé òðèêóòíèê, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ ç
α âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó.

Çàóâàæåííÿ 2.6. (1) Içîìîðôiçì ζ ó íàñëiäêó 2.5 ìîæå áóòè íå
¹äèíèì. Îòæå, õî÷à öi òî÷íi òðèêóòíèêè é içîìîðôíi, öåé
içîìîðôiçì íå ¹ êàíîíi÷íèì.

(2) Äîñi ìè íå êîðèñòóâàëèñÿ àêñiîìîþ îêòàåäðà. Òîìó ç Íà-
ñëiäêó 2.5 âèïëèâà¹, ùî â àêñiîìi îêòàåäðà òðèêóòíèêè, ÿêi
ïî÷èíàþòüñÿ ç α, α1 i ξ ìîæíà áðàòè äîâiëüíèìè. Íàé÷àñòi-
øå ¨¨ ôîðìóëþþòü ñàìå òàê.
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pr4 Òâåðäæåííÿ 2.7. Òðèêóòíèêè (2.1) òà A[1]
−α[1]−−−→ B[1]

−γ[1]−−−→ C
−γ[1]−−−→

A[2] ¹ òî÷íèìè îäíî÷àñíî.

Äîâåäåííÿ. Òðåáà òðè÷i çàñòîñóâàòè àêñiîìó çñóâó. �

pr5 Òåîðåìà 2.8 (Âåðäü¹). ßêùî äiàãðàìà

A
α−−−→ B

ξ

y yη
A′ −−−→

α′
B′

¹ êîìóòàòèâíîþ, òî iñíó¹ äiàãðàìà

A
α−−−→ B

β−−−→ C
γ−−−→ A[1]

ξ

y η

y ζ

y yξ[1]

A′
α′−−−→ B′

β′−−−→ C ′
γ′−−−→ A′[1]

ξ′

y η′

y ζ′

y yξ′[1]

A′′
α′′−−−→ B′′

β′′−−−→ C ′′
γ′′−−−→ A′′[1]

ξ′′

y η′′

y ζ′′

y yξ′′[1]

A[1] −−−→
α[1]

B[1] −−−→
γ[1]

C[1] −−−→
γ[1]

A[2],

â ÿêié ïåðøi òðè ðÿäêè é ïåðøi òðè ñòîâï÷èêè � òî÷íi òðèêó-
òíèêè, à âñi êâàäðàòè êîìóòóþòü, êðiì ïðàâîãî íèæíüîãî, ÿêèé
àíòèêîìóòó¹ (òîáòî γ[1]ζ ′′ = −ζ ′′[1]γ′′).

Çàóâàæåííÿ 2.9. Îñòàííi ðÿäîê i ñòîâï÷èê öi¹¨ äiàãðàìè ìîæóòü
íå áóòè òî÷íèìè òðèêóòíèêàìè. Ç àêñiîìè çñóâó âèïëèâà¹ ëèøå,

ùî òî÷íèì ¹, íàïðèêëàä, òðèêóòíèê A[1]
−α[1]−−−→ B[1]

−γ[1]−−−→ C[1]
−γ[1]−−−→

A[2].

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi äâà ðÿäêè i ïåðøi äâà ñòîâï÷èêè � öå òî÷íi
òðèêóòíèêè, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, ç α, α′ i ξ, η. Çà àêñiî-
ìîþ ìîðôiçìó, iñíóþòü α′′ òà ζ, ÿêi ðîáëÿòü âiäïîâiäíi êâàäðàòè
êîìóòàòèâíèìè. Çàñòîñó¹ìî àêñiîìó îêòàåäðà äî ìîðôiçìiâ α òà η.
Îäåðæèìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó, â ÿêié ðÿäêè i ñòîâï÷èêè � òî÷íi
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òðèêóòíèêè:

A
α−−−→ B

β−−−→ C
γ−−−→ A[1]∥∥∥ η

y ζ1

y ∥∥∥
A

α1−−−→ B′
β1−−−→ C1

γ1−−−→ A[1]

η′

y ζ2

y yα[1]

B′′ B′′
η′′−−−→ B[1]

η′′

y yζ3
B[1] −−−→

γ[1]
C[1],

äå α1 = ηα = α′ξ. Òåïåð çàñòîñó¹ìî àêñiîìó îêòàåäðà äî ïàðè ìîð-
ôiçìiâ ξ, α′. Îäåðæèìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó â ÿêié ðÿäêè i ñòîâ-
ï÷èêè � òî÷íi òðèêóòíèêè:

A
ξ−−−→ A′

ξ′−−−→ A′′
ξ′′−−−→ A[1]∥∥∥ α′

y α′1

y ∥∥∥
A

α1−−−→ B′
β1−−−→ C1

γ1−−−→ A[1]

β′

y β′1

y yξ[1]

C ′ C ′
γ′−−−→ A′[1]

γ′

y yγ′1
A′[1] −−−→

ξ′[1]
A′′[1].

Íàðåøòi, çàñòîñó¹ìî àêñiîìó îêòàåäðà äî ïàðè ìîðôiçìiâ ζ2α
′
1, ïî-

çíà÷èâøè α′′ = ζ2α
′
1. Îäåðæèìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó â ÿêié ðÿäêè

i ñòîâï÷èêè � òî÷íi òðèêóòíèêè:

A′′
α′1−−−→ C1

β′1−−−→ C ′
γ′1−−−→ A′′[1]∥∥∥ ζ2

y ζ′

y ∥∥∥
A′′

α′′−−−→ B′′
β′′−−−→ C ′′

γ′′−−−→ A′′[1]

ζ3

y ζ′′

y yα′1[1]

C[1] C[1]
−ζ[1]−−−→ C1[1]

−ζ1[1]

y yζ[1]

C1[1] −−−→
γ′1[1]

C ′[1].



10

(òðåáà âðàõóâàòè àêñiîìó çñóâó). Îòæå, âñi íåîáõiäíi òðèêóòíèêè
ïîáóäîâàíi. Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè óìîâè êîìóòóâàííÿ. Äëÿ ïåð-
øèõ äâîõ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ âîíè âæå áóëè âèêîíàíi. Äàëi ìà¹ìî:

ζ ′β′ = ζ ′β′1β1 = β′′ζ2β1 = β′′η′,

γ′′ζ ′ = γ′1 = ξ′[1]γ′,

γ[1]η′′ = ζ3 = ζ ′′γ′′,

ξ′′[1]γ′′ = γ1[1]α′1[1]γ′′ = −γ1[1]ζ[1]ζ ′′ = −γ[1]ζ ′′.

(×èòà÷ ìà¹ ïåðåâiðèòè, çâiäêè ïîõîäÿòü âñi ðiâíîñòi!) �

KA-tri Òåîðåìà 2.10. Ãîìîòîïi÷íà êàòåãîðiÿ K A , äå A � àäèòèâíà
êàòåãîðiÿ, ¹ òðèàíãóëüîâàíîþ.

Äîâåäåííÿ. (Ò1) âèêîíó¹òüñÿ çà îçíà÷åííÿì.

(T2) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî 1Con 1A ∼ 0; ãîìîòîïiÿ çàäà¹òüñÿ ìîðôi-
çìîì ( 0 0

−1 0 ) : A[1]⊕ A[2]→ A⊕ A[1].

(Ò3) Ìîæíà ââàæàòè, ùî ïåðøèé òðèêóòíèê � öå êîíi÷íèé òðè-
êóòíèê, òîáòî C = Conα, γ = ( 1

0 ), γ = ( 0 −1 ). Ðîçãëÿíåìî êîìóòà-
òèâíó äiàãðàìó

B
γ−−−→ C

γ−−−→ A[1]
−α[1]−−−→ B[1]∥∥∥ ∥∥∥ ξ

y ∥∥∥
B −−−→

γ
C −−−→

γ′
C ′ −−−→

α′
B[1],

äå íèæíié ðÿäîê � òåæ êîíi÷íèé òðèêóòíèê, òîáòî C ′ = Con γ,

γ′ =
(

1 0
0 1
0 0

)
, α′ = ( 0 0 −1 ), à ξ = ( 0 −1 α[1] ). Òîäi α′ξ = −α[1], à

ξγ =
(

0 0
0 1
0 −α[1]

)
∼ γ′. À ñàìå, ãîìîòîïiþ ξγ − γ′ ∼ 0 çàäà¹ ìîð-

ôiçì s =
(

0 0
0 0
1 0

)
. Íåõàé ξ′ =

(
0
−1
0

)
: C ′ → A[1]. Òîäi ξ′ξ = 1, à

ξξ′ =
(

0 0 0
0 1 0
0 −α[1] 0

)
∼ 1. Ïîáóäîâó ãîìîòîïi¨ ξξ′ − 1 ∼ 0 çàëèøà¹ìî ÿê

íåñêëàäíó âïðàâó.

(T4) Ìîæíà ââàæàòè, ùî C = Conα, C ′ = Conα′. Òîäi ìîæíà

ïîêëàñòè ζ =
(
η 0
0 ζ[1]

)
.

(T5) Íåõàé C = Conα, C1 = Conα1, äå α1 = ξα, B2 = Con ξ,
γ, γ, γ1, γ1 i η âèçíà÷àþòüñÿ, ÿê ó êîíi÷íèõ òðèêóòíèêàõ, ξ′ =

(
ξ 0
0 1

)
,

C2 = Con ξ′, η1 : C1 → C2 i ζ1 : C2 → C[1] òàêîæ âèçíà÷àþòüñÿ, ÿê

ó êîíi÷íîìó òðèêóòíèêó. Ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi η1 =

(
1 0
0 1
0 0
0 0

)
, ζ1 =(

0 0 −1 0
0 0 0 −1

)
. Âèçíà÷èìî òàêîæ γ2 : B2 → C2 ìàòðèöåþ

(
1 0
0 0
0 1
0 0

)
(öå
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ôàêòè÷íî ¹äèíèé ¾ïðèðîäíèé¿ ìîðôiçì Con η → Con ξ′. Íåâàæêî
ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äiàãðàìà

e4e4 (2.4)

A
α−−−→ B

γ−−−→ C
γ−−−→ A[1]∥∥∥ ξ

y ξ′

y ∥∥∥
A

α1−−−→ B1
γ1−−−→ C1

γ1−−−→ A[1]

η

y η1

y
B2

γ2−−−→ C2

ζ

y yζ1
B[1] −−−→

γ[1]
C[1],

¹ êîìóòàòèâíîþ. Äîâåäåìî, ùî γ2 � içîìîðôiçì ó ãîìîòîïi÷íié êà-
òåãîði¨. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ìîðôiçì γ′ : C2 → B2, çàäàíèé ìà-

òðèöåþ ( 1 0 0 0
0 α 1 0 ). Òîäi γ′γ2 = 1B2 , à γ2γ

′ =

(
1 0 0 0
0 0 0 0
0 α 1 0
0 0 0 0

)
. Àëå γ2γ

′ ∼ 1C2 :

ãîìîòîïiÿ γ2γ
′ − 1 ∼ 0 çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

(
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

)
(öå òàêîæ

ôàêòè÷íî ¹äèíà ïðèðîäíà ìîæëèâiñòü). Îòæå, òðåòié ñòîâï÷èê äià-

ãðàìè (2.4) ìîæíà çàìiíèòè òî÷íèì òðèêóòíèêîì C
ξ′−→ C1

η′−→ B2
ζ′−→

C[1], äå η′ = γ′η1, à ζ ′ = ζ1γ2. Çíîâ-òàêè, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
òîäi äiàãðàìà (2.3) áóäå êîìóòàòèâíîþ. �

3. Òåîðåìà Ìîðiòè
sec3

Ìè âñòàíîâèìî êðèòåðié òîãî, ùî çàäàíà êàòåãîðiÿ åêâiâàëåí-
òíà êàòåãîði¨ ìîäóëiâ, à òàêîæ êðèòåðié åêâiâàëåíòíîñòi êàòåãîðié
ìîäóëiâ íàä ðiçíèìè êiëüöÿìè (àáî àäèòèâíèìè êàòåãîðiÿìè). Íà-
ãàäà¹ìî ñïåðøó îçíà÷åííÿ ïðîåêòèâíèõ i ií'¹êòèâíèõ îá'¹êòiâ.

pro Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé P � îá'¹êò àáåëåâî¨ êàòåãîði¨ A . Íà-
ñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(1) Êîæåí åïiê α : A → P ¹ ðîçùåïëþâàíèì, òîáòî ìà¹ ïðà-
âèé îáåðíåíèé (òàêèé ìîðôiçì α′ : P → A, ùî αα′ = 1P )).

(2) ßêùî α : A → B � åïiê, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîðôiçìó γ :
P → B iñíó¹ γ′ : P → A òàêèé, ùî γ = αγ′.

ßêùî öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, îá'¹êò P çâåòüñÿ ïðîåêòèâíèì.

Äîâåäåííÿ. (2)⇒(1) Äîñòàòíüî ïîêëàñòè B = P i γ = 1P .
(1)⇒(2) Ðîçãëÿíåìî ìîðôiçì γ =

(
α −γ

)
: A ⊕ P → B. Íåõàé

γ̃ : Ã → A ⊕ P � êîÿäðî γ, α̃ = π2γ̃ i β̃ = π1γ̃, äå π1, π2 � ïðîåêöi¨
A ⊕ P , âiäïîâiäíî, íà A i íà P . Òîäi αβ̃ − γα̃ = γγ̃ = 0, òîáòî
αβ̃ = γα̃. Êðiì òîãî, îñêiëüêè α åïiê, òî é γ åïiê, à òîìó γ = Coker γ̃.
ßêùî ξα̃ = ξπ1γ̃ = 0, òî ξπ1 = ξ′γ äëÿ äåÿêîãî ξ′ : B → A ⊕ P .
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Àëå, ó ìàòðè÷íîìó çàïèñó, ξπ2 =
(
0 ξ

)
, à ξ′γ =

(
ξ′α ξ′γ

)
. Îòæå

ξ′α = 0, çâiäêè ξ′ = 0, îñêiëüêè α � åïiê, à òîäi é ξ = 0, òîáòî α̃ �
åïiê. Ç óìîâè (1) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ α̃′ òàêèé, ùî α̃α̃′ = 1P , à òîäi
γ = γα̃α̃′ = αγ′, äå γ′ = β̃α̃′. �

Âiðíèì ¹ é äóàëüíå òâåðäæåííÿ.

inj Òâåðäæåííÿ 3.2. Íåõàé I � îá'¹êò àáåëåâî¨ êàòåãîði¨ A . Íà-
ñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(1) Êîæåí ìîíiê α : A → I ¹ ðîçùåïëþâàíèì, òîáòî ìà¹ ëi-
âèé îáåðíåíèé (òàêèé ìîðôiçì α′ : I → A, ùî α′α = 1I)).

(2) ßêùî α : A → B � ìîíiê, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîðôiçìó
γ : B → I iñíó¹ γ′ : A→ I òàêèé, ùî γ = αγ′α.

ßêùî öi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, îá'¹êò P çâåòüñÿ ií'¹êòèâíèì.

Î÷åâèäíî, ÿêùî F : A → B � åêâiâàëåíòíiñòü àáåëåâèõ êàòåãî-
ðié, îá'¹êò P ∈ Ob A ïðîåêòèâíèé, à îá'¹êò I ∈ Ob A ií'¹êòèâíèé,
òî FP � òàêîæ ïðîåêòèâíèé, à FI � ií'¹êòèâíèé.

gen Îçíà÷åííÿ 3.3. ÌíîæèíàM îá'¹êòiâ êàòåãîði¨ A çâåòüñÿ ìíîæè-
íîþ òâiðíèõ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ìîðôiçìiâ α, γ : A → B, äå
α 6= γ, çíàéäåòüñÿ ìîðôiçì γ : C → A, äå C ∈ M, äëÿ ÿêîãî
α >6= γγ. ßêùî M = {M}, îá'¹êò M çâåòüñÿ òâiðíèì êàòåãîði¨ A .

Î÷åâèäíî, ÿêùî êàòåãîðiÿ A ïðåäàäèòèâíà, äîñòàòíüî ïåðåâiðè-
òè, ùî äëÿ α 6= 0 iñíó¹ γ : C → A, äëÿ ÿêîãî αγ 6= 0. ßêùî â
êàòåãîði¨ A iñíó¹ êîäîáóòîê M =

∐
C∈MC, öÿ ìíîæèíà ¹ ìíîæè-

íîþ òâiðíèõ òîäi é ëèøå òîäi, êîëè îá'¹êò M ¹ òâiðíèì. Òàêîæ
î÷åâèäíî, ùî åêâiâàëåíòíiñòü êàòåãîðié ïåðåâîäèòü ìíîæèíó òâið-
íèõ ó ìíîæèíó òâiðíèõ.

Ïðèêëàä 3.4. Ó êàòåãîði¨ ìîäóëiâ A -Mod íàä ïðåäàäèòèâíîþ êà-
òåãîði¹þ A ìíîæèíà ïðåäñòàâíèõ ôóíêòîðiâ

{
A A | A ∈ Ob A

}
¹

ìíîæèíîþ òâiðíèõ. Äiéñíî, íåõàé α : F → G � íåíóëüîâèé ìîð-
ôiçì ôóíêòîðiâ ç A -Mod. Iñíó¹ îá'¹êò A é åëåìåíò a ∈ F (A), äëÿ
ÿêîãî α(A)a 6= 0. Öåé åëåìåíò âèçíà÷à¹ ìîðôiçì γ : A A → F , ïðè
ÿêîìó a = γ(A)1A. Òîäi αγ(A)1A = α(A)a 6= 0, òîáòî αγ 6= 0.
Çîêðåìà, â êàòåãîði¨ ìîäóëiâ íàä êiëüöåì A ðåãóëÿðíèé ìîäóëü

AA ¹ òâiðíèì.

genab Òâåðäæåííÿ 3.5. Íåõàé A � àäèòèâíà êàòåãîðiÿ, â ÿêié êîæíà
ñiì'ÿ îá'¹êòiâ ìà¹ êîäîáóòîê. Ìíîæèíà M ¹ ìíîæèíîþ òâiðíèõ
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà A ∈ Ob A iñíó¹ åïiê∐

C∈SC → A, äå S � äåÿêà ñiì'ÿ îá'¹êòiâ ç ìíîæèíè M.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, öÿ óìîâà ¹ äîñòàòíüîþ. Íàâïàêè, íåõàé M �
ìíîæèíà òâiðíèõ i A � äîâiëüíèé îá'¹êò. Äëÿ êîæíîãî ìîðôiçìó
α : A → B ôiêñó¹ìî ìîðôiçì βα : Mα → A, äëÿ ÿêîãî αβα 6= 0.
Ïîçíà÷èìî M =

∐
αMα. Òîäi HomA (M,A) =

∏
α HomA (Mα, A).
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Ðîçãëÿíåìî ìîðôiçì β : M → A, êîìïîíåíòè ÿêîãî � öå βα. Äëÿ
êîæíîãî ìîðôiçìó β : A → B êîìïîíåíòà ç íîìåðîì α ìîðôiçìó
αβ � öå αβα 6= 0. Îòæå αβ 6= 0 i β � öå åïiê. �

genres Ëåìà 3.6 (Ëåìà ïðî ðåçîëüâåíòè). Íåõàé A � àáåëåâà êàòåãîðiÿ.

(1) Çà óìîâ Òâåðäæåííÿ 3.5 äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà A ∈ A iñíó¹
òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü

resolvresolv (3.1) . . . Cn
dn−→ Cn−1 . . .

d2−→ C1
d1−→ C0

d0−→ A→ 0,

äå âñi îá'¹êòè Ci ¹ êîäîáóòêàìè îá'¹êòiâ ç ìíîæèíè M.

Òàêà ïîñëiäîâíiñòü çâåòüñÿ M-ðåçîëüâåíòîþ îá'¹êòà A.

(2) Ïðèïóñòèìî, ùî âñi îá'¹êòè ç M ïðîåêòèâíi. Íåõàé (3.1)
� M-ðåçîëüâåíòà îá'¹êòà A, à

. . . C ′n
d′n−→ C ′n−1 . . .

d′2−→ C ′1
d′1−→ C ′0

d′0−→ A′ → 0

� äîâiëüíà òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü. Äëÿ êîæíîãî ìîðôiçìó
α : A → A′ iñíóþòü ìîðôiçìè αi : Ci → C ′i, ÿêi ðîáëÿòü
äiàãðàìó

. . . // Cn
dn //

αn

��

Cn−1

dn−1 //

αn−1

��

. . .
d2 // C1

d1 //

α1

��

C0
d0 //

α0

��

A //

α
��

0

· · ·

. . . // C ′n
d′n // C ′n−1 d′n−1

// . . .
d′2 // C ′1

d′1 // C ′0
d′0 // A′ // 0

êîìóòàòèâíîþ.

Íàáið {αi} çâåòüñÿ ïðîäîâæåííÿì ìîðôiçìó α íàM-ðåçîëüâåíòó.

(3) ßêùî â óìîâàõ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó {αi} i {α′i} � äâà ïðî-
äîâæåííÿ ìîðôiçìó α íà ðåçîëüâåíòó, òî iñíóþòü ìîðôi-
çìè si : Ci → C ′i+1 òàêi, ùî α0 − α′0 = d′1s0 i αi − α′i =
d′i+1si + si−1di äëÿ âñiõ i > 0.

Iíàêøå êàæó÷è, öi äâà ïðîäîâæåííÿ ãîìîòîïíi â êàòåãîði¨
êîìïëåêñiâ.

Äîâåäåííÿ. (1) � áåçïîñåðåäíié íàñëiäîê Òâåðäæåííÿ 3.5.

(2) Ïîçíà÷èìî ξn : Bn → C ′n ÿäðî d′n, à ηn : C ′n+1 → Bn îáðàç
d′n+1 (òî÷íiñòü îçíà÷à¹, ùî îá'¹êò B ìîæíà ââàæàòè ñïiëüíèì).
Îñêiëüêè C0 ïðîåêòèâíèé, à d′0 åïiê, iñíó¹ ìîðôiçì α0 : C0 → C ′0
òàêèé, ùî αd0 = d′0α0. Äàëi ïîáóäîâó ìîðôiçìiâ αi ïðîâåäåìî ðå-
êóðñèâíî. Ïðèïóñòèìî, ùî α0, α1, . . . , αn âæå ïîáóäîâàíi. Îñêiëüêè
d′nαndn+1 = αn−1dndn+1 = 0, iñíó¹ ìîðôiçì βn : Cn+1 → Bn òàêèé,
ùî αndn+1 = ξnβn. Îñêiëüêè Cn+1 ïðîåêòèâíèé, à ηn � åïiê, iñíó¹
αn+1 òàêèé, ùî βn = ηnαn+1. Çâiäñè d′n+1αn+1 = ξnηnαn+1 = ξnβn =
αndn+1. Îòæå ìè ïîáóäóâàëè íàñòóïíèé ìîðôiçì, ùî é çàâåðøó¹
äîâåäåííÿ.
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(3) Ìè çáåðiãà¹ìî ïîçíà÷åííÿ ç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó äîâåäåí-
íÿ. Íàáið {γi}, äå γi = αi − α′i, ¹ ïðîäîâæåííÿì íóëüîâîãî ìîðôi-
çìó. Çîêðåìà, d′0γ0 = 0, òîìó γ0 = ξ0β0, äå β0 : 0 → B0. Îñêiëü-
êè C0 ïðîåêòèâíèé, β0 = η0s0 äëÿ äåÿêîãî s0 : C0 → C ′1. Çâiäñè
γ0 = ξ0η0s0 = d′0s0. Äàëi çíîâ-òàêè áóäó¹ìî si ðåêóðñèâíî. ßêùî
s0, s1, . . . , sn âæå ïîáóäîâàíi, òî d′n+1(γn+1 − sndn+1) = d′n+1γn+1 −
d′n+1sndn+1 = γndn+1−γndn+1 +sn−1dndn+1 = 0. Òîìó γn+1−sndn+1 =
ξn+1βn äëÿ äåÿêîãî βn : Cn+1 → Bn+1. Ç ïðîåêòèâíîñòi Cn+1 âèïëè-
âà¹, ùî βn+1 = ηn+1sn+1 äëÿ äåÿêîãî sn+1 : Cn+1 → Cn+2. Îòæå
γn+1 − sndn+1 = ξn+1ηn+1sn+1 = d′n+1sn+1, òîáòî íàñòóïíèé ìîðôiçì
ïîáóäîâàíî. �

com Îçíà÷åííÿ 3.7. Îá'¹êò C ∈ A çâåòüñÿ êîìïàêòíèì, àáî ìàëèì,
ÿêùî êîæíîãî ðàçó, êîëè iñíó¹ êîäîáóòîê

∐
A∈AA äåÿêî¨ ñiì'¨ A

îá'¹êòiâ ç A , êàíîíi÷íå âiäîáðàæåííÿ θ(C,A) :
∐

A∈A Hom(C,A) →
Hom(C,

∐
A∈AA), ÿêå ïåðåâîäèòü íàáið (αA) â

∑
A εAαA ¹ ái¹êòèâ-

íèì.

Çàóâàæèìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ çàâæäè ¹ ií'¹êòèâíèì, òîìó ïå-
ðåâiðÿòè òðåáà ëèøå éîãî ñþð'¹êòèâíiñòü. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî
ÿêùî α =

∑
A εAαA, òî αA = πAα, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî α =

∑
A εAπAα,

ïðè÷îìó πAα = 0 ìàéæå äëÿ âñiõ A.

Ïðèêëàä 3.8. ßêùî ìîäóëü C ∈ A -Mod ìà¹ ñêií÷åííó ìíîæèíó
òâiðíèõ { 1, 2, . . . ,m }, âií ¹ êîìïàêòíèì îá'¹êòîì ó êàòåãîði¨ ìîäó-
ëiâ. Äiéñíî, íåõàé ci ∈ C(Xi), à α : → S =

∐
A∈AA � äîâiëü-

íèé ìîðôiçì. Ïîçíà÷èìî ai = α(Xi)ci ∈ S(Xi). Îñêiëüêè S(Xi) =∐
A∈AA(Xi), iñíó¹ ñêií÷åííèé íàáið {A1, A2, . . . , An } ⊆ A òàêèé, ùî

êîæåí åëåìåíò ai íàëåæèòü ïiäãðóïi
⊕n

j=1 Aj(Xi). Àëå òîäi Imα ⊆⊕n
j=1 Hom(C,Ai), à òîìó α =

∑n
j=1 εAj

πAj
α, òîáòî α ∈ Im γ(C,A).

Çàóâàæåííÿ 3.9. Òå, ùî ìîäóëü ìà¹ ñêií÷åííó ìíîæèíó òâiðíèõ ¹
äîñòàòíüîþ, àëå íå íåîáõiäíîþ óìîâîþ òîãî, ùî âiä ¹ êîìïàêòíèì
â êàòåãîði¨ ìîäóëiâ. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî âîíî, òèì íå
ìåíø, ¹ íåîáõiäíèì, ÿêùî ìîäóëü ¹ ïðîåêòèâíèì.

profin Òâåðäæåííÿ 3.10. Ïðîåêòèâíèé ìîäóëü P ¹ êîìïàêòíèì òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè âií ìà¹ ñêií÷åííó ìíîæèíó òâiðíèõ.

Äîâåäåííÿ. Êîæåí ìîäóëü içîìîðôíèé ôàêòîðó êîäîáóòêó ïðåä-
ñòàâíèõ ìîäóëiâ, îòæå iñíó¹ åïiê α : M =

∐
A∈S A A → P . Îñêiëüêè

P ïðîåêòèâíèé, iñíó¹ α′ : P → M , äëÿ ÿêîãî αα′ = 1P . ßêùî P
êîìïàêòíèé, α′ =

∑n
i=1 εAi

α′i äëÿ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó ìîð-
ôiçìiâ α′i : P → Ai, äå Ai ∈ S. Òîäi α = 1Pα =

∑n
i=1 αiα

′
i, äå

αi = αεi : A Ai → P . Îòæå, Imα ⊆
∑n

i=1 Imαi. Îñêiëüêè êîæåí
Imαi ïîðîäæåíèé îäíèì åëåìåíòîì αi(Ai)1Ai

, ìîäóëü P ¹ ñêií÷åí-
íî ïîðîäæåíèì. �
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progen Íàñëiäîê 3.11. Â êàòåãîði¨ ìîäóëiâ íàä àäèòèâíîþ êàòåãîði¹þ
A ¹ ìíîæèíà òâiðíèõ P òàêà, ùî âñi ìîäóëi ç P ïðîåêòèâíi é
êîìïàêòíi, à ïîâíà ïiäêàòåãîðiÿ çi ìíîæèíîþ îá'¹êòiâ P åêâiâà-
ëåíòíà A op.

Íàñòóïíà òåîðåìà, iäåÿ ÿêî¨ íàëåæèòü Ìîðiòi, ¹ îáåðíåíîþ äî
Íàñëiäêó 3.11.

morita Òåîðåìà 3.12. Íåõàé C � àáåëåâà êàòåãîðiÿ, â ÿêié iñíóþòü äî-
âiëüíi êîäîáóòêè. Êàòåãîðiÿ C ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî êàòåãîði¨ ìî-
äóëiâ íàä äåÿêîþ àäèòèâíîþ êàòåãîði¨ A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
â íié ¹ ìíîæèíà òâiðíèõ P, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðîåêòèâíèõ êîì-
ïàêòíèõ îá'¹êòiâ, ïðè÷îìó ïîâíà ïiäêàòåãîðiÿ P ç ìíîæèíîþ
îá'¹êòiâ P åêâiâàëåíòíà A op.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü öèõ óìîâ � öå Íàñëiäîê 3.11. Äîâåäåìî
äîñòàòíiñòü. Îòæå, íåõàé öi óìîâè âèêîíàíî. Î÷åâèäíî, ìîæíà ââà-
æàòè, ùî A = Pop. Äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà A ∈ C ðîçãëÿíåìî Pop-
ìîäóëü PA : Pop → Ab, ÿêèé ¹ îáìåæåííÿì íà P ïðåäñòàâíî-
ãî ìîäóëÿ CA, òîáòî PA(P ) = HomC (P,A). Öå âèçíà÷à¹ ôóíêòîð
F : C →Pop-Mod. Ïåðåâiðèìî, ùî âií ¹ ñòðîãèì, ïîâíèì i ùiëüíèì.
Çàóâàæèìî, ùî öåé ôóíêòîð çáåðiãà¹ äîáóòêè é êîäîáóòêè (îñòàííi
� îñêiëüêè âñi îá'¹êòè P ∈ P ¹ êîìïàêòíèìè), à îñêiëüêè âñi P ¹
ïðîåêòèâíèìè, öåé ôóíêòîð ¹ òî÷íèì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P̃ ìíîæèíó
âñiõ êîäîáóòêiâ îá'¹êòiâ ç P. Êàòåãîðiþ Pop-Mod ïîçíà÷èìî ÷åðåç
M .

F ¹ ñòðîãèì:

Äiéñíî, íåõàé α : A → B � íåíóëüîâèé ìîðôiçì. Îñêiëüêè P �
ìíîæèíà òâiðíèõ, çíàéäåòüñÿ ìîðôiçì β : P → A òàêèé, ùî αβ 6= 0
i P ∈ P. Òîäi F(α) = PA(α) = αβ 6= 0.1

F ¹ ùiëüíèì:

Íåõàé M � äîâiëüíèé Pop-ìîäóëü. Îñêiëüêè ïðåäñòàâíi ôóíêòîðè
PP , äå P ∈ F, óòâîðþþòü ìíîæèíó òâiðíèõ äëÿ êàòåãîði¨ ìîäóëiâ,
iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü PQ

ϕ−→PP →M → 0, äå P i Q íàëåæàòü
P̃: P =

∐
j Pj i Q =

∐
iQi (Íàñëiäîê 3.6). Òîäi PP =

∐
j PPj

, à
PQ =

∐
i PQi

, çâiäêè

HomM (PQ,PP ) '
∏
i

HomM (PQ,PPi
) '

'
∏
i

∐
j

HomM (PQj
,PPi

) '
∏
i

∐
j

HomC (Qj, Pi) '

'
∏
i

HomC (Q,Pi) ' HomC (Q,P ).

eq31eq31 (3.2)

1Çàóâàæèìî, ùî òóò ìè êîðèñòóâàëèñÿ ëèøå òèì, ùî P � ìíîæèíà òâiðíèõ.
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Îòæå, ϕ = Pα äëÿ äåÿêîãî α : Q→ P . Òîäi M = Cokerϕ 'PC , äå
C = Cokerα, îñêiëüêè ôóíêòîð F ¹ òî÷íèì.

F ¹ ïîâíèì:

Ç ôîðìóë (3.2) âèäíî, ùî âiäîáðàæåííÿ HomC (Q,P )→ HomM (FP, FQ)

¹ ái¹êòèâíèì, ÿêùî P,Q ∈ P̃. Íåõàé α : PA → PB � äîâiëüíèé

ìîðôiçì ìîäóëiâ. Iñíóþòü òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi Q
d1−→ P

d0−→ A → 0

i Q′
d′1−→ P ′

d′0−→ B → 0, â ÿêèõ P,Q, P ′, Q′ íàëåæàòü P̃. Ôóíêòîð F

ïåðåâîäèòü ¨õ ó òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi FQ
Fd1−−→ FP

Fd0−−→ FA → 0 i

FQ′
Fd′1−−→ FP ′

Fd′0−−→ FB → 0. Îñêiëüêè ìîäóëi FP i FQ ïðîåêòèâíi,
ìîðôiçì α ïðîäîâæó¹òüñÿ äî êîìóòàòèâíî¨ äiàãðàìè

eq32eq32 (3.3)

FQ
Fd1−−−→ FP

Fd0−−−→ FA −−−→ 0

α1

y α0

y yα
FQ′

Fd′1−−−→ FP ′
Fd′0−−−→ FB −−−→ 0

Iñíóþòü òàêi ìîðôiçìè β0 : P → P ′ i β1 : Q → Q′, ùî α1 = Fβ1 i
α0 = Fβ0. Îñêiëüêè F ñòðîãèé, îäåðæèìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

Q
d1−−−→ P

d0−−−→ A −−−→ 0

β1

y β0

y
Q′

d′1−−−→ P ′
d′0−−−→ B −−−→ 0

Â íié d′0β0d1 = d′0d
′
1β1. Òîìó d′0β0 = βd0 äëÿ äåÿêîãî β : A → B

(îñêiëüêè d0 � êîÿäðî d1). Òîìó, ÿêùî â äiàãðàìi (3.3) çàìiíèòè
α íà Fβ, âîíà çàëèøèòüñÿ êîìóòàòèâíîþ. Îñêiëüêè Fd0 åïiê, à
α(Fd0) = (Fβ)(Fd0), çâiäñè Fβ = α. �

morita-ring Íàñëiäîê 3.13. Àáåëåâà êàòåãîðiÿ C åêâiâàëåíòíà êàòåãîði¨ ìî-
äóëiâ íàä äåÿêèì êiëüöåì A òîäi é ëèøå òîäi, êîëè â êàòåãî-
ði¨ C iñíó¹ êîìïàêòíèé ïðîåêòèâíèé òâiðíèé P òàêèé, ùî A '
(EndC P )op.

ßêùî, ó ñâîþ ÷åðãó, C = B-Mod � êàòåãîðiÿ ìîäóëiâ íàä êiëüöåì
B, ìîæíà óòî÷íèòè âèãëÿä ôóíêòîðà F : B-Mod → A-Mod, ÿêèé
âñòàíîâëþ åêâiâàëåíòíiñòü B-Mod ' A-Mod i éîãî êâàçiîáåðíåíîãî
F′ : A-Mod→ B-Mod. Äëÿ öüîãî âñòàíîâèìî òàêèé ôàêò.

tensor Ëåìà 3.14. Íåõàé F : A-Mod → B-Mod � íåïåðåðâíèé ñïðàâà
ôóíêòîð,2 M = FA. Òîäi F 'M ⊗A _.
Òóò M ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ÿê B-A-áiìîäóëü, íà ÿêîìó äiÿ åëåìåíòà

a ∈ A âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê çàñòîñóâàííÿ ãîìîìîðôiçìó F (·a), äå ·a :
A→ A � ìíîæåííÿ ïðàâîðó÷ íà åëåìåíò a.

2Íàãàäà¹ìî, ùî íåïåðåðâíèé ñïðàâà � öå òî÷íèé ñïðàâà ôóíêòîð, ÿêèé çáå-

ðiãà¹ êîäîáóòêè.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî N � äîâiëüíèé A-ìîäóëü, x ∈ N , ïîçíà÷èìî
·x : A → N ãîìîìîðôiçì b 7→ bx. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ
x 7→ ·x � öå içîìîðôiçì N

∼→ HomA(A, N). Ôóíêòîð F iíäóêó¹
âiäîáðàæåííÿ HomA(A, N) → HomB(M,FN). Âèçíà÷èìî ìîðôiçì
φ : M⊗A_→ F , ïîêëàâøè φ(N)(y⊗x) = F (·x)(y), äå x ∈ N, y ∈M .
Âiäîáðàæåííÿ φ(A) ¹ içîìîðôiçìîì çà ïîáóäîâîþ. Îñêiëüêè îáèäâà
ôóíêòîðèM⊗A_ i F íåïåðåðâíi ñïðàâà, F (P ) ¹ içîìîðôiçìîì äëÿ
êîæíîãî âiëüíîãî A-ìîäóëÿ P . ßêùî N � äîâiëüíèé A-ìîäóëü,
iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü Q → P → N → 0, äå Q i P � âiëüíi
ìîäóëi. Âîíà iíäóêó¹ êîìóòàòèâíó äiàãðàìó ç òî÷íèìè ðÿäêàìè

M ⊗A Q −−−→ M ⊗A P −−−→ M ⊗A N −−−→ 0

φ(Q)

y φ(P )

y yφ(M)

FQ −−−→ FP −−−→ FN −−−→ 0

Â íié ïåðøi äâà âåðòèêàëüíi âiäîáðàæåííÿ � içîìîðôiçìè. Òîìó é
φ(N) � içîìîðôiçì. �

adjfun Íàñëiäîê 3.15. Íåõàé (F,G) � ñïðÿæåíà ïàðà ôóíêòîðiâ, äå F :
A-Mod → B-Mod, à G : B-Mod → A-Mod. Òîäi F ' M ⊗A _, à
G ' HomB(M,_ ), äå M = FA.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ïðî ôóíêòîð F âèïëèâà¹ ç Ëåìè 3.14, îñêiëü-
êè ëiâèé ñïðÿæåíèé ôóíêòîð çàâæäè ¹ íåïåðåðâíèì ñïðàâà. Ïiñëÿ
öüîãî òâåðäæåííÿ ïðî G âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ñïðÿæåíèì äîM⊗A_
¹ HomB(M,_ ). �

morita-rings Íàñëiäîê 3.16. (1) Íåõàé F : A-Mod→ B-Mod �åêâiâàëåíòíiñòü
êàòåãîðié. Òîäi
(a) F 'M ⊗A _, äå M = FA.
(b) M ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì ïðîåêòèâíèì B-ìîäóëåì, à

òàêîæ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì ïðîåêòèâíèìAop-ìîäóëåì.
(c) Êàíîíi÷íi âiäîáðàæåííÿB → EndAM òà Aop → EndBM

¹ içîìîðôiçìàìè.
(d) HomA(M,A) ' HomB(M,B) ÿê A-B-áiìîäóëi.

Íàäàëi öåé áiìîäóëü ïîçíà÷àòèìåìî M∨.
(e) Ôóíêòîð M∨ ⊗B _ ¹ êâàçiîáåðíåíèì äî F .

(2) Íàâïàêè, íåõàé M � òàêèé B-A-áiìîäóëü, ùî ìàþòü ìi-
ñöå âëàñòèâîñòi (b) i (c) ç ïóíêòó (1). Òîäi ôóíêòîð F =
M ⊗A _ : A-Mod → B-Mod ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ. Îòæå,
ìàþòü ìiñöå é iíøi âëàñòèâîñòi ç ïóíêòó (1).

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé F ′ � êâàçiîáåðíåíèé äî F . Òîäi (F, F ′) i (F ′, F )
� ñïðÿæåíi ïàðè, òîìó F ' M ⊗A _, à F ′ ' HomB(M,_ ), äå
M = FA, i òàêîæ F ′ 'M ′⊗B_, à F ' HomA(M ′,_), äåM ′ = F ′B.
Áiëüø òîãî, M � ñêií÷åííîïîðîäæåíèé ïðîåêòèâíèé B-ìîäóëü, à
M ′ � ñêií÷åííîïîðîäæåíèé ïðîåêòèâíèé A-ìîäóëü, EndBM ' A,
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à EndAM
′ ' B. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êàíîíi÷íi ìîðôiçìè ôóíêòî-

ðiâ HomB(M,B) ⊗B _→ HomB(M,_ ) ' F ′ òà HomA(M ′,A) ⊗A

_→ HomA(M ′,_ ) ' F � öå içîìîðôiçìè. Çâiäñè, çîêðåìà, M ′ '
HomB(M,B), à M ' HomA(M ′,A). Òîìó M ′ ¹ ñêií÷åííîïîðîäæå-
íèì ïðîåêòèâíèì ïðàâèì B-ìîäóëåì, à M ¹ ñêií÷åííîïîðîäæåíèì
ïðîåêòèâíèì ïðàâèì A-ìîäóëåì, ïðè÷îìó M ' HomB(M ′,B), à
M ′ ' HomA(M,A), i òàêîæ EndAM ' EndAM

′ ' B, à EndBM
′ '

EndBM ' A. Öèì äîâåäåíi âñi íåîáõiäíi òâåðäæåííÿ.

(2) Íåõàé âëàñòèâîñòi (b) i (c) âèêîíàíi. Òîäi ìîäóëüM ¹ ïðÿìèì
äîäàíêîì ñêií÷åííîïîðîäæåíîãî âiëüíîãî ïðàâîãîA-ìîäóëÿ:Am =
M⊕N . Çàñòîñóâàâøè ôóíêòîð HomA(_,M), îäåðæèìîMm ' B⊕
N ′, îñêiëüêè HomA(M,M) ' B. Îòæå, M � òâiðíèé ó êàòåãîði¨ B-
ìîäóëiâ, à òîäi ôóíêòîð HomB(M,_) ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ êàòåãîðié
B-Mod òà A-Mod, à éîãî êâàçiîáåðíåíèì ¹ ôóíêòîð M ⊗A _. �

wmorita Òåîðåìà 3.17. Ïðèïóñòèìî, ùî àáåëåâà êàòåãîðiÿ C ìà¹ äîâiëüíi
êîäîáóòêè i ìíîæèíó ïðîåêòèâíèõ òâiðíèõ. Òîäi iñíó¹ åêâiâàëåí-
òíiñòü F : C

∼→ R-fpr äëÿ äåÿêîãî êiëüöÿ R.

4. Ií'¹êòèâíi îáîëîíêè
sec4

Íàäàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äåÿêó àáåëåâó êàòåãîðiþ C . ßêùî çàäàíî
äâà ìîðôiçìè α : A→ B i α′ : A′ → B, ðîçãëÿíåìî ÿäðî γ : Ã→ A⊕
A′ ìîðôiçìó απ1 − α′π2 : A⊕A′ → B i ïîçíà÷èìî α̃ = π2γ : Ã→ A′

i α̃′ = π1γ : Ã→ A. Òîäi ìà¹ìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

e41e41 (4.1)

Ã
α̃′−−−→ A

α̃

y yα
A′ −−−→

α′
B

Öþ äiàãðàìó çâóòü âiäòÿãóâàííÿì (�pull-back�) ïàðè ìîðôiçìiâ (α, α′).
Ìîðôiçì α̃ (α̃′) çâóòü âiäòÿãóâàííÿì α âçäîâæ α′ (âiäïîâiäíî, âiä-
òÿãóâàííÿì α′ âçäîâæ α).

41 Òâåðäæåííÿ 4.1. ßêùî (4.1) � äiàãðàìà âiäòÿãóâàííÿ, òî
(1) αα̃′ = α′α̃;
(2) ÿêùî αξ′ = α′ξ äëÿ äåÿêèõ ìîðôiçìiâ ξ : X → A′ òà ξ′ :

X → A, òî iñíó¹ ¹ëèíèé ìîðôiçì β : X → Ã òàêèé, ùî
ξ = α̃β, à ξ′ = α̃′β.

Äîâåäåííÿ. (1) âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ìîðôiçìiâ γ, α̃ i α̃′.
(2) ßêùî αξ′ = α′ξ, òî (απ1 − α′π2)(ι1ξ

′ + ι2ξ) = 0, îòæå ι1ξ′ +
ι2ξ = γβ. Äîìíîæèâøè íà π1 òà π2, îäåðæèìî ξ′ = π1γβ = α̃′β i
ξ = α̃β. �

42 Ëåìà 4.2. Ó äiàãðàìi âiäòÿãóâàííÿ (4.1)
(1) ÿêùî α ìîíiê, òî é α̃ ìîíiê;
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(2) ÿêùî α åïiê, òî é α̃ åïiê.

Äîâåäåííÿ. (1) ßêùî α̃ξ = 0, òî é αα̃′ξ = α′α̃ξ = 0, òîìó α̃′ξ = 0,
òîáòî π2γξ = π1γξ = 0. Îñêiëüêè ι1π1 + ι2π2 = 1A⊕A′ , çâiäñè γξ = 0
i ξ = 0.

(2) ßêùî α åïiê, òî é απ1−α′π2 åïiê. Äiéñíî, ÿêùî ξ(απ1−α′π2) =
0, òî, äîìíîæèâøè íà ι1, îäåðæèìî ξα = 0, çâiäêè α = 0. Òîìó
απ1−α′π2 � êîÿäðî γ. ßêùî ηα̃ = ηπ2γ = 0, òî ηπ2 = η′(απ1−α′π2)
äëÿ äåÿêîãî η′. Äîìíîæèâøè íà ι1, îäåðæèìî η′α = 0, çâiäêè η′ = 0
é η = 0. �

Â äóàëüíèé ñïîñiá âèçíà÷à¹òüñÿ äiàãðàìà âèøòîâõóâàííÿ (�push-
out�) äëÿ ïàðè ìîðôiçìiâ α : B → A i α′ : B → A′. Ñàìå, ïîçíà÷èìî
÷åðåç γ : A⊕A′ → Ã êîÿäðî ìîðôiçìó ι1α− ι2α′, α̃ = γι2, α̃′ = γι1.
Âèøòîâõóâàííÿì ïàðè (α, α′) çâåòüñÿ äiàãðàìà

e42e42 (4.2)

B
α−−−→ A

α′

y yα̃′
A′ −−−→

α̃
Ã

Âëàñòèâîñòi âèøòîâõóâàííÿ, äóàëüíi äî âëàñòèâîñòåé âiäòÿãóâà-
ííÿ, âèïëèâàþòü ç îñòàííiõ, çàñòîñîâàíèõ äî äóàëüíî¨ êàòåãîði¨.
Âòiì, êîðèñíà âïðàâà � äîâåñòè ¨õ áåçïîñåðåäíüî.

43 Òâåðäæåííÿ 4.3. ßêùî (4.2) � äiàãðàìà âèøòîâõóâàííÿ, òî

(1) α̃′α = α̃α′;
(2) ÿêùî ξ′α = ξα′ äëÿ äåÿêèõ ìîðôiçìiâ ξ : A′ → X òà ξ′ :

A → X, òî iñíó¹ ¹ëèíèé ìîðôiçì β : Ã → X òàêèé, ùî
ξ = βα̃, à ξ′ = βα̃′.

44 Ëåìà 4.4. Ó äiàãðàìi âèøòîâõóâàííÿ (4.2)

(1) ÿêùî α ìîíiê, òî é α̃ ìîíiê;
(2) ÿêùî α åïiê, òî é α̃ åïiê.

essential Îçíà÷åííÿ 4.5. Íåõàé α : A→ B � ìîíiê. Êàæóòü, ùî α � iñòî-
òíèé, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî ìîíiêà α′ : A′ → B âiäòÿ-
ãóâàííÿ ïàðè (α, α′) ¹ íåíóëüîâèì.
Î÷åâèäíî, êîæåí içîìîðôiçì ¹ iñòîòíè çàíóðåííÿì. Òàêi iñòîòíi

çàíóðåííÿ íàçâåìî òðèâiàëüíèìè.

ßêùî C = A -Mod � êàòåãîðiÿ ìîäóëiâ íàä äåÿêîþ ïðåäàäè-
òèâíîþ êàòåãîði¹þ A , M i M ′ � ïiäìîäóëi â N , à α : M → N i
α′ : M ′ → N � ¨õ çàíóðåííÿ, ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäòÿãóâàííÿ ïàðè
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(α, α′) � öå äiàãðàìà

M ∩M ′ α̃′−−−→ M

α̃

y yα
M ′ −−−→

α′
N

â ÿêié α̃ i α̃′ � òåæ çàíóðåííÿ ïiäìîäóëiâ. Îòæå, çàíóðåííÿM → N
¹ iñòîòíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè M ∩M ′ 6= 0 äëÿ äîâiëüíîãî
íåíóëüîâîãî ïiäìîäóëÿ M ′ ⊆ N .

injenv Îçíà÷åííÿ 4.6. Iñòîòíå çàíóðåííÿ α : A→ Q, äå Q � ií'¹êòèâíèé
îá'¹êò, çâåòüñÿ ií'¹êòèâíîþ îáîëîíêîþ îá'¹êòà A.

45 Òâåðäæåííÿ 4.7. ßêùî α : A → Q i β : A → Q′ � ií'¹êòèâíi
îáîëîíêè îá'¹êòà A, òî iñíó¹ içîìîðôiçì γ : Q → Q′ òàêèé, ùî
β = γα.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè α ìîíiê, à Q′ ií'¹êòèâíèé, iñíó¹ γ : Q → Q′

òàêèé, ùî β = γα. Íåõàé α′ : A′ → Q � ÿäðî γ. Öå òàêîæ ìîíiê.
ßêùî α′ 6= 0, âiäòÿãóâàííÿ ïàðè (α, α′) íåíóëüîâå, ùî íåìîæëèâî,
áî òîäi βα̃′ = γαα̃′ = γα′α̃ = 0, çâiäêè α̃′ = 0, à α̃′ ¹ ìîíiêîì çà
ëåìîþ 4.2. Îòæå, γ � ìîíiê, à òîäi Q′ = Im γ ⊕ Q′′ äëÿ äåÿêîãî
ïiäìîäóëÿ Q′′, ïðè÷îìó Im β ⊆ Im γ. Çâiäñè Im β ∩Q′′ = 0 i Q′′ = 0,
òîáòî γ � içîìîðôiçì. �

Áóäåìî òåïåð ðîçãëÿäàòè êàòåãîðiþ ìîäóëiâ A -Mod íàä äåÿêîþ
ïðåäàäèòèâíîþ êàòåãîði¹þ A .

46 Ëåìà 4.8. Ìîäóëü Q ¹ ií'¹êòèâíèì òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií
íå ìà¹ iñòîòíèõ çàíóðåíü, êðiì òðèâiàëüíèõ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Q ií'¹êòèâíèé i Q ⊆ M , òî M = Q ⊕ Q′ äëÿ
äåÿêîãî Q′ ⊆ M . Òîäi Q ∩ Q′ = 0, îòæå, ÿêùî çàíóðåííÿ iñòîòíå,
Q′ = 0 i Q = M , òîáòî öå � òðèâiàëüíå iñòîòíå çàíóðåííÿ.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî Q íå ìà¹ iñòîòíèõ çàíóðåíü i Q ⊆M . Òî-

äi iñíóþòü íåíóëüîâi ïiäìîäóëi M ′ ⊆ M , äëÿ ÿêèõ M ∩ M ′ = 0.
Î÷åâèäíî, îá'¹äíàííÿ äîâiëüíîãî ëàíöþãà òàêèõ ïiäìîäóëiâ çíîâó
ìà¹ öþ âëàñòèâiñòü. Çà ëåìîþ Öîðíà iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé M ′ ñå-
ðåä ìîäóëiâ, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ç M ïî íóëþ. Òîäi îáìåæåííÿ íà
Q ñþð'¹êöi¨ M → M/M ′ � ìîíiê. ßêùî öå íå åïiê, çíàéäåòüñÿ íå-
íóëüîâèé ïiäìîäóëü L̄ ⊆ M/M ′ ÿêèé íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç îáðàçîì
Q. ßêùî L � ïðîîáðàç L̄ â M , òî L ∩ Q = 0, ïðè÷îìó L ñòðîãî
áiëüøå çà M ′, ùî íåìîæëèâî. Òîìó Q → M/M ′ � içîìîðôiçì, à
òîäi M = Q⊕M ′. Îòæå Q ií'¹êòèâíèé. �

47 Òåîðåìà 4.9. Â êàòåãîði¨ ìîäóëiâ A -Mod êîæåí ìîäóëü ìà¹ ií'-
¹êòèâíó îáîëîíêó.
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Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM ⊆ Q, äå Q � ií'¹êòèâíèé ìîäóëü. Iñíóþòü ïiä-
ìîäóëi M ′ ⊇M , äëÿ ÿêèõ çàíóðåííÿ M ↪→M ′ iñòîòíå (íàïðèêëàä,
ñàìîM). Çíîâó ç ëåìè Öîðíà âèïëèâà¹, ùî ñåðåä òàêèõ ïiäìîäóëiâ
¹ ìàêñèìàëüíèé N . ßêùî N ⊆ N ′ � iñòîòíå çàíóðåííÿ, òî iñíó¹
ìîðôiçì α : N ′ → Q, òîòîæíèé íà N . Òîäi Kerα ∩ N = 0, îòæå
é Kerα = 0 i N ′ ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê ïiäìîäóëü â Q, ïðè÷îìó
çàíóðåííÿ M ↪→ N ′ òàêîæ iñòîòíå. Ç ìàêñèìàëüíîñòi N âèïëè-
âà¹, ùî N ′ = N , òîáòî çàíóðåííÿ N ↪→ N ′ òðèâiàëüíå. Îòæå N
íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ iñòîòíèõ çàíóðåíü, à òîìó âií ií'¹êòèâíèé çà
ëåìîþ 4.8. �

5. Òåîðåìà Ìiò÷åëà ïðî çàíóðåííÿ
sec5

mitchel Òåîðåìà 5.1 (Ìiò÷åë). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ àáåëåâî¨ êàòåãîði¨ A iñíó¹
ïîâíå òî÷íå çàíóðåííÿ A → R-Mod äëÿ äåÿêîãî êiëüöÿ R.

Äîâåäåííÿ. Ó êàòåãîði¨ ìîäóëiâ A -Mod ðîçãëÿíåìî äâi ïîâíi ïiä-
êàòåãîði¨:

• A -Mon � ïiäêàòåãîðiþ ìîíîìîäóëiâ, òîáòî òàêèõ ìîäóëâ
M , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîíiêà α : A → A′ âiäîáðàæåííÿ
Mα : MA → MA′ òàêîæ ¹ ìîíiêîì. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî
0 6= a ∈MA i α : A→ A′ � ìîíiê, òî αa 6= 0.
• A -Lex � ïiäêàòåãîðiþ òî÷íèõ çëiâà ìîäóëiâ (ôóíêòîðiâA →
Ab).

Çàóâàæèìî, ùî ïðåäñòàâíi ìîäóëi A A ¹ òî÷íèìè çëiâà, òîìó A 7→
A A äà¹ ïîâíå çàíóðåííÿ A op → A -Lex. Íàøà ìåòà � äîâåñòè, ùî
êàòåãîðiÿ (A -Lex)op ¹ àáåëåâîþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 3.17,
à çàíóðåííÿ A op → A -Lex ¹ òî÷íèì. (Çàóâàæèìî, ùî çàíóðåííÿ
A op → A -Mod íå ¹ òî÷íèì). Ïiñëÿ öüîãî çàëèøà¹òüñÿ ëèøå çàñòî-
ñóâàòè òåîðåìó 3.17. Äîâåäåííÿ ìè ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà êðîêiâ, ÿêi
ïîäàìî ó âèãëÿäi ëåì.

step1 Ëåìà 5.2. ßêùî M � ìîíîìîäóëü, à M ↪→ N � iñòîòíå çàíóðå-
ííÿ, òî é N � ìîíîìîäóëü.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî 0 6= a ∈ NA, α : A → A′ � ìîíiê, àëå
αa = 0. Ðîçãëÿíåìî ïiäìîäóëü M ′ ⊆ N , ïîðîäæåíèé åëåìåíòîì:
M ′B = { βa | β : A→ B }. Âií íåíóëüîâèé, òîìó M ∩M ′ 6= 0, òîáòî
iñíó¹ ìîðôiçì β : A → B òàêèé, ùî 0 6= βa ∈ MB. Ðîçãëÿíåìî
âèøòîâõóâàííÿ

A
α−−−→ A′

β

y ybe′
B −−−→

α′
B′

Â íüîìó α′ � ìîíiê, àëå α′βa = β′αa = 0 ó ïðîòèðÿ÷÷ÿ ç òèì, ùî
M ¹ ìîíîìîäóëåì. �
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step2 Ëåìà 5.3. ßêùî M � ìîíîìîäóëü, à Q � éîãî ií'¹êòèâíà îáî-
ëîíêà, òî Q � òî÷íèé.

Äîâåäåííÿ. ßêùî 0 → A → B → C → 0 � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü ó
êàòåãîði¨ A , òî ïîñëiäîâíiñòü ìîäóëiâ 0 → A C → A B → A A òà-
êîæ òî÷íà. Îñêiëüêè Q ií'¹êòèâíèé, ôóíêòîð HomA -Mod(_, Q) òî-
÷íèé. Íàãàäà¹ìî, ùî HomA -Mod(A A, Q) ' QA. Îòæå ïîñëiäîâíiñòü
QA→ QB → QC → 0 ¹ òî÷íîþ. Çà ëåìîþ 5.2, Q� ìîíiê, òîáòî âiä-
îáðàæåííÿ QA → QB � ìîíiê. Îòæå, òî÷íîþ ¹ âñÿ ïîñëiäîâíiñòü
0→ QA→ QB → QC → 0. �

step3 Ëåìà 5.4. Äëÿ êîæíîãî A -ìîäóëÿ N iñíó¹ åïiê µN : N � Nmon,
äå Nmon ¹ ìîíîìîäóëåì, òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî ìîðôiçìó α : N →
M , äå M � ìîíîìîäóëü, iñíó¹ ¹äèíèé ìîðôiçì αmon, äëÿ ÿêîãî
α = αmonµN . ßêùî µ′ : N � M ′ � iíøèé åïiê íà ìîíîìîäóëü M ′

ç öi¹þ æ âëàñòèâiñòþ, iñíó¹ ¹äèíèé içîìîðôiçì η : Mmon ∼→ M ′,
äëÿ ÿêîãî µ′ = ηµN .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Mi } � âñi ìîíîìîäóëi, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ åïiê νi :
N � Mi, M̃ =

∏
iMi, ν : N → M̃ çàäà¹òüñÿ íàáîðîì (nui) i µN :

N → Nmon � îáðàç ν. ßêùî α : N → M , äå M � ìîíiê, éîãî
îáðàç N ′ çáiãà¹òüñÿ ç îäíèì ç Mi, òîìó α = πiν äëÿ öüîãî i, à òîäi
α = πiιµN , äå ι � çàíóðåííÿ Nmon ↪→ M̃ . Îòæå ìîæíà ïîêëàñòè
α′ = πiν. �äèíiñòü α′ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî µN � åïiê.
Òâåðäæåííÿ ïðî iíøèé åïiê µ′ âèïëèâà¹ ç óæå äîâåäåíî¨ óíiâåð-

ñàëüíîñòi µN . Ïîäðîáèöi çàëèøà¹ìî ÷èòà÷åâi ÿê íåñêëàäíó âïðà-
âó. �

Îñêiëüêè HomA -Mod(N,M) ' HomA -Mon(Nmon,M), âiäïîâiäíiñòü
N 7→ Nmon âèçíà÷à¹ ëiâèé ñïðÿæåíèé ôóíêòîð äî çàíóðåííÿA -Mon→
A -Mod.
ÌîäóëüN íàçâåìî ñòèðàþ÷èì, ÿêùî µN = 0, òîáòî Hom(N,M) =

0 äëÿ äîâiëüíîãî ìîíîìîäóëÿ M .

Âïðàâà 5.5. Äîâåäiòü, ùî N � ñòèðàþ÷èé òîäi é ëèøå òîäi, êîëè
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ NA iñíó¹ ìîíiê α : A → A′ òàêèé, ùî
αa = 0.

step4 Ëåìà 5.6. K = KerµN � ñòèðàþ÷èé ìîäóëü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé α : K → M , äå M � ìîíîìîäóëü. Ðîçãëÿíåìî
ií'¹êòèâíó îáîëîíêó β : M → Q. Ìîðôiçì βα : K → Q ïðîäîâæó¹-
òüñÿ äî ìîðôiçìó α′ : N → Q. Îñêiëüêè Q � ìîíîìîäóëü, α′ = γµN
äëÿ äåÿêîãî γ : Nmon → Q, à òîäi K ⊆ Kerα′ i α = 0. �

step5 Ëåìà 5.7. Íåõàé 0→M ′ ξ−→M
η−→M ′′ → 0 � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü

A -ìîäóëiâ, â ÿêié M ¹ òî÷íèì çëiâà. Ìîäóëü M ′ ¹ òî÷íèì çëiâà
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè M ′′ � ìîíîìîäóëü.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, M ′ � ìîíîìîäóëü. Íåõàé 0 → A
α−→ B

β−→
C � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü. Ìà¹ìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó ç òî÷íèìè
ñòîâï÷èêàìè, òî÷íèì ñåðåäíiì ðÿäêîì i ìîíiêîì M ′α:

0 0 0y y y
0 −−−→ M ′A

M ′α−−−→ M ′B
M ′β−−−→ M ′C

ξ(A)

y ξ(B)

y ξ(C)

y
0 −−−→ MA

Mα−−−→ MB
Mβ−−−→ MC

η(A)

y η(B)

y
0 −−−→ M ′′A

M ′′α−−−→ M ′′By y
0 0

Ïðèïóñòèìî, ùî M ′ òî÷íèé çëiâà, i ðîçãëÿíåìî åëåìåíò a′′ ∈M ′′A,
äëÿ ÿêîãî αa = 0. Âèáåðåìî ïðîîáðàç a öüîãî åëåìåíòà ïðè ìîð-
ôiçìi η(A). Òîäi η(B)αa = αa′ = 0, òîìó αa = ξ(B)b äëÿ äåÿêîãî
b ∈ M ′B. Îñêiëüêè ξ(C)βb = βξ(B)b = βαa′ = 0, à ïåðøèé ðÿäîê ¹
òî÷íèì, òî b = αa′ äëÿ äåÿêîãî a′ ∈M ′A. Òîäi αξ(A)a′ = ξ(B)αa′ =
ξ(B)b = αa. Îñêiëüêè Mα ìîíiê, a = ξ(A)a′, à òîäi a′′ = η(A)a = 0.
Îòæå M ′ ¹ ìîíîìîäóëåì.
Íåõàé òåïåð M ′′ � ìîíîìîäóëü. Îñêiëüêè βα = 0, ImM ′α ⊆

KerM ′β. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò b ∈ KerM ′β. Òîäi βξ(B)b =
ξ(C)βb = 0, à òîìó ξ(B)b = αa äëÿ äåÿêîãî a ∈ MA. Îñêiëüêè
αη(A)a = η(B)α(A)a = η(B)ξ(B)a = 0, à M ′′α ìîíiê, η(A)a = 0, à
òîìó a = ξ(A)a′ äëÿ äåÿêîãî a′ ∈ M ′A. Òîäi ξ(B)αa′ = αξ(A)a′ =
αa = ξ(B)b. Îñêiëüêè Mα � ìîíiê, b = αa′ ∈ ImM ′(α). Îòæå
KerM ′(β)M ′α, òîáòî M ′ òî÷íèé çëiâà. �

step6 Ëåìà 5.8. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîíîìîäóëÿ M iñíó¹ çàíóðåííÿ M ↪→
R, äå R � ìîíîìîäóëü, à R/M ñòèðàþ÷èé.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü 0→M
ξ−→ Q

η−→ N → 0,
äå Q � ií'¹êòèâíà îáîëîíêàM . Íåõàé K = KerµN , à R = Ker(µNξ).
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Î÷åâèäíî, M ⊆ R. Ìà¹ìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

0 0 0y y y
0 −−−→ M −−−→ R −−−→ K −−−→ 0∥∥∥ y y
0 −−−→ M −−−→ Q −−−→ N −−−→ 0y y y
0 −−−→ 0 −−−→ Nmon Nmon −−−→ 0y y y

0 0 0

Âñi ñòîâï÷èêè, äðóãèé i òðåòié ðÿäêè òóò òî÷íi. Òîìó é ïåðøèé
ðÿäîê òî÷íèé. Îñêiëüêì Q òî÷íèé çëiâà, à Nmon � ìîíîìîäóëü, R
òî÷íèé çëiâà. �

step7 Ëåìà 5.9. ßêùî ó òî÷íié ïîñëiäîâíîñòi 0 → M
ρ−→ R

θ−→ K → 0
ìîäóëü R òî÷íèé çëiiâà, à K ñòèðàþ÷èé, òî áóäü-ÿêèé ìîðôiçì
α : M → L, äå L òî÷íèé çëiâà, îäíîçíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ äî
ìîðôiçìó α′ : R→ L (öå îçíà÷à¹, ùî α = α′ρ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Q� ií'¹êòèâíà îáîëîíêà L. Ðîçãëÿíåìî äiàãðàìó

0 −−−→ M
ρ−−−→ R

θ−−−→ K −−−→ 0

α

y
0 −−−→ L

ξ−−−→ Q
η−−−→ N −−−→

Â íié N ¹ ìîíîìîäóëåì çà ëåìîþ 5.6. Îñêiëüêè Q ií'¹êòèâíèé, iñíó¹
ìîðôiçì β : R → Q, äëÿ ÿêîãî βρ = ξα. Âií iíäóêó¹ ìîðôiçì
β̄ : K → N : β̄(k) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ηβ(k′), äå k = θ(k′). Îñêiëüêè K
ñòèðàþ÷èé, β̄ = 0, òîáòî Im β ⊆ Ker η = L. ßêùî α′ = β|M , öå é
äà¹ α = α′ρ.
Íåõàé α′′ � iíøèé ìîðôiçì R → L, äëÿ ÿêîãî α = α′ρ, γ =

α′ − α′′. Òîäi γρ = 0, à òîìó γ = γ′θ, áî θ � êîÿäðî ρ. Îñêiëüêè K
ñòèðàþ÷èé, γ′ = 0, îòæå α′ = α. �

Äëÿ êîæíîãî ìîíîìîäóëÿ M ôiêñó¹ìî çàíóðåííÿ ρM : M → RM
òàêå, ùîRM òî÷íèé çëiâà, à Coker ρM ñòèðàþ÷èé. Òîäi HomA -Mon(M,L) '
HomA -Lex(RM,L, òîáòî R � ëiâèé ñïðÿæåíèé ôóíêòîð äî çàíóðåí-
íÿ A -Mon→ A -Lex. Êîìïîçèöiÿ R0 öüîãî ôóíêòîðà ç ôóíêòîðîì
N 7→ Nmon äà¹ ëiâèé ñïðÿæåíèé äî çàíóðåííÿ A -Mod→ A -Lex.

Íàäàëi ëiòåðà L, ìîæëèâî, ç iíäåêñàìè, ïîçíà÷àòèìå ìîäóëi ç
A -Lex.
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step8 Ëåìà 5.10. Êàòåãîðiÿ A -Lex àáåëåâà.

Äîâåäåííÿ. (i) Êîæåí ìîðôiçì ìà¹ ÿäðî.
ßêùî α : L1 → L2, òî éîãî ÿäðî òåæ íàëåæèòü A -Lex çà ëå-

ìîþ 5.6. Òîäi âîíî áóäå é ÿäðîì α â êàòåãîði¨ A -Lex.
Çîêðåìà, α � ìîíiê â êàòåãîði¨ A -Lex òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií

¹ ìîíiêîì ó êàòåãîði¨ A -Mod.

(ii) Êîæåí ìîðôiçì ìà¹ êîÿäðî.
Íåõàé β : L2 → N � êîÿäðî ìîðôiçìó α : L1 → L2 â êàòåãîði¨

A -Mod, ρN : N → R0N . ßêùî γα = 0 äëÿ äåÿêîãî α : L2 → L, iñíó¹
¹äèíèé ìîðôiçì γ′ : N → L, äëÿ ÿêîãî α = γ′β. Çà îçíà÷åííÿìR0N ,
iñíó¹ ¹äèíèé ìîðôiçì γ′′ : R0N → L, äëÿ ÿêîãî γ′ = γ′′ρN , òîáòî
γ = γ′′ρNβ. Îòæå ρNβ � êîÿäðî α â êàòåãîði¨ A -Lex.
Îñêiëüêè ìîðôiçì Nmon → R0N � ìîíiê, çâiäñè âèïëèâà¹, çîêðå-

ìà, ùî α ¹ åïiêîì â êàòåãîði¨ A -Lex òîäi é ëèøå òîäi, êîëè Nmon =
0.

(iii) Êîæåí ìîíiê ¹ ÿäðîì.
Íåõàé α : L1 → L2 � ìîíiê, β : L2 →M � éîãî êîÿäðî â êàòåãîði¨

A -Mod. Òîäi α � ÿäðî β â êàòåãîði¨ A -Mod. Çà ëåìîþ 5.6, M �
ìîíîìîäóëü, òîìó ρM : M → R0M � ìîíiê. Àäå òîäi α ¹ ÿäðîì
ρMβ â êàòåãîði¨ A -Mod, à òîìó é ó êàòåãîði¨ A -Lex.

(iv) Êîæåí åïiê ¹ êîÿäðîì.
Íåõàé α : L1 → L2 åïiê ó êàòåãîði¨ A -Lex, M = Imα ⊆ L2, α′ :

L1 →M � åïiê ç êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäó α′′α′ ìîðôiçìó α â êàòåãîði¨
A -Mod. Íåõàé β : L→ L1 � ÿäðî α′ â êàòåãîði¨ A -Mod. Òîäi α′ �
êîÿäðî β. Îñêiëüêè M ìîíiê (ÿê ïiäìîäóëü â L2), L òî÷íèé çëiâà.
ßêùî γβ = 0 äëÿ äåÿêîãî γ : L1 → L′, äå L′ òî÷íèé çëiâà, òî
γ = γ′α′ äëÿ äåÿêîãî γ′ : M → L′. Îñêiëüêè L2/M = Cokerα �
ñòèðàþ÷èé, γ′ = γ′′α′′ äëÿ äåÿêîãî γ′′ : L2 → L′. Îòæå γ = γ′′α′′α =
γ′′α, òîáòî α ¹ êîÿäðîì β â êàòåãîði¨ A -Lex. �

step9 Ëåìà 5.11. (1) ßêùî òî÷íèé çëiâà ìîäóëü Q ¹ ií'¹êòèâíèì
A -ìîäóëåì, âií ¹ òàêîæ ií'¹êòèâíèì îá'¹êòîì êàòåãîði¨
A -Lex.

(2) Êîæåí òî÷íèé çëiâà ìîäóëü L ìà¹ ií'¹êòèâíó îáîëîíêó â
êàòåãîði¨ A -Mod, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ç éîãî ií'¹êòèâíîþ îáî-
ëîíêîþ â A -Mod.

(3) Ií'¹êòèâíi îá'¹êòè êàòåãîði¨ A -Lex óòâîðþþòü ìíîæèíó
êîòâiðíèõ öi¹¨ êàòåãîði¨.

Äîâåäåííÿ. (1) Íåõàé α : L′ → L � ìîíiê â êàòåãîði¨ A -Mod,
âií ¹ òàêîæ ìîíiêîì ó êàòåãîði¨ A -Mod. Òîìó HomA -Lex(L,Q) →
HomA -Lex(L′, Q) � åïiê i Q � ií'¹êòèâíèé îá'¹êò ó A -Lex.
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(2) ßêùî Q � ií'¹êòèâíà îáîëîíêà L ó êàòåãîði¨ A -Mod, òî Q
� ií'¹êòèâíèé îá'¹êò ó êàòåãîði¨ A -Mod. Îñêiëüêè ìîíiêè â êàòå-
ãîði¨ A -Lex òi ñàìi, ùî é ó êàòåãîði¨ A -Mod, çàíóðåííÿ L ↪→ Q
çàëèøà¹òüñÿ iñòîòíèì i â êàòåãîði¨ A -Lex.

(3) Íåõàé α : L1 → L2 � íåíóëüîâèé ìîðôiçì, L � éîãî îáðàç ó
êàòåãîði¨ A -Lex i Q � ií'¹êòèâíà îáîëîíêà L. Çàíóðåííÿ L ↪→ Q
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ìîðôiçìó β : L2 → Q, ïðè÷îìó βα 6= 0. �

Îòæå, êàòåãîðiÿ A -Lex àáåëåâà, ìà¹ ìíîæèíó ií'¹êòèâíèõ êî-
òiâðíèõ i ìà¹ äîâiëüíi äîáóòêè (î÷åâèäíî, ùî äîáóòîê òî÷íèõ çëiâà
ôóíêòîðiâ ¹ òî÷íèì çëiâà). Òîìó äóàëüíà êàòåãîðiÿ (A -Lex)op çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 3.17. Çàëèøà¹òüñÿ îñòàííié êðîê.

step10 Ëåìà 5.12. Çàíóðåííÿ Éîíåäè A op → A -Lex ¹ òî÷íèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé 0 → A
α−→ B

β−→ C → 0 � òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü

â êàòåãîði¨ A . Âiäîìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü 0 → A C ·β−→ A B ·α−→ A A

� òî÷íà â A -Mod, à òîìó é ó A -Lex (îñêiëüêè ÿäðà â öèõ êàòåãî-
ðiÿõ çáiãàþòüñÿ). Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ·α ¹ åïiêîì ó êàòåãîði¨
A -Lex. Íåõàé öå íå òàê i ξ : A A → L � êîÿäðî ·α. Iñíó¹ ìîðôiçì
η : L → Q, äå Q ií'¹êòèâíèé îá'¹êò â A -Lex, äëÿ ÿêîãî ηξ 6= 0.
Ç iíøîãî áîêó, ηξ(·α) = 0. Îòæå, ìîðôiçì HomA -Mod(A B, Q) →
HomA -Mod(A A, Q), iíäóêîâàíèé ìîðôiçìîì ·α, íå ¹ ìîíiêîì. Çãà-
äà¹ìî, ùî HomA -Mod(A , Q) ' QA, à âiäîáðàæåííÿ, iíäóêîâàíå ·α
ïðè òàêîìó îòîòîæíåííi ïåðåõîäèòü ó Qα. Àëå Qα � ìîíiê, ùî äà¹
ïðîòèði÷÷ÿ. �

Êîìáiíóþ÷è îñòàííié ðåçóëüòàò ç òåîðåìîþ 3.17, çàñòîñîâàíîþ
äî êàòåãîði¨ (A -Lex)op, ìè îòðèìà¹ìî òî÷íå ïîâíå çàíóðåííÿ A →
R-Mod (íàâiòü A → R-fpr) äëÿ äåÿêîãî êiëüöÿ R. �
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