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1. Когомологiї пучкiв

Нагадаємо загальну схему побудови похiдних функторiв у засто-
суваннi до категорiї пучкiв.

Нехай X — топологiчний простiр, O — пучок кiлець на X, O-Mod
— категорiя пучкiв O-модулiв на X. Пучок модулiв ℐ зветься iн’-
єктивним , якщо для кожного мономорфiзму пучкiв O-модулiв
� : ℱ → G i кожного гомоморфiзму � : ℱ → ℐ iснує такий гомо-
морфiзм 
 : G → ℐ, що � = 
�. Iншими словами, кожен гомомор-
фiзм з пiдпучка до ℐ продовжується (найчастiше, неоднозначно!)
до гомоморфiзму всього пучка.

Наведемо важливий приклад iн’єктивних пучкiв.

Означення 1.1. Нехай для кожної точки x ∈ X задано Ox-модуль
Mx. Дискретний пучок ℳ = Dis(Mx) визначається за правилом:
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ℳ(U) =
∏

x∈U Mx для кожної вiдкритої пiдмножини U ⊆ X. Вiд-
ображення обмеження ℳ(U) → ℳ(V ), де V ⊆ U — це природне
вiдображення

∏
x∈U Mx →

∏
x∈V Mx (тотожне на всiх компонентах).

Очевидно, якщоℳ = Dis(Mx), тоℳx = Mx для всiх точок x ∈
X. Зокрема, для кожного пучка ℱ визначена його дискретизацiя
Disℱ = Dis(ℱx).

Твердження 1.2. (1) Для кожного пучка O-модулiв ℱ має
мiсце природний iзоморфiзм

HomO(ℱ ,Dis(Mx)) ≃
∏
x∈X

HomOx(ℱx,Mx).

(2) Набiр тотожнiх вiдображень ℱx → ℱx визначає мономор-
фiзм "ℱ : ℱ → Disℱ .

(3) Якщо пучокℳ дискретний, то

HomO(ℱ ,ℳ) ≃ HomO(Disℱ ,ℳ).

Точнiше, кожен гомоморфiзм � : ℱ → ℳ однозначно ви-
значає такий гомоморфiзм �̃ : Disℱ →ℳ, що � = �̃"ℱ .

(4) Дискретний пучок Dis(Mx) є iн’єктивним тодi й лише то-
дi, коли всi модулi Mx iн’єктивнi.

(5) Кожен пучок може бути зануреним в iн’єктивний.

Доведення. (1). Кожному морфiзму ℱ → ℳ = Dis(Mx) спiвстави-
мо набiр iндукованих ним вiдображень ℱx → ℳx = Mx. Навпа-
ки, кожному набору вiдображень �x : ℱx → Mx спiвставимо мор-
фiзм � : ℱ →ℳ, для якого гомоморфiзм �(U) переводить перерiз
f ∈ ℱ(U) в набiр (alx(fx)) ∈

∏
x∈U Mx, де fx, як завжди, позначає

образ перерiзу f у стеблi ℱx. Очевидно, побудованi вiдображення
є взаємно оберненими.

(2) одразу випливає з того, що коли f ∈ ℱ(U) — такий перерiз,
що fx = 0 для всiх x ∈ U , то f = 0.

(3) очевидне, оскiльки ℱx = (Disℱ)x.
(4). З (3) випливає, що умову продовження морфiзмiв достатньо

перевiряти для дискретних пучкiв. Але тодi вонва зводиться до
продовження гомоморфiзмiв кожної компоненти, а це й означає
iн’єктивнiсть модулiв Mx.

(5). Зануримо кожен модуль ℱx в iн’єктивний модуль Mx. Пiсля
цього достатньо взяти композицiю занурень ℱ → Disℱ → Dis(Mx).

□

Наслiдок 1.3. Для кожного пучка O-модулiв ℱ iснує iн’єктивна
резольвента, тобто точна послiдовнiсть

(1.1) 0→ ℱ "−→ ℐ0
d0−→ ℐ1

d1−→ ℐ2
d2−→ . . . ,

в якiй всi пучки ℐi iн’єктивнi.
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Доведення. Нехай " — якесь занурення ℱ в iн’єктивний пучок ℐ0,
ℱ0 = ℐ0/ℱ , "0 — занурення ℱ0 в iн’єктивний пучок ℐ1, ℱ1 = ℐ1/ℱ0,
"1 — занурення ℱ1 в iн’єктивний пучок ℐ2, ℱ2 = ℐ2/ℱ1 i т.д. Тодi
за di достатньо взяти композицiю "i з природною сюр’єкцiєю ℐi на
факторпучок ℱi. □

Iз загальної теорiї гомологiчної алгебри випливає, що кожен мор-
фiзм пучкiв � : ℱ → ℱ ′ продовжується до морфiзму iн’єктивних
резольвент, тобто, до комутативної дiаграми

(1.2)

0 −−−→ ℱ −−−→ ℐ0 −−−→ ℐ1 −−−→ ℐ2 −−−→ . . .

�

⏐⏐y �0

⏐⏐y �1

⏐⏐y �2

⏐⏐y
0 −−−→ ℱ ′ −−−→ ℐ ′0 −−−→ ℐ ′1 −−−→ ℐ ′2 −−−→ . . . ,

рядки якої є iн’єктивними резольвентами, вiдповiдно, пучкiв ℱ та
ℱ ′.

Нехай F : O-Mod → C — адитивний функтор, де C — абелева
категорiя (для нас достатньо випадкiв, коли C — категорiя моду-
лiв або пучкiв модулiв). Нагадаємо, що правi похiднi RiF цього
функтора визначаються в такий спосiб.

∙ Для кожного пучка ℱ фiксуємо iн’єктивну резольвенту (1.1).
∙ Для кожного морфiзму пучкiв фiксуємо його продовження
на iн’єктивнi резольвенти (1.2).
∙ Застосовуємо функтор F до iн’єктивної резольвенти (1.1),
розглядаємо одержаний комплекс

0→ Fℐ0
Fd0−−→ Fℐ1

Fd1−−→ Fℐ2
Fd2−−→ . . . ,

i рахуємо його когомологiї, покладаючи

(1.3) RiF (ℱ) = Ker(Fdi)/ Im(Fdi−1)

(при цьому d−1 = 0).
∙ Застосовуємо функтор F до продовження морфiзму � на
iн’єктивнi резольвенти (1.2) i приймаємо за RiF (�) морфiзм
RiF (ℱ)→ RiF (ℱ ′), iндукований морфiзмом F�i.

Вiдомо, що анi значення RiF (ℱ) не залежить вiд вибору резольвен-
ти (1.1), анi морфiзм RiF (�) не залежить вiд вибору продовження
(1.2). Крiм того, мають мiсце такi властивостi похiдних функторiв,
доведення яких мiстяться в усiх стандартних курсах гомологiчної
алгебри.

Твердження 1.4. (1) RiF (ℐ) = 0, якщо ℐ iн’єктивний.
(2) Якщо функтор F точний злiва, то R0F ≃ F .
(3) Якщо функтор F точний, то RiF = 0 при i > 0. Навпаки,

якщо R1F = 0, то функтор F точний.
(4) Для кожної точної послiдовностi

(E) 0→ ℱ1
�−→ ℱ2

�−→ ℱ3 → 0
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iснують канонiчно визначенi морфiзми �i(E) : RiF (ℱ3) →
Ri+1F (ℱ1) («пов’язуючi морфiзми») такi, що має мiсце то-
чна послiдовнiсть

0→ R0F (ℱ1)
R0F (�)−−−−→ R0F (ℱ2)

R0F (�)−−−−→ R0F (ℱ3)
�0(E)−−−→

→ R1F (ℱ1)
R1F (�)−−−−→ R1F (ℱ2)

R1F (�)−−−−→ R1F (ℱ3)
�1(E)−−−→

→ R2F (ℱ1)
R2F (�)−−−−→ R2F (ℱ2)

R2F (�)−−−−→ R2F (ℱ3)
�2(E)−−−→ . . .

(1.4)

(«довга точна послiдовнiсть когомологiй»).
(5) Пов’язуючi морфiзми функторiальнi в тому розумiннi, що

коли

(E) 0 −−−→ ℱ1
�−−−→ ℱ2

�−−−→ ℱ3 −−−→ 0

�1

⏐⏐y �2

⏐⏐y �3

⏐⏐y
(E ′) 0 −−−→ ℱ ′1

�′−−−→ ℱ ′2
�′−−−→ ℱ ′3 −−−→ 0

— комутативна дiаграма з точними рядками, то комута-
тивнi також всi дiаграми

RiF (ℱ3)
�i(E)−−−→ Ri+1F (ℱ1)

RiF (�3)

⏐⏐y ⏐⏐yRi+1F (�1)

RiF (ℱ ′3) −−−→
�i(E′)

Ri+1F (ℱ ′1)

Означення 1.5. Функтори когомологiй пучкiв O-модулiв визна-
чаються як похiднi вiд функтора перерiзiв:

H i(X,ℱ) = RiΓ(X,ℱ).

Групи H i(X,ℱ) звуться когомологiями пучка ℱ . Нагадаємо, що
функтор перерiзiв є точним злiва, отже,H0(X,ℱ) = Γ(X,ℱ). Якщо
простiр X фiксований, iнколи замiсть H i(X,ℱ) пишуть H i(ℱ).

Насправдi, можна розширити клас резольвент, придатних для
обчислення когомологiй.

Означення 1.6. Пучок ℱ зветься в’ялим (flabby, flasque), якщо
всi вiдображення обмеження ℱ(X) → ℱ(U) є сюр’єкцiями (тодi,
очевидно, i всi вiдображення обмеження ℱ(U) → ℱ(V ), де V ⊆ U
є сюр’єкцiями).

Твердження 1.7. Нехай 0→ ℱ1
�−→ ℱ2

�−→ ℱ3 → 0 — точна послi-
довнiсть пучкiв, в якiй пучок ℱ1 є в’ялим. Тодi:

(1) Послiдовнiсть 0 → ℱ1(X)
�(X)−−−→ ℱ2(X)

�(X)−−−→ ℱ3(X) → 0
також є точною.

(2) Якщо пучок ℱ2 є в’ялим, таким є й пучок ℱ3 i навпаки.
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Доведення. (1). Нехай f ∈ ℱ3(X). Розглянемо множину пар (U, g),
де U ⊆ X — вiдкрита пiдмножина, а g ∈ ℱ2(U) такий перерiз, що
�(U)g = f ∣U . Ця множина природно впорядкована, причому лег-
ко перевiрити, що кожен ланцюг в нiй має верхню межу (зробiть
це самостiйно). За лемою Цорна в цiй множинi є максимальний
елемент (U, f).1 Припустимо, що U ∕= X, x ∈ X ∖ U . Оскiльки �
— епiморфiзм, iндуковне вiдобрадження стебел ℱ2x → ℱ3x сюр’є-
ктивне, отже, iснує елемент ℎx ∈ ℱ2x, який вiдображається в образ
fx ∈ ℱ2x перерiзу f . За означенням стебел, iснує такий вiдкритий
окiл V ∋ x i такий перерiз ℎ ∈∈ ℱ2(V ), що �(V )ℎ = f ∣V . Якщо ḡ i
ℎ̄ позначають обмеження, вiдповiдно, g i ℎ на U ∩V , то їхнi образи
в ℱ3(U ∩ V ) збiгаються: обидва рiвнi f ∣U∩V . Тому ḡ− ℎ̄ = �(ℎ̄′) для
якогось перерiзу ℎ̄′ ∈ ℱ1(U∩V ). Оскiльки ℱ1 в’ялий, iснує такий пе-
рерiз ℎ′ ∈ ℱ1(V ), що ℎ̄′ є його обмеженням. Але тодi g∣U∩V = ℎ′′∣U∩V ,
де ℎ′′ = ℎ+ �(ℎ′), причому �(ℎ′′) = f ∣V . За означенням пучка, тодi
iснує такий перерiз f ′ ∈ ℱ2(U ∪ V ), що f ′∣U = f , а f ′∣V = ℎ′′, звiдки
�(f ′) = f ∣U∪V . Це протирiчить максимальностi U , отже, завершує
доведення.

(2). Для кожної вiдкритої пiдмножини U ⊆ X гомоморфiзми
обмеження iндукують комутативну дiаграму

0 −−−→ ℱ1(X) −−−→ ℱ2(X) −−−→ ℱ3(X) −−−→ 0⏐⏐y ⏐⏐y ⏐⏐y
0 −−−→ ℱ1(U) −−−→ ℱ2(U) −−−→ ℱ3(U) −−−→ 0,

причому її рядки є точними згiдно вже доведенiй властивостi (1),
а перше вертикальне вiдображення є сюр’єктивним. Тодi легко пе-
ревiрити, що друге й третє вертикальнi вiдображення є сюр’єктив-
ними одночасно (зробiть це самостiйно).2 □

Твердження 1.8. (1) Кожен дискретний пучок є в’ялим.
(2) Кожен iн’єктивний пучок є в’ялим.
(3) Для кожного пучка ℱ iснує в’яла резольвента, тобто то-

чна послiдовнiсть

(1.5) 0→ ℱ �−→ ℱ0
�0−→ ℱ1

�1−→ ℱ2
�2−→ . . . ,

в якiй всi пучки ℱi є в’ялими.
(4) Якщо пучок ℱ є в’ялим, то H i(X,ℱ) = 0 при i > 0.
(5) Якщо (1.5) — в’яла резольвента пучка ℱ , то H i(X,ℱ) ≃

Ker Γ(�i)/ Im Γ(�i−1 (де, знов-таки, �−1 = 0).

1Якщо простiр X нетерiв (наприклад, це алгебричний многовид), застосува-
ння леми Цорна є зайвим, оскiльки кожен строго зростаючий ланцюг вiдкритих
пiдмножин є скiнченним.

2Можна скористатися вiдомою «лемою про змiю» або довести це
безпосередньо.
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Доведення. (1) випливає з означення дискретного пучка.
(2). Зануримо iн’єктивний пучок ℐ у дискретний D (див. Твер-

дження 1.2(2) ). Тодi ℐ видiляється з D прямим доданком: D ≃
ℐ ⊕ J для деякого J . Але очевидно, що прямий доданок в’ялого
пучка знову є в’ялим.

(3) випливає з (2) i Твердження 1.2(5), або може бути одержане
з (2) на зразок доведення Наслiдку 1.3.

(4). Зануримо пучок ℱ в iн’єктивний пучок ℐ. Одержимо точну
послiдовнiсть

0→ ℱ → ℐ → G → 0.

Запишемо для неї довгу точну послiдовнiсть когомологiй:

0→ Γ(ℱ)→ Γ(ℐ)→ Γ(G)→ H1(ℱ)→ 0→
→ H1(G)→ H2(ℱ)→ 0→ H2(G)→ H3(ℱ)→ 0→ . . .

(ми врахували, що H i(ℐ) = 0 при i > 0). Але, за Твердженням 1.7,
вiдображення Γ(ℐ)→ Γ(G) є сюр’єктивним, тому H1(ℱ) = 0. Крiм
того, H i(ℱ) ≃ H i−1(G), а пучок G також є в’ялим (за властивiстю
(2) та Твердженням 1.7). Отже, рiвностi H i(ℱ) = 0 тепер легко
виводяться iндукцiєю.

(5).3 Позначимо G = Coker�. Тодi є точнi послiдовностi

0→ ℱ �−→ ℱ0
 −→ G → 0,

0→ G �′−→ ℱ1
�1−→ ℱ2

�2−→ . . . ,

причому �0 = �′ . Застосовуючи функтори Γ та H1, одержимо
точнi послiдовностi

0→ Γ(ℱ)
Γ(�)−−→ Γ(ℱ0)

Γ( )−−→ Γ(G)→ H1(ℱ)→ 0→
→ H1(G)→ H2(ℱ)→ 0→ H2(G)→ H3(ℱ)→ 0→ . . . ,

0→ Γ(G)
Γ(�′)−−−→ Γ(ℱ1)

Γ(�1)−−−→ Γ(ℱ2)

(ми врахували, що H i(ℱ0) = 0 при i > 0). З першої з них одержує-
мо, що H1(ℱ) ≃ Γ(G)/ Im Γ( ). Але, оскiльки Γ(�′) — мономорфiзм
i Im Γ(�′) = Ker Γ( ), маємо, що

H1(ℱ) ≃ Im Γ(�′)/ Im Γ(�′ ) = Ker Γ(�1)/ Im Γ(�0).

Крiм того, ми бачимо, що H i(ℱ) ≃ H i−1(G), а послiдовнiсть

0→ G �−→ ℱ1
�1−→ ℱ2

�2−→ ℱ3
�3−→ . . .

є в’ялою резольвентою пучка G. Тепер твердження (5) для i > 1
одержується очевидною iндукцiєю. □

3Насправдi, це твердження, так само, як i наведене його доведення, є час-
тковим випадком загального результату гомологiчної алгебри про «стираючi
функтори».
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Нагадаємо, що для кожної множини M визначений постiйний
пучок MX , перерiзи якого на пiдмножинi U — це неперервнi вiд-
ображення f : U →M , деM розглядається з дискретною топологi-
єю, тобто такi вiдображення, що f−1(M ′) — замкнена пiдмножина
для кожної пiдмножиниM ′ ⊆M . Зауважимо, що коли пiдмножина
U зв’язна, звiдси випливає, що f — постiйне вiдображення: f(x) = c
для всiх точок x ∈ U та фiксованого елемента c ∈ M . Зауважимо,
що це завжди має мiсце, якщо простiр X незвiдний (тодi такою є
й кожна його вiдкрита пiдмножина).

Зокрема, визначений постiйний пучок кiлець ZX . Очевидно, ко-
жен пучок абелевих груп можна розглядати як пучок ZX-модулiв.

Наслiдок 1.9. Для кожного пучка кiлець O на просторi X фун-
ктори когомологiй для O-модулiв є обмеженнями на категорiю
O-модулiв функторiв когомологiй для пучкiв абелевих груп (тоб-
то, ZX-модулiв).

Доведення. Дiйсно, кожен в’ялий пучок O-модулiв є також в’ялим
пучком абелевих груп, тому потрiбний результат одразу випливає
з Твердження 1.8. □

2. Когомологiї афiнних многовидiв

Цей роздiл присвячений доведенню наступного результату, який
фактично є базовим при обчисленнi когомологiй когерентних пу-
чкiв на алгебричних многовидах.

Теорема 2.1. Якщо X — афiнний многовид, а ℱ — квазiкогерен-
тний пучок OX-модулiв, то H i(X,ℱ) = 0 для всiх i > 0.

Встановимо спочатку деякi властивостi iн’єктивних модулiв над
нетеровим кiльцем A. Для кожного A-модуля M i кожного iдеалу
a ⊆ A позначимо

Γa(M) =
{
m ∈M ∣ akm = 0 для деякого k

}
.

Лема 2.2. Якщо A-модуль M iн’єктитвний, то й модуль J =
Γa(M) також iн’єктивний.

Доведення. Нагадаємо, що модуль J є iн’єктивним тодi й лише то-
дi, коли для кожного iдеалу b ⊆ A кожен гомоморфiзм � : b→ J
продовжується до гомоморфiзму A → J . Оскiльки кожен елемент
з J анулюється деяким степенем iдеалу a, а iдеал b скiнченнопоро-
джений, знайдеться таке натуральне k, що ak�(b) = 0. За теоремою
Артiна–Рiса [Др, Теорема 4.2.1], iснує таке n ⩾ k, що akb ⊇ b ∩ an.
Тодi �(b ∩ an) = 0, отже, � пропускається через фактормодуль
b/(b ∩ an) ≃ (b + an)/an ⊆ A/an. Композицiя одержаного гомо-
морфiзму �̄ : A/an → J з зануренням J → I продовжується до
гомоморфiзму � : A/gAn → I (оскiльки I iн’єктивний). Очевидно,
Im � анулюється an, тому Im � ⊆ J . Отже, � можна розглядати як
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продовження на A/an гомоморфiзму �̄. Тодi композицiя � з приро-
дним епiморфiзмом A→ A/an є продовженням � до гомоморфiзма
A→ J , тобто, J є iн’єктивним. □

Лема 2.3. Якщо модуль I iн’єктивний, то для кожного елемента
a ∈ A природне вiдображення I → I[a−1] (c 7→ c/1) сюр’єктивне.

Доведення. Позначимо ak = AnnA a
k. Тодi a1 ⊆ a2 ⊆ a3 ⊆ . . . , тому

знайдеться такий номер n, що an = an+1 = an+2 = . . . . Зауважимо,
що akA ≃ A/ak. Довiльний елемент з I[a−1] має вигляд b/ak для
деякого b ∈ I та деякого k. Визначимо гомоморфiзм � : an+kA→ I,
поклавши �(an+k) = anb. Це можливо, бо an+ka

nb = ana
nb = 0.

Оскiльки I iн’єктивний, � продовжується до гомоморфiзму �′ :
A → I. Нехай c = �′(1), тодi anb = �′(an+k) = an+kc, звiдки b/ak =
c/1 в модулi I[a−1], що й треба було довести. □

Нам буде потрiбно ще поняття носiя перерiзу та групи перерiзiв
з даним носiєм.

Означення 2.4. Нехай ℱ — пучок абелевих груп на просторi X,
f ∈ Γ(X,ℱ), fx, де x ∈ X позначає образ f у стеблi ℱx, Z ⊆ X —
замкнена пiдмножина.

(1) Носiєм перерiзу f зветься пiдмножина

Supp f = {x ∈ X ∣ fx ∕= 0 } .

(2) Носiєм пучка зветься пiдмножина

Suppℱ = {x ∈ X ∣ ℱx ∕= 0 } =
∩

f∈Γ(X,ℱ)

Supp f.

(3) Множину { f ∈ Γ(X,ℱ) ∣ Supp f ⊆ Z } позначають ΓZ(X,ℱ)
i звуть групою перерiзiв пучка ℱ з носiєм Z.

(4) Пiдпучок ℋ0
Z(X,ℱ) : U → ΓZ∩U(U,ℱ) пучка ℱ зветься пiд-

пучком перерiзiв з носiєм Z.
Очевидно, ΓZ(X,ℱ) = ℋ0

Z(X,ℱ)(X).

Вправа 2.5. Перевiрте, що ℋ0
Z = ℋ0

Z(X,ℱ) дiйсно є пiдпучком ℱ ,
тобто якщо всi обмеження f ∣Vi , де U =

∪
i Vi — вiдкрите покриття

U , належать ℋ0
Z(Vi), то f ∈ ℋ0

Z(U).

Твердження 2.6. Нехай X — афiнний алгебричний многовид, A =

|[X], M — деякий A-модуль i M̃ — вiдповiдний квазiкогерентний
пучок OX-модулiв.

(1) Якщо m ∈ Γ(X, M̃) = M , то Suppm = V (Annm).
(2) Supp M̃ = V (AnnM).
(3) Якщо Z = V (a) i N = Γa(M), то ℋ0

Z(U, M̃) = Γ(U, Ñ),
зокрема, ΓZ(X, M̃) = N .
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Доведення. (1). Нехай x ∈ X, m = mx — вiдповiдний максимальний
iдеал в A. Тодi M̃x = Mm, а mx ототожнюється з елементом m/1 ∈
Mm. Тому mx = 0 означає, що iснує такий елемент a ∈ A ∖ m, що
am = 0, тобто Annm ∕⊆ m, або x /∈ V (Annm).

(2) одразу виплмває з- (1).
(3). Достатньо перевiрити цю рiвнiсть для головної вiдкритої пiд-

множини U = D(f). Тодi Γ(U, M̃) = M [f−1]. Перерiз s = m/fk на-
лежить ℋ0

Z(U, M̃) тодi й лише тодi, коли V (Annm) ⊆ V (a). За тео-
ремою Гiльберта про нулi, це рiвносильно тому, що

√
Annm ⊇

√
a,

тобто an ⊆ Annm для деякого n. Останнє якраз i означає, що
m ∈ Γa(M) i s ∈ N [f−1] = Γ(U, Ñ). □

Вправа 2.7. Виведiть з попереднього твердження, що для довiль-
ного квазiкогерентного пучка ℱ на алгебричному многовидi X пiд-
множина Suppℱ є замкненою.

Наступна лема є ключовою у доведеннi Теореми 2.1.

Лема 2.8. У припущеннях Твердження 2.6, якщо модуль M iн’є-
ктивний, пучок M̃ є в’ялим.

Доведення. Ми використаємо нетерову iндукцiю за множиною Y =

Supp M̃ = V (AnnM). Якщо Y складається з однiєї точки y, легко
бачити, що Γ(U, M̃) = M , якщо y ∈ U , i 0, якщо y /∈ U (пере-
вiрте це). Отже, пучок M̃ напевне є в’ялим. Припустимо тепер,
що твердження вiрне для всiх iн’єктивних модулiв N таких, що
Supp Ñ ⊂ Y . Нехай U ⊂ X — вiдкрита пiдмножина. Нам треба до-
вести, що обмеження � : Γ(X, M̃)→ Γ(U, M̃) є сюр’єктивним. Якщо
U ∩ Y = 0, то Γ(U, M̃) = 0 i доводити нема чого. Iнакше в U мiсти-
ться головна вiдкрита пiдмножина V = D(f), для якої V ∩ Y ∕= ∅.
Позначимо Z = Y ∖ V . Це власна замкнена пiдмножина в Y , яка
видiляється в Y одним рiвнянням f = 0. Позначимо a = fA, N =

ΓZ(X, M̃). Тодi, за Твердженням 2.6(3), N = Γa(M), а Supp Ñ ⊆ Z.
Нехай s ∈ Γ(U, M̃), s̄ = s∣V . Оскiльки Γ(V, M̃) = M [f−1], з Леми 2.3
випливає, що s̄ є образом деякого перерiзу m ∈ Γ(X, M̃) = M .
Розглянемо перерiз s′ = s − �(m) ∈ Γ(U,ℱ). s′x = 0 для кожної
точки x ∈ V , отже Supp s′ ⊆ Z, тобто, за Твердженням 2.6(3), s′

насправдi є перерiзом пучка Ñ . Але, за Лемою 2.2, N також є iн’є-
ктивним модулем. Оскiльки його носiй менший за Y , вiдображення
Γ(X, Ñ)→ Γ(U, Ñ) сюр’єктивне за iндуктивним припущенням, тоб-
то s′ = �(m′), а тодi s = �(m+m′). □

Доведення Теореми 2.1. Довiльний квазiкогерентний пучокOX-мо-
дулiв iзоморфний M̃ для деякого A-модуля M . Розглянемо деяку
iн’єктивну резольвенту цього модуля:
(2.1) 0→M → I0 → I1 → I2 → . . .

9



й застосуємо до неї функтор .̃ Одержимо точну послiдовнiсть

(2.2) 0→ M̃ → Ĩ0 → Ĩ1 → Ĩ2 → . . .

Згiдно з Лемою 2.8, ця послiдовнiсть є в’ялою резольвентою пу-
чка M̃ , отже, за Твердженням 1.8(5), нею можна скористатися для
обчислення когомологiй цього пучка. Але, якщо взяти глобальнi
перерiзи пучкiв з послiдовностi (2.2), ми одержимо послiдовнiсть
(2.1), яка є точною. Отже, H i(X, M̃) = 0 при i > 0. □

3. Когомологiї Чеха

У цьому роздiлi ми розглядемо найбiльш вживаний спосiб об-
числення когомологiй когерентних пучкiв, який базується на так
званих когомологiях Чеха.

Означення 3.1. Нехай ℱ — пучок абелевих груп на топологiчному
просторi X, U : X =

∪
i∈ℑ Ui — вiдкрите покриття цього простору.

Ми фiксуємо деякий лiнiйний порядок < на множинi iндексiв ℑ й
позначаємо Ui0i1...in =

∩n
k=0 Uik , де i0 < i1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in — елементи з ℑ.

(1) Позначимо Cn(U,ℱ) =
∏

i0i1...in
ℱ(Ui0i1...in), де добуток бере-

ться по всiх (n+1)-елементних пiдмножинах { i0, i1, . . . , in } ⊆
ℑ, де i0 < i1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in. Для елемента c ∈ Cn(U,ℱ) позначи-
мо c(i0i1 . . . in) його компоненту з групи ℱ(Ui0i1...in).

(2) Визначимо вiдображення dn : Cn(U,ℱ) → Cn+1(U,ℱ) пра-
вилом:

dn(c)(i0i1 . . . in+1) =
n+1∑
k=0

(−1)kc(i0i1 . . . ik−1ik+1 . . . in+1)∣Ui0i1...in+1
.

Нескладно перевiрити (зробiть це), що dndn−1 = 0 для ко-
жного n ⩾ 0, якщо вважати, що C−1(U,ℱ) = 0 i d−1 = 0.
Отже, послiдовнiсть груп

0→ C0(U,ℱ)
d0−→ C1(U,ℱ)

d1−→ C2(U,ℱ)
d2−→ . . .

є комплексом. Вiн зветься комплексом Чеха пучка ℱ вiдно-
сно покриття U.

(3) Групи когомологiй комплекса Чеха Ȟn(U,ℱ) = ker dn/ Im dn−1

звуться когомологiями Чеха пучка ℱ вiдносно покриття U.
Зауважимо, що коли покриття U скiнченне i складається з m мно-
жин, то Ȟn(U,ℱ) = 0 при n ⩾ m.

Вправа 3.2. (1) Нехай X = S1 = { z ∈ C ∣ ∣z∣ = 1 } , U1 = X ∖
{1}, U2 = X ∖ {−1}. Обчислiть когомологiї Чеха цього по-
криття iз значеннями в постiйному пучку ZX . (Вони збiгаю-
ться зi «звичайними» цiлочисельними когомологiями X як
топологiчного простору.)
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(2) Нехай X = P
1, O(d) — «пiдкручений» структурний пучок,

тобто такий, обмеження якого на афiннi частини A1
i (i = 0, 1)

збiгаються зi структурним пучком на афiннiй прямiй, але
«склеювання» перерiзiв з O(A1

0) ≃ |[t] та O(A1
1) ≃ |[t−1]

ототожнює f(t) з t−df(t). Обчислiть когомологiї Чеха пучка
O(d) вiдносно покриття U : P1 = A

1
0 ∪ A1

1.

Твердження 3.3. Ȟ0(U,ℱ) ≃ Γ(X,ℱ).

Доведення. Дiйсно, Ȟ0(U,ℱ) = Ker d0, а елемент (si) ∈ C(U,ℱ), де
si ∈ ℱ(Ui) належить ker d0 тодi й лише тодi, коли si∣Ui∩Uj

= sj∣Ui∩Uj
.

Але, за аксiомами пучка, задати такий набiр — те саме, що задати
перерiз s ∈ ℱ(X). □

Наша мета — доведення наступного результату.

Теорема 3.4. Нехай X — вiдокремлюваний алгебричний много-
вид, U : X =

∪r
i=1 — його скiнченне афiнне покриття. Тодi для

кожного квазiкогерентного пучка ℱ на многовидi X iснує канонi-
чний iзоморфiзм

Ȟn(U,ℱ) ≃ Hn(X,ℱ).

Доведення ґрунтується на розглядi резольвенти Чеха.

Означення 3.5. Ми користуємося позначення з Означення 3.1.
(1) Для кожного набору iндексiв i0 < i1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in з ℑ позначи-

мо ℱi0i1...in = �∗(ℱ∣Ui0i1...in
), де � — занурення Ui0i1...in → X.

Iншими словами, ℱi0i1...in(V ) = ℱ(V ∩ Ui0i1...in) для кожної
вiдкритою пiдмножини V ⊆ X.

(2) Позначимо Cn = Cn(U,ℱ) =
∏

i0i1...in
ℱi0i1...in . Для перерiзу

s ∈ Cn(V ) позначимо s(i0i1 . . . in) його компоненту з ℱi0i1...in(V ).
(3) Визначимо морфiзм " = "ℱ : ℱ → C0(U,ℱ) правилом: "(s) =

(s∣V ∩ Ui) для кожного s ∈ ℱ(V ).
(4) Визначимо морфiзми dn : Cn → Cn+1 правилом:

dn(s)(i0i1 . . . in+1) =
n+1∑
k=0

(−1)ks(i0i1 . . . ik−1ik+1 . . . in+1)∣Ui0i1...in+1

для кожного s ∈ Cn(V ).
Зауважимо, що Cn(U,ℱ) = Γ(X, Cn(U,ℱ)) за означенням.

Надалi нам буде зручно вживати позначення s(i0i1 . . . in) для до-
вiльного набору iндексiв. Ми вважатимемо, що s(i0i1 . . . in) = 0,
якщо серед цих iндексiв є однаковi. Якщо всi вони рiзнi, iснує єди-
на перестановка � множини { i1, i2, . . . , in } така, що �(i0) < �(i1) <
⋅ ⋅ ⋅ < �(in). Тодi вважатимемо, що s(i0i1 . . . in) = sgn�s(j0j1 . . . jn),
де jk = �(ik).
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Твердження 3.6. Послiдовнiсть

(3.1) 0→ ℱ "−→ C0 d0−→ C1 d1−→ C2xarrd2 . . .

є точною.

Доведення. Те, що "— занурення, а Ker d0 = Im ", випливає з аксiом
пучка. Щоб довести точнiсть в членах Cn при n > 0, побудуємо
вiдображення ℎn : Cnx → Cn−1

x для кожної точки x ∈ X. Саме, нехай
елемент sx ∈ Cnx походить з перерiзу s ∈ Cn(V ). Можна вважати,
що V ⊆ Uj для деякого j. За цiєї умови покладемо

(ℎs)(i0i1 . . . in−1) = s(ji0i1 . . . in−1)

(зауважимо, що V ∩Ui0i1...in−1 = V ∩Uji0i1...in−1) i ℎn(sx) = (ℎs)x. Оче-
видно, це не залежить вiд вибору s. Бiльш того, нескладно перевi-
рити, що (dn−1ℎn + ℎn+1dn)(sx) = 0 для довiльного sx ∈ Cnx i довiль-
ного n > 0. Тому якщо dn(sx) = 0, то sx = −dn−1ℎn(sx) ∈ Im dn−1,
що й треба було довести. □

Нехай
0→ ℱ �−→ ℐ0

�0−→ ℐ1
�1−→ ℐ2

�2−→ . . . —
iн’єктивна резольвента пучка ℱ . Тодi, згiдно з загальними власти-
востями iн’єктивних резольвент, iснує морфiзм точної послiдовостi
(3.1) в цю резольвенту, тобто, комутативна дiаграма

0 −−−→ ℱ "−−−→ C0 d0−−−→ C1 d1−−−→ C2 d2−−−→ . . .∥∥∥ ⏐⏐y ⏐⏐y ⏐⏐y
0 −−−→ ℱ �−−−→ ℐ0

�0−−−→ ℐ1
�1−−−→ ℐ2

�2−−−→ . . .

Ця дiаграма iндукує гомоморфiзми когомологiй

�n = �n(ℱ) : Ȟn(U,ℱ)→ Hn(X,ℱ),

причому �0 — це композицiя iзоморфiзмiв Ȟ0(U,ℱ) → Γ(X,ℱ) →
H0(X,ℱ).

Твердження 3.7. Якщо пучок ℱ в’ялий, то Ȟn(U,ℱ) = 0 для
всiх n > 0.

Доведення. Легко бачити (перевiрте це), що коли пучок ℱ в’ялий,
то й усi пучки ℱi0i1...in , а тому й пучки Cn(U,ℱ) також є в’ялими.
Тодi, застосувавши до точної послiдовностi (3.1) функтор перерiзiв,
одержимо знову точну послiдовнiсть

0→ Γ(X,ℱ)
"−→ C0(U,ℱ)

d0−→ C1(U,ℱ)
d1−→ C2(U,ℱ)

d2−→ . . .

Отже, ker dn = Im dn−1, тобто, Ȟn(U,ℱ) = 0 при n > 0. □

Твердження 3.8. Будь-який квазiкогерентний пучок ℱ на ал-
гебричному многовидi X можна занурити у в’ялий квазiкогерен-
тний пучок.
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Доведення. Нехай X =
∪n
i=1 Ui — афiнне покриття X, Ai = |[Ui].

Для кожного i iснує такий Ai-модуль Mi, що ℱ∣Ui
∼ M̃i. Зануримо

Mi в iн’єктивний Ai-модуль Ii. Воно iндукує занурення M̃i → Ĩi,
причому останнiй пучок є в’ялим (Лема 2.8). Тодi, очевидно, й
пучок ℐi = �∗(Ĩi), де � — вкладення Ui → X, є в’ялим, а пучок
ℱi = �∗(ℱ∣Ui

) занурюється в ℐi. Разом з зануренням " : ℱ →
⊕

iℱi
це дає занурення ℱ у в’ялий квазiкогерентний пучок

⊕
i ℐi. □

Доведення Теореми 3.4. Ми доведемо, що за припущень теореми
вiдображення �n : Ȟn(U,ℱ)→ Hn(X,ℱ) є iзоморфiзмами. Розгля-
немо точну послiдовнiсть

(3.2) 0→ ℱ → G → ℋ → 0,

де G — в’ялий квазiкогерентний пучок. Оскiльки X вiдокремлюва-
ний, всi перетини Ui0i1...in є афiнними, а тому всi послiдовностi

0→ ℱ(Ui0i1...in)→ G(Ui0i1...in)→ ℋ(Ui0i1...in)→ 0

є точними. Тому точною є й послiдовнiсть комплексiв Чеха

0→ C∙(U,ℱ)→ C∙(U,G)→ C∙(U,ℋ)→ 0.

Оскiльки Ȟn(U,G) = 0 при n > 0 (Твердження 3.7), а Ȟ0(U,ℱ) ≃
H0(X,ℱ), iндукована точна послiдовнiсть когомологiй зводиться
до точної послiдовностi

0→ H0(U,ℱ)→ H0(U,G)→ H0(U,ℋ)→ Ȟ1(U,ℱ)→ 0

та iзоморфiзмiв
Ȟn(U,ℋ)→ Ȟn+1(U,ℱ)

для всiх n ⩾ 1. Оскiльки також Hn(X,G) = 0 при n > 0 (Твердже-
ння 1.8(4)), а �0 — завжди iзоморфiзм, вiдображення �1(ℱ) також
є iзоморфiзмом. Оскiльки пучок ℋ також квазiкогерентний, дове-
дення завершується очевидною iндукцiєю за n. □

Вправа 3.9. Нехай X ⊆ P
n — проективний многовид розмiрностi

d. Доведiть, що H i(X,ℱ) = 0 для довiлiьного квазiкогерентного
пучка ℱ i i > d.

Натяк: Скористайтеся тим, що iснують d+ 1 однорiдний много-
член f0, f1, . . . , fd ∈ |[x0, x1, . . . , xn], для яких X =

∪d
i=0(X ∩D(fi))

(див. [Др, Вправа 3.5.12 (3)]), i тим, що X ∩D(fi) — афiнний мно-
говид (див. [Др, Вправа 2.3.11 (7)]).

Вправа 3.10. Морфiзм алгебричних многовидiв f : X → Y зве-
ться афiнним, якщо для будь-якої афiнної вiдкритої пiдмножини
U ⊆ Y пiдмножина f−1(U) ⊆ X також афiнна. Наприклад, та-
ким є скiнченний морфiзм або замкнене занурення. Доведiть, що в
цьому випадку Hn(X,ℱ) ≃ Hn(Y, f∗(ℱ)) для довiльного квазiкоге-
рентного пучка ℱ на X.
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Вправа 3.11. Нехай X = A
2 ∖ {(0, 0)}. Доведiть, що простiр ко-

гомологiй H1(X,OX) iзоморфний пiдпростору в полi |(x, y), поро-
дженому всiма одночленами xiyj, де i < 0, j < 0. (Звiдси, зокрема,
випливає, що простiр X не є афiнним.)

Натяк: Виберiть афiнне покриття X = D(x) ∪D(y).

4. Когомологiї проективного простору

У цьому роздiлi ми обчислимо когомологiї проективного просто-
ру Pn з коефiцiентами у «скручених структурних пучках» O(d) =
OPn(d). Ми позначимо S = |[x0, x1, . . . , xn] — однорiдне координа-
тне кiльце простору Pn, яке ми розглядаємо як ґрадуйоване кiль-
це, ґрадуювання якого задано степенем. Нагадаємо, що простiр Pn
має стандартне афiнне покриття P

n =
∪n
i=0 Ui, де Ui — множина

точок, у яких i-а однорiдна координата xi ∕= 0. Множина Ui отото-
жнюється з афiнним простором A

n: афiннi координати на нiй — це
вiдношення xj/xi (0 ⩽ j ⩽ n, j ∕= i). Iншими словами, O(Ui) ото-
тожнюється з дробами степеня 0 з кiльця часток Si = S[x−1

i ]. Так
само, перерiзи струтурного пучка на перетинi Ui0i1...ik =

∩k
j=0 Uij

ототожнюються з однорiдними дробами степеня 0 з кiльця часток
Si0i1...ik = S[(xi0xi1 . . . xik)−1], тобто однорiдними дробами, в зна-
менниках яких стоїть добуток степенiв елементiв xi0 , xi1 , . . . , xik .
Кожен ґрадуйований модуль M на алгеброю S породжує квазi-
когерентний пучок M̃ на просторi Pn, перерiзи якого над Ui — це
однорiднi елементи степеня 0 модуля часток M [x−1

i ]. Вiдповiдно,
перерiзи M̃ над Ui0i1...ik — це однорiднi елементи степеня 0 модуля
часток M [(xi0xi1 . . . xik)−1].

У категорiї пучкiв O-модулiв визначена пiдкрутка ℱ 7→ ℱ(d).
Перерiзи пучка ℱ(d) на кожнiй множинi Ui такi самi, як i пучка
ℱ , але якщо �ij = (�ij)

−1�ji ∣Uij, де �ij позначає обмеження ℱ(Ui) →
ℱ(Uij), тобто iзоморфiзми склеювання на перетинi Ui ∩ Uj для пу-
чка ℱ , то вiдповiднi iзоморфiзми склеювання для пучка ℱ(d) —
це (xj/xi)

d�ij. Ця операцiя тiсно пов’язана зi зсувом ґрадуйованих
модулiв M 7→ M(d), де M(d) — той самий модуль, але з ґраду-
юванням M(d)m = Mm+d. Вiдомо, що M̃(d) ≃ M̃(d) для кожного
ґрадуйованого S-модуля M . Зокрема, це стосується пiдкручених
модулiв O(d), якi ототожнюються з S̃(d). Перерiзи пучка O(d) на
множинi Ui0i1...ik ототожнюються з (Si0i1...ik)d — однорiдними дроба-
ми степеня d, у знаменниках яких стоїть добуток степенiв елементiв
xi0 , xi1 , . . . , xik .

Позначимо ℱ⊕ =
⊕

m∈Zℱ(m). Якщо ℱ = M̃ , iснує природний
гомоморфiзм M → Γ(Pn,ℱ⊕): вiн переводить однорiдний елемент
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a ∈ Mm у перерiз пучка ℱ(m), який на кожнiй множинi Ui рiв-
ний дробу a/xmi ∈ M [x−1

i ]. Якщо M = S, цей гомоморфiзм є iзо-
морфiзмом S → Γ(Pn,O⊕). Пучок kF⊕ можна перетворити на пу-
чок ґрадуйованих S-модулiв. Саме, якщо f ∈ ℱ(m)(Ui) ≃ ℱ(Ui),
а a ∈ Sr, визначимо добуток a ⋅ f як елемент (a/xri )f ∈ ℱ(Ui) ≃
ℱ(m + r)(Ui). Легко переконатися (зробiть це), що таке означен-
ня узгоджене зi склеюваннями вдiповiдних пучкiв на перетинах
Ui∩Uj. Звiдси очевидно випливає, що комплекс Чеха пучка ℱ⊕ та-
кож є комплексом ґрадуйованих S-модулiв, а тому його когомологiї
Ȟk(U,ℱ⊕) ≃ Hk(Pn,ℱ+) теж є ґрадуйованими S-модулями.

Для ґрадуйованого |-простору V =
⊕

m∈Z Vm визначений дуаль-
ний ґрадуйований простiр V (∗), де V (∗)

m = (V−m)∗. Якщо M — ґра-
дуйований S-модуль, таким стає й M (∗), якщо добуток елемента
a ∈ Sr на елемент u ∈ M

(∗)
m визначити, як такий елемент au ∈

M
(∗)
m+r = (M−m−r)

∗, що (au)(v) = u(av) для кожного v ∈M−m−r.
В цих термiнах основний результат про когомологiї Hk(Pn,O(m)

формулюється в такий спосiб.

Теорема 4.1.

Hk(Pn,O⊕) ≃

⎧⎨⎩
S якщо k = 0,

S(−n− 1)(∗) якщо k = n,

0 в усiх iнших випадках.

Iнакже кажучи,

Hk(Pn,O(m)) ≃

⎧⎨⎩
Sm, якщо k = 0, m ⩾ 0,

(S−n−1−m)∗, якщо k = n, m < −n,
0 в усiх iнших випадках.

Зауважимо, що цей результат дає такi значення для розмiрностей
ℎkm = dim|H

k(Pn,J (m)):

ℎkm =

⎧⎨⎩
(
n+m
n

)
якщо k = 0,(−1−m

n

)
якщо k = n,

0 в усiх iнших випадках.

Доведення. Ми знаємо, що H0(X,ℱ) ≃ Γ(X,ℱ) i що Γ(Pn,O(m)) ≃
Sm. Це є твердженням теореми при k = 0. Розглянемо комплекс Че-
ха пучка O+. Його k-ий член має вигляд Ck =

⊕
i0<i1<⋅⋅⋅<ik Si0i1...ik .

Зокрема, Cn = S01...n,а Cn−1 =
⊕

j S01...ǰ...n, де ǐ означає, що iндекс i
треба вилучити. Зауважимо, що базу Sn утворюють всi одночлени
xl00 x

l1
1 . . . x

ln
n , де li ∈ Z, а базу S01...ǰ...n — такi з цих одночленiв, у яких

lj ⩾ 0. Отже, базу Im dn−1 утворюють одночлени, в яких хоча б один
показник степеня невiд’ємний, а базу Hn(Pn,O⊕) = Cn/ Im dn−1
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утворюють класи таких одночленiв, у яких всi показники вiд’єм-
нi. Ми будемо ототожнювати цi класи з вiдповiдними одночлена-
ми. При цьому одночлен xl00 x

l1
1 . . . x

ln
n належить до Hn(Pn,O(m)), де

m =
∑n

i=0 li. При m > −n − 1 таких одночленiв (з усiма вiд’ємни-
ми степенями) взагалi нема, а при m− = −n − 1 такий одночлен
один: � = x−1

0 x−1
1 . . . x−1

n . Отже, Hn(Pn,O(−n− 1)) ≃ | (одночлен �
ототожнюється з 1).

Множення одночленiв iндукує, бiлiнiйне вiдображення

H0(Pn,O(r))×Hn(Pn,O(m))→ Hn(Pn,O(r +m)).

При r = −n− 1−m воно перетворюється на бiлiнiйну форму

�m : H0(Pn,O(m))×Hn(Pn,O(−n− 1))→ Hn(Pn,O(−n− 1)) ≃ |.
Ця форма є невиродженою i справа, i злiва, оскiльки єдиним одно-
членом, добуток якого з одночленом xl00 x

l1
1 . . . x

ln
n є ненульовим, у

цьому випадку є x−1−l0
0 x−1−l1

1 . . . x−1−ln
n . Отже, простiрHn(Pn,O(m))

ототожнюється з дуальним простором до H0(Pn,O(−n − 1 − m)),
що доводить твердження теореми при k = n.

Залишається встановити, що Hk(Pn,O(m)) = 0 при всiх m, якщо
0 < k < n). Це твердження ми доведемо iндукцiєю за n. База iнду-
кцiї, n = 1 тривiальна (твердження стає порожнiм). Припустимо,
що твердження справедливе для когомологiй простору Pn−1. Роз-
глядемо точну послiдовнiсть ґрадуйованих S-модулiв

0→ S(−1)
x0⋅−→ S

�−→ S ′ → 0,

де x0⋅ позначає множення на x0, а S ′ = S/x0S ≃ |[x1, x2, . . . , xn].
Кiльце S ми розглядатимемо, як однорiде координатне кiльце про-
стору Pn−1, який ототожнюється з гiперплощиною x0 = 0 у просторi
P
n. Перехiд до пучкiв дає точну послiдовнiсть

0→ O+(−1)
x0⋅−→ O⊕ �−→ O′ → 0,

де O′ = OPn−1). Вiдповiдна довга точна послiдовнiсть когомологiй
дає такi точнi послiдовностi для кожної однорiдної компоненти:

0→ H0(O(m− 1))
x0⋅−→ H0(O(m))

�−→ H0(O′(m))→(i)

→ H1(O(m− 1))
x0⋅−→ H1(O(m− 1))→ 0;

0→ Hk(O(m− 1))→ Hk(O(m))→ 0 при 1 < k < n− 1;(ii)

0→ Hn−1(O(m− 1))
x0⋅−→ Hn−1(O(m))→ Hn−1(O′(m))

�−→(iii)
�−→ Hn(O(m− 1))→ Hn(O(m)).

(Ми скористалися тим, що, за припущенням iндукцiї, Hk(O′(m)) =
0, якщо 0 < k < n − 1, i тим, що Hk(O′(m)) = 0 при k > n − 1). з
послiдовностей (ii) випливає, що при 1 < k < n − 1 множення на
x0 iндукує iзоморфiзм когомологiй. Але з формул для ℎ0m та ℎnm
i властивостей бiномiальних коефiцiентiв («трикутник Паскаля»)
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випливає, що dimH0(O(m)) = dimH0(O(m − 1)) + dimH0(O′(m))
i dimHn(O(m)) = dimHn(O(m − 1)) + dimHn−1(O′(m)) (перевiр-
те це!). Тому вiдображення � у послiдовностi (i) є сюр’єктивним,
а вiдображення � у послiдовностi (iii) є сюр’єктивним. Звiдси ви-
пливає, що й при k = 1 та k = n − 1 множення на x0 теж iндукує
iзоморфiзм когомологiй.

З iншого боку, позначимо O⊕0 обмеження пучка O⊕ на вiдкриту
пiдмножину U0. Комплекс Чеха цього пучка на просторi U0 збiгає-
ться з C∙[x−1

0 ], де C∙ — комплекс Чеха пучка O⊕. Отже, Hk(O⊕0 ) ≃
Hk(O⊕)[x−1

0 ]. Але U0 ≃ A
n, тому, за Теоремою 2.1, Hk(O⊕0 ) = 0

при k > 0. Це означає, що для кожного елемента ℎ ∈ Hk(O⊕0 ) зна-
йдеться такий показник q, що xq0ℎ = 0. Оскiльки при 0 < k < n
множення на x0 є iзоморфiзмом когомологiй, звiдси й випливає,
що Hk(Pn,O⊕) = 0 при 0 < k < n. □

Як наслiдок з Теореми 4.1, ми виведемо теореми Серра про ко-
гомологiї проективних многовидiв.
Теорема 4.2 (Теорема Серра). Нехай ℱ — когерентний пучок на
проективному многовидi X.

A: dim|H
k(X,ℱ) <∞ для всiх k.

Б: Iснує такий номер m0, що Hk(X,ℱ(m)) = 0 для всiх k > 0
i всiх m ⩾ m0.

Доведення. Нехай j : X → P
n — замкнене занурення. Тодi j∗ℱ —

когерентний пучок над Pn i Hk(X,ℱ) ≃ Hk(Pn, j∗ℱ) (Вправа 3.10).
Тому можна вважати, що X = P

n. Тодi твердження теореми вiрнi
для пучкiвO(m), а також для всiх квазiкогерентних пучкiв при k >
n. Тому можна їх доводити «оберненою iндукцiю», припустивши,
що вони вiрнi для Hk+1(G), де G — довiльний когерентний пучок.
Ми знаємо, що для деякого l iснує епiморфiзм rO(l) → ℱ . Нехай
G — його ядро. Точна послiдовнiсть 0→ G → rO(l)→ ℱ → 0 та її
зсуви дають точнi послiдовностi когомологiй

⋅ ⋅ ⋅ → Hk(X,G(m))→ Hk(X, rO(m+ l))→
→ Hk(X,ℱ(m))→ Hk+1(X,G(m))→ . . .

За припущенням, простiр Hk+1(X,G) скiнченновимiрний i таким є
також простiр Hk(X,O(l)). Тому й простiр Hk(X,ℱ) скiнченнови-
мiрний. Знов-таки, за припущенням, знайдеться таке значення m0,
що Hk+1(X,G(m)) = 0 для всiх m ⩾ m0. Збiльшуючи, якщо тре-
ба, це значення, можна вважати, що й Hk(X,O(m + l)) = 0 при
m ⩾ m0, а тодi й Hk(X,ℱ(m)) = 0. □

Вправа 4.3. Нехай ℱ1 → ℱ2 → ⋅ ⋅ ⋅ → ℱk — точнi послiдовнiсть
когерентних пучкiв на проективному многовидi X. Доведiть, що
iснує такий номер m0, що для всiх m ⩾ m0 iндуковна послiдовнiсть

Γ(X,ℱ1(m))→ Γ(X,ℱ2(m))→ ⋅ ⋅ ⋅ → Γ(X,ℱk(m))
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також є точною.

Враховуючи скiнченновимiрнiсть когомологiй, для когерентних
пучкiв на проективних многовидах вводять такi важливi iнварiан-
ти.

Означення 4.4. Нехай ℱ — когерентний пучок на проективному
многовидi X розмiрностi n. Позначають ℎi(ℱ) = dimkH

i(X,ℱ).
Число �(ℱ) =

∑n
i=0 ℎ

i(ℱ), зветься характеристикою Ойлера пучка
ℱ . Характеристику Ойлера �(OX) структурного пучка звуть також
характеристикою Ойлера многовиду X.

Вправа 4.5. Доведiть, що коли 0 → ℱ → G → ℋ → 0 — то-
чна послiдовнiсть когерентних пучкiв на прективному многовидi,
то �(G) = �(ℱ) + �(ℋ).

Натяк: Скористайтеся тим, що для точної послiдовностi скiн-
ченновимiрних векторних просторiв

0→ V0 → V1 → ⋅ ⋅ ⋅ → Vm → 0

має мiсце спiввiдношення
∑m

i=0 dimk Vi = 0.

5. Когерентнi пучки та ґрадуйованi модулi

У цьому роздiлi, як i в попередньому, ми позначаємоO = OPn , S =
|[x0, x1, . . . , xn]. Надалi для квазiкогерентного пучка O-модулiв ℱ
позначимо Γ∗(ℱ) = Γ(Pn,ℱ⊕) =

⊕
m ImZ

Γ(Pn,ℱ(m)). Це ґрадуйо-
ваний S-модуль. НехайM — ґрадуйований S-модуль, M̃ — вiдповiд-
ний пучок модулiв на Pn. Визначений гомоморфiзм ґрадуйованих
модулiв � = �M : M → Γ∗(M), який переводить елемент a ∈ Mm

у перерiз з Γ(Pn, M̃(m)), обмеження якого на кожну вiдкриту мно-
жину Ui = A

n
i рiвне a/1. Навпаки, для кожного квазiкогерентного

пучка ℱ визначений морфiзм � = �ℱ : ℱ̃ = Γ̃∗(ℱ) → ℱ . Саме,
нехай s — перерiз ℱ̃ на множинi Ui. Тодi s = f/xmi , де f ∈ Γ(ℱ(m))
для деякого m. Перерiз f — це набiр перерiзiв fi ∈ ℱ(Ui) такий, що
fi = (xj/xi)

mfj на перетинi Uij для всiх пар iндекiв i, j. Тодi мор-
фiзм � переводить s у fi. Припустимо, що f/xmi = g/xkj на Uij, де
g = { gi } ∈ Γ(ℱ(k)), тобто xkj ⋅f = xmi ⋅g. Обчислюючи значення i-их
компонент на цьому перетинi, одержимо (xj/xi)

kfi = gi (множення
на xi тотожне на i-iй компонентi), або fi = (xi/xj)

mgi = gj. Отже,
таке визначення � узгоджене з обмеженнями, тобто задає морфiзм
пучкiв. Позначимо C клас таких ґрадуйованих S-модулiв M , що
для кожного елемента a ∈M знайдеться таке r, що Sr+a = 0, де S+

— iдеал многочленiв без вiльного члена (єдиний однорiдний макси-
мальний iдеал в S). Якщо модуль M скiнченнопороджений, тодi
й Sr+M = 0 для деякого r. Звiдси випливає, що знайдеться такий
номер m0, що Mm = 0 для всiх m ⩾ m0 i dim|M <∞. Зауважимо,
що �(a) = 0 тодi й лише тодi, коли для кожного i знайдеться таке
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ri, що xrii a = 0. Очевидно, це рiвносильне тому, що Sr+a = 0 для
деякого a. Отже, завжди Ker� ∈ C .

Гомоморфiзм ґрадуйованих S-модулiв � : M → N зветься C -
мономорфiзмом (вiдповiдно, C -епiморфiзмом), якщо Ker� ∈ C
(вiдповiдно, Coker� ∈ C ). Якщо � є одночасно C -мономорфiзмом
i C -епiморфiзмом, вiн зветься C -iзоморфiзмом.

Теорема 5.1. (1) Для кожного скiнченнопородженного ґраду-
йованого S-модуля M гомоморфiзм �M є C -iзоморфiзмом.

(2) Для кожного когерентного пучка O-модулiв ℱ гомомор-
фiзм �ℱ є iзоморфiзмом.

Зауваження. Насправдi, ця теорема є вiрною для всiх ґрадуйова-
них модулiв та квазiкогерентних пучкiв.

Доведення цiєї теореми, знов-таки, ґрунтується на кiлькох про-
мiжних результатах.

Лема 5.2. Нехай � : M → N — гомоморфiзм ґрадуйованих S-
модулiв. Iндукований морфiзм пучкiв �̃ : M̃ → Ñ є мономорфiзмо-
мо (вiдповiдно, епiморфiзмом чи iзоморфiзмом) тодi й лише тодi,
коли � є C -мономорфiзмом (вiдповiдно, C -епiморофiзмом чи C -
iзоморфiзмом).

Доведення. Мономорфнiсть чи епiморфнiсть морфiзму квазiкоге-
рентних пучкiв на прективному просторi треба перевiряти на ко-
жнiй множинi Ui. Оскiльки M̃(Ui) = M [x−1

i ], гомоморфiзм �(Ui) є
мономорфiзмом тодi й лише тодi, коли для довiльного дробу a/xmi ,
де a ∈ Mm, з того, що xri�(a) = �(xria) = 0 випливає, що xka = 0
для деякого k. Це, очевидно, рiвносильне тому, що Ker� ∈ C .

Епiморфнiсть �(Ui) означає, що для кожного b ∈ Nm iснує такий
дрiб a/xk, де a ∈Mk, що b/xmi = �(a)/xki , тобто, x

r+k
i b = xr+mi �(a) =

�(xr+mi a) для деякого r, отже, xr+ki b ∈ Im�. Оскiльки це викону-
ється для всiх i, фактормодуль Coker� = N/im� належить класу
C . □

Лема 5.3. Для кожного когерентного пучка ℱ на Pn iснує ґраду-
йований S-модуль M такий, що ℱ ≃M .

Доведення. Вiдомо, що iснує епiморфiзм � : G → ℱ , де G = rO(m)
для деякого m. Його ядро ℱ ′ — теж когерентний пучок, тому iснує
епiморфiзм G ′ → ℱ ′, де G ′ = r′O(m′). Разом це дає точну послiдов-
нiсть

G ′  −→ G �−→ ℱ → 0.

Але O(m) = S̃(m) i кожен гомоморфiзм S̃(m′) → S̃(m) походить з
деякого гомоморфiзму S(m′)→ S(m). Позначимо G = rS(m), G′ =
r′S(m′). Тодi морфiзм  походить з деякого гомоморфiзму � : G′ →
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G. Якщо M = Coker �, це дає комутативну дiаграму

G̃′ −−−→ G̃ −−−→ M̃ −−−→ 0∥∥∥ ∥∥∥
G ′ −−−→ G −−−→ ℱ −−−→ 0,

яка iндукує iзоморфiзм M̃
∼→ ℱ . □

Доведення Теореми 5.1. (1) Це твердження вiрне для модулiв S(m),
оскiльки S̃(m) = O(m), а Γ(Om) ≃ Sm. Тому воно вiрне й для пря-
мих сум таких модулiв. Очевидно також, що Ker� ∈ C . Виберемо
множину a1, a2, . . . , ak однорiдних твiрних модуля M i нехай al ∈
Mml

. Тодi iснує епiморфiзм ґрадуйованих модулiв
⊕k

l=1 S(−ml) →
M , при якому одиничний елемент з S(−ml) переходить у al. Його
ядро знову є скiнченнопородженим ґрадуйованим модулем, тому
вона теж накривається прямою сумою зсунутих регулярних моду-
лiв. Це дає точну послiдовнiсть L′ → L → M → 0, в якiй L i L′
— прямi суми модулiв вигляду S(m). Вона iндукує точну послiдов-
нiсть пучкiв L̃′ → L̃→ M̃ → 0. Згiдно з Вправою 4.3, iснує таке m0,
що для всiх m ⩾ m0 послiдовнiсть Γ(L̃′(m)→ Γ(L̃(m))→ Γ(M̃(m))
теж є точною. Це дає комутативну дiаграму

L′m −−−→ Lm −−−→ Mm −−−→ 0⏐⏐y ⏐⏐y ⏐⏐y
Γ(L′(m)) −−−→ Γ(L(m)) −−−→ Γ(M(m)) −−−→ 0,

в якiй вертикальнi вiдображення — це компоненти гомоморфiзми
�. Першi два з них — iзоморфiзми, тому й останнiй є iзоморфiзмом.
Звiдси випливає, що (Γ∗(M)/ Im�)m = 0 при m ⩾ m0, а тодi цей
фактормодуль належить C , тобто, �M є C -епiморфiзмом.

(2) За Лемою 5.3, можна вважати, що ℱ = M̃ для деякого скiн-
ченнопородженого ґрадуйованого модуля M . Тодi визначений C -
iзоморфiзм � : M → Γ∗(ℱ), який, за Лемою5.2, iндукує iзоморфiзм
�̃ : M̃ = ℱ → Γ̃∗(ℱ). Легко бачити, що його композицiя з морфi-
змом � : Γ∗(ℱ) → ℱ є тотожнiм вiдображенням. Тому � також є
iзоморфiзмом. □

6. Когомологiї, ExtX та ℰxtX
Нехай kOX — пучок кiлець на топологiчному просторi (найчастi-

ше надалi це буде пучок регулярних функцiй на алгебричному мно-
говидi). Ми розглядаємо пучки OX-модулiв i пишемоHomX замiсть
HomOX

. У цьому роздiлi ми розглядемо зв’язки мiж когомологiями
та функторами ExtiX , якi визначаються, як правi похiднi функтора
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HomX . Iншими словами, ExtiX(ℱ ,G) — це когомологiї комплекса

0→ HomX(ℱ , ℐ0)→ HomX(ℱ , ℐ1)→ HomX(ℱ , ℐ2)→ . . . ,

одержаного застосуванням функтора HomX(ℱ , _) до iн’єктивної
резольвенти 0 → G → ℐ0 → ℐ1 → ℐ2 → . . . пучка G. Нам будуть
потрiбнi ще «пучковi» варiанти цих функторiв. Саме, визначимо
функтор ℋomX(ℱ ,G), як пучок, значення якого на вiдкритiй мно-
жинi U дорiвнює HomU(ℱ∣U ,G∣U) (переконайтеся, що виконанi всi
аксiоми пучка). Зокрема, HomX(ℱ ,G) = Γ(X,ℋomX(ℱ ,G)). Визна-
чимо функтори ℰxt iX як правi похiднi функтора ℋomX . Отже, пу-
чки ℰxt iX(ℱ ,G) визначаються за iн’єктивною резольвентою пучка G
як когомологiї комплексу пучкiв

0→ ℋomX(ℱ , ℐ0)→ ℋomX(ℱ , ℐ1)→ ℋomX(ℱ , ℐ2)→ . . .

Зауваження 6.1. Взагалi кажучи, значення пучка ℰxt iX(ℱ ,G) на
множинi U не збiгається з ExtiU(ℱ∣U ,G∣U), бо вiдповiднiсть U 7→
ExtU(ℱ∣U ,G∣U) визначає лише передпучок. Зокрема, ExtiX(ℱ ,G) ∕=
Γ(X, ℰxt i(ℱ ,G)). Загальнi спiввiдношення мiж функторами ℰxt , Ext
та когомологiями виражаються деякою спектральною послiдовнi-
стю й ми не будемо їх розглядати. Читач може ознайомитись з
вiдповiдним матерiалом, наприклад, по книгам [Год] або [Гр]. Ми
обмежимось лише деякими окремими випадками, якi вiдiграють
особливу роль.

Твердження 6.2. ExtiX(OX ,ℱ) ≃ H i(X,ℱ), а ℰxt iX(ℒ,ℱ) = 0 при
i > 0.

Доведення. Зауважимо, що HomX(OX ,ℱ) ≃ Γ(X,ℱ), оскiльки мор-
фiзм � : OX → ℱ повнiстю визначається образом f ∈ ℱ(X) пере-
рiзу 1 ∈ O(X). Дiйсно, якщо s ∈ OX(U), то �(s) = �(s ⋅ �XU (1)) =
s�(�XU (1)) = s�XU (f). Тому й похiднi функтори вiд HomX(OX ,_) та
Γ(X,_) теж збiгаються. Звiдси також випливає, щоℋomX(OX ,ℱ) ≃
ℱ . Отже, функтор ℋomX(OX ,_) точний i його похiднi ℰxt iX(OX ,_)
нульовi при i > 0. □

Для подальшого нам будуть потрiбнi деякi загальнi вiдомостi з
гомологiчної алгебри.

Означення 6.3. (1) �-функтором зветься набiр функторiв F =
{F i ∣ i ∈ Z } такий, що для кожної точної послiдовностi 0→
A → B → C → 0 i для кожного i визначенi морфiзми
�i : F i(C)→ F i+1(A) такi, що iндукована послiдовнiсть

F i(A)→ F i(B)→ F i(C)
�i−→

F i+1(A)→ F i+1(B)→ F i+1(C)
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є точною, причому для кожної комутативної дiаграми

0 −−−→ A
�−−−→ B

�−−−→ C −−−→ 0⏐⏐y ⏐⏐y ⏐⏐y
0 −−−→ A′

�′−−−→ B′
�−−−→ C ′ −−−→ 0

з точними строками всi квадрати

F i(C)
�i−−−→ F i+1(A)⏐⏐y ⏐⏐y

F i(C ′)
�i−−−→ F i+1(A′)

також комутативнi.
(2) �-функтор F = {F n} зветься стираючим справа (злiва),

якщо для кожного об’єкта A та кожного i > 0 iснує та-
кий мономорфiзм � : A→ A′ (вiдповiдно, такий епiморфiзм
� : A′ → A), що F i(�) = 0.

Ми матимемо справу також з контраварiантними �-функторами,
або, що те саме, з (коварiантними) �-функторами з дуальної катего-
рiї. При цьому треба пам’ятати, що мономорфiзм A→ A′ в дуальнiй
категорiї — це епiморфiзм A′ → A в данiй категорiї, а епiморфiзм
A′ → A в дуальнiй категорiї — це мономорфiзм A → A′ в данiй
категорiї.

Очевидним прикладом стираючого справа (злiва) �-функтора є
набiр правих похiдних функторiв RF = {RiF} довiльного функто-
ра F , якщо вважати, що RiF = 0 при i < 0. Зокрема, такими є
набори H i(X,_) ExtiX(ℱ ,_). Виявляється, що й набiр контраварi-
антних функторiв ExtiX(_,ℱ) теж є �-функтором.

Твердження 6.4. Набoри ExtiX(_,ℱ) та ℰxt iX(_,ℱ) є контрава-
рiантними �-функторами.

Доведення. Фiксуємо iн’єктивну резольвенту ℐ∙ пучка ℱ . За озна-
ченням, ExtiX(A,ℱ) — це когомологiї комплекса HomX(A, ℐ∙). Якщо
0→ A→ D → C → 0 — точна послiдовнiсть, то для кожного номе-
ра i послiдовнiсть

0→ HomX(C, ℐi)→ HomX(ℬ, ℐi)→ HomX(A, ℐi)→ 0

також є точною (за означенням iн’єктивностi). Отже, й послiдов-
нiсть комплексiв

0→ HomX(C, ℐ∙)→ HomX(ℬ, ℐ∙)→ HomX(A, ℐ∙)→ 0
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є точною. Вона iндукує довгу точну послiдовнiсть когомологiй

0→ Ext0
X(C,ℱ)→ Ext0

X(ℬ,ℱ)→ Ext0
X(A,ℱ)→

→ Ext1
X(C,ℱ)→ Ext1

X(ℬ,ℱ)→ Ext1
X(A,ℱ)→

→ Ext2
X(C,ℱ)→ Ext2

X(ℬ,ℱ)→ Ext2
X(A,ℱ)→ . . . ,

тобто, ExtiX(_,ℱ) дiйсно є �-функтором. Так само доводиться й
твердження про функтори ℰxt iX(_,ℱ). □

Ми будемо користуватись таким загальним результатом про сти-
раючi d-функтори.

Теорема 6.5. Якщо F = {F i} та G = {Gi} — �-функтори, при-
чому F є стираючим справа (вiдповiдно, злiва), то для будь-якого
морфiзму функторiв �0 : F 0 → G0 i кожного i ⩾ 0 (вiдповiдно,
i ⩽ 0) iснують єдинi морфiзми функторiв �i : F i ≃ Gi такi, що
для кожної точної послiдовностi 0→ A→ B → C → 0 i кожного
i ⩾ 0 дiаграма

F i(C)
den−−−→ F i+1(A)

�i(C)

⏐⏐y ⏐⏐y�i+1(A)

Gi(C)
�n−−−→ Gi+1(A)

комутативна.

Доведення. Для кожного об’єкта A виберемо мономорфiзм A
�−→

A′, для якого F 1(�) = 0. Нехай A′′ = A′/A. Точна послiдовнiсть
0 → A

�−→ A′ → A′′ → 0 разом з морфiзмом �0 : F 0 → G0 дає
комутативну дiаграму з точними рядками

0 −−−→ F 0(A) −−−→ F 0(A′) −−−→ F 0(A′′)
�0−−−→ F 1(A) −−−→ 0⏐⏐y ⏐⏐y ⏐⏐y

0 −−−→ G0(A) −−−→ G0(A′) −−−→ G0(A′′)
�−−−→ G1(A)

(ми врахували, що F 1(�) = 0). Ця дiаграма iндукує єдиний мор-
фiзм �1(A) : F 1(A) → G1(A), який доповнює її до комутативної. З
того, що цей морфiзм єдиний, одразу випливає, що вiн не залежить
вiд вибору занурення A → A′ (чому?). Кожен морфiзм f : A → B
можна включити в комутативну дiаграму

A
f−−−→ B

�

⏐⏐y �

⏐⏐y
A′

f ′−−−→ B′,

в якiй � i � — мономорфiзми, а F 1(�) = F 1(�) = 0. Наприклад,
можна обрати якiсь мономорфiзми �1 : A→ A1 та � : B → B′, для
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яких F 1(�1) = F 1(�) = 0, а потiм покласти

A′ = A1 ⊕B′, � =

(
�
�f

)
, f ′ = (0 1).

Звiдси легко випливає, що �1 дiйсно є морфiзмом функторiв (пере-
вiрте це!). Аналогiчно перевiряється, що �1 комутує з �0. Тепер так
само за �1 будується �2 i так далi. □

Наслiдок 6.6. Якщо F i G — стираючi справа d-функтори i F 0 ≃
G0, то F i ≃ Gi для всiх i ⩾ 0.

Доведення. Вправа для читача. □

Вправа 6.7. Сформулюйте й доведiть аналогiчний результат для
стираючих злiва d-функторiв.

Основним прикладом тут є набiр лiвих похiдних LiF деякого
функтора F , якi будуються в категорiях, де кожен об’єкт є фа-
ктороб’єктом проєктивного (наприклад, в категорiях модулiв). При
цьому функтор LiF треба вважати компонентою d-функтора з но-
мером −i.

Ми скористаємося Теоремою 6.5 для встановленя зв’язкiв мiж
функторами Ext та когомологiями для одного спецiального класу
пучкiв.

Означення 6.8. Пучок ℒ зветься локально вiльним, якщо для ко-
жної точки x ∈ X iснує окiл U такий, що ℒ∣U ≃ rOU для деякого
r. Тодi, очевидно, ℒx ≃ rOX,x. Число r зветься рангом в точцi x
локально вiльного пучка ℒ. Легко бачити (перевiрте це!), що, ко-
ли простiр X зв’язний, ранг локально вiльного пучка є однаковим
в усiх точках, отже, можна говорити про ранг локально вiльного
пучка.

Твердження 6.9. Припустимо, що пучок ℒ є локально вiльним.
Тодi функтор ℋomX(ℒ,_) точний, а ℰxt iX(ℒ,_) = 0 при i > 0.

Доведення. Оскiльки точнiсть послiдовностi пучкiв досить перевi-
ряти локально, перше твердження безпосередньо випливає з Твер-
дження 6.2. Тодi друге твердження — наслiдок того, що похiднi
RiF точного функтора є нульовими при i > 0. □

Твердження 6.10. Нехай

(6.1) ⋅ ⋅ ⋅ → ℒ2 → ℒ1 → ℒ0 → ℱ → 0

— точна послiдовнiсть пучкiв, в якiй всi ℒi є локально вiльними.
Тодi ℰxt iX(ℱ ,ℒ) ≃ ℎi(ℒ∙,G), де останнi пучки визначаються як
когомологiї iндуковного комплекса ℋomX(ℒ∙,G), тобто комплекса

0→ ℋomX(ℒ0,G)→ ℋomX(ℒ1,G)→ ℋomX(ℒ2,G)→ . . .

Точна послiдовнiсть (6.1) зветься локально вiльною резольвен-
тою пучка ℱ .
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Доведення. Набiр функторiв ℰxt i(ℱ ,_) є стираючим справа �-функ-
тором. З iншого боку, оскiльки кожен з функторiв ℋomX(ℒi,_) є
точним, когомологiї ℎi(ℒ∙,G) є також �-функтором. Якщо пучок G
iн’єктивний, комплекс ℋomX(ℒ∙,G) є точним, тому ℎi(ℒ∙,G) = 0.
Отже, й функтор ℎi(ℒ∙,_) є стираючим справа. Оскiльки ℎ0(ℒ∙,G) ≃
ℋomX(ℱ ,G) ≃ Ext0X(ℱ ,G), залишається застосувати Твердження
6.6. □

Нам буде потрiбно ще поняття тензорного добутку пучкiв.

Означення 6.11. Тензорним добутком ℱ⊗XG пучкiв OX-модулiв
ℱ i G зветься пучок, породжений передпучком U 7→ ℱ(U)⊗OX(U)G.

Нагадаємо, що пучок ℱ̃ , породжений передпучком ℱ : U → ℱ(U)
будується в такий спосiб. Визначаються стебла ℱx = lim−→x∈U ℱ(U),
а потiм ℱ̃(U) визначається як фактормножина F (U)/ ∼, де F (U) —
пiдмножина в

∏
x∈U ℱx, яка складається з усiх таких наборiв (fx),

що для кожної точки x ∈ U iснує такий окiл V ⊆ U точки x i
такий елемент f ′ ∈ ℱ(V ), що fy = �Vy (f ′) для всiх точок y ∈ V ,
а вiдношення еквiвалентностi визначається так: (fx) ∼ (gx), якщо
для кожної точки x ∈ U iснує такий окiл V ⊆ U , що fy = gy для
всiх y ∈ V .

Якщо X афiнний многовид, A = |[X], M̃ та Ñ — квазiкогерен-
тнi пучки, породженi A-модулямиM та N , то легко перевiрити, що
M̃ ⊗X Ñ = M̃ ⊗A N — квазiкогерентний пучок, породжений моду-
лем M ⊗A N . Це дозволяє обчислювати тензорнi добутки квазiко-
герентних пучкiв на алгебричних многовидах локально, на кожнiй
множинi з деякого вiдкритого афiнного покритя.

Твердження 6.12. Якщо ℒ — локально вiльний пучок, то фун-
ктори ℋomX(ℒ,_) та ℒ⊗X _ точнi, а ℒ⊗X ℱ ≃ ℋomX(ℒ∨,ℱ), де
ℒ∨ = ℋomX(ℒ,OX) також є локально вiльним пучком. Зокрема,
ℒ∨∨ ≃ ℒ. Бiльш того, для довiльних пучкiв ℱ та G

ℋomX(ℱ ⊗X ℒ,G) ≃ ℋomX(ℱ ,ℋomX(ℒ,G))

≃ ℋomX(ℱ ,ℒ∨ ⊗X G)
(6.2)

i
HomX(ℱ ⊗X ℒ,G) ≃ HomX(ℱ ,ℋomX(ℒ,G))

≃ HomX(ℱ ,ℒ∨ ⊗X G).
(6.3)

Зокрема, ℋomX(ℒ,G) ≃ ℒ∨ ⊗X G, а HomX(ℒ,G) ≃ Γ(X,ℒ∨ ⊗ G).

Пучок ℒ∨ зветься дуальним до пучка ℒ.

Доведення. Цi твердження достатньо перевiрити локально. Тому
можна вважати, що ℒ = rOX , а тодi також ℒ∨ ≃ rOX , ℋomX(ℒ,ℱ)
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≃ rℱ , а також ℒ ⊗X ℱ ≃ rℱ ≃ ℋomX(ℒ∨,ℱ). Так само перевiря-
ється й формула (6.2). Формула (6.3) одержується з попередньої
взятям глобальних перерiзiв. □

Зауваження. Перша еквiвалентнiсть у формулах (6.2) та (6.3) за-
лишається вiрною для довiльних пучкiв. Це — так званi формули
спряженостi для функторiв ⊗ та Hom. Ми не будемо нею кори-
стуватись. Доведення її також можна знайти в книзi [Год].

Наслiдок 6.13. Якщо пучок ℒ локально вiльний, а пучок ℐ iн’є-
ктивний, то пучок ℋomX(ℒ, ℐ) також iн’єктивний.

Доведення. Треба перевiрити, що функтор HomX(_,ℋomX(ℒ, ℐ)) є
точним. Але вiн iзоморфний функтору HomX(_⊗X ℒ, ℐ). Оскiльки
обидва функтори _⊗X ℒ i Hom(_, ℐ) точнi, їхня композицiя також
точна. □

Твердження 6.14. Якщо пучок ℒ є локально вiльним, то

ExtiX(ℒ,ℱ) ≃ H i(X,ℋomX(ℒ,ℱ)).

Доведення. Обидва набори функторiв утворюють �-функтори, при-
чому Ext0

X(ℒ,ℱ) = HomX(ℒ,ℱ) = H0(X,ℋomX(ℒ,ℱ). Якщо пу-
чок ℱ iн’єктивний, то таким є й ℋomX(ℒ,ℱ), а тому ExtiX(ℒ,ℱ) =
H i(X,ℋomX(ℒ,ℱ) = 0 при i > 0. Отже, обидва цi �-функтори сти-
раючi справа i твердження випливає з Теореми 6.5. □

Ми можемо тепер встановити теорему двоїстостi для проектив-
ного простору.

Теорема 6.15. Позначимо ! = !Pn = OPn(−n − 1). Тодi для до-
вiльного когерентного пучка ℱ на просторi Pn i довiльного i

Exti
Pn(ℱ ,!) ≃ Hn−i(Pn,ℱ)∗

(дуальний простiр до Hn−i(Pn,ℱ) ).

Доведення. Якщо i = 0, то Ext0
Pn(ℱ ,!) = HomPn(ℱ ,!). Кожен

морфiзм ℱ → ! iндукує гомоморфiзм Hn(Pn,ℱ)→ Hn(Pn,!) ≃ |.
Це дає гомоморфiзм � : HomPn(ℱ ,!) → Hn(Pn,ℱ)∗. Якщо ℱ =
O(m), то HomPn(ℱ ,!) ≃ Hn(Pn,O(−n−1−m)) i � є iзоморфiзмом
за Теоремою 4.1. Для довiльного когерентного пучка ℱ iснує точна
послiдовнiсть ℒ′ → ℒ → ℱ → 0, де ℒ = rO(m) i ℒ′ = r′O(m′) для
деяких m,m′, r, r′. Вона iндукує комутативну дiаграму

0 −−−→ HomPn(ℱ ,!) −−−→ HomPn(ℒ,!) −−−→ HomPn(ℒ′,!)⏐⏐y ⏐⏐y ⏐⏐y
0 −−−→ Hn(Pn,ℱ)∗ −−−→ Hn(Pn,ℒ)∗ −−−→ Hn(Pn,ℒ′)∗,

в якiй вертикальнi стрiлки — це гомоморфiзми � для вiдповiдних
пучкiв. Другий i третiй з них є iзоморфiзмами. Тому й перший є
iзоморфiзмом, що доводить твердження для i = 0.
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З iншого боку, обидвi частини є контраварiантними �-функторами
на категорiї когерентних пучкiв. Крiм того, якщо ℱ = O(−m), то
Hn−i(Pn,ℱ) = 0 при i > 0 i m > 0, а

Exti
Pn(ℱ ,!) ≃ H i(Pn,ℋomPn(ℱ ,!)) ≃ H i(Pn,O(m− n− 1)) = 0

при i > 0 i m > 0. Але вiдомо, що для кожного когерентного пучка
ℱ i достатньо великого m iснує епiморфiзм rO(−m) → ℱ . Тому
обидва �-функтори є стираючими й необхiдне твердження випливає
з Теореми 6.5. □

Наслiдок 6.16. Якщо ℒ — локально вiльний пучок на Pn, то

Hn−i(X,ℒ) ≃ H i(X,ℒ∨ ⊗X !)∗.

Ще одну важливу властивiсть пучка ! буде використано в на-
ступному роздiлi. Спочатку встановимо, що для когерентних пу-
чкiв на проективному многовидi зв’язок мiж Ext i ℰxt може бути
«виправлений» пiдкруткою.

Твердження 6.17. Для довiльних когерентних пучкiв ℱ ,G на
проективному многовидi X i довiльного i iснує таке число m0, що
для всiх m ⩾ m0

ExtiX(ℱ ,G(m)) ≃ Γ(X, ℰxt iX(ℱ ,G(m))).

Доведення. Для i = 0 це вiрно за означенням для довiльних пу-
чкiв ℱ ,G i всiх m. Якщо ℱ = O(l), то, за Твердженнями 6.9 та
6.14, права частина завжди нульова, а лiва частина збiгається з
Γ(X,G(m − l)) i є нульовою для достатньо великих m за Теоре-
мою 4.2(Б). Для довiльного когерентного пучка ℱ розглянемо то-
чну послiдовнiсть 0 → ℱ ′ → ℒ → ℱ → 0, в якiй ℒ ≃ rO(l) для
деякого l. Вона iндукує точну послiдовнiсть

0→ ℋomX(ℱ ,G(m))→ ℋomX(ℒ,G(m))→
→ ℋomX(ℱ ′,G(m))→ ℰxt1

X(ℱ ,G(m))→ 0
(6.4)

та iзоморфiзми ℰxt iX(ℱ ′,G(m)) ≃ ℰxt i+1
X (ℱ ,G(m)) для i > 0. Крiм

того, для достатньо великих m ми одержимо також точну послi-
довнiсть

0→ HomX(ℱ ,G(m))→ HomX(ℒ,G(m))→
→ HomX(ℱ ′,G(m))→ Ext1

X(ℱ ,G(m))→ 0
(6.5)

та iзоморфiзми ExtiX(ℱ ′,G(m)) ≃ Exti+1
X (ℱ ,G(m)) для i > 0. За

Вправою 4.3, для достатньо великих m перерiзи точної послiдовно-
стi (6.4) утворюють точну послiдовнiсть

0→ HomX(ℱ ,G(m))→ HomX(ℒ,G(m))→
→ HomX(ℱ ′,G(m))→ Γ(ℰxt1

X(ℱ ,G(m)))→ 0.
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Порiвнюючи її з точною послiдовнiстю (6.5), одержимо

Ext1
X(ℱ ,G(m)) ≃ Γ(X, ℰxt1

X(ℱ ,G(m))).

Оскiльки пучок ℱ ′ також когерентний, доведення завершуєтьcя
очевидною iндукiєю за i. □

Наслiдок 6.18. Нехай X ⊆ P
n — замкнений пiдмноговид коро-

змiрностi r. Тодi

ℰxt i
Pn(OX ,!) = 0 для всiх i < r.

Доведення. Пучок ℰ = ℰxt i
Pn(OX ,!), як легко бачити, є когерен-

тним на Pn, тому для достатньо великих m пучок ℰ(m) породжу-
ється глобальними перерiзами. Але, згiдно з Твердженням 6.17 i
Теоремою 6.15,

Γ(ℰ(m)) ≃ Exti
Pn(OX ,!(m)) ≃

≃ Hn−i(Pn,OX(−m))∗ = Hn−i(X,OX(−m))∗.

Якщо i < r, то n− i > n− r = dimX, отже, Hn−i(OX(−m)) = 0 за
Вправою 3.9 □

7. Двоїстiсть Серра

Мета цього роздiлу — узагальнити Теорему двоїстостi 6.15 на ши-
роке коло проективних многовидiв. Основним засобом для цього є
поняття дуалiзуючого пучка. Зауважимо, перш за все, що, оскiль-
ки когомологiї H i(X,ℱ) є функторами, для довiльних пучкiв ℱ ,G
визначене бiлiнiйне вiдображення («множення») � : HomX(ℱ ,G)×
H i(X,ℱ)→ H i(X,G).

Означення 7.1. Дуалiзуючим пучком на алгебричному многовидi
X розмiрностi n зветься пара (!X , �), де !X — когерентний пучок
на X, а � —лiнiйне вiдображення Hn(X,!X) → | таке, що для
довiльного когерентного пучка композицiя

HomX(ℱ ,!X)×Hn(X,ℱ)
�−→ Hn(X,!X)

�−→ |

є невиродженим з обох бокiв бiлiнiйним вiдображенням, тобто, iн-
дукує iзоморфiзм

HomX(ℱ ,!X)
∼→ Hn(X,ℱ)∗.

Досить часто сам пучок !X звуть дуалiзуючим пучком, випуска-
ючи згадку про вiдображення � . Вiдображення � зветься вiдобра-
женням слiду (вiдносно пучка !X).

Переконаємося, що дуалiзуючий пучок, якщо вiн iснує, визначе-
ний з точнiстю до iзоморфiзму (що виправдовує позначення !X).
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Твердження 7.2. Якщо (!, �) i (!′, � ′) — два дуалiзуючi пучки
на многовидi X, iснує єдиний iзоморфiзм � : !′

∼→ ! такий, що
� ′ = � ⋅ �n, де �n = Hn(�) — iндуковане вiдображення когомологiй
Hn(X,!′)→ Hn(Xom′).

Доведення. Оскiльки (!, �) — дуалiзуючий пучок, то HomX(!′,!) ≃
Hn(X,!′)∗. Зокрема, iснує єдине вiдображення � : !′ → ! таке,
що � ′ = ��n. Так само, оскiльки (!′, � ′) — дуалiзуючий пучок,
iснує єдине вiдображення �′ : ! → !′ таке, що � = � ′�′n. Звiдси
� = ��n�

′
n = �(��′)n. Але � iндукує iзоморфiзм HomX(!,!) →

Hn(X,!)∗, при якому тотожне вiдображення переходить саме в � .
Тому ��′ = Id. Так само доводиться, що �′� = Id, тобто, �′ — обер-
нене вiдображення до �. □

Теорема 6.15 свiдчить, що пучок OPn(−n− 1) є дуалiзуючим для
проективного простору P

n. Виявляється, що дуалiзуючий пучок
iснує для кожного проективного многовиду.

Теорема 7.3. Нехай X ⊆ P = P
N — проективний многовид роз-

мiрностi n, r = N − n. Тодi пучок !X = ℰxtrP (OX ,!P ) є дуалiзую-
чим на X.

Доведення. Треба побудувати вiдображення слiду Hn(X,!X)→ |.
Для цього ми скористаємося таким результатом.

Лема 7.4. У позначеннях Теореми 7.3,

HomX(ℱ ,!X) ≃ ExtrP (ℱ ,!P )

для довiльного пучка OX-модулiв ℱ .

Доведення. Зауважимо, що для довiльного многовиду Y , його за-
мкненого пiдмноговиду Z, пучкаOY -модулiв ℱ та пучкаOZ-модулiв
G має мiсце iзоморфiзм

(7.1) HomY (ℱ ,G) ≃ HomZ(ℱ ,ℋomY (OZ ,G)),

який переводить морфiзм � : ℱ → ℋomY (OZ ,G) у морфiзм �′ :
ℱ → G такий, що �′(s) = �(s)(1U) для кожного перерiзу s ∈ ℱ(U),
де 1U — одиничний елемент кiльця OX(U). Обернене вiдображення
переводить морфiзм � : ℱ → G у морфiзм �′ : ℱ → ℋomY (OZ ,G),
який вiдображає перерiз s ∈ ℱ(U) у вiдображення s′ : OZ(U) →
G(U), для якого s′(f) = f�(s).

Фiксуємо iн’єктивну резольвенту ℐ∙ пучка !P :

0→ !P
�−→ ℐ0

�0−→ ℐ1
�1−→ ℐ2

�2−→ . . .

За означенням, ExtiP (ℱ ,!P ) — це i-та когомологiя ℎi(HomP (ℱ , ℐ∙))
комплекса

HomP (ℱ , ℐ∙) ≃ HomP (ℱ ,ℋomP (OX , ℐ∙)).
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Позначимо Ji = HomP (OX , ℐi). Це пучки OX-модулiв, i, як та-
кi, вони iн’єктивнi, оскiльки, за формулою (7.1) HomX(ℱ ,Ji) ≃
HomP (ℱ , ℐi), а останнiй функтор точний. Згiдно з Наслiдком 6.18,
ℰxt iP (OX ,!P ) = 0 при i < r, тобто, iндукований комплекс

0→ J0
 0−→ J1

 1−→ . . .Jr−1
 r−1−−−→ Jr

 r−→ . . .

є точним на мiсцях з номерами 0 ⩽ i < r. Оскiльки всi пучки Ji iн’є-
ктивнi, звiдси випливає, що Ji = Im i−1⊕Im i при i < r, а «зсуну-
тий» комплекс J ′∙, в якому J ′k = Jr+k для всiх k ⩾ 0, є iн’єктивною
резольвентою пучка ℎr(ℋomP (OX , ℐ∙)) = ℰxtP (OX ,!P ) = !X . Тому

HomX(ℱ ,!X) ≃ ℎ0(HomX(ℱ ,J ′∙)) = ℎr(HomX(ℱ ,J∙))
≃ ℎr(HomP (ℱ , ℐ∙) = ExtrP (ℱ ,!P ).

□

Завершимо доведення Теореми 7.3. Для кожного когерентного
пучка ℱ на многовидi X, згiдно з Лемою 7.4 та Теоремою 6.15,

HomX(ℱ ,!X) ≃ ExtrP (ℱ ,!P ) ≃ HN−r(P,ℱ)∗ = Hn(X,ℱ)∗.

Зокрема, при ℱ = !X , одержуємо iзоморфiзм HomX(!X ,!X) ≃
Hn(X,!X)∗. Тому за вiдображення слiду � можна взяти образ то-
тожного морфiзму при цьому iзоморфiзмi. □

Зауваження 7.5. З наведених мiркувань випливає також, що ExtiP (ℱ ,!P ) =
0 при i < r для довiльного пучка OX-модулiв ℱ .

Звичайно, ми хочемо скористатися побудованим дуалiзуючим пу-
чком для того, щоб розповсюдити на проективний многовид X роз-
мiрностi n двоїстiсть з Теореми 6.15. Перш за все, зауважимо, що
набори функтори

{
ExtiX(_,!X)

}
та {Hn−i(X,_)∗ } є контрава-

рiантними �-функторами (див. Твердження 6.4). Крiм того, при
i > 0,

ExtiX(OX(−m),!X) ≃ H i(X,!X(m)) = 0

для достатньо великих m за Теоремою 4.2(Б). Оскiльки, з iншого
боку, кожен когерентний пучок є факторпучком пучка kOX(−m)
для деяких k i всiх достатньо великихm, перший з цих �-функторiв
є стираючим. Але ми вже бачили, що Ext0

X(ℱ ,!X) = HomX(ℱ ,!X) ≃
Hn(X,ℱ)∗. Тому з Теореми 6.5 випливає, що iснує єдиний морфiзм
�-функторiв { �i }, де

(7.2) �i : ExtiX(ℱ ,!X)→ Hn−i(X,ℱ)∗

для кожного когерентного пучка ℱ , який продовжує вказаний iзо-
морфiзм. Знов-таки за Теоремою 6.5, це вiдображення буде iзомор-
фiзмом тодi й лише тодi, коли �-функтор {Hn−i(X,ℱ)∗ } також є
стираючим. Так буде не завжди, але ми впровадимо клас многови-
дiв, для яких це дiйсно так.
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Означення 7.6. (1) Локальне кiльце A розмiрностi Крулля d з
полем лишкiв | зветьсяКоен–Маколеєвим, якщо ExtiA(|,A) =
0 для всiх i < d.

(2) Алгебричний многовид X зветься Коен–Маколеєвим, якщо
такими є всi локальнi кiльця OX,x (x ∈ X).

(3) Алгебричний многовид X зветься рiвнорозмiрним, якщо всi
його незвiднi компоненти мають однакову розмiрнiсть, або,
шр те саме, всi локальнi кiльця OX,x мають однакову роз-
мiрнiсть Крулля.

Наступний результат показує, що для рiвнорозмiрних Коен–Мако-
леєвих многовидiв �-функтор {Hn−i(X,_)∗ } є стираючим.

Твердження 7.7. Нехай X — рiвнорозмiрний Коен–Маколеїв мно-
говид розмiрностi n, ℱ — локально вiльний пучок на X. Iснує таке
m0, що H i(X,ℱ(−m)) = 0 для всiх m ⩾ m0 i всiх i < n.

Як було зауважено вище, з останнього твердження та Теореми 6.5
одразу випливає теорема двоїстостi для рiвнорозмiрних Коен–Мако-
леєвих многовидiв.

Теорема 7.8 (Двоїстiсть Серра). Якщо проективний многовид X
є Коен–Маколеєвим i всi його незвiднi компоненти мають роз-
мiрнiсть n, то гомоморфiзми �i : ExtiX(ℱ ,!X) → Hn−i(X,ℱ)∗ є
iзоморфiзмами для всiх когерентних пучкiв ℱ i всiх i ⩾ 0.

Зауваження 7.9. Можна довести й оберненi результати, якi пока-
зують, що наступнi умови на проективний многовид X розмiрностi
n є рiвносильними:

(1) X — рiвнорозмiрний Коен–Маколеїв многовид.
(2) Гомоморфiзми �i є iзоморфiзмами для довiльного когерен-

тного пучка ℱ .
(3) Якщо ℱ — локально вiльний пучок наX, тоH i(X,ℱ(−m)) =

0 для всiх i < n i всiх достатньо великих m.
Див. [Х, Гл. III, Теорема 7.6].

Доведення Твердження 7.7. Нехай X ⊆ P = P
N , r = N − n. Тодi

!X = ℰxtrP (OX ,!P ). Для кожної точки x ∈ X ℱx є вiльним мо-
дулем над Коен–Маколеєвим кiльцем B = OX,x. Тому depBℱx =
K.dim B = n. Але depBℱx = depAℱx, де A = OP,x (див. Наслi-
док B.9). Тому, за Теоремою B.19, pr.dimAℱx = r. Отже, ExtiA(ℱx,_) =
0 при i > r. Оскiльки це вiрно для довiльної точки, то й ℰxt iP (ℱ ,_) =
0 при i > r.

За Теоремою 6.15,
H i(X,ℱ(−m)) = H i(P,ℱ(−m)) ≃ ExtN−iP (ℱ ,!P (m))∗

Але ExtN−iP (ℱ ,!P (m)) ≃ Γ(P, ℰxtN−iP (ℱ ,!P (m)) для достатньо ве-
ликих m (див. Твердження 6.17). Якщо i < n, то N − i > r i
ℰxtN−iP (ℱ ,!P (m)) = 0. Отже, й H i(X,ℱ(−m)) = 0. □
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Наслiдок 7.10. Нехай X — Коен–Маколеєвий проективний мно-
говид розмiрностi n, ℒ — локально вiльний пучок на X. Тодi

Hn−i(X,ℱ) ≃ H i(X,ℱ∨ ⊗X !X),

�(ℱ) = (−1)n�(ℱ∨ ⊗X !X),

де � позначає характеристику Ойлера пучка ℱ (Означення 4.4).

8. Диференцiальнi форми

У цьому роздiлi ми дамо «внутрiшнє» тлумачення дуалiзуючих
пучкiв у випадку неособливих многовидiв. Вого пов’язане з дифе-
ренцiальними формами на многовидах. Почнемо з афiнного випад-
ку.

Означення 8.1. Нехай R → A — гомоморфiзм кiлець, M — де-
який A-модуль.

(1) R-диференцiюванням (або деривацiєю) з A до M зветься
таке R-лiнiйне вiдображення � : A→ M , що для довiльних
елементiв a, b ∈ A виконується правило Ляйбнiца:

�(ab) = a�(b) + b�(a).

Множину всiх R-диференцiювань A→M позначають DerR(A,M).
(2) Унiверсальним R-диференцiюванням кiльця A зветься та-

ке R-диференцiювання d : A → Ω, що для довiльного R-
диференцiювання � : A → M iснує єдиний гомоморфiзм
A-модулiв � : Ω→M такий, що � = �d. В цьому випадку Ω
зветься модулем R-диференцiалiв кiльця A i позначається
ΩA/R. .

Якщо A — алгебра над полем | (наприклад, афiнна алгебра), ми ка-
затимемо просто «диференцiювання» замiсть «|-диференцiювання»
i позначатимемо ΩA = ΩA/|.

З формули Ляйбнiца одразу випливає, що �(1) = 0, отже, �(r1) =
0 для кожного r ∈ R.

Вправа 8.2. Доведiть, що унiверсальне R-диференцiювання кiль-
ця A єдине з точнiстю до iзоморфiзму. Зокрема, й модуль R-дифе-
ренцiалiв визначений з точнiстю до канонiчного iзоморфiзму. Це
робить коректним позначення ΩA/R.

Порiвняно легко довести, що унiверсальне диференцiювання iснує
(спробуйте це зробити). Втiм, ми дамо його явну побудову. Для
цього розглянемо тензорний добуток Ae = A⊗R A i гомоморфiзм
A-бiмодулiв � : Ae → A (гомоморфiзм множення): �(a ⊗ b) = ab.
Позначимо J = JA/R = Ker�, Ω = J/J2 i da — клас сумiжностi в
модулi Ω елемента a⊗ 1− 1⊗ a.
Теорема 8.3. Вiдображення d є унiверсальним R-диференцiюван-
ням кiльця A, отже, Ω є модулем R-диференцiалiв кiльця A.
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Доведення. Позначимо d̃a = a⊗ 1− 1⊗ a. Зазначимо спочатку, що
коли �(

∑
i aibi) =

∑
i aibi = 0, то

∑
i aibi =

∑
i(aid̃(bi) + d̃(ai)bi).

Отже,
{
d̃a ∣ a ∈ A

}
є множиною твiрних iдеалу J кiльця Ae. Легко

переконатися також, що d̃(ab) = ad̃(b)+d̃(a)b. З iншого боку, �(aw−
wa) = 0 для кожного елемента a ∈ A i кожного w ∈ Ae, тобто, aw−
wa ∈ J . Тому d̃(a)b ≡ bd̃(a) (mod J2), звiдки d(ab) = a(db) + b(da).
Отже, d є диференцiюванням.

Нехай � : A → M є довiльним R-диференцiюванням. На прямiй
сумi B = A⊕M визначимо структуру кiльця, поклавши (a, u)(b, v) =
(ab, av+bu) (перевiрте асоцiативнiсть цього множення). Визначимо
гомоморфiзм f : Ae → B, поклавши f(a⊗ b) = (ab, b�(a)) (перевiр-
те, що це дiйсно гомоморфiзм кiлець). Тодi f(d̃a) = (0, �(a)), звiдки
f(d̃(a)d̃(b)) = 0. Отже, J2 ∈ Ker f i f iндукує гомоморфiзм модулiв
� : J/J2 →M , для якого �(a) = �(da).

Єдинiсть � випливає з того, що елементи da породжують A-
модуль Ω. □

Приклад 8.4. Очевидно, довiльне k-диференцiювання алгебри мно-
гочленiв P = k[x1, x2, . . . , xn] однозначно визначається значеннями
�(xi), бо з формули Ляйбнiца випливає, що �(f) =

∑
i ∂if�(xi), при-

чому значення �(xi) можна задавати довiльно. Тому ΩP/k — вiль-
ний P-модуль з базою dx1, dx2, . . . , dxn.

Вправа 8.5. (1) Доведiть, що кожен гомоморфiзм кiлець f :
A → B iндукує єдиний гомоморфiзм Ωf : ΩA/R → ΩB/R

такий, що Ωf (da) = df(a) для всiх a ∈ A.
(2) Довести, що коли S ⊂ A — мультиплiкативна пiдмножина,

то ΩA[S−1]/R ≃ ΩA/R[S−1].
Натяк: Скористатися тим, що �(ab−1) = (b�(a)−a�(b))b−2

для довiльного диференцiювання � i довiльного обертовного
елемента b ∈ A.

Зокрема, якщо A = |[X] алгебра регулярних функцiй на афiн-
ному многовидi X, то, для довiльних вiдкритих пiдмножин V ⊆ U
вiдображення обмеження OX(U) → OX(V ) визначає гомоморфiзм

U

V : 
X(U) → 
X(V ), де 
X(U) = 
OX(U), причому 
U
W =


V
W


U
V для кожної вiдкритої пiдмножини W ⊆ V . Бiльш того,


X(D(f)) ≃ ΩA[f−1]. Звiдси випливає, що вiдповiднiсть U 7→ 
(U)
задає квазiкогерентний пучок 
X на афiнному многовидi X, який
вiдповiдає A-модулю ΩA. Бiльш того, якщо U ⊆ X — афiнна вiд-
крита пiдмножина, то, очевидно, 
U = (
X)∣U , оскiльки обидва
пучки квазiкогегентнi й мають тi самi глобальнi перерiзи. Тому для
довiльного алгебричного многовиду X можна визначити квазiкоге-
рентний пучок диференцiалiв 
X такий, що 
X(U) = ΩOX(U) для
кожної афiнної вiдкритої пiдмножини U ⊆ X. Наприклад, якщо
X = A

n, то 
X ≃ nOX (див. Приклад 8.4).
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Насправдi, пучок 
X є навiть когерентним. Дiйсно, якщо A =
|[a1, a2, . . . , an], то, очевидно, елементи da1, da2, . . . , dan породжу-
ють A-модуль ΩA. Ми доведемо, що для неособливого многовиду
X цей пучок є навiть локально вiльним рангу dimX. Спочатку
встановимо такий результат.

Лема 8.6. Нехай B = A/I. Тодi точною є послiдовнiсть B-модулiв

(8.1) I/I2 �−→ B⊗A ΩA/R
�−→ ΩB/R → 0,

в якiй �(b⊗ da) = bdā, де ā = a+ I, а �(a+ I2) = 1⊗ da.

(Перевiрте, що вiдображення � i � визначенi коректно i дiйсно є
B-гомоморфiзмами).

Доведення. Нагадаємо, що точнiсть послiдовностi (8.1) рiвносильна
тому, що для кожного B-модуля M точною є iндукована послiдов-
нiсть

0→ HomB(ΩB/R,M)→ HomB(B⊗A/R ΩA,M)→ HomB(I/I2,M).

В нiй HomB(ΩB/R,M) ≃ DerR(B,M), а

HomB(B⊗A ΩA/R,M) ≃ HomA(ΩA/R,M) ≃ DerR(A,M).

Отже, її можна переписати так:

0→ DerR(B,M)
�∗−→ DerR(A,M)

�∗−→ HomB(I/I2,M),

де (�∗�̄)(a) = �̄(ā), а (�∗�)(c+ I2) = �(a) для кожних �̄ ∈ Der(B,M),
� ∈ Der(A,M), a ∈ A i c ∈ I. Тепер очевидно, що �∗ — мономор-
фiзм, а �∗� = 0 тодi й лише тодi, коли � = �∗�̄, де �̄(ā) = �(a). □

Наслiдок 8.7. Якщо A — локальна k-алгебра з максимальним iде-
алом m i A/m ≃ k, a1, a2, . . . , an — такi елементи з m, що їхнi кла-
си утворюють k-базу в m/m2, то класи елементiв da1, da2, . . . , dan
утворюють k-базу в ΩA/k/mΩA/k.

Отже, за лемою Накаями, елементи da1, da2, . . . , dan породжують
A-модуль ΩA/k.

Доведення. Зауважимо, що Ωk/k = 0. Отже, вiдображення � : m/m2 →
k⊗AΩA/k ≃ ΩA/k/mΩA/k з точної послiдовностi (8.1) є сюр’єктив-
ним. Тому класи da1, da2, . . . , dan породжують ΩA/k/mΩA. Кожен
елемент a ∈ A однозначно записується у виглядi �+

∑n
i=1 �

iai + b,
де b ∈ m2. Розглянемо вiдображення �i : A→ k таке, що �(a) = �i.
Легко бачити (перевiрте це), що �i є диференцiюванням, а iндукова-
не ним вiдображення ΩA/k → k переводить daj в �ij. Звiдси одразу
випливає, що елементи da1, da2, . . . , dan лiнiйно незалежнi. □

Надалi всi кiльця вважаються k-алгебрами i замiсть ΩA/k ми
писатимемо ΩA.
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Теорема 8.8. Нехай A — регулярна локальна k-алгебра з макси-
мальним iдеалом m i A/m ≃ k. Якщо класи елементiв a1, a2, . . . , an
утворюють k-базу m/m2, то елементи da1, da2, . . . , dan утворю-
ють базу A-модуля Ω = ΩA/k.

Зауважимо, що за умов цiєї теореми n = K.dim A.

Доведення. Кожен елемент a цього кiльця однозначно подається
у виглядi a = f (a1, a2, . . . , an) + r, де f ∈ |[x1, x2, . . . , xn] — мно-
гочлен степеня щонайбiльше m, а r ∈ mm+1 (див. [Др, Теорема
4.2.6]). Визначимо вiдображення � : A → A/mm, поклавши �(a) =
∂f

∂xi
(a1, a2, . . . , an) (mod mm). Зокрема, �(ai) = �ijaj (mod mm). Мо-

жна перевiрити (зробiть це), що � є диференцiюванням. Отже, iснує
гомоморфiзм � : Ω→ A/mm, для якого �(dai) = �ij (mod mm). То-
дi з рiвностi

∑
i cidai = 0, де ci ∈ A випливає, що cj ≡ 0 (mod mm)

для кожного m, звiдки cj = 0. □

Твердження 8.9. За умов Теореми 8.8, нехай I ⊂ A — такий
iдеал, що факторалгебра B = A/I теж є регулярною розмiрностi
Крулляm. Тодi послiдовнiсть (8.1) є точною, а твiрнi a1, a2, . . . , an
максимального iдеалу m можна обрати так, що I = ⟨ am+1, . . . , an ⟩.

Очевидно, звiдси випливає, що базою B-модуля ΩB є образи еле-
ментiв da1, da2, . . . , dam.

Доведення. Позначимо m̄ = m/I. Вiдображення m/m2 → m̄/m̄2 є
сюр’єктивним. Тому базу �1, �2, . . . , �n простору m/m2 можна ви-
брати так, щоб образи елементiв �1, �2, . . . , �m утворювали базу
m̄. Нехай a1, a2, . . . , an — прообрази в m елементiв �1, �2, . . . , �n.
Тодi m = ⟨ a1, a2, . . . , an ⟩, причому (a1, a2, . . . , an) — регулярна по-
слiдовнiсть (Приклад A.4). Позначимо J = ⟨ am+1, am+2, . . . , an ⟩ i
B′ = A/J . Тодi B′ — за теоремою Крулля про максимальний iде-
ал [Др, Теорема 3.2.11], K.dim B′ ⩽ m. Але B є факторкiльцем B′

за iдеалом J/I. Тому K.dim B′ = m, B′ є регулярним (його макси-
мальний iдеал породжений m елементами), отже, проекцiя B′ → B
є iзоморфiзмом, тобто, J = I.

B-модулi ΩB i B⊗AΩA є вiльними, з базами, вiдповiдно, dā1, dā2, . . . , dām
i 1 ⊗ da1, 1 ⊗ da2, . . . , 1 ⊗ dan. Тому ядро K гомоморфiзму � є теж
вiльним B-модулем з базою 1⊗dai (m < i ⩽ n). Оскiльки елементи
ai (m < i ⩽ n) породжують I, а �(ai + I2) = 1 ⊗ dai, цi елементи
утворюють базу I/I2, а � є мономорфiзмом. □

Наслiдок 8.10. Якщо X — зв’язний неособливий многовид роз-
мiрностi n, то

(1) 
X — локально вiльний пучок рангу n.
(2) Якщо Y ⊂ X — регулярний замкнений пiдмноговид розмiр-

ностi m, то
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(a) кожна точка y ∈ Y має афiнний окiл U такий, що
Y ∩ U = V (f1, f2, . . . , fn−m) для деяких елементiв fi ∈
k[U ] (1 ⩽ i ⩽ n−m), якi утворюють регулярну послi-
довнiсть в кiльцi A.

(b) Якщо ℐ = Ker(OX → OY ), то iснує точна послiдов-
нiсть

(8.2) 0→ ℐ/ℐ2 → OY ⊗OX
X → 
Y → 0.

Нагадаємо, що m-им зовнiшнiм степенем A-модуля M зветься
фактормодуль ∧mM тензорного добуткуM⊗m = M⊗AM⊗A . . .⊗A

M (m разiв) по пiдмодулю, породженому всiма елементами вигляду
u1⊗u2⊗. . .⊗um, де ui = uj для деяких i ∕= j. Якщо позначити через
u1∧u2∧. . .∧um клас елемента u1⊗u2⊗. . .⊗um у фактормодулi∧mM ,
це означає, що u1 ∧ u2 ∧ . . .∧ um, якщо один з елементiв є лiнiйною
комбiнацiєю iнших. Звiдси також випливає, що при перестановцi
двох компонент у такому «добутку» вiн змiнює знак.

Якщо ℱ — квазiкогерентний пучок OX-модулiв на многовидi X,
то його зовнiшнiй степiнь ∧mℱ визначається як квазiкогерентний
пучок такий, що для кожної вiдкритої афiнної пiдмножини U ⊆
X (∧mℱ)(U) = ∧m(ℱ(U)), де останнiй розглядається як OX(U)-
модуль. З попередньої вправи випливає, що коли ℱ — локально
вiльний пучок рангу n, то ∧mℱ — локально вiльний пучок рангу(
m
n

)
. Зокрема, якщо m = n, це локально вiльний пучок рангу 1

(такi пучки звуться обертовними). Пучoк ∧m
X зветься пучком
диференцiальних форм степеня m на многовидi X, а його перерiзи
на множинi U — диференцiальними формами на U .

Вправа 8.11. (1) Перевiрте, що коли M = nA, то ∧mM ≃(
m
n

)
A (зокрема, 0 при m > n).

(2) Доведiть, що ∧mM [S−1] ≃ (∧mM)[S−1].
(3) Виведiть звiдси, що колиℳ — локально вiльний пучок OX-

модулiв рангу n, то ∧mℳ — локально вiльний пучок рангу(
m
n

)
.

(4) Нехай 0→M → L→ N → 0 — точна послiдовнiсть вiльних
A-модулiв, де rkM = m, rkN = n. Доведiть, що вiдобра-
ження ∧mM ⊗A ∧nN → ∧m+nL, яке переводить (∧mi=1ui) ⊗
(∧nj=1vj) у (∧mi=1ui) ⊗ (∧nj=1ṽj), де ṽj — прообраз у L елемен-
та vj, коректно визначене й є iзоморфiзмом. Виведiть звiдси
аналогiчний результат для локально пучкiв на многовидах.

Вiдзначимо одну важливу властивiсть обертовних пучкiв.

Твердження 8.12. Якщо ℒ — обертовний пучок OX-модулiв на
алгебричному многовидi X, то ℒ∨ ⊗X ℒ ≃ OX .

Доведення. Розглянемо морфiзм � : ℒ∨ ⊗X ℒ → OX , який пере-
водить перерiз � ⊗ v, де � ∈ ℋomOX(U)(ℒ(U),OX(U)), v ∈ ℒ(U) в
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елемент �(v) ∈ OX(U). Легко бачити, що на стеблах гомоморфiзми
�x є iзоморфiзмами. Але тодi й � — iзоморфiзм. □

Зокрема, тензорне множення на обертовний пучок ℒ є обертов-
ною операцiєю: оберненоюдо неї є тензорне множення на пучок ℒ∨.
Тому останнiй часто позначають також ℒ−1.

Наслiдок 8.13. За умов Наслiдку 8.10(2),

∧m
Y ≃ ∧n−m(ℐ/ℐ2)∨ ⊗X ∧n
X .

Доведення. Дiйсно, згiдно з цим Наслiдком та Вправою 8.11(4),

OY ⊗X ∧n
X ≃ ∧n−m(ℐ/ℐ2)⊗Y ∧m
Y .

Оскiльки все це — обертовнi пучки, з Твердження 8.12 випливає,
що

∧m
Y ≃ ∧n−m(ℐ/ℐ2)∨ ⊗Y OY ⊗X ∧n
X ≃ ∧n−m(ℐ/ℐ2)∨ ⊗X ∧n
X .

□

Теорема 8.14. Якщо !X — дуалiзуючий пучок на n-вимiрному
неособливому проективному многовидi X, то !X ≃ ∧n
X .

Доведення. Нехай спочатку X = P
n, (x0 : x1 : ⋅ ⋅ ⋅ : xn) — однорiднi

координати на Pn, а Ui = A
n
i = D(xi) — стандартне афiнне покриття

P
n. Тодi Ai = |[Ui] = |[t1, t2, . . . , tn], де tk = xk/xi. Оскiльки ΩAi

— вiльний Ai-модуль з базою {dtk}, ∧nΩAi
— вiльний Ai-модуль

з одним твiрним !i ∧k dtk. Так само, ΩAj
— вiльний Aj-модуль з

базою {dt′k}, де t′k = xk/xj = tk/tj, зокрема, t′i = 1/tj, а ∧mΩAj
—

вiльний Aj-модуль з одним твiрним ∧kdt
′
k. На перетинi Ui∩Uj dt′k =

dtk/tj − (tk/t
2
j)dtj. Звiдси легко виводиться, що на цьому перетинi

!j = !i/t
n+1
j . Отже, ∧n
X ≃ OX(−n− 1) ≃ !X .

Нехай тепер X ⊂ P = P
N — неособливий пiдмноговид розмiр-

ностi n, r = N − n. За наслiдком 8.10, P покривається афiнни-
ми вiдкритими пiдмножинами U такими, що коли A = k[U ], а
B = k[X ∩ U ], то B = A/⟨ a1, a2, . . . , ar ⟩, де a = (a1, a2, . . . , ar)
— регулярна послiдовнiсть в A. Тодi, за Теоремою A.5, комплекс
Косуля K∙ = K∙(a) є вiльною резольвентою A-модуля B. Отже,

ExtrA(B,!A) ≃ Coker
(

HomA(Kr−1,!A)
∂−→ HomA(Kr,!A)

)
,

де ∂ iндуковане вiдображенням Kr → Kr−1 в комплексi Косуля.
Оскiльки !A — вiльний A-модуль з одним твiрним w, HomA(Kr,!A)
є вiльним A-модулем з одним твiрним ℎ, де ℎ(e12...r) = w, а HomA(Kr−1,!A)
є вiльним A-модулем з базою {ℎi ∣ 1 ⩽ i ⩽ r }, де ℎi(e12...ǰ...r) = �ijaiℎ.
Отже, ExtrA(B,!A) — вiльний B-модуль, твiрним якого є клас ℎ̄ го-
моморфiзму ℎ. Зауважимо, що, якщо a′i =

∑r
i=1 cijaj (1 ⩽ i ⩽ r) —

iнший вибiр твiрних iдеалу I, а K ′∙ = K∙(a
′), то матриця C(cij) є

обертовною за модулем iдеалу I, а гомоморфiзми �k : K ′k → Kk,
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якi переводять ei1i2...ik в
∑

j1j2...jk
Cj1j2...jk
i1i2...ik

, де Cj1j2...jk
i1i2...ik

— мiнор ма-
трицi C, утворений рядками i1, i2, . . . , ik i стовпчиками j1, j2, . . . , jk,
задають гомоморфiзм комплексiвK ′∙ → K∙. Цей гомоморфiзм iнду-
кує автоморфiзм ExtrA(B,!A), при якому ℎ̄ переходить у (detC)ℎ̄′.
Це перетворення збiгається з замiною базисного елемента в моду-
лi ∧r(I/I2)∨, яке iндуковано замiною бази в модулi I/I2. Отже,
одержуємо iзоморфiзм ExtrA(B, !A) ≃ ∧r(I/I2)∨⊗A !A, який не за-
лежить вiд вибору твiрних. Тому цi iзоморфiзми можна «склеїти»
в iзоморфiзм пучкiв !X ≃ ∧r(ℐ/ℐ2)∨ ⊗P !P . З iншого боку, точна
послiдовнiсть (8.2), разом з Вправою 8.11, показує, що

∧N(OX ⊗P 
P ) ≃ ∧r(ℐ/ℐ2)⊗X ∧n
X ,

або, оскiльки ∧r(ℐ/ℐ2) — локально вiльний пучок рангу 1,

∧n
X ≃ ∧r(ℐ/ℐ2)∨ ⊗X ∧N
P ≃ !X .
□

Вправа 8.15. Нехай X ⊆ P
n (n ⩾ 2) — неособлива гiперповерх-

ня, задана однорiдним рiвнянням F (x0, x1, . . . , xn) = 0 степеня d,
Ui = X ∩ Ani — стандартне афiнне покриття X, Ri = k[Ani ] =
k[lstotn], де tj = xj/xi, i Ai = k[Ui] = Ri/⟨Fi ⟩, де Fi(t0, t1, . . . , tn) =
x−di F (x0, x1, . . . , xn), i yj = t∣Ui

. Позначимо Gij = ∂Fi/∂tj∣Ui
i Uij =

D(Gij) ∩ X. Згiдно з [Др, Вправа 4.1.7], Ui =
∪
j Uij. Позначимо

також !ij = (1/Gij)dy0 ∧ . . . ∧ dy̌i ∧ . . . ∧ dyn. Очевидно, !ij ∈ 
Uij
.

(1) Доведiть, що !ij = ±!ik на перетинi Uij ∩Uik. Звiдси, очеви-
дно, випливає, що !ij ∈ 
Ui

для кожного j.
Натяк: Скористайтеся тим, що � =

∑
j Gijdyj = 0 на Ui,

i обчислiть � ∧ (∧r/∈{i,j,k}dyr).
(2) Нехай k ∕= i. Позначимо t′j = (xj/xk), зокрема, t′i = 1/tk,

i zj = t′j∣Uk
. Перевiрте, що коли j /∈ {i, k}, то на перетинi

Ui ∩ Uk
dz0 ∧ . . . ∧ džj ∧ . . . ∧ dzn = ±y−nk dy0 ∧ . . . ∧ dy̌j ∧ . . . ∧ dyn,
Gkj = y1−d

k Gij,

!kj = ±yd−n−1
k !ij.

(3) Виведiть звiдси, що 
X ≃ OX(d− n− 1).
Наприклад, якщо X ⊂ P

2 — неособлива кубiчна крива, то 
X ≃
OX . Зокрема, X ∕≃ P

1.

Припустимо, що X — незвiдний многовид розмiрностi n. Позна-
чимо K постiйний пучок такий, що Kx = K = k(X) для всiх x ∈ X.
Цей пучок квазiкогерентний. Покладемо 
K = K ⊗ X
X . Це по-
стiйний пучок K-векторних просторiв з шаром ΩK = K ⊗Ox 
X,x.
Перерiзи цього пучка (або, що те саме, елементи з ΩK) звуться ра-
цiональними диференцiалами на X. Перерiзи пучка ∧m
K, або,
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що те саме, елементи простору ∧mΩk, звуться рацiональними ди-
ференцiальними формами степеня m. Для неособливого многовиду
dimK ΩK = n. Оскiльки неособливi точки утворюють вiдкриту не-
порожню пiдмножину, те саме вiрне й для довiльного незвiдного
многовиду. Зокрема, !K = ∧nΩK — одновимiрний простiр над K.

9. Дивiзори

У цьому роздiлi ми вважаємо, що X — незвiдний нормальний
многовид (див. [Др, Роздiл 3.4], особливо Означення 3.4.1 i 3.4.8 та
Теореми 3.4.9 i 3.4.10).

Означення 9.1. Дивiзорами (точнiше, дивiзорами Вейля) на X
звуться елементи вiльної абелевої групи DivX, базою якої є мно-
жина P(X) незвiдних замкнених пiдмноговидiв P ⊂ X корозмiр-
ностi 1. Елементи з P(X) звуться первинними дивiзорами на X, а
група DivX — групою дивiзорiв многовиду X.

Iнакше кажучи, дивiзор — це формальна лiнiйна комбiнацiя D =∑
P∈P(X) kPP , де kP ∈ Z i майже всi kP = 0. Число kP зветься кра-

тнiстю первинного дивiзора P в дивiзорi D. Пiдмноговид SuppD =∪
kP ∕=0 P зветься носiєм дивiзора D.

Позначимо K = |(X) поле рацiональних функцiй на X, а через
K = KX постiйний пучок iз стеблом K. Якщо многовид X афiнний,
то K = K̃, тому пучок K є квазiкогеренетним. Вiн мiстить O = OX
як пiдпучок.

Означення 9.2. Для кожного пiдмноговиду P ∈ P(X) позначимо

OX,P = { f ∈ K ∣ Dom(f) ∩ P ∕= ∅ }

i

mP = { f ∈ OX,P ∣ f(x) = 0 для всiх x ∈ P } .
Кiльце OX,P зветься локальним кiльцем пiдмноговиду P .

Нагадаємо, що для кожного P ∈ P(X) iснує вiдкрита афiнна
множина U ⊆ X така, що U ∩ P ∕= ∅ i iдеал I(P ∩ U) в кiльцi |[U ]
є головним [Др, Наслiдок 3.4.11 (1)].

Твердження 9.3. (1) OX,P — кiльце дискретної оцiнки (тоб-
то, локальне кiльце головних iдеалiв) з максимальним iде-
алом mP .

(2) OX,P = |[U ]p, де U ⊆ X — така афiнна вiдкрита пiдмно-
жина, що P ∩ U ∕= ∅, а iдеал p = I(P ∩ U) є головним:
p = t|[U ].

Твiрний tP iдеалу mP ⊂ OX,P зветься локальним параметром
пiдмноговиду P ∈ P(X). (Вiн визначений з точнiстю до множника,
обертовного в кiльцi OX,P ).
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Доведення. Очевидно,OX,P — локальне кiльце з максимальним iде-
алом mP i |[U ]p ⊆ OX,P . З iншого боку, якщо Dom(f) ∩ P ∕= ∅,
то й Dom(f) ∩ U ∩ P ∕= ∅ (бо P незвiдний). Виберемо точку x ∈
Dom(f) ∩ U ∩ P . Оскiльки також K = |(U), фугкцiю f можна по-
дати у виглядi g/ℎ, де g, ℎ ∈ |[U ] i ℎ(x) ∕= 0. Тодi g /∈ p, отже,
f ∈ |[U ]p. Оскiльки p — первинний iдеал висоти 1 в нормальному
кiльцi |[U ], локальне кiльце |[U ]p є кiльцем дискретної оцiнки. □

Це твердження дає можливiсть визначити дивiзори рацiональних
функцiй.

Наслiдок 9.4. (1) Для кожного P ∈ P i кожної ненульової
функцiї f ∈ K iснує єдине цiле число v = vP (f) таке, що
f = tvPf0, де tP — локальний параметр пiдмноговиду P , а
f0 ∈ O×X,P .

Ми покладемо також vP (0) =∞.
(2) Для довiльних f, g ∈ | i довiльного P ∈ P(X)

(a) vP (fg) = vP (f) + vP (g);
(b) vP (f +g) ⩾ max { vP (f), vP (g) }, причому, якщо vP (f) ∕=

vP (g), тут має мiсце рiвнiсть.
(3) f ∈ OX,P тодi й лише тодi, коли P ∩Dom(f) ∕= ∅.
(4) Для довiльної функцiї f ∈ K множина {P ∈ P(X) ∣ vP (f) ∕= 0 }

скiченна.
Число vP (f) зветься кратнiстю функцiї f на пiдмноговидi P , а

дивiзор (f) =
∑

P vP (f)P зветься дивiзором функцiї f . Дивiзори
функцiй звуться також головними дивiзорами.

Доведення. (1). Якщо f ∈ OX,P , покладемо v = max
{
k ∣ f ∈ mk

P

}
.

Якщо f = g/ℎ, де g, ℎ ∈ OX,P , покладемо v = vP (g) − vP (ℎ). Єди-
нiсть v очевидна (чому?).

(2) залишаємо читачу як нескладну вправу.
(3) має мiсце за означенням кiльця OX,P .
(4). Згiдно з (2) i (3), vP (f) ∕= 0 можливо лише для тих P , якi є

компонентами замкненого пiдмноговиду X ∖ (Dom(f)∩Dom(1/f)),
а таких компонент є лише скiнчена кiлькiсть. □

З [Др, Наслiдок 3.4.11] тепер випливає такий результат.

Наслiдок 9.5. (1) (f) ⩾ 0 тодi й лише тодi, коли f ∈ |[X],
тобто, функцiя f регулярна на X.

(2) (f) = 0 тодi й лише тодi, коли f ∈ |[X]×, тобто, функцiя
f регулярна на X i f(x) ∕= 0 для всiх x ∈ X.

За Наслiдком 9.4(2), головнi дивiзори утворюють пiдгрупу DivгX
у групi дивiзорiв, причому, за Наслiдком 9.5, DivгX ≃ K

×/|[X]×.
Нагадаємо, що для повних (наприклад, проективних) многовидiв
|[X] = |, отже, DivгX ≃ K

×/|×. Факторгрупа ClX = DivX/DivгX
зветься групою класiв дивiзорiв многовиду X. Два дивiзори D i D′
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звуться еквiвалентними, якщо вони мають однаковi образи в гру-
пi ClX, тобто, їхня рiзниця D−D′ є головним дивiзором. У цьому
разi пишуть D ∼ D′.

Приклад 9.6. (1) ЯкщоX = A
n, кожен незвiдний пiдмноговид

P задається одним рiвнянням fP = 0, де fP|[x1, x2, . . . , xn]
— незвiдний многочлен. Очевидно, (fP ) = P . Тому кожен
дивiзор D =

∑
P kPP є головним: D = (f), де f =

∏
P f

kP
P .

Отже, ClAn = 0.
(2) ЯкщоX = P

n, кожен незвiдний многовид P задається одним
рiвнянням fP = 0, де fP ∈ |[x0, x1, . . . , xn] — незвiдний одно-
рiдний многочлен. Позначимо degP = deg fP i deg

∑
P kPP =∑

P kP degP . Якщо f = F/G ∈ |(Pn), де degF = degG,
причому F =

∏
i f

ki
i , G =

∏
j g

mj

j , де fi, gj — незвiднi, по-
парно рiзнi однорiднi многочлени, то

∑
i deg fi =

∑
j deg gj,

а (f) =
∑

i Pi −
∑

j Qj, де Pi заданий рiвнянням fi = 0, а Qj

— рiвнянням gj = 0. Зокрема, deg(f) = 0. Навпаки, якщо
degD = 0 i D =

∑
P kPP , то D = (f), де f =

∏
P f

kP
P . То-

му ClPn ≃ Z; цей iзоморфiзм iндукований вiдображенням
D 7→ degD.

Вправа 9.7. Доведiть, що Cl(Pn × Pm) ≃ Z × Z. Узагальнiть цей
результат на випадок кiлькох добуткiв.

Означення 9.8. (1) Нехай U ⊆ X — непорожня вiдкрита пiд-
множина. Для кожного дивiзора D =

∑
P kPP позначимо

DU =
∑

P∩U ∕=∅ kP (P ∩ U). Оскiльки P ∩ U ∈ P(U), якщо
P ∩ U ∕= ∅, то DU ∈ DivU .

(2) Дивiзор D =
∑

P kPP ∈ DivX зветься локально головним,
або дивiзором Картьє, якщо iснує вiдкрите покритя X =∪
i Ui таке, що для кожного i дивiзор DUi

є головним.
Набiр (Ui, fi) в цьому випадку зветься тривiалiзацiєю ди-

вiзора D.
Очевидно, локально головнi дивiзори утворюють пiдгрупу DivC X

у групi дивiзорiв ⊆ DivX, яка мiстить пiдгрупу головних дивiзо-
рiв. Факторгрупа PicX = DivC X/DivгX зветься групою Пiкара
многовиду X. Вона є пiдгрупою в ClX.

Зауважимо, що, коли P ∩ U ∕= ∅, OU,P∩U = OX,P . Отже, дивiзор
DUi

є головним тодi й лише тодi, коли знайдеться така функцiя
fi ∈ K, що vP (fi) = kP для кожного P такого, що P ∩U ∕= ∅. Звiдси,
зокрема, випливає, що функцiя fif−1

j є регулярною й обертовною
на Ui ∩ Uj, тобто, надежить Γ(Ui ∩ Uj,O×X). Отже, тривiалiзацiя
(Ui, fi) визначає глобальний перерiз факторпучка DX = K×X/O

×
X .

Якщо задано iншу тривiалiзацiю (Vj, gj) дивiзора D, то fig
−1
j ∈

Γ(Ui ∩ Vj,O×X), тому цей набiр визначає той самий перерiз пучка
DX .
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Навпаки, нехай U ⊆ X непорожня вiдкрита множина. Якщо
P ∈ P(U), P̄ — замикання P в X, то P̄ ∈ DivX. Отже, для
кожного дивiзора D =

∑
P∈P(U) kPP ∈ DivU визначений дивiзор

D̄ =
∑

P kP P̄ ∈ DivX. Розглянемо довiльний перерiз s ∈ Γ(X,DX).
Позначимо sx його образ у Dx = K

×/O×X,x. Виберемо прообраз fx
класу сумiжностi sx в групi K×. Тодi iснує вiдкрита множина Ux ∋ x,
для всiх точок y якої клас сумiжностi fx в Dy збiгається з sy. В
такий спосiб ми одержимо вiдкрите покриття X =

∪
i Ui i набiр

функцiй fi ∈ K такий, що sx збiгається з класом сумiжностi fi для
всiх x ∈ Ui. Кожна функцiя fi визначає дивiзор (fi) ∈ DivUi, а
тому й дивiзор Di = (fi) ∈ DivX. При цьому, очевидно, (Di)Ui∩Uj

=
(Dj)Ui∩Uj

, тобто, якщо Di =
∑

P kPP , а Dj =
∑

P mPP , то kP = mP

для всiх таких P , що P ∩ Ui ∕= ∅ i P ∩ Uj ∕= ∅. Отже, однозначно
визначений дивiзор (s) такий, що (s)Ui

= (fi) для всiх i.
Разом цi мiркування доводять перший пункт наступної теореми.

Теорема 9.9. (1) DivC X ≃ Γ(X,DX).
(2) PicX ≃ H1(X,O×X).
(3) Якщо всi локальнi кiльця OX,x факторiальнi, то DivX =

DivC X i ClX = PicX.
Такi многовиди звуться факторiальними. Зокрема, кожен

неособливий многовид є факторiальним [Ш, Гл. II, §3, Тео-
рема 2].

Доведення. Як ми зауважили, (1) вже доведено.
(2). Розглянемо точну послiдовнiсть 0 → O×X → K

×
X → DX → 0.

Зауважимо, що, оскiльки пучок K×X постiйний, а многовид X незвi-
дний, цей пучок є в’ялим i H1(X,K×X) = 0. Отже, точна послiдов-
нiсть когомологiй дає точну послiдовнiсть

0→ Γ(X,O×X)→ K
× → Γ(X,DX)→ H1(X,O×X)→ 0.

Очевидно, образ K× в групi DivC X = Γ(X,DX) — це пiдгрупа го-
ловних дивiзорiв, що й доводить твердження.

(3). Достатньо довести, що P(X) ⊆ DivC X. Оскiльки твердже-
ння локальне, многовид X можна вважати афiнним. Позначимо
A = |[X]. Нехай P ∈ P(X), I = I(P ) ⊂ A, x ∈ X, m = mx ⊂ A
i Ix = IAm. Тодi I — первинний iдеал висоти 1, а тому таким є й
Ix. Оскiльки кiльце Am = OX,x є факторiальним, iдеал Ix голов-
ний: Ix = tAm. Можна вважати, що t ∈ A. Нехай a1, a2, . . . , am —
твiрнi iдеалу I, ai = tbi/ci, де bi, ci ∈ A, ci /∈ m, c =

∏
i ci. То-

дi IA[c−1] = tA[c−1], отже, якщо U = D(c), то I(P ∩ U) = t|[U ],
тобто, P ∩ U ∈ Divг U i P є локально головним. □

Група дивiзорiв упорядкована: вважають, що D =
∑

P kPP ⩾
D′ =

∑
P k
′
PP , якщо kP ⩾ k′P для всiх P . Якщо D ⩾ 0, дивiзор
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D зветься ефективним. Бiльш того, ця група решiточно впоряд-
кована, тобто, для кожного скiнченного набору D1, D2, . . . , Dk iсну-
ють точна верхня й точна нижня гранi: якщо Di =

∑
P kiPP , то

sup (D1, D2, . . . , Dk) =
∑

P mPP , де mP = max { kiP ∣ 1 ⩽ i ⩽ k }, а
inf (D1, D2, . . . , Dk) =

∑
P lPP , де lP = min { kiP ∣ 1 ⩽ i ⩽ k }. Точна

верхня грань частiше зветься найменшим спiльним кратним, а то-
чна нижня — найбiльшим спiльним дiльником цих дивiзорiв i по-
значаються, вiдповiдно, нск (D1, D2, . . . , Dk) i нсд (D1, D2, . . . , Dk).

З кожним дивiзором D ∈ DivX пов’язаний пiдпучок OX-модулiв
OX(D) ⊂ KX , перерiзи якого на вiдкритiй пiдмножинi U — це та-
кi функцiї f ∈ K, що ((f) + D)U ⩾ 0. Зокрема, Γ(X,OX(D)) =
{ f ∈ K ∣ (f) +D ⩾ 0 }. Цей пiдпростiр позначають також L(D). Як-
що X — проективний многовид, простiр L(D) є скiнченновимiрним
(Теорема 4.2.Б). Його розмiрнiсть позначається l(D) i зветься роз-
мiрнiстю дивiзора D.

Вправа 9.10. (1) Доведiть, що коли D ∈ DivC X, то OX(D) —
локально вiльний пучок рангу 1.

(2) Нехай ℒ — локально вiльний пучок рангу 1. Доведiть, що
KX ⊗X ℒ ≃ KX , а вiдображення ℒ → KX ⊗X ℒ, яке перево-
дить кожен локальний перерiз s у 1⊗ s є зануренням.

Натяк: Оскiльки пучок KX постiйний, це твердженя до-
статньо перевiрити локально, а для пучка OX на афiнному
многовидi воно очевидне.ё

(3) Доведiть, що для кожного локально вiльного пучка рангу 1
iснує локально вiльний дивiзор D такий, що ℒ ≃ OX(D).

Натяк: Згiдно з (2), можна вважати, що ℒ ⊂ KX . Якщо
U ⊆ X — вiдкрита афiнна пiдмножина, на якiй ℒ∣U ≃ OU ,
то ℒ∣U = fUOU для деякої функцiї fU ∈ K×. Перевiрте, що
на перетинi U ∩ V , де V — iнша афiнна вiдкрита пiдмно-
жина, на якiй ℒ = fVOV , то (fU)U∩V = (fV )U∩V . Тому iснує
дивiзор D ∈ DivX, для якого DU = (fU)U для кожного U з
указаними властивостями.

(4) Доведiть, що OX(D) ≃ OX(D′), де D,D′ ∈ DivC X, тодi й
лише тодi, коли D ∼ D′.

(5) Перевiрте, що OX(D) ⊗X OX(D′) ≃ OX(D + D′). Зокрема,
OX(D)⊗X OX(D′) ≃ OX .

(6) Доведiть, що ℋomX(OX(D),OX(D′)) ≃ OX(D′ − D); зокре-
ма, OX(D)∨ ≃ OX(−D).

Отже, класи iзоморфiзму локально вiльних пучкiв рангу 1 утво-
рюють групу вiдносно операцiї тензорного добутку, i ця група iзо-
морфна групi Пiкара PicX. Беручи до уваги цю властивiсть, ло-
кально вiльнi пучки рангу 1 звуть обертовними пучками.

Якщо X — неособливий многовид, можна також визначити ди-
вiзор рацiональної диференцiальної форми w ∈ !K = ∧nΩK, де
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n = dimX, а K = k(X). Дiйсно, !X — локально вiльний пучок
рангу 1. Тому iснує покриття X =

∪
i Ui, де Ui — афiннi вiдкритi

пiдмножини, а !X(U) є вiльним k[Ui]-модулем з одним базисним
елементом !i. Зокрема, w = fi!i для деякої функцiї fi ∈ K. На
перетинi Ui ∩ Uj !j = gij!i, де gij ∈ k[Ui ∩ Uj]×, звiдки fi = gijfj.
Отже, набiр функцiй {fi} визначає дивiзор, який зветься дивiзором
диференцiальної форми w i позначається (w). Вiн не залежить вiд
вибору покриття та базисних елементiв !i (пояснiть, чому). Крiм
того, якщо w′ ∈ !K — iнша диференцiальна форма, то w′ = fw для
деякої рацiональної функцiї f , звiдки (w′) = (f) + (w). Отже, всi
дивiзори диференцiальних форм утворюють один клас дивiзорiв.
Вiн зветься канонiчним класом i позначається KX або K, якщо X
фiксований. Очевидно, вiдповiдний обертовний пучок — це дуалi-
зуючий пучок 
X .

10. Дивiзори й рацiональнi вiдображення

У цьому роздiлi ми залишаємо всi припущення й позначення по-
переднього. Зокрема, X — незвiдний нормальний многовид i K =
K(X). Ми встановимо зв’язок мiж дивiзорами та рацiональними
вiдображеннями X → P

n. Кожне таке вiдображення задається на-
бором рацiональних функцiй (f0, f1, . . . , fn) з K, якi не всi рiвнi 0,
i ми писатимемо � = (f0 : f1 : ⋅ ⋅ ⋅ : fn). Зауважимо, що будь який
набiр такого вигляду визначає рацiональне вiдображення; воно ви-
значене принаймнi на множинi

(∩
i Dom(fi)

)
∖
(∪

i Dom(f−1
i )
)
, де

об’єднання й перетин беруться по тих iндексах i, для яких fi ∕= 0.
Два набори задають те саме вiдображення тодi й лише тодi, ко-
ли вони вiдрiзняються на множник g ∈ K

×. Вiдображення � ви-
значене в точцi x, якщо iснує ненульова функцiя g ∈ K така, що
x ∈ Dom(gfi) для всiх i й iснує такий номер i, що (gfi)(x) ∕= 0.
Якщо хоча б одна з функцiй fi є нульовою, то � можна розглядати
як вiдорбраження X → P

n−1. Тому надалi ми вважатимемо, що всi
функцiї fi ненульовi.

Позначимо D = − нсд((f0), (f1), . . . , (fn)) i Di = (fi) +D. Тодi всi
fi ∈ L(D) i Di ⩾ 0. Крiм того, дивiзори D0, D1, . . . , Dn не мають
спiльних компонент, тобто, нсд (D0, D1, . . . , Dn) = 0. Замiна набору
(f0, f1, . . . , fn) на набiр (gf0, gf1, . . . , gfn), який визначає те саме вiд-
ображення, переводить дивiзор D в еквiвалентний дивiзор D − (g)
i не впливає на дивiзори Di.

Твердження 10.1. Якщо многовид X є факторiальним, то, у
наведених вище позначеннях, Dom� = X ∖Z, де Z =

∩n
i=0 SuppDi.

Зокрема, вiдображення � є регулярним тодi й лише тодi, коли∩n
i=0 SuppDi = ∅.

Доведення. Це твердження, очевидно, є локальним. Як у доведеннi
Теореми 9.9 (3), для кожної точки x ∈ X можна вибрати афiнний
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окiл U такий, що для кожного первинного дивiзора P , який входить
до якогось з дивiзорiв (fi) з ненульовим коефiцiентом, I(P ∩ U) =
tPA для деякого tP , де A = Mk[U ]. Позначимо viP = vP (fi), mP =
min { viP ∣ 0 ⩽ i ⩽ n }. Тодi D = −

∑
P mPP , а Di =

∑
P (viP−mP )P .

За Наслiдком 9.5, fi = ai
∏

P t
viP
P , де viP = vP (fi), а ai — обертовний

елемент з A. Нехай g ∈ K
× — деяка функцiя, g = a

∏
P t

kP
P , де

a ∈ A×. Оскiльки gfi = aai
∏

P t
viP +kP
P , функцiя gfi визначена в

точцi x тодi й лише тодi, коли viP + kP ⩾ 0 для кожного P такого,
що x ∈ P . При цьому (gfi)(x) ∕= 0 тодi й лише тодi, коли viP+kP = 0
для кожного P такого, що x ∈ P . Отже, x ∈ Dom(�) тодi й лише
тодi, коли iснують такi цiлi числа kP що

(i) kP + viP ⩾ 0 для всiх номерiв i i всiх P ∋ x;
(ii) kP + vjP ⩾ 0 для деякого номера j i всiх P ∋ x.

Тодi, очевидно, vjP = mP , отже, kP = −mP i vjP −mP = 0 для всiх
P ∋ x. Це й значить, що x /∈ SuppDj. □

Зауважимо ще, що, оскiльки нсд (D0, D1, . . . , Dn) = 0, перетин
Z =

∩n
i=0 SuppDi не мiстить жодного первинного дивiзора. Тому

codimZ ⩾ 2.

Наслiдок 10.2. Якщо � : X → Y рацiональне вiдображення фа-
кторiального (наприклад, неособливого) многовиду X у проектив-
ний многовид Y , Z = X ∖Dom(�), то codimZ ⩾ 2.

Якщо f ′i =
∑n

j=0 �ijfj, де (�ij) ∈ GL(n + 1,|) — обертовна ма-
триця, то, очевидно, рацiональнi вiдображення, заданi наборами
(f0, f1, . . . , fn) i (f ′0, f

′
1, . . . , f

′
n) визначенi в точцi x одночасно. З На-

слiдку 9.4 (2) випливає, що D = − нсд((f0), (f1), . . . , (fn)) ⩾ D′ =
− нсд((f ′0), (f ′1), . . . , (f ′n)). Оскiльки функцiї fi також є лiнiйними
комбiнацiями функцiй f ′j, так само D′ ⩾ D, тобто, D = D′. Отже,
з точнiстю до замiни координат у P

n, рацiональнi вiдображення
� : X → P

n визначається (n+1)-вимiрним пiдпросторомM ⊆ L(D)
таким, що нсд { (f) ∣ f ∈M } = D. При цьому вiдображення � є
регулярним тодi й лише тодi, коли

∩
f∈M Supp((f) +D) = ∅. (Оче-

видно, в обох випадках достатньо брати функцiї f з деякої бази
простору M). Зауважимо, що, коли дивiзори D i D′ еквiвалентнi:
D′ = D + (g), то L(D′) = gL(D). Тому рацiональнi вiдображення,
якi вiдповiдають пiдпросторам у L(D′) та в L(D) збiгаються.

Припустимо, що простiр L(D) скiнченновимiрний (наприклад, X
— проективний многовид). Тодi кожну базу f0, f1, . . . , fn пiдпро-
стору M ⊆ L(D) можна доповнити до бази f0, f1, . . . , fN усього
простору L(D). Тодi вiдображення � : X → P

n , задане набором
(f0, f1, . . . , fn), є композицiєю вiдображення Φ : X → P

N , заданого
набором f0, f1, . . . , fN i проекцiї PN → P

n. Якщо вiдображення �
регулярне, таким є й вiдображення Φ.
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Приклад 10.3. Нехай X = P
n. З точнiстю до еквiвалентностi, ди-

вiзорD ∈ DivPn визначається своїм степенем (див. Приклад 9.6 (2)).
Дивiзор P степеня d еквiвалентний дивiзору dH, де H = V (x0) —
гiперплощина. З того ж Прикладу 9.6 (2) випливає, що L(dH) = 0
при d < 0 i складається з функцiй f = F/xd0, де F — однорiдний
многочлен степеня d, при d ⩾ 0. Якщо d = 0, це лише констан-
ти, i вiдповiдне рацiональне вiдображення — стале вiдображення
в точку. Якщо d > 0, базу L(dH) утворюють функцiї wk0k1...kn/xd0,
де wk0k1...kn = xk00 x

k1
1 . . . xknn i

∑n
i=0 kn = d. Вiдповiдне вiдображення

P
n → P

N , де N =
(
d+n
n

)
− 1, — це вiдображення Веронезе (або d-

кратне занурення): (x0, x1, . . . , xn) 7→ (wk0k1...kn), яке задає замкне-
не занурення P

n → P
N (див. [Др, Вправа 2.3.11 (6)], або [Ш, Гл.

III, § 4, Пример 2], або [Х, Гл. I, Упражнение 2.12]). Отже, довiльне
рацiональне вiдображення Pn → P

m, яке не є постiйним, є компо-
зицiєю вiдображення Веронезе й проекцiї на пiдпростiр.

Вправа 10.4. Користуючись результатами Вправи 9.7, знайдiть
всi рацiональнi вiдображення P

n × P
m → P

r. Переконайтеся, що
результат можна сформулювати в такий спосiб:
Будь-яке рацiональне вiдображення Pn × Pm → P

r є композицiєю:

P
n × Pm �1×�2−−−−→ P

N × PM �−−→ P
R �−−→ P

r,

де �1 : Pn → P
N i �2 : Pm → P

M — вiдображення Веронезе (постiй-
не вiдображення в точку, якщо N = 0 чи M = 0), � : PN × PM →
P
R, де R = (N + 1)(M + 1)− 1, — занурення Сегре4, а � : PR → P

r

— проекцiя на пiдпростiр.

Означення 10.5. (1) Локально вiльний дивiзорD ∈ DivX зве-
ться дуже рясним5, якщо деяка (а тодi будь-яка) база про-
стору L(D) визначає замкнене занурення X → P

n. Дивiзор
D зветься рясним, якщо для деякого m > 0 дивiзор mD є
дуже рясним.

(2) Обертовний пучок (тобто, локально вiльний пучок рангу 1)
зветься рясним або дуже рясним, якщо таким є вiдповiд-
ний локально вiльний дивiзор (див. Вправу 9.10). Зокрема,
пучок ℒ є рясним тодi й лише тодi, коли для деякого m > 0
пучок ℒm є дуже рясним.

Очевидно, ряснi дивiзори й обертовнi пучки на многовидi X iсну-
ють тодi й лише тодi, коли цей многовид є проективним. Напрклад,
дивiзор D ∈ DivPn є рясним тодi й лише тодi, коли degD > 0; у
цьому випадку вiн є навiть дуже рясним. Еквiвалентнi дивiзори є
рясними або дуже рясними одночасно.

4див. [Др, Твердження 2.3.9], або [Ш, Гл. I, § 5, п. 1], або [Х, Гл. I, Упра-
жнение 2.14]).

5 англiйською «very ample», росiйською «очень обильный».
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Вправа 10.6. (1) Доведiть, що коли дивiзор D є рясним (дуже
рясним), то таким є й довiльний дивiзор D′ ⩾ D.

(2) Доведiть, що коли l(D′) > 0, а дивiзор D є рясним (дуже
рясним), то таким є й дивiзор D +D′.

(3) Якi дивiзори на Pn × Pm є рясними (дуже рясними)?

Наступна вправа показує, як визначити прообраз дивiзора при
регулярному вiдображеннi.

Вправа 10.7. Нехай � : Y → X — регулярне вiдображення не-
звiдних нормальних многовидiв, D ∈ DivC Y — такий локально
головний дивiзор, що Im� ∕⊆ SuppD.

(1) Покажiть, що коли U ⊆ X — вiдкрита пiдмножина, то Im�∩
U ∕⊆ SuppDU .

Натяк: Скористайтеся тим, що пiдмножина Im� також
незвiдна.

(2) Виберемо тривiалiзацiю (Ui, fi) дивiзора D i позначимо I� =
{ i ∣ Im� ∩ Ui ∕= ∅ }. Покажiть, що для i ∈ I� композицiя
�∗(fi) = fi� є ненульовою рацiональню функцiєю на Y i
набiр (�−1(Ui), �

∗(fi)), де i пробiгає I� визначає локально
головний дивiзор �∗(D) на Y .

(3) Доведiть, що �∗(D) не залежить вiд вибору тривiалiзацiї
(Ui, fi). Цей дивiзор зветься прообразом дивiзора D при вiд-
ображеннi �.

(4) Доведiть, що коли D ∼ D′ i також Im� ∕⊆ SuppD′, то
�∗(D) ∼ �∗(D′).

Виявляється, обмеження попередньої вправи не є надто обтяжли-
вими. Насправдi, переходячи до еквiвалентного дивiзора, ми зав-
жди можемо їх позбутися.

Теорема 10.8. Для кожного дивiзора D на факторiальному мно-
говидi X i довiльних точок x1, x2, . . . , xm ∈ X iснує еквiвалентний
дивiзор D′ ∼ D такий, що xi /∈ SuppD′ для всiх i (1 ⩽ i ⩽ m).

Доведення. Очевидно, достатньо довести цю теорему для кожно-
го первинного дивiзора P . Cпочатку припустимо, що X — афiн-
ний многовид i позначимо A = |[X]. Застосовуючи iндукцiю за
m, можна вважати, що x1, x2, . . . , xm−1 /∈ P . Позначимо Z = P ∪
{x1, x2, . . . , xm−1 } , Zi = Z ∖ {xi} (1 ⩽ i < m). Нехай t — ло-
кальне рiвняння дивiзора P в околi точки xm. Можна вважати,
що t ∈ A. Оскiльки xi /∈ Zi (1 ⩽ i < m), iснує функцiя gi ∈ A
така, що gi∣Zi

= 0 i gi(xi) ∕= 0. Покладемо f = t −
∑m−1

i=1 �ig
2
i , де

�i ∕= t(xi)/gi(xi)
2. Тодi f(xi) ∕= 0 для 1 ⩽ i < m. Оскiльки gi∣P = 0,

f також є локальним рiвнянням дивiзора P в околi точки xm, отже,
P − (f) = D′, де xm /∈ SuppD′ i кратнiсть P в дивiзорi D′ дорiвнює
0. Оскiльки f(xi) ∕= 0, також xi /∈ Supp(fi), зокрема, xi /∈ SuppD′

при lei < m. Тому дивiзор D′ ∼ P i є шуканим.
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Якщо многовидX є квазiпроективним, знайдеться вiдкрита афiн-
на пiдмножина U ⊆ X,яка мiстить всi точки x1, x2, . . . , xm (по-
яснiть, чому). Оскiльки твердження теореми є локальним, можна
замiнити X на U i скористатися вже доведеним результатом.

У загальному випадку доведення використовує бiльше вiдомо-
стей з комутативної алгебри. Оскiльки нас цiкавитимуть, перш за
все, квазiпроективнi (навiть проективнi) многовиди, ми не будемо
його наводити. □

Як наслiдок, ми можемо побудувати, для кожного регулярного
вiдображення факторiальних многовидiв � : Y → X, iндуковане
вiдображення груп Пiкара �∗ : PicX → PicY . Дiйсно, для кожного
дивiзораD ∈ DivX знайдемо еквiвалентний йому дивiзорD′ такий,
що Im� ∕⊆ SuppD. Тодi визначений прообраз �∗(D′) ∈ Div Y (див.
Вправу 10.7), причому замiна D′ iншим еквiвалентним дивiзором
веде до замiни �∗(D′) теж еквiвалентним дивiзором. Отже, ця кон-
струкцiя дає коректно визначене вiдображення �∗ : PicX → PicY .

11. Теорема Рiмана–Роха на кривих

У цьому роздiлi ми вважаємо, щоX — неособлива (незвiдна) про-
ективна крива. Тодi дивiзор на X є лiнiйною комбiнацiєю точок:
D =

∑
p∈X kpp. Степенем цього дивiзора зветься число degD =∑

p kp. Позначимо ℎi(D) = ℎi(OX(D)) та �(D) = �(OX(D)) =

ℎ0(D)−ℎ1(D) (Означення 4.4). За двоїстiстю Серра (Наслiдок 7.10),
ℎi(D) = ℎn−i(K −D), а �(D) = −�(K −D). У позначеннях Роздi-
лу 9, ℎ0(D) = l(D), тому ℎ1(D) = l(K −D).

Означення 11.1. Число g(X) = ℎ1(OX) = ℎ0(!X) зветься родом
кривої X.

Оскiльки ℎ0(OX) = 1, то �(X) = 1− g.
Пiдрахуємо рiд плоскої кривої.

Твердження 11.2. Нехай X ⊂ P
2 — крива, задана однорiдним

рiвнянням F степеня d. Тодi �(X) = 1− (d− 1)(d− 2)/2. Зокрема,
якщо X неособлива, то g(X) = (d− 1)(d− 2)/2.

Доведення. Множеня на F задає точну послiдовнiсть градуйованих
модулiв на алгеброю A = k[x0, x1, x2]

0→ A(−d)→ A→ A/⟨F ⟩ → 0,

або, що те саме, точну послiдовнiсть когерентних пучкiв

0→ OP2(−d)→ OP2 → OX → 0.

Звiдси, за Вправою 4.5 та Теоремою 4.1,

�(OX) = �(OP2)− �(OP2(−d)) = 1− (d− 1)(d− 2)/2.

Отже, якщо X неособлива, g(X) = (d− 1)(d− 2)/2. □
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Зауваження 11.3. Для довiльної проективної кривої число pa(X) =
ℎ1(OX) зветься арифметичним родом кривої X. Отже, для плоскої
кривої степеня d, pa(X) = (d− 1)(d− 2)/2. Рiд нормалiзацiї кривої
X (див. [Др, Роздiл 3.7]) зветься геометричним родом кривої X i
позначається g(X).

Вправа 11.4. Для кожної точки x проективної кривої X позна-
чимо �x = dimk(ÕX,x/OX,x), де ÕX,x — нормалiзацiя кiльця OX,x.
Покладемо �(X) =

∑
x∈X �x (ця сума скiнченна, оскiльки майже всi

точки кривої неособливi). Доведiть, що

g(X) = pa(X)− �(X).

Натяк: Якщо � : X̃ → X — нормалiзацiя кривої X, то ÕX,x ≃∑
�(y)=xOX̃,y. Розгляньте ÕX як когерентний пучок на X, який мi-

стить OX як пiдпучок, i позначте ℱ = ÕX/OX . Тодi ℎi(X, ÕX) =

ℎi(X̃,OX̃), а ℎ0(ℱ) = �(X). Тепер скористайтеся Вправою 4.5.

Основним результатом теорiї проективних кривих є так звана
Теорема Рiмана–Роха.

Теорема 11.5. Для довiльного дивiзора D на неособливiй прое-
ктивнiй кривiй роду g

(РР) �(D) = l(D)− l(K −D) = degD + 1− g.

Доведення. Якщо D = 0, тобто, OX(D) = O(X), це випливає з
означення роду i того, що ℎ0(OX) = 1. Доведемо, що для дивiзорiв
D =

∑
p kpp та D + q, де q — довiльна точка X, формула (РР)

виконується одночасно. Оскiльки кожен дивiзор можна одержати
з нульового додаючи й вiднiмаючи точки, звiдси випливає Теорема
Рiмана–Роха.

Оскiльки deg(D+q) = degD+1, треба перевiрити, що й �(D+q) =
�(D)+1. Для цього зауважимо, що OX(D) ⊆ OX(D+p). Позначимо
ℱ = OX(D + p)/OX(D). Тодi ℱp = 0 для кожної точки p ∕= q, а
ℱq ≃ k. У останньому випадку базисним елементом є клас функцiї
t
kq+1
q , де tq — локальний параметр в точцi q (перевiрте це). Звiдси
випливає, що ℎ0(ℱ) = 1 i ℎ1(ℱ) = 0, тобто, �(ℱ) = 1. Залишилося
послатися на Вправу 4.5. □

Наслiдок 11.6. (1) Якщо D ∼ D′, то degD = degD′, зокрема,
deg(f) = 0 для довiльної рацiональної функцiї f .

(2) degK = 2g − 2.
(3) Якщо l(D) > 0, то degD ⩾ 0. Якщо degD = 0, а l(D) > 0,

то дивiзор D є головним.
(4) Якщо degD > 2g − 2, то l(D) = degD + 1 − g. Зокрема,

якщо g > 0, то l(D) > 0.
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Доведення. (1) випливає з того, що еквiвалентним дивiзорам вiд-
повiдають iзоморфнi пучки.

(2) випливає з того, що �(K) = −�(0) = g − 1.
(3). Якщо f ∈ L(D) — ненульова функцiя, то (f) +D ⩾ 0, тобто,

D ⩾ −(f) i degD ⩾ − deg(f) = 0. Якщо degD = 0 = deg(f), то з
нерiвностi D ⩾ −(f) випливає, що D = −(f) = (f−1).

(4). За даної умови deg(K −D) < 0, отже, l(K −D) = 0. □

З Теореми Рiмана–Роха можна одержати зручну достатню озна-
ку того, що дивiзор є дуже рясним. Спочатку встановимо один за-
гальний факт з комутативної алгебри.

Лема 11.7. Нехай A та B — локальнi нетеровi областi однiєї
Круллевої розмiрностi, m та n, вiдповiдно, їхнi максимальнi iде-
али, � : A → B — деякий гомоморфiзм. Припустимо, що B є
скiнченнопородженим A-модулем, �(m) ⊆ n, причому � iндукує
iзоморфiзм A/m

∼→ B/gN та епiморфiзм m/m2 → n/n2. Тодi � —
iзоморфiзм.

Доведення. Позначимо I = �(m). Це A-пiдмодуль в n, причому
I +n2 = n. Звiдси BI +n2 = n, i, за лемою Накаями, BI = n. Отже,
In = n2, I + In = n i, знову за лемою Накаями, I = n, тобто, �
— епiморфiзм i B ≃ A/Ker�. Але якщо Ker� ∕= 0, то, оскiльки
A — область, K.dim B < K.dim A, що протирiчить умовi. Отже,
Ker� = 0 i � — iзоморфiзм. □

Геометричний змiст цiєї леми показує такий результат.

Наслiдок 11.8. Нехай � : X → Y — скiнченний морфiзм незвi-
дних многовидiв. Припустимо, що � є бiєкцiєю i для кожної точки
x ∈ X iндукує сюр’єкцiю my/m

2
y → mx/m

2
x, де y = �(x). Тодi � є iзо-

морфiзмом.

Доведення. Оскiльки � бiєкцiя, то, за теоремою про розмiрнiсть
шарiв [Др, Теорема 3.6.1], dimX = dimY . За означенням морфi-
змiв многовидiв, достатньо перевiрити, що � iндукує iзоморфiзми
OY,y → OX,x для кожної точки x, де y = �(x). Але, оскiльки поля
лишкiв у геометричнiї ситуацiї автоматично збiгаються, необхiдне
твердження випливає з щойно доведеної леми. □

Наслiдок 11.9. Нехай � : X → Y — такий морфiзм незвiдних
проективних кривих, що крива X неособлива, � бiєктивний i для
кожної точки x ∈ X гомоморфiзм �∗ iндукує сюр’єкцiю my/m

2
y →

mx/m
2
x, де y = �(x). Тодi � — iзоморфiзм.

Доведення. Оскiльки крива X нормальна, � = � , де � : Y ′ → Y —
нормалiзацiя кривої Y в полi k(X), яка є скiнченним вiдображен-
ням, а  : X → Y ′ — деякий морфiзм [Др, Роздiл 3.7]. Очевидно,  
— iнєктивне вiдображення. Оскiльки X повний [Др, 2.4.12]  сю-
рєктивне, тобтр бiєктивне. Якщо z = �(y), то dimkmz/m

2
z = 1, а
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iндуковане вiдображення my/m
2
y → mz/m

2
z ненульове, отже, сюр’-

єктивне. Отже, за Наслiдком 11.8, � — iзоморфiзм, тобто, Y теж
неособлива i бiрацiонально iзоморфна X. Але тодi X ≃ Y [Др,
3.4.13 (2)]. □

Теорема 11.10. Нехай дивiзор D є таким, що l(D) > 0, причому
l(D − p) = l(D) − 1 i l(D − p − q) = l(D) − 2 для довiльних точок
p, q ∈ X. Тодi D є дуже рясним.

Доведення. Виберемо базу f0, f1, . . . , fn простору L(D). Зауважи-
мо, що нсд((f0), (f1), . . . , (fn)) = −D. Справдi, iнакше цей найбiль-
ший спiльний дiльник був би принаймнi −D + p для якоїсь то-
чки p. Але тодi L(D) ⊆ L(D − p), що протирiчить умовi. Отже,
� = (f0 : f1 : ⋅ ⋅ ⋅ : fn) є рацiональним, а тому й регулярним вiдобра-
женням X → P

n. Доведемо, що �(p) ∕= �(q), якщо p ∕= q. Оскiльки
це спiввiдношення не змiниться, якщо замiнити всi функцiї fi на
gfi, дивiзор D можна замiнити на будь-який еквiвалентний. За Те-
оремо 10.8, можна вважати, що анi p, анi q не належать SuppD.
Тодi, для кожної функцiї f ∈ L(D) з f(p) = 0 випливає f(q) = 0.
Тому L(D − p) = L(D − p− q), що протирiчить умовi.

Позначимо Y = f(X). Це замкнений пiдмноговид у Pn i � є бiєкцi-
єю X на Y . Залишилось перевiрити, що для кожної точки p ∈ X
вiдображення �∗ : my/m

2
y → mp/m

2
p, де y = �(p) є сюр’єктивним.

Якщо це не так, то, оскiльки dimkmp/m
2
p = 1, воно нульове, тобто

�∗(my) ⊆ m2
p. Але це означає, що для будь-якої функцiї f ∈ L(D)

з того, що f(p) = 0 випливає, що f ∈ m2
p, тобто, vp(f) ⩾ 2. Тому

L(D − p) = L(D − 2p), що знову протирiчить умовi. □

Наслiдок 11.11. (1) Якщо degD ⩾ 2g + 1, то дивiзор D є ду-
же рясним.

(2) Дивiзор D є рясним тодi й лише тодi, коли degD > 0.
(3) Якщо g(X) = 0, то X ≃ P

1.
(4) Якщо l(p0) = 21 для деякої точки p0 ∈ X, то X ≃ P

1.

Доведення. За умови (1) до дивiзорiвD,D−p,D−p−q можна засто-
сувати Наслiдок 11.6 (4). Тодi виконуються й умови Теореми 11.10.

(2) одразу випливає з (1).
(3) також випливає з (1), якщо покласти D = p для деякої точки

p ∈ X.
(4). У цьому разi l(p0 − p) = 1, а l(p0 − p− q) = 0 для довiльних

p, q, отже, довiльна база L(D) задає замкнене занурення, а тому
iзоморфiзм X → P

1. □

Вправа 11.12. Доведiть, що умови Теореми 11.10 є й необхiдними
для того, щоб дивiзор D був дуже рясним.
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12. Елiптичнi кривi

Означення 12.1. Елiптичною кривою зветься неособлива прое-
ктивна крива роду 1.

Згiдно з Твердженням 11.2, такими є всi неособливi плоскi кубi-
чнi кривi (тобто, кривi степеня 3). Виявляється, що ними й вичер-
пуються всi елiптичнi кривi.

Теорема 12.2. Неособлива проективна крива X має рiд 1 тодi
й лише тодi, коли вона iзоморфна неособливiй плоскiй кубiчнiй
кривiй. Бiльш того, якщо chark ∕= 2, рiвняння останньої завжди
можна вибрати у виглядi

(12.1) x0x
2
2 = x1(x1 − x0)(x1 − �x0),

де � ∈ k ∖ {0, 1}.

Зауважимо, що тодi афiнна пiдмножина X ∩ A2
0 видiляється в A2

0

рiвнянням

(12.2) y2 = x(x− 1)(x− �),

де x = x1/x0, y = x2/x0.

Доведення. Наслiдок 11.2 показує, що неособлива плоска кубiчна
крива дiйсно має рiд 1. Навпаки, нехай g(X) = 1. Застосуємо На-
слiдок 11.11 (1) до дивiзора 3p, де p — довiльна точка. За Наслiд-
ком 11.6 (4), l(kp) = k, якщо k > 0. Зокрема, l(3p) = 3, отже, база
простору L(3p) задає замкнене занурення X → A

2, тобто, iзомор-
фiзм X → Y = Im�. Зауважимо, що l(2p) = 2, а l(p) = 1,тому базу
L(3p) можна обрати у виглядi {1, f, g}, де f ∈ L(2p). Тодi функцiї
1, f, f 2, f 3, g, g2, fg належать L(6p). Оскiльки l(6p) = 6, вони лiнiйно
залежнi:

�0 + �1f + �2f
2 + �3f

3 + �1g + �2g
2 + �3gf = 0.

Зауважимо, що функцiї f i g визначенi в усiх точках кривої X,
крiм p. Звiдси випливає, що �(X0), де X0 = X ∖ {p} є замкненою
пiдмножиною в афiннiй кубiчнiй кривiй Y0, яка визначена на A

2
0

рiвнянням

�0 + �1x+ �2x
2 + �3x

3 + �1y + �2y
2 + �3xy = 0.

Тому �(X0) є незвiдною компонентою Y ′ ⊆ Y0, а Y = Y ′, замикан-
ню Y ′ у P

2. Якщо Y ′ ∕= Y0, Y має степiнь щонайбiльше 2, а тодi
g(X) = g(Y ) = 0. Отже, �(X0) = Y . Якщо chark ∕= 2, очевидна за-
мiна змiнних робить нульовими коефiцiенти при xy та y. Тодi рiвня-
ння перепишеться у виглядi y2 = G(x), де G — кубiчний многочлен.
Оскiльки крива X неособлива, G(x) не має кратних коренiв. Лiнiй-
ною замiною змiнної x можна зробити два з цих коренiв рiвними
0 та 1, тобто вважати, що Y0 задається рiвнянням (12.2). Залишає-
ться зауважити, що тодi Y = Ȳ0 задається рiвнянням (12.1). □
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При вивченнi дивiзорiв на елiптичних кривих вирiшальне значе-
ня має такий результат.

Лема 12.3. Нехай X — елiптична крива, p0 ∈ X — деяка фiксова-
на точка. Для довiльного дивiзора D iснує єдина точка p = p(D)
така, що D ∼ p− kp0, де k = degD − 1.

Доведення. Зауважимо, перш за все, що l(p− q) = 0 для довiльних
точок p ∕= q. Дiйсно, якщо f ∈ L(p − q) — ненульова функцiя, то
(f) ⩾ q − p. Оскiльки deg(f) = deg(q − p), звiдси (f) = q − p,
отже, f ∕= const. Тодi 1, f — лiнiйно незалежнi функцiї з L(p), що
неможливо, оскiльки l(p) = 1 за Наслiдком 11.6 (4). Тому p − p0 ∕∼
q − p0, якщо p ∕= q, що доводить твердження про єдинiсть точки p.

Покажемо, що для довiльних точок p1, p2 ∈ X iснує точка p така,
що p1 + p2 ∼ p + p0. Для цього зауважимо, що, згiдно з Наслiд-
ком 11.6 (4), l(p1 + p2 − p0) = 1, отже, iснує функцiя f така, що
(f) ⩾ p0 − p1 − p2. Оскiльки vp0(f) ⩾ 1, f ∕= const. Позначимо
C = (f) − p0 + p1 + p2. Тодi C ⩾ 0 i degC = 1, отже, C = p для
деякої точки p. Звiдси (f) = p0 + p− p1− p2 i p1 + p2 + (f) = p+ p0.
Очевидна iндукцiя показує, що для кожного дивiзора D ⩾ 0 iснує
точка p така, що D ∼ p + kp0, де k = degD − 1. Але довiльний
дивiзор D можна записати як D+ − D−, де обидва дивiзори D+

та D− невiд’ємнi. Тодi D+ ∼ p1 + k1p0 i D− = p2 + k2p0, отже,
D ∼ p1 − p2 + (k1 − k2)p0. Але, замiнивши p0 на p2, ми бачимо, що
iснує точка p, для якої p1 + p0 ∼ p+ p2, або p1 − p2 ∼ p− p0, звiдки
D ∼ p+ kp0. □

Оскiльки степенi еквiвалентних дивiзорiв однаковi, степiнь ви-
значає гомоморфiзм deg : PicX → Z. Позначимо Pic0 його ядро.
Щойно доведена лема встановлю взаємно однозначна вiдповiднiсть
мiж цiєю групою та множиною точок кривоїX, при якому кожному
класу дивiзорiв нульового степеня вiдповiдає єдина точка p така,
що дивiзор p − p0 належить цьому класу. Ця взаємно однозначна
вiдповiднiсть iндукує групову операцiю ⊕ на множинi точок X:
p1 ⊕ p2 = p означає, що p1 + p2 ∼ p + p0. Нулем цiєї групи є точка
p0. Додавання в цiй групi задає вiдображення � : X ×X → X. За-
уважимо, що ця структура залежить вiд вибору точки p0. Замiна
p0 на p′0 переводить операцiю ⊕ в ⊕′, де p1 ⊕′ p2 = p1 ⊕ p2 ⊖ p′0, що
веде жо iзоморфної групи (перевiрте це).

Операцiя додавання, визначена нами, задає вiдображення � : X×
X → X, (p, q) 7→ p⊕ q, а також вiдображення � : X → X, p 7→ ⊖p.
Виявляється, що цi вiдображення задають на X структуру алге-
бричної групи в розумiннi [Др, Означення 3.6.4], або [Ш, Глава I,
§ 4], або [Х, Глава I, Вправа 3.21].

Теорема 12.4. Вiдображення � i �, визначенi вище, є регулярни-
ми.
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Доведення. Вважатимемо, що X ⊂ P
2 задано рiвнянням (12.1), а

p0 = (0 : 0 : 1). Розглянемо довiлiну лiнiйну форму �(x0, x1, x2)
i позначимо f� = �/x0. Це рацiональна функцiя на X. Система
рiвнянь

x0x
2
2 = x1(x1 − x0)(x1 − �x0),

�(x0, x1, x2) = 0

зводиться до однорiдного рiвняння степеня 3 з двома невiдомими,
яке має 3 розв’язки з точнiстю до пропорцiйностi (з урахуванням
кратностi), тобто визначає 3 точки p1, p2, p3 ∈ X, знов-таки, з ура-
хуванням кратностей.

Вправа 12.5. Доведiть, що (f�) = p1 + p2 + p3 − 3p0, тобто, p1 +
p2 + p3 ∼ 3p0.

Зокрема, якщо p1 = (� : � : 
) ∕= p0, то � ∕= 0 i, для � = �x0−�x1,
(f�) = p1 + p2 − 2p0, де p2 = (� : � : −
). Звiдси p2 = ⊖p1, отже,
вiдображення � регулярне. У загальному випадку, нехай p = ⊖p3,
тобто, така точка, що p ⊕ p3 ∼ 2p0. Тодi p1 + p2 ∼ p + p0, тобто,
p1 ⊕ p2 = p. Але легко перевiрити, що при заданих точках p1, p2

коефiцiенти лiнiйної форми � такої, що �(p1) = �(p2) = 0, є регу-
лярними функцiями вiд координат точок p1, p2. Тому й координати
точки p3, для якої p1 + p2 + p3 ∼ −3p0, де � — така лiнiйна фор-
ма, що також є регулярними функцiями вiд координат точок p1 i
p2 (пiдрахуйте цi функцiї). Оскiльки p1 ⊕ p2 = ⊖p3, це завершує
доведення. □

Вправа 12.6. (1) Перевiрте, що дробово-лiнiйнi перетворення
x 7→ 1/x, x 7→ 1− x породжують групу перетворень G про-
ективної прямої, яка зберiгає множину точок {0, 1,∞}. Ця
група iзоморфна групi перестановок S3.

(2) Доведiть, що кубiчнi кривi, заданi рiвняннями вигляду (12.1)
з рiзними значеннями параметру � iзоморфнi тодi й лише
тодi, коли цi значення параметру належать однiй орбiтi гру-
пи G.

(3) Виведiть звiдси, що єдиним iнварiантом, який визначає клас
iзоморфiзму елiптичних кривих, заданих рiвняннями вигля-
ду (12.1), є «j-iнварiант»

j = 28 (�2 − �+ 1)3

�2(�− 1)2
.

13. Теорема Гурвiца

Нехай � : X → Y — морфiзм неособливих проективних кривих.
Тодi Im� — замкнена незвiдна пiдмножина в Y , тому або Im� = Y ,
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або Im� складається з однiєї точки. В останньому випадку казати-
мемо, що � — тривiальний морфiзм. У першому випадку � iнду-
кує занурення полiв рацiональних функцiй k(Y ) → k(X). Оскiль-
ки обидва поля є скiнченнопородженими над k, степеня трансцен-
дентностi 1, друге є скiнченним алгебричним розширенням пер-
шого. Степiнь (k(X) : k(Y )) цього розширення зветься степенем
морфiзму � й позначається deg �. Морфiзм � зветься сепарабель-
ним, якщо таким є розширення k(X) поля k(Y ). Наприклад, якщо
chark = 0, кожен такий мофрiзм є сеперабельним. Зауважимо, що
мають мiсце такi факти.

Твердження 13.1. Нетривiальний морфiзм � : X → Y неособли-
вих проективних кривих є скiнченним морфiзмом [Др, Означення
3.1.1].

Доведення. Як i при доведеннi Наслiдку 11.9, � = � , де � : X ′ → Y
— нормалiзацiя кривої Y у полi k(X), а  : X → X ′ — деякий
морфiзм. Але тодi � iндукує iзоморфiзм полiв k(X ′)

∼→ k(X), тобто,
є бiрацiональним морфiзмом. Оскiльки X та X ′ — нормальнi кривi,
 — iзоморфiзм. Оскiльки � — скiнченне вiдображення, таким є й
�. □

Означення 13.2. Нехай � : X → Y — скiнченний морфiзм нор-
мальних кривих, x ∈ X, y = �(x), t — локальний параметр у точцi
y. Число ex(�) = vx(�

∗(t)) зветься показником розгалуження вiд-
ображення � в точцi x. Кажуть, що вiдображення � розгалуже-
не (нерозгалужене) в точцi x, якщо ex(�) > 1 (вiдповiдно, якщо
ex(�) = 1). Якщо в усiх точках x ∈ X вiдображення � є неро-
згалуженим, кажуть, що � — нерозгалужене накриття кривої Y .
У цьому випадку часто й сама крива X зветься нерозгалуженим
накриттям Y . Надалi ми побачимо, що нерозгалужене накриття
завжди є сепарабельним.

Теорема 13.3. Нехай � : X → Y — скiнчений морфiзм нормаль-
них кривих, n = deg �, y ∈ Y , �−1(y) = {x1, x2, . . . , xm }, ei = exi(�).
Тодi

∑m
i=1 ei = n. Зокрема, m ⩽ n. Якщо морфiзм � є сепарабель-

ним, вiн може бути розгалуженим лише у скiнченнiй кiлькостi
точок.

Доведення. Виберемо афiнний окiл U точки y. Його прообраз V =
�−1(U) є також афiнним [Др, Теорема 3.1.2] i мiстить всi точки
x1, x2, . . . , xm. Позначимо A = k[U ], B = k[V ], m = my ⊂ B,
mi = mxi ⊂ A. Морфiзм � iндукує занурення A → B, i ми ото-
тожнимо A з його образом у B. Можна вважати, що t ∈ B. Бiльш
того, вилучивши зайвi точки, можна вважати, що tA = m. Iдеали
mi (1 ⩽ i ⩽ m) — це всi максимальнi iдеали кiльця B, якi мiстять
m, або, що те саме, якi не перетинають B ∖ m. Тому miBm — всi
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максимальнi iдеали кiльця Bm. Зауважимо, що Am — кiльце дис-
кретної оцiнки, зокрема, кiльце головних iдеалiв, а Bm — скiнчен-
нопороджений am-модуль без скруту, отже, це вiльний Am-модуль.
Його ранг, очевидно, дорiвнює розмiрностi поля k(X) над k(Y ),
тобто, n. Тому Bm/tBm — векторний простiр розмiрностi n над по-
лем k = Am/tAm. Для кожного i виберемо елемент ui ∈ mi ∖ m2

i .
За «китайською теоремою про лишки» (див. наприклад, [АЧ, Те-
орема I.6.4]), iснує елемент ti ∈ B такий, що ti ≡ 1(mod mj), якщо
j ∕= i, i ti ≡ ui (mod m2

i ). Тодi, очевидно, tiBm = miBm. Тому ti є
локальним параметром в точцi xi. Крiм того, Bm є кiльцем голов-
них iдеалiв згiдно з [Др, Вправа 3.3.25 (2)], а t1, t2, . . . , tm — всi його
нерозкладнi елементи. Зокрема, t = c

∏m
i=1 t

ki
i , де c — обертовний

елемент кiльця Bm. Звiдси, очевидно, випливає, що ki = ei. З iншо-
го боку, знов-таки, за китайською теоермою про лишки, Bm/tBm ≃∏m

i=1 Bm/t
ei
i Bm. Але dimk(Bm/t

ei
i Bm) = ei, звiдки й випливає необ-

хiдна рiвнiсть.
Припустимо тепер, що розширення k(X) ⊇ k(Y ) сепарабельне.

Тодi iснує функцiя � ∈ k(X) така, що k(X) = k(Y )(�), причому мi-
нiмальний многочлен F елемента � над полем k(Y ) сепарабельний,
тобто, нсд(F, F ′) = 1 й iснують многочлени G,H над полем k(Y ),
для яких GF + HF ′ = 1. Виберемо афiнну вiдкриту пiдмножину
U ⊆ Y , на якiй визначенi всi коефiцiенти многочленiв F,G,H та
функцiя �. Нехай y ∈ U , а F̄ , Ḡ, H̄, �̄ — редукцiї многчленiв F,G,H
та функцiї � за модулем my. Знову позначимо A = k[U ], V = �−1(U)
i B = k[V ]. Зменшуючи, якщо треба, множину U , можна вважати,
що B = A[�]. Тодi B/myB ≃ k[�̄], причому �̄ — корiнь многочлена
F̄ , який є спiвпервинним зi своєю похiдною, оскiльки ḠF̄+H̄F̄ ′ = 1.
Звiдси випливає, що B/myB ≃ k

n, отже, iдеал tB не мiститься в
жодному квадратi максимального iдеалу кiльця B. Тодi ei = 1 для
всiх i. Отже, в будь-якiй точцi непорожньої вiдкритої множини V
вiдображення � нерозгалужене. Залишилося зауважити, що мно-
жина X ∖ V скiнченна. □

Надалi ми вважатимемо, що � : X → Y — сепарабельний мор-
фiзм степеня n проективних неособливих кривих. Для кожної вiд-
критої афiнної пiдмножини U ⊆ Y та її прообразу V = �−1(U) вiд-
ображення �∗(U) є зануренням алгебр A → B, де A = k[U ], B =
k[V ]. Воно iндукує гомоморфiзм A-модулiв ΩA → ΩB. Оскiльки
це локально вiльнi модулi рангу 1, одержимо також гомоморфiзм
просторiв рацiональних диференцiалiв �∗ : Ωk(Y ) → Ωk(X). Нехай
! ∈ Ωk(Y ), !̃ = �∗(!). Знайдемо зв’язок мiж дивiзорами (!) та
(!̃). Для кожної точки y ∈ Y i локального параметру ty у цiй то-
чцi ! = at

ky
y dty, де a ∈ O×Y,y, i (!) =

∑
y kyy. З iншого боку, якщо

�(x) = y, то ty = btexx , де ex = ex(�), а b ∈ O×X,x. Звiдси

dty = texx db+ exbt
ex−1
x dtx = ctrxx dtx, де c ∈ O×X,x,
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де rx ⩾ ex−1, причому, якщо chark ∤ ex, то rx = ex−1. Наприклад,
rx = ex − 1, якщо chark = 0, а також rx = 0, якщо ex = 1. Тому
визначений дивiзор R� =

∑
x rxx, який зветься дивiзором розгалу-

ження морфiзму �. Його носiй — це множина точок розгалуження
морфiзму �. Зокрема, R� = 0 тодi й лише тодi, коли морфiзм � є
нерозгалуженим. Отже,

(!̃) =
∑
y∈Y

∑
�(x)=y

(kyex + ex − 1)x =
∑
y∈Y

ky
∑
�(x)=y

exx+
∑
x∈X

rxx.

Оскiльки
∑

�(x)=y ex = deg � для кожної точки y ∈ Y , звiдси одер-
жуємо, що

deg(!̃) = n deg(!) + degR�.

Оскiльки deg(!) = 2g(Y ) − 2, а deg(!̃) = 2g(X) − 2, маємо такий
результат.

Теорема 13.4 (Теорема Гурвiца). Нехай � : X → Y — сепарабель-
ний морфiзм степеня n неособливих проективних кривих. Тодi

g(X)− 1 = n(g(Y )− 1) +
1

2
degR�.

Зокрема, степiнь дивiзора розгалуження завжди парний.

Наслiдок 13.5. Якщо � : X → Y — сеперабельний морфiзм неосо-
бливих проективних кривих, то g(X) ⩾ g(Y ).

Вправа 13.6. Знайдiть всi випадки, в яких можлива рiвнiсть g(X) =
g(Y ).

Наслiдок 13.7.
Якщо � : X → Y — нерозгалужене накриття неособливої прое-
ктивної кривої, n = deg �, то g(X) = n(g(Y )− 1) + 1.

Наслiдок 13.8 (Теорема про монодромiю). Проективна пряма не
має нерозгалужених накриттiв.

Наслiдок 13.9 (Теорема Люрота). Нехай L — пiдполе в полi k(t),
яке не збiгається з k. Тодi L ≃ k(t).

Доведення. Дiйсно, в цьому випадку tr.deg L = 1 i k(t) — скiнчен-
не розширення L. Ми розберемо випадок, коли розширення L ⊇ k

є сепарабельним. Несеперабельний випадок буде розглянуто ниж-
че. Виберемо неособливу проективну криву Y , для якої k(Y ) ≃ L.
Занурення L → k(t) iндукує рацiональне, а тому й регулярне се-
перабельне вiдображення P1 → Y . Звiдси g(Y ) = 0, тобто, Y ≃ P

1

(Наслiдок 11.11 (3)) i L ≃ k(t). □

Починаючи з цього мiсця ми вважаємо, chark = p > 0.
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Вправа 13.10. (1) Вiдображення Fr : An → A
n таке, що

Fr (a1, a2, . . . , an) = (ap1, a
p
2, . . . , a

p
n) ,

зветься морфiзмом Фробенiуса. Доведiть, що цей морфiзм
є скiнченним (отже, замкненим). Позначимо X(p) = Fr(X)
для кожної пiдмножини X ⊆ A

n.
(2) Перевiрте, що, якщоX ⊆ A

n та Y ⊆ A
m — локально замкненi

пiдмножини, а � : X → Y — морфiзм многовидiв, вiн iнду-
кує морфiзм �(p) : X(p) → Y (p), причому ( �)(p) =  (p)�(p).

(3) Користуючись цим та технiкою «склеювання» (див. [Др,
Твердження 3.7.4 та Лема 2.2.12]), визначiть для кожного
многовиду X многовид X(p) разом з морфiзмом FrX : X →
X(p), який на афiнних вiдкритих пiдмножинах збiгається з
морфiзмом Фробенiуса, а для кожного морфiзму f : X → Y
— морфiзм f (p) : X(p) → Y (p) так, що FrY f = f (p) FrX .

(4) Доведiть, що (FrX)∗OX ≃ OX(p) як пучки кiлець (не як пучки
k-алгебр!).

Натяк: Якщо X = A
n, то вiдображення Fr∗X переводить

многочлен F (x1, x2, . . . , xn) у многочлен F (xp1, x
p
2, . . . , x

p
n), а

вiдображення F 7→ F p є iзоморфiзмом кiлець (не k-алгебр)
k[x1, x2, . . . , xn]

∼→ k[xp1, x
p
2, . . . , x

p
n].

З точки зору теорiї категорiй (див., наприклад [Гр]), ми побу-
дували функтор (p) : X 7→ X(p) на категорiї многовидiв i морфiзм
функторiв (або природне перетворення) Fr : Id→(p). Морфiзм FrX
також зветься морфiзмом Фробенiуса для многовиду X.

Ми позначатимемо через (pk) k-ту iтерацiю функтора (p), тобто,
X(pk+1) = (X(pk))(p). Зауважимо, що тодi визначений морфiзм Frk :

X → X(pk).

Вправа 13.11. (1) Доведiть, що для довiльного поля K хара-
ктеристики p множина K

p = { ap ∣ a ∈ K } є пiдполем, iзо-
морфiним K. Нагадаємо, що, якщо K = K

p, поле K зветься
досконалим.

(2) Якщо K = k (x1, x2, . . . , xn) — поле рацiональних функцiй
вiд n змiнних над досконалим (наприклад, алгебрично за-
мкненим) полем k, то (K : Kp) = pn.

(3) Доведiть, що останнiй результат залишається вiрним i для
довiльного розшинрення K ⊇ k досконалого поля, якщо n =
tr.degK.

Вправа 13.12. (1) Нехай f : X → Y — морфiзм неособливих
проективних алгебричних кривих, причому iндуковане роз-
ширення полiв k(Y ) ⊆ k(X) є чисто несепарабельним. До-
ведiть, що коли deg f = n, то Y ≃ X(pn) i при цьому отото-
жненнi f перетворюється в iтерований морфiзм Фробенiуса
Frn.
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(2) Виведiть звiдси, що g(X) = g(Y ).
(3) Завершiть доведення теореми Люрота для випадку несепа-

рабельних розширень.
(4) Доведiть, що ex(FrX) = p для кожної точки x ∈ X. Виве-

дiть звiдси, що несепарабельне розширення є розгалузеним
в кожнiй точцi.

14. Гiперелiптичнi кривi

Досi ми не бачили нiяких прикладiв неособливих кривих до-
вiльного роду. У цьому роздiлi ми побудуємо такi приклади. Ни-
ми є, зокрема, так званi гiперелiптичнi кривi. Ми вважаємо, що
chark ∕= 2.

Означення 14.1. Гiперелiптичною кривою X зветься неособлива
проективна крива X, для якої iснує морфiзм f : X → P

1 степеня 2.

Оскiльки вiдповiднiсть X 7→ k(X) мiж скiнченними розширен-
нями поля k(x) = k(P1) та неособливими проективними кривими є
взаємно однозначною, можна сказати, що гiперелiптична крива —
це неособлива проективна модель квадратичного розширення по-
ля рацiональних функцiй вiд однiєї змiнної. Цi розширення також
звуться гiперелiптичними полями.

Теорема 14.2. Рiд гiперелiптичної кривої X дорiвнює k/2− 1, де
k — число точок розгалуження морфiзму f : X → P

1 степеня 2.
Крiм того, точка p ∈ X є розгалуженою тодi й лише тодi, коли
f−1(f(p)) = {p}.

Доведення. Якщо x ∈ P1, f−1(x) = { p1, p2, . . . , pm } i ei = epi(f), то∑
i ei = deg f = 2 (Теорема 13.3), отже, або m = 2 i точки p1, p2

нерозгалуженi, або m = 1 i e1 = 2. В останньому випадку r1 = 1
(бо chark ∤ e1), отже, Rf =

∑
p, де p пробiгає розгiлуженi точки.

Звiдси degRf = k, отже, за Теоремою Гурвiца,

g(X) = 1 + 2(0− 1) +
k

2
=
k

2
− 1.

□

Теорема 14.3. Кожна гiперелiптична крива X iзоморфна норма-
лiзацiї кривої X0, де X0 ⊂ A

2 — афiнна крива, задана рiвнянням
y2 = F (x), де F (x) ∈ k[x] — многочлен без кратних коренiв, а
X0 — її замикання в проективнi площинi P2, в яку A

2 вкладена
як D(x0), причому x = x1/x0, y = x2/x0. Якщо n = degF , то

g(X) =
[n− 1

2

]
.

Доведення. Оскiльки chark ∕= 2, квадратичне розширення k(X) по-
ля k(x) має вигляд k(x, y), де y2 = F (x). При цьому завжди можна
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вважати, що F (x) — многочлен без кратних коренiв (пояснiть, чо-
му). Тодi k(X0) ≃ k(x, y), отже, X0 бiрацiонально iзоморфне X, а
тодi X iзоморфна нормалiзацiї кривої X0.

Легко перевiрити, що X0 — неособлива крива, тому вона збiга-
ється зi своєю нормалiзацiєю, отже, вкладається в X як вiдкрита
пiдмножина. Обмеження морфiзму f : X → P

1 на X0 є вiдобра-
женням X0 → A

1
0, яке переводить точку p = (a, b) в точку a. Тому

f−1(f(p)) = {p} тодi й лише тодi, коли F (a) = 0. Отже, на X0

є n розгалужених точок. Зауважимо, що X0 = f−1(A1
0), а P1 ∖ A1

0

мiстить одну точку ∞ = (0 : 1). Як ми бачили ранiше, f−1(∞)
складається або з двох нерозгалужених точок, або з однiєї розгалу-
женої точки. Оскiльки кiлькiсть k нерозгалужених точок в нашому
випадку парна,

k =

{
n, якщо n парне,
n+ 1, якщо n непарне.

Разом з попередньою теоремою це й дає потрiбний результат. □

Рiвняння y2 = F (x) з цiєї теореми звуть (допускаючи вiльнiсть у
висловi) «рiвнянням гiперелiптичної кривої» X.

Твердження 14.4. Якщо у рiвнянi y2 = F (x) гiперелiптичної
кривої degF (x) = 2n, то ця крива iзоморфна гiперелiптичнiй кри-
вiй з рiвнянням y2 = G(x), де degG(x) = 2n− 1.

Згiдно з Теоремою 14.3, рiд такої кривої дорiвнює n− 1.

Доведення. Можна вважати, що 0 є коренем F (x), тобто, F (x) =
xf(x) для деякого многочлена f(x) степеня 2n − 1. Покладемо
� = x−1, � = y/xn. Легко бачити, що така замiна визначає бi-
рацiональне вiдображення даної кривої на гiперелiптичну криву з
рiвнянням �2 = G(�), де G(x) = x2n−1f(1/x) — многочлен степеня
2n−1. Але бiрацiонально еквiвалентнi неособливi проективнi кривi
iзоморфнi. □

Зауважимо, що при n ⩽ 2 гiперелiптична крива рацiональна, а
при n = 3 або 4 вона є елiптичною кривою.

Вправа 14.5. (1) Доведiть, що якщо degF (x) > 3, крива Y =
X0 має одну особливу («нескiнченно вiддалену») точку s =
(0 : 0 : 1).

(2) Обчислiть локальне кiльце OY,o та його нормалiзацiю.

Теорема 14.6. Якщо неособлива проективна крива X роду g ⩾ 2
не є гiперелiптичною, то її канонiчний дивiзор K є дуже рясним,
тобто, визначає замкнене занурення X → P

g−1. (Нагадаємо, що
l(K) = g).
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Доведення. Оскiльки X ∕≃ P
1, l(p) = 1 для довiльної точки p ∈ X

(див. Наслiдок 11.11 (4)). За Теоремою Рiмана–Роха, застосованою
до дивiзора K − p, маємо l(K − p) = l(p) + 2g − 3 + 1 − g = g −
1 = l(K) − 1. Якщо також l(p + q) = 1 для довiльних точок p, q,
то так само l(K − p − q) = l(K) − 2, отже, K є дуже рясним за
Теоремою 11.10. Припустимо, що l(p+ q) = 2 для деяких точок p, q
(можливо, p = q). Виберемо непостiйну функцiю f ∈ L(p+ q). Вона
задає скiнченне вiдображення X → P

1 i (f) = −p−q+D, де D ⩾ 0.
Нехай x = x1/x0, тодi k(P1) = k(x), а x−1 = x0/x1 — локальний
параметр в точцi∞ = (0 : 1). Очевидно, f — образ функцiї x у полi
k(X). Якщо p ∕= q, то vp(x) = vq(x) = −1, f−1(∞) = {p, q} i цi точки
нерозгалуженi. Якщо p = q, то vp(x) = −2, f−1(∞) = p i показник
розгалуження в точцi p дорiвнює 2. В обох випадках deg f = 2 за
Теоремою 13.3. □

Вправа 14.7. Користуючись Вправою 11.12, доведiть, що канонi-
чний дивiзор гiперелiптичної кривої не є дуже рясним.

Наслiдок 14.8. Нехай X — неособлива проективна крива.
(1) Якщо g(X) = 2, крива X є гiперелiптичною.
(2) Якщо g(X) = 3, то крива X є або гiперелiптичною, або

плоскою кривою степеня 4.

Доведення. (1). Якби X не була гiперелiптичною, канонiчний дивi-
зор визначав би замкнене занурення X → P

1, яке було б iзоморфi-
змом, що неможливо.

(2) безпосередньо випливає з Теореми 14.6 та формули для роду
плоскої кривої (Твердження 11.2). □
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Додаток A. Комплекс Косуля. Регулярнi кiльця

Означення A.1. Нехай a = (a1, a2, . . . , an) — послiдовнiсть еле-
ментiв кiльця A. Її комплексом Ко́суля зветься комплекс K∙(a):

0→ Kn(a)
dn−→ Kn−1(a)

dn−1−−−→ . . . K1(a)
d1−→ K0(a)→ 0,

де Kk(a) — вiльний A-модуль з базою

{ ei1i2...ik ∣ 1 ⩽ i1 < i2 < ⋅ ⋅ ⋅ < ik ⩽ n } ,

а диференцiал визначений формулою

dk(ei1i2...ik) =
k∑
j=1

(−1)j−1aikei1...ǐj ...ik .

Зокрема, K0(a) — вiльний модуль рангу 1 з базовим елементом
e = e∅, а d1(ei) = aie.

Вправа A.2. Перевiрте, що dkdk+1 = 0 для всiх номерiв 0 ⩽ k < n
тобто, K∙(a) дiсно є комплексом.

Очевидно, Im d0 = I, де I = ⟨ a1, a2, . . . , an ⟩, отже, комплекс Ко-
суля можна продовжити до послiдовностi

(K) 0→ Kn(a)
dn−→ Kn−1(a)

dn−1−−−→ . . . K1(a)
d1−→ K0(a)→ A/I → 0,

яка є точною в двох останнiх членах. Ми вкажемо випадок, коли
ця послiдовнiсть є точною.

Означення A.3. Послiдовнiсть a = (a1, a2, . . . , an) елементiв кiль-
ця A зветься регулярною, якщо для кожного 1 ⩽ k ⩽ n елемент ak
не є дiльником нуля в модулi A/⟨ a1, a2, . . . , ak−1 ⟩ (зокрема, a1 не
дiльником нуля в A).

Приклад A.4. Якщо A — регулярне локальне кiльце розмiрно-
стi Крулля n, a1, a2, . . . , an — твiрнi його максимального iдеала, то
послiдовнiсть (a1, a2, . . . , an) регулярна [Др, Теорема 4.2.6].

Теорема A.5. Нехай a = (a1, a2, . . . , an) — регулярна послiдов-
нiсть у кiльцi A, I = ⟨ a1, a2, . . . , an ⟩. Тодi послiдовнiсть (K) є
точною, тобто, комплекс Косуля K∙(a) є вiльною резольвентою
модуля A/I.

Доведення. Будемо доводити це твердження iндукцiєю за n. Якщо
n = 1, очевидно, що послiдовнiсть 0 → A

a1−→ A → A/a1A → 0
є точною. Припустимо, що n > 1 i твердження теореми вiрне для
регулярних послiдовностей довжини n − 1. Це значить, що послi-
довнiсть

0→ Kn−1(a′)→ ⋅ ⋅ ⋅ → K1(a′)→ I ′ → 0,
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де a′ = (a1, a2, . . . , an−1), а I ′ = ⟨ a1, a2, . . . , an−1 ⟩, є точною. Розгля-
немо комутативну дiаграму з точними стовпчиками:

0

��

0

��

0

��
0

��

// Kn−1(a′)
� ��

// . . . // K1(a′)
� ��

// I ′

�
��

// 0

0 // Kn(a) //

� ��

Kn−1(a)
� ��

// . . . // K1(a)
� ��

// I
�0 ��

// 0

0 // Kn−1(a′) //

��

Kn−2(a′) //

��

. . . // K0(a′) //

��

I/I ′ //

��

0

0 0 0 0

В нiй гомоморфiзми � — очевиднi занурення, �0 — природний епi-
морфiзм, а � переводить твiрний ei1i2...ik в 0, якщо ik ∕= n, i в
ei1i2...ik−1

, якщо ik = n. Верхнiй рядок цiєї дiаграми точний. За-
уважимо також, що I/I ′ = (anA + I ′)/I ′ ≃ anA/(anA ∩ I ′) ≃ A/I ′,
оскiльки an не є дiльником нуля в A/I ′. Тому й нижнiй рядок та-
кож точний. Але тодi точним є й середнiй рядок. Це й свiдчить
про те, що комплекс Косуля K∙(a) є вiльною резольвентою модуля
A/I. □

Наслiдок A.6. Якщо A — регулярне локальне кiльце розмiрностi
Крулля n, то gl.dim A = n, тобто, ExtiA(M,N) = 0 для всiх A-
модулiв M,N i всiх i > n, причому n — найменше цiле число з
цiєю властивiстю.
Доведення. Нехай m = ⟨ a1, a2, . . . , an ⟩ — максимальний iдеал кiль-
ця A, | = A/m. Оскiльки комплекс Косуля є вiльною резольвентою
модуля |, то Torn+1

A (|,M) = 0 для всiх усiх модулiв M . Отже, не-
рiвнiсть gl.dim A ⩽ n випливає з наступної леми.
Лема A.7. Нехай A — нетерове локальне кiльце з максимальним
iдеалом m i полем лишкiв | = A/m, M — скiнченнопороджений
A-модуль, для якого TorAm(|,M) = 0. Тодi pr.dimAM < m, тобто,
ExtiA(M,N) = 0 для всiх A-модулiв N при i ⩾ m. Отже,

pr.dimAM = sup
{
i ∣ TorAi (|,M) ∕= 0

}
.

Доведення Леми проведемо iндукцiєю за m. Нехайm = 1. Фактор-
модуль M̄ = M/mM є модулем над полем |, отже, M̄ ≃ r|. Ви-
беремо в M такi елементи u1, u2, . . . , ur, що їхнi класи утворюють
базу в M̄ i визначимо гомоморфiзм � : rA → M , який перево-
дить вектор (a1, a2, . . . , ar) в

∑r
i=1 aiui. Тодi Im �+mM = M , отже,

Im� = M (за лемою Накаями, [Др, Наслiдок 3.3.12]). Позначи-
мо L = Ker � i застосуємо функтор | ⊗A _ до точної послiдов-
ностi 0 → L → rA → M → 0. Оскiльки | ⊗A M ≃ M/mM , а
TorA1 (|,M) = 0, одержимо точну послiдовнiсть

0→ L/mL→ r| �̄−→ M̄ → 0.
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За побудовою, �̄ — iзоморфiзм, звiдки L/mL = 0 i L = 0 за лемою
Накаями. Отже, � — iзоморфiзм,M — вiльний модуль i pr.dimM =
0.

Припустимо, що m > 1 i твердження вiрне для m−1. Розглянемо
якусь точну послiдовнiсть 0 → L → F → M → 0, де F — вiльний
модуль скiнченного рангу. Тодi з точної послiдовностi для функто-
рiв Tor випливає, що TorAm−1(|, L) ≃ TorAm(|,M) = 0. За припуще-
нням iндукцiї, ExtiA(L,N) = 0 для всiх N i всiх i > m − 1. Але з
точної послiдовностi для функторiв Ext маємо, що ExtiA(M,N) ≃
Exti−1

A (L,N) = 0 при i > m. □

Обернена нерiвнiсть gl.dim A ⩾ n випливає з наступної вправи,
якою ми будемо користуватися й надалi.

Вправа A.8. Нехакй K∙ = K∙(a), де a = (a1, a2, . . . , an) — регу-
лярна послiдовнiсть у кiльцi A, M = A/⟨ a1, a2, . . . , an ⟩.

(1) Доведiть, що в комплексi K∨∙ = HomA(K∙,A) модуль K∨k є
вiльним з базою { �i1i2...ik ∣ 1 ⩽ i1 < i2 < ⋅ ⋅ ⋅ < ik ⩽ n }, а ди-
ференцiал ∂k : K∨k → K∨k+1 визначається правилом

∂k(�i1i2...ik) =
n∑
i=1

xi�ii1i2...ik ,

де ми вважаємо, що �ii1i2...ik = 0, якщо i = ij для деякого j,
i �ii1i2...ik = (−1)j�i1...ijiij+1...in , якщо ij < i < ij+1.

Ми позначимо K∨n−∙ комплекс, в якому k-й член — це
K∨n−k, а вiдповiдний диференцiал — це ∂n−k.

(2) Доведiть, що вiдображення баз �i1i2...im 7→ ej1j2...jk , де m =
n− k, а
{ j1, j2, . . . , jk } = { 1, 2, . . . , n } ∖ { i1, i2, . . . , im } ,

iндукує iзоморфiзм комплекса K∨n−∙(a)→ K∙(a).
(3) Виведiть звiдси, що

ExtiA(M,A) =

{
0 якщо i < n,

M якщо i = n.
□

У наступному роздiлi нам буде потрiбний ще таке твердження.

Наслiдок A.9. Якщо a = (a1, a2, . . . , am) — регулярна послiдов-
нiсть елементiв з максимального iдеалу m локального кiльця A,
| = A/m, M = A/⟨ a1, a2, . . . , am ⟩, то TorAk (|,M) є векторним
простором розмiрностi

(
m
k

)
над полем |.

Доведення. Оскiльки K∙ = K∙(a) — вiльна резольвента модуля M ,
то TorAk (|,M) збiгається з k-ю гом ологiєю комплексу | ⊗A K∙.
Але в цьому комплексi диференцiал, очевидно, є нульовим, тому
TorAk (|,M) = |⊗A Kk, а останнiй добуток є векторним простором
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з базою { 1⊗ ei1i2...ik ∣ 1 ⩽ i1 < i2 < . . . ik ⩽ m }, тобто, має розмiр-
нiсть

(
m
k

)
. □

Нехай тепер A нетерове кiльце, не обов’язково локальне.

Твердження A.10. Якщо M — скiнченнопороджений A-модуль,
S ⊆ A — мультиплiкативна пiдмножина, то ExtiA(M,N)[S−1] ≃
ExtiA[S−1](M [S−1], N [S−1]).

Доведення. При фiксованому N обидiв частини є стираючими �-
функторами на категорiї скiнченнопороджених A-модулiв, оскiль-
ки при i > 0 вони анулюються вiльними модулями. При i = 0
маємо iзоморфiзм HomA(M,N)[S−1] ≃ HomA[S−1](M [S−1], N [S−1]),
який переводить f/s у гомоморфiзм u/t 7→ f(u)/st. Якщо M = A,
це вiдображення — iзоморфiзм. Тому воно є iзоморфiзмом i для всiх
вiльних модулiв скiнченного рангу. Застосувавши обидва функтори
до точної послiдовностi P ′ → P →M → 0, де P i P ′ — вiльнi модулi
скiнченного рангу, ми одержимо комутативну дiаграму з точними
рядками

0 −−−→ H(M) −−−→ H(P ) −−−→ H(P ′)⏐⏐y ⏐⏐y ⏐⏐y
0 −−−→ H′(M) −−−→ H′(P ) −−−→ H′(P ′),

де H(M) = HomA(M,N)[S−1], а H′(M) = HomA[S−1](M [S−1], N [S−1]).
В нiй останнi два вертикальних вiдображення — iзоморфiзми. Тодi
й перше є iзоморфiзмом, тобто

HomA(M,N)[S−1] ≃ HomA[S−1](M [S−1], N [S−1]).

Залишилося послатися на Теорему 6.5. □

Наслiдок A.11. Якщо A — нетерове кiльце i gl.dim Am ⩽ n для
всiх максимальних iдеалiв m ⊂ A, то й gl.dim A ⩽ n.

Доведення. Дiйсно, ExtiA(M,N)m ≃ ExtiAm
(Mm, Nm) = 0 при i > n

для довiльного скiнченнопородженого M , для будь-якого N i всiх
максимальних iдеалiв m ⊂ A. Тодi й ExtiA(M,N) = 0. □

Наслiдок A.12. Якщо X — неособливий многовид розмiрностi
n, то ℰxt iX(ℱ ,G) = 0 при i > n для довiльних квазiкогерентних
пучкiв ℱ ,G. Якщо, до того ж, многовид X афiнний i A = |[X],
то gl.dim A = n.

Доведення. Друге твердження випливає з Наслiдкiв A.6 i A.11. Пер-
ше твердження випливає з другого, оскiльки будь-який неособли-
вий многовид покривається вiдкритими афiнними неособливими
пiдмноговидами. □
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Додаток B. Коен–Маколеєвi кiльця й модулi

У цьому роздiлi ми вважаємо, що A — нетерове локальне кiльце
з максимальним iдеалом m i полем лишкiв | = A/m, M — скiнчен-
нопороджений A-модуль.

Означення B.1. Глибиною A-модуля M зветься число depAM =
min

{
i ∣ ExtiA(|,M) ∕= 0

}
.

Приклад B.2. Якщо A регулярне розмiрностi Крулля n, то вправа
A.8(3) свiдчить, що depA A = n.

Взагалi кажучи, щоб це означення було коректним, треба знати,
що хоча б якийсь з ExtiA(|,M) ненульовий. Ми доведемо це й дамо
навiть оцiнку для глибини.

Означення B.3. Позначимо AssM (або AssAM , якщо треба вка-
зати кiльце A) множину тих первинних iдеалiв кiльця A, якi є ану-
ляторами елементiв модуля M . Такi iдеали звуться асоцiйованими
з модулем M .

Лема B.4. (1) Якщо N — пiдмодуль в M , то AssM ⊆ AssN ∪
AssM/N .

(2) Якщо I — максимальний серед ануляторiв елементiв мо-
дуля M , то I ∈ AssM .

(3) Множина AssM скiнченна.
(4) Елемент a є дiльником нуля на M , тобто анулює ненульо-

вий елемент з M , тодi й лише тодi, коли a ∈
∪

p∈AssM p.
(5) Iдеал m мiстить недiльник нуля на M тодi й лише тодi,

коли m /∈ AssM .

Доведення. (1). Нехай p ∈ AssM , p = AnnA u для деякого u ∈ M .
ТодiM ′ = Au ≃ A/p. ЯкщоM ′∩N = 0, тоM ′ занурюється вM/N ,
отже, p ∈ AssM/N . Якщо ж M ′ ∩ N мiстить ненульовий елемент
v, то Ann v = p (чому?), отже, p ∈ AssN .

(2). Нехай I = AnnA u, ab ∈ I, b /∈ I. Тодi I(bu) = 0 i a(bu) =
0, отже, AnnA(bu) ⊇ I + aA. Оскiльки I — максимальний серед
ануляторiв, то a ∈ I.

(3). Нагадаємо, що в модулiM iснує ланцюг пiдмодулiвM0 = 0 ⊂
M1 ⊂ M2 ⊂ . . . ⊂ Mr−1 ⊂ Mr = M , в якому для кожного номера
0 < i ⩽ r Mi/Mi−1 ≃ A/pi, де pi — деякий первинний iдеал [Др,
Лема 5.8]. Згiдно (1), тодi AssM ⊆ { p1, p2, . . . , pr }.

(4) одразу випливає з (2).
(5). Згiдно з (4), m мiстить недiльник нуля на M тодi й лише

тодi, коли m ∕⊆
∪

p∈AssM p. Оскiльки множина AssM скiнченна, це
рiвносильно тому, що m ∕⊆ p (тобто, m ∕= p) для всiх p ∈ AssM [Др,
Лема 3.3.18]. □
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Зауважимо, що depAM = 0 тодi й лише тодi, коли M мiстить
пiдмодуль, iзоморфний |, тобто, m ∈ AssM . Отже, так буде тодi й
лише тодi, коли кожен елемент з m є дiльником нуля на M .

Твердження B.5. Нехай елемент a ∈ m не є дiльником нуля на
M , N = M/aM . Тодi depAN = depAM − 1.

Доведення. У цьому випадку послiдовнiсть 0 → M
a−→ M → N →

0 є точною й iндукує довгу точну послiдовнiсть для функторiв
ExtiA(|,_). Зауважимо, що, оскiльки a| = 0, множення на a iн-
дукує нульовий ендоморфiзм функтора HomA(|,_), а тому й ну-
льовий ендоморфiзм його похiдних ExtiA(|,_). Отже, у точнiй по-
слiдовностi

Exti(|,M)
a−→ Exti(|,M)→ ExtiA(|, N)→

→ Exti+1
A (|,M)

a−→ Extm+1
A (|,M)

перше й останнє вiдображення нульовi, тобто, маємо точну послi-
довнiсть

0→ Exti(|,M)→ ExtiA(|, N)→ Exti+1
A (|,M)→ 0.

Якщо i = depAN , звiдси одержимо, що depAM ⩽ depAN+1. Якщо
ж i+ 1 = depAM , одержимо, що depAN ⩽ depAM − 1. Разом це й
доводить твердження. □

Означення B.6. M-послiдовнiстю зветься послiдовнiсть елемен-
тiв a = (a1, a2, . . . , am) з максимального iдеалу m така, що для ко-
жного 0 ⩽ k < m елемент ak+1 не є дiльником нуля на модулi
Mk = M/⟨ a1, a2, . . . , ak ⟩ (зокрема, a1 не є дiльником нуля на M).

Зокрема, A-послiдовнiсть — те саме, що регулярна послiдовнiсть,
всi елементи якої належать максимальному iдеалу.

Наслiдок B.7. Якщо (a1, a2, . . . , am) єM-послiдовнiстю, то depMk =
depM − k для кожного k ⩽ m.

Наслiдок B.8. Глибина модуля M дорiвнює максимальнiй дов-
жинi M-послiдовностей.

Доведення. Якщо (a1, a2, . . . , am) — деяка M -послiдовнiсть, то, за
Наслiдком B.7, depAMm = depAM −m. Отже, m ⩽ depAM . Якщо
depAM −m > 0, iснує елемент b ∈ m, який не є дiльником нуля на
Mm, а тодi (a1, a2, . . . , am, b) є довшою M -послiдовнiстю. □

Наслiдок B.9. Нехай I = AnnAM, B = A/I. Тодi depAM =
depBM .

Наслiдок B.10. Якщо depAM = m, то будь-якуM-послiдовнiсть
(a1, a2, . . . , ak) можна доповнити до M-послiдовностi довжини m.
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Доведення. Оскiльки depAMk = m−k, в A iснує Mk-послiдовнiсть
(b1, b2, . . . , bm−k). Тодi (a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bm−k) є M -послiдов-
нiстю. □

Вправа B.11. Доведiть, що, якщо (a1, a2, . . . , am) є M -послiдов-
нiстю, а � — довiльна перестановка iндексiв, то (a�1, a�2, . . . , a�m)
також є M -послiдовнiстю.

Натяк: Достатньо довести це для перестановки двох сусiднiх iн-
дексiв.

Вправа B.12. Нехай A ⊆ B, де B — локальне нетерове кiлце, яке є
скiнченним розширенням A,M — скiнченнопороджений B-модуль.
Доведiть, що depAM = depBM .

Натяк: Очевидно, depAM ⩽ depBM . Доведiть, що, коли еле-
мент b з максимального iдеалу кiльця B не є дiльником нуля наM ,
то знайдеться елемент a з максимального iдеалу кiльця A, який
також не є дiльником нуля на M . (Для цього досить розглянути
таке найменше r, що для деяких a1, a2, . . . , ar (ai ∈ A) елемент
br + a1b

r−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + ar є дiльником нуля на M). Тепер доведення
завершується iндукцiєю.

Твердження B.13. Позначимо

d(M) = min {K.dim A/p ∣ p ∈ AssM } .
Тодi depAM ⩽ d(M).

Доведення. Застосуємо iндукцiю за числом d = d(M). Якщо d = 0,
то m ∈ AssM , тобто в M є пiдмодуль, iзоморфiний A/m = |, i
Ext0

A(|,M) = HomA(|,M) ∕= 0. Отже, depAM = 0.
Припустимо, що d > 0 i твердження вiрне для всiх модулiв N з

d(N) < d. Оскiльки в цьому випадку m /∈ AssM , iснує елемент a ∈
m, який не є дiльником нуля на M . Позначимо N = M/aM . Якщо
p = AnnA u, де u ∈M , то p+aA ⊇ AnnA(u+aM), тому знайдеться
iдеал p′ ∈ AssAN такий, що p′ ⊃ p, а тому K.dim A/p′ < K.dim A/p.
Отже, d(N) < d. За припущенням iндукцiї, також depAN < d. За
Твердженням B.5 depAM = depAN + 1 ⩽ d. □

Означення B.14. Розмiрнiстю Крулля модуля M зветься число

K.dimM = K.dim(A/AnnA I)

= max {K.dim A/p ∣ p — первиний iдеал i p ⊇ AnnAM } .
Очевидно, в останнiй рiвностi достатньо розглядати мiнiмальнi се-
ред первинних iдеалiв, якi мiстять AnnAM .

Очевидно, K.dimM ⩾ d(M) ⩾ depAM .

Означення B.15. A-модуль M зветься Коен–Маколеєвим, якщо
depAM = K.dimM . Якщо при цьому depAM = K.dim A, M зве-
ться максимально Коен–Маколеєвим. Зокрема, кiльце A зветься
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Коен–Маколеєвим, якщо depA A = K.dim A, тобто, iснує регуляр-
на послiдовнiсть елементiв з m, довжина якої дорiвнює K.dim A.

Приклад B.16. Регулярне кiльце є Коен–Маколеєвим.

Твердження B.17. Якщо модуль M Коен–Маколеїв, то AssM
збiгається з множиною min(I) мiнiмальних первинних iдеалiв, якi
мiстять iдеал I = AnnAM , i K.dim A/p = depAM для кожного
p ∈ AssM .

Доведення. Позначимо d = depAM = d(M) = K.dimM . За озна-
ченням, K.dim A/p′ ⩽ d для кожного p′ ∈ min(I), а за Тверджен-
ням B.13, K.dim A/p ⩾ d для всiх p ∈ AssM . Але всi iдеали з AssM
мiстять I, отже, для кожного p ∈ AssM знайдеться p′ ∈ min(I) та-
кий, що p ⊇ p′. Тодi d ⩽ K.dim A/p ⩽ K.dim A/p′ ⩽ d. Тому p = p′

i K.dim A/p = d. □

Теорема B.18. Нехай A — Коен–Маколеєве кiльце розмiрностi
Крулля n, (a1, a2, . . . , am) — регулярна послiдовнiсть елементiв з
максимального iдеалу m ⊂ A, I = ⟨ a1, a2, . . . , am ⟩, p ⊂ A — деякий
первинний iдеал.

(1) A/I є Коен–Маколеєвим кiльцем розмiрностi Крулля n−m.
(2) ht p + K.dim A/p = n.

Доведення. Нехай a ∈ m не є дiльником нуля. З Теореми Крулля
про головний iдеал [Др, Теорема 3.2.11] випливає, що K.dim A/aA ⩽
n − 1. З iншого боку, за Твердженням B.5, depbAA/aA = n − 1.
Оскiльки depA(A/aA) ⩽ K.dim A/aA, звiдси K.dim A/aA i A/aA
— Коен–Маколеєве кiльце. Твердження (1) одержується тепер оче-
видною iндукцiєю за m.

(2) будемо доводити iндукцiєю за n. Якщо n = 0, тверджен-
ня тривiальне. Припустимо, що воно вiрно для кiлець розмiрно-
стi Крулля n − 1. Якщо ht p = 0, тобто, p — мiнiмальний первин-
ний iдеал, це випливає з Твердження B.17. Якщо ht p = ℎ > 0,
за тим самим твердженням, p мiстить недiльник нуля a. Позначи-
мо p̄ = p/aA ⊂ A/aA. Це первинний iдеал у Коен–Маколеєвому
кiльцi A/aA розмiрностi Крулля n − 1. За припущенням iндукцiї,
ht p̄ + K.dim A/p = n− 1. Але, знов-таки, за Теоремою Крулля про
головний iдеал, ht p ⩾ ht p̄+1. Оскiльки завжди ht p+K.dim A/p ⩽
n, звiдси випливає необхiдна рiвнiсть. □

Нам буде потрiбне ще таке твердження.

Теорема B.19. Якщо кiльце A регулярне, то для будь-якого скiн-
ченнопородженого A-модуля M

depAM + pr.dimAM = K.dim A.

Доведення проведемо iндукцiєю за d = depAM . Зауважимо, що, за
Наслiдком A.6, d ⩽ n, де n = K.dim A. Якщо d = 0, то iснує
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занурення | → M . Оскiльки TorAn+1 = 0, з точної послiдовностi
для функторiв Tor одержимо занурення TorAn (|,|) → TorAn (|,M).
Але TorAn (|,|) ≃ | (див. Наслiдок A.9). Отже, й TorAn (|,M) ∕= 0 i
pr.dimAM = n.

Припустимо, що d > 0 i твердження вiрне для модулiв глибини
меншої за d. Iснує елемент a ∈ m, який не є дiльником нуля на
M . Тодi множення на a анулює функтори TorAi (|,_). Отже, точна
послiдовнiсть 0→M

a−→M → N → 0, де N = M/aM , iндукує точнi
послiдовностi

0→ TorAi (|,M)→ TorAi (|, N)→ TorAi−1(|, N)→ 0.

Звiдси випливає, що pr.dimAN = pr.dimAM+1. Оскiльки, за Твер-
дженням B.5, depAN = depAM −1, а тому , за припущенням iнду-
кцiї, depAN + pr.dimAN = n, одержуємо необхiдну рiвнiсть i для
модуля M . □
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