
Завдання 1
Виконати до 29 лютого

В усiх вiдповiдних вправах X — множина, на якiй дiє група G, X

— простiр функцiй на X iз значеннями в полi , а (X) — пiдпростiр
функцiй зi скiнченними носiями.

1. Доведiть, що зображення (G) iзоморфне регулярному зображенню
групи G.

2. Нехай ρ : G → GL(V ) — зображення групи G, V ∗ — дуальний про-
стiр (простiр лiнiйних функцiй на V ). Визначимо зображення ρ∗ : G →
GL(V ∗) правилом ρ∗(g)f(v) = f(ρ(g−1)v).

(1) Перевiрте, що ρ∗ дiйсно є зображенням групи G. Воно зветься
спряженим до зображення ρ.

(2) Доведiть, що ( (X))∗ ≃ X . Зокрема, G —- спряжене до регу-
лярного зображення.

3. Нехай D = ⟨ a, b | a2 = bn = 1, ab = b−1a ⟩ — дiедральна група порядку
2n.

(1) Знайдiть всi одновимiрнi зображення групи D.
(2) Перевiрте, що вiдображення

a %→
(
0 1
1 0

)
, b %→

(
cos 2kπ

n sin 2kπ
n

− sin 2kπ
n cos 2kπ

n

)

визначає зображення ρk групи G над полем комплексних чисел.
(3) При яких k зображення ρk є звiдним?
(4) При яких k i m зображення ρk i ρm iзоморфнi?

4. Нехай Q = ⟨ a, b | a2 = b2, a4 = 1, ab = b3a ⟩ — група кватернiонiв.
(1) Знайдiть всi одновимiрнi зображення групи Q.
(2) Перевiрте, що вiдображення

a %→
(
0 −1
1 0

)
, b %→

(
i 0
0 −i

)

визначає незвiдне зображення групи Q над полем комплексних
чисел.

(3) Спробуйте перенести результати цiєї й попердньої вправ на групу
Qn = ⟨ a, b | a2 = bn, a4 = 1, ab = bn−1a ⟩

Чому дорiвнює порядок цiєї групи?

5. Позначимо через C ⊆ X пiдпростiр констант (постiйних функцiй).
У припущеннi, що X скiнченна, а char = 0, знайдiть iнварiантне до-
повнення до C у просторi X .



Завдання 2
Виконати до 14 березня

В усiх вправах G — скiнченна група порядку n i розглядаються зобра-
ження G над полем комплексних чисел. Через Ĝ позначається множина
всiх попарно неiзоморфних незвiдних зобоажень групи G.

1. Довести, що χρ∗ = χρ, де ρ∗ — спряжене зображення, а риска вгорi
позначає комплексне спряження.

2. Нехай ρ i θ такi зображення однiєї розмiрностi, що для кожного x ∈ G
матрицi [ρ(x)] та [θ(x)] подiбнi. Доведiть, що ρ ≃ θ.

3. Припустимо, що G комутативна. Тодi всi ї ї зображення одновимiрнi,
тобто їх можна ототожнити з вiдповiдними характерами.

(1) Доведiть, що #(Ĝ) = n.
(2) Якщо χ, θ ∈ Ĝ, визначимо їх добуток правилом (χθ)(x) = χ(x)θ(x).

Перевiрте, що χθ — теж зображення групи G i вiдносно цiєї опе-
рацiї Ĝ є групою. Її звуть групою характерiв групи G.

(3) Визначимо вiдображення γ : G → ˆ̂G правилом γ(x)(χ) = χ(x)
для всiх x ∈ G, χ ∈ Ĝ. Доведiть, що γ є мономорфiзмом груп, а
тому є iзоморфiзмом.

4. Нехай ρ ∈ Ĝ, Z — центр G, c = #(Z), n0 = (G : C), Gm = G×G× . . . ×G︸ ︷︷ ︸
m разiв

,

ρm = ρ! ρ! . . .! ρ︸ ︷︷ ︸
m разiв

, Z̃m = { (z1, z2, . . . , zm) | zi ∈ Z, z1z2 . . . zm = 1 }.

(1) Обчислiть dim ρm i #(Z̃m).
(2) Доведiть, що ρm(z) = 1 для всiх z ∈ Z̃m. Виведiть звiдси, що

dm | nnm
0 для кожного m.

(3) Доведiть, що d | n0.

5. Нехай група G дiє (праворуч) на скiнченнiй множинi X. Позначимо
через ρX зображення G у просторi CX , а через χX — характер цього
зображення. Нехай ρ0 — тривiальне одновимiрне зображення групи G.
χ0 — його характер. Позначимо через mg кiлькiсть елементiв x ∈ X
таких, що xg = x.

(1) Доведiть, що кратнiсть µ(ρ0, ρX) дорiвнює кiлькостi орбiт даної
дiї.

(2) Обчислiть χX i (χX ,χ0).
(3) Виведiть звiдси, що кiлькiсть орбит даної дiї дорiвнює 1

n

∑
g∈G mg

(середнiй кiлькостi нерухомих точок у елементiв групи).



Завдання 3
Виконати до 28 березня

1. Нехай n непарне, D — дiедральна група порядку 2n, χk — характер
зображення ρk групи D (див. задачу 3 iз завдання 1).

(1) Перевiрте, що класи сумiжностi групи D такi:
{1}, { bm, b−m } (0 < m < n/2),

{
abj | 0 " j < n

}
.

(2) Обчислiть значення незвiдних характерiв на елементах D.
(3) Виведiть звiдси, що ρk ⊗ ρl ≃ ρk+l ⊕ ρk−l, якщо k ̸= l, а ρ⊗2

k ≃
ρ2k ⊕ ρ+ ⊕ ρ−, де ρ+ i ρ− — рiзнi одновимiрнi зображення.

(Зауважимо, що ρk ≃ ρn−k ≃ ρ−k.)

2. Доведiть, що неабелева проста група не має нiльпотетної пiдгрупи,
iндекс якої є степенем первинного числа.

3. Нехай ρ — точне зображення розмiрностi d групи G. Доведiть, що
центр G збiгається з множиною { g ∈ G | χρ(g) = d }.

4. Нехай ρ — зображення групи G.
(1) Доведiть, що функцiя ∆(g) = det ρ(g) є одновимiрним зображен-

ням групи G. Отже, G/Ker∆ — абелева група.
(2) Доведiть, що якщо ∆(g) = −1 для якогось g, то в групi G є

пiдгрупа iндексу 2.
(3) Нехай #(G) = 2m, де m непарне. Доведiть, що в групi G є пiд-

група порядку m.
Порада: Знайдiть det ρreg(g), де g2 = 1.

(4) Доведiть, що група порядку 2pkql, де p, q — непарнi первиннi чи-
сла, є розв’язною. Отже 60 — найменший порядок неабелевої про-
стої групи.

5. Для кожного характера χ позначимо ιχ = 1
n

∑
x∈G χ(x2), де n = #(G)

(це число зветься iндiкатором характера χ). Позначимо також θ(x) =
#

{
y | y2 = x

}
. Доведiть, що ιχ = ⟨ θ,χ ⟩, звiдки θ(x) =

∑
α(ιχα)χα(x),

де {χα } — множина незвiдних характерiв групи G. Зокрема, кiлькiсть
iнволюцiй (елементiв порядку 2) в групi G дорiвнює

∑
α dα(ιχα)−1 (фор-

мула Фробенiуса–Шура).



Завдання 4
Виконати до 11 квiтня

Тут M позначає A-модуль, E = EndAM .

1. Нехай e, e′ — iдемпотенти в кiльцi E. Довести, що HomA(eM, e′M) ≃
e′Ee ≃ HomE(Ee′, Ee). Зокрема eM ≃ e′M тодi й лише тодi, коли Ee ≃
Ee′.

2. Довести, що якщо iдемпотенти e i e′ спряженi в кiльцi E, то eM ≃
e′M . Якщо модуль M скiнченної довжини, доведiть обернене тверджен-
ня.
Порада: У останньому випадку доведiть спершу, що й (1− e)M ≃
(1− e′)M .

Нехай задано дiаграму Юнга D з n клiтинами. Позначимо Dj− дiагра-
му з (n − 1) клiтиною, яка отримується з D вилученням однiєї клiтини
в j-му рядку. Будемо також писати D = D ′

j+, якщо D ′ = Dj−.
Таблицю Юнга T назвемо стандартною, якщо кожен рядок i кожен

стовчик є монотонно зростаючею послiдовнiстю. Наприклад, стандартнi
таблицi на дiаграмi Юнга, що вiдповiдає розбиттю 2, 2 — це

1 2
3 4

та 1 3
2 4

, але не 1 4
2 3

Прозначимо d(D) кiлькiсть стандартних таблиць з дiаграмою D . Далi
D позначає дiаграми, якi вiдповiдають розбиттям числа n, а D ′ — числа
n− 1. Будемо писати D ′ | D , якщо D ′ = Dj− для деякого j.

3. Доведiть, що
(1) При фiксованiй D маємо

∑
D ′|D d(D ′) = d(D).

Порада: Пiдрахуйте кiлькiсть стандартних таблиць, в яких n
стоїть на заданому мiсцi (звернiть увагу, що це мiсце має бути
останнiм у рядку).

(2) При фiксованiй D ′ маємо
∑

D ′|D d(D) = (n+ 1)d(D ′).
Порада: Застосуйте iндукцiєю. Скористайтеся також тверджен-
ням (1), звiдки d(D ′

j+) =
∑

k d((D
′
j+)k−).

(3) Виведiть звiдси, що
∑

D d(D)2 = n!.
Порада: Застосуйте iндукцiю й двiчi пiдрахуйте подвiйну суму∑

D,D ′

D ′|D
d(D ′)d(D).

Впорядкуємо таблицi Юнга з однаковою дiаграмою лексикографiчно,
читаючи їх по рядках: T < T ′ означає, що перший з елементiв таблицi
T , який не збiгається з вiдповiдним елементом таблицi T ′, менший за
нього. (У прикладi вище перша дiаграма менша за другу). Позначимо
S(D) множину всiх стандартних таблиць Юнга з дiаграмою D .

4. (1) Доведiть, що якщо T < T ′, то T ⊢ T ′, а тому e(T )e(T ′) = 0.



(2) Виведiть звiдси, що з рiвностi
∑

T∈S(D) aT e(T ) = 0, де aT ∈ G,
то всi aT = 0, а тому G мiстить пряму суму

⊕
T∈S(D) MT , де

MT = ( G)e(T ).

5. Доведiть, що dimMT = d(D(T )).
Порада: З попередньої вправи випливає, що dimMT = µ(MT , G) #
d(D(T )). Залишається скористатися вправою 3 (3).


