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Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè è ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé íîðìàëüíî

ðàçðåøèìûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå Lx = y, ãäå L− ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé íîð-
ìàëüíî ðàçðåøèìûé îïåðàòîð, äåéñòâóùèé èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B1 â áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî B2. Ïóñòü ÿäðî N(L) è îáðàç R(L) îïåðàòîðà L äîïîëíÿåìû â áàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ B1 è B2, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî çíà÷èò [1], ÷òî îïåðàòîð L îáîáùåí-
íî îáðàòèì è ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå ïðîåêòîðû PN(L) è PY , êîòîðûå èíäóöèðóþò
ðàçáèåíèå B1 è B2 â ïðÿìûå òîïîëîãè÷åñêèå ñóììû B1 = N(L)⊕X, B2 = Y ⊕R(L).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç PY1 : B1 → Y1 ⊆ Y, îïåðàòîð ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì íà
ïðîñòðàíñòâî B1 îïåðàòîðà, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò èçîìîðôèçì N1(L) ⊆ N(L) íà
Y1 ⊆ Y , à ÷åðåç PN1(L) : B2 → N1(L) ⊆ N(L)− îïåðàòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì
îïåðàòîðà îáðàòíîãî èçîìîðôíîìó íà âñå ïðîñòðàíñòâî B2.

Ïóñòü Θ(M1, M2)− ðàñòâîð ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2 áàíàõîâîãî ïðîñòðàíñòâà B.
Èçâåñòíî [2], ÷òî åñëè Θ(M1, M2) < 1

2
, òî dimM1 = dimM2.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà 1. Îïåðàòîð L = L + PY1 èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé

L
−1
l,r =

{
(L + PY1)

−1

l − ëåâûé, åñëè θ(N1(L), N(L)) < 1
2
,

(L + PY1)
−1

r − ïðàâûé, åñëè θ(Y1, Y ) < 1
2
.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé íîðìàëüíî ðàçðåøèìûé îïåðà-
òîð, ÿäðî N(L) è îáðàç R(L) êîòîðîãî äîïîëíÿåìû â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ B1

è B2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îïåðàòîð L− = L
−1

l,r − PN1(L) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
îáîáùåííî îáðàòíûì [3] ê îïåðàòîðó L.
Òåîðåìà 2. Îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå Lx = y ðàçðåøèìî äëÿ òåõ è òîëüêî òåõ

y ∈ B2, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå PY y = 0 è ïðè ýòîì èìååò ñåìåéñòâî
ðåøåíèé, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû x = PN(L)x̂ + L− y, ïåðâîå ñëàãàåìîå êîòîðîé
� îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Lx = 0, à âòîðîå �
÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Lx = y , x̂− ïðîèçâîëüíûé
ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà B1.
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