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Бiнарнi перетворення просторово-двовимiрних узагальнень
матричної iєрархiї Кадомцева-Петвiашвiлi з нелокальними
в’язями

Нехай функцiї ϕ та ψ є фiксованими (N × K) матричними розв’язками лiнiйної
iнтегродиференцiальної задачi

L{ϕ} := αϕy −
n∑

i=0

uiϕ
(i) + qM0Ω[r, ϕ] = ϕΛ, (1)

та транспонованої задачi

Lτ{ψ} := −αψy −
n∑

i=0

(−1)i(u>i ψ)(i) − rM>
0 Ω[q, ψ] = ψΛ̃, (2)

з матричними (N ×N) коефiцiєнтами ui = ui(x, y), i = 0, n, α ∈ R⋃
iR.

Λ, Λ̃ та M0 - сталi матрицi розмiрностi (K ×K) та (l × l) вiдповiдно;
q = q(x, y) та r = r(x, y) - матричнi функцiї розмiрностi (N × l);
Ω[r, ϕ], Ω[q, ψ] - функцiї, що задовольняють умови: Ωx[r, ϕ] = r>ϕ, Ωx[q, ψ] = q>ψ.

Оператор Лакса L (1) вперше розглядався в роботах [1], [2] при побудовi просторово-
двовимiрних узагальнень нелiнiйних систем математичної фiзики, якi виникають при
нелокальних редукцiях в матричнiй iєрархiї Кадомцева-Петвiашвiлi.

Теорема 1.

1. Нехай функцiї f та g розмiрностi (N × 1) є розв’язками спектральних задач

L{f} := αfy −
n∑

i=0

uif
(i) + qM0Ω[r, f ] = fλ, (3)

Lτ{g} := −αgy −
n∑

i=0

(−1)i(u>i g)(i) − rM>
0 Ω[q, g] = gλ̃, (4)

з власними значеннями λ, λ̃ ∈ C вiдповiдно, i функцiями Ω[r, f ] та Ω[q, g], де Ωx[r, f ] =
r>f , Ωx[q, g] = q>g.

Тодi функцiї F := W{f} = f − ΦΩ[ψ, f ] та G := W−1,τ{g} = (W τ )−1{g} = g −
ΨΩ[ϕ, g] з оператором W = I − ΦΩ[ψ, ·] задовольняють спектральнi задачi



L̂{F} = Fλ, (5)

L̂τ{G} = Gλ̃, (6)

з iнтегродиференцiальними операторами L̂, L̂τ такого вигляду

L̂ := WLW−1 = α∂y −
n∑

i=0

ûiDi + ΦMΩ[Ψ, ·] + q̂M0Ω[r̂, ·], (7)

L̂τ = W−1,τLτW τ = −α∂y −
n∑

i=0

(−1)iDiûi −ΨM>Ω[Φ, ·]− r̂M>
0 Ω[q̂, ·], (8)

де

M := CΛ− Λ̃>C, Φ := ϕ(C + Ω[ψ, ϕ])−1, Ψ> := (C + Ω[ψ, ϕ])−1ψ>,

q̂ = q− ΦΩ[ψ,q], r̂ = r−ΨΩ[ϕ, r], (9)

Ω[Ψ, F ] i Ω[r̂, F ], Ω[Φ, G] i Ω[q̂, G] - функцiї, для яких виконуються умови: Ωx[Ψ, F ] =
Ψ>F , Ωx[r̂, F ] = r̂>F , Ωx[Φ, G] = Φ>G, Ωx[q̂, G] = q̂>G.

2. Коефiцiєнти ûl, l = 0, n перетвореного оператора L̂ мають вигляд

ûl = ul +
n∑

i=l+1

i−l−1∑
j=0

(
i
j

)(
i− j − 1

i− j − l − 1

)
uiϕ

(j)(Ψ>)(i−j−l−1)−

−Φ
n∑

i=l+1

(−1)i−l−1(ψ>ui)
(i−l−1)−

−
n∑

i=l+2

i−l−2∑
j=0

i−l−j−2∑

k=0

(−1)j

(
i− j − 1

k

)(
i− k − j − 2

i− k − j − l − 2

)
· (10)

·Φ(ψ>ui)
(j)ϕ(k)(Ψ>)(i−k−l−j−2), l = 0, n− 2,

ûn−1 = un−1 + unϕΨ> − Φψ>un,

ûn = un.

.

Наслiдок 1.

Нехай задовольняється рiвняння Лакса Lt = [M,L](:= ML − LM) з оператором
M =

∑m
i=0 viDi;

функцiї ϕ та ψ - фiксованi розв’язки еволюцiйних рiвнянь

ϕt = M{ϕ}, ψt = −M τ{ψ}, (11)

а функцiї f та g - довiльнi розв’язки рiвнянь

ft = M{f}, gt = −M τ{g}. (12)
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Тодi перетворенi оператори L̂ := WLW−1 та M̂ := ∂t−W (∂t−M)W−1 =
∑m

i=0 v̂iDi, де
W = I − ΦΩ[ψ, ·], задовольняють рiвняння Лакса L̂t = [M̂, L̂], а функцiї F := W{f}
та G := W−1,τ{g} є розв’язками нових еволюцiйних рiвнянь

Ft = M̂{f}, Gt = −M̂ τ{g}. (13)

Зауваження 1.

1) Формули для коефiцiєнтiв v̂i = v̂i(x, y, t) перетвореного оператора M̂ аналогiчнi
формулам (10).
2) Теорема 1 є природним узагальненням на просторовий випадок α 6= 0 вiдповiдної
Теореми 1 з роботи [3].

Наслiдок 2.

Нехай в рiвностях (1)-(4) Λ = Λ̃ = 0, λ = λ̃ = 0.
Тодi при перетвореннi подiбностi оператор L = α∂y−

∑n
i=0 uiDi+qM0Ω[r, ·] перейде в

оператор L̂ := WLW−1 = α∂y−
∑n

i=0 ûiDi + q̂M0Ω[r̂, ·], де коефiцiєнти r̂, q̂, ûi, i = 0, n
мають вигляд (9), (10), а потенцiали Ω[r, f ], Ω[q, g], Ω[r̂, F ], Ω[q̂, G], згiдно з формула-
ми Лагранжа для систем (12)-(13) можна записати у явному виглядi, наприклад

Ω[r, f ] =

∫ (x,t,y)

(x0,t0,y0)

P [r, f ]dx + Q[r, f ]dt + R[r, f ]dy, (14)

де
P [r, f ] = r>f, (15)

Q[r, f ] =
m∑

i=1

i−1∑
j=0

(−1)j(r̂>vi)
(i)f (i−j−1), (16)

R[r, f ] = α−1

n∑
i=1

i−1∑
j=0

(−1)j(r̂>ui)
(i)f (i−j−1) + α−1Ω0[r, q]M0Ω0[r, f ], (17)

а потенцiали Ω0[r, q] та Ω0[r, f ] мають такий вигляд

Ω0[r, q] =

∫ (x,t,y)

(x0,t0,y)

P [r, q]dx + Q[r, q]dt,

Ω0[r, f ] =

∫ (x,t,y)

(x0,t0,y)

P [r, f ]dx + Q[r, f ]dt.
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