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Компактный субдифференциал отображений в локально
выпуклые пространства: обобщённая теорема о среднем и
связь с интегралом Бохнера

Хорошо известно [1, 2], что класс неопределённых интегралов Бохнера отобра-
жений в бесконечномерные топологические пространства существенно уже класса
(сильно) абсолютно непрерывных отображений. В связи с этим возникает проблема
исследования условий представимости в виде неопределённого интеграла Бохнера
абсолютно непрерывных отображений F отрезка I = [a; b] в произвольное отделимое
вещественное локально выпуклое пространство (ЛВП) E.

Для решения этой задачи мы используем недавно предложенное И.В. Орловым
понятие компактного субдифференциала или К-субдифференциала [3] — [8], опреде-
ляемое следующим образом

∂KF (x) = K − lim
δ→+0

(
co

{
F (x + h)− F (x)

h

∣∣∣∣ 0 < |h| < δ

})
,

где K − lim означает равномерное топологическое стягивание множеств под знаком
предела к их компактному пересечению, а coA обозначает замкнутую выпуклую обо-
лочку множества A ⊂ E. Если ∂KF (x) существует, то F называется компактно суб-
дифференцируемым или К-субдифференцируемым в точке x, а ∂KF (x) компактным
субдифференциалом F в точке x.

Понятие субдифференциала, введённое первоначально для вещественных выпук-
лых функций с целью решения широкого круга задач недифференцируемой оптими-
зации, стало базовым понятием выпуклого анализа и нашло многочисленные прило-
жения и обобщения [9] — [11].

В наших работах [5, 6] проведён сравнительный анализ понятия понятия компакт-
ного субдифференциала со всеми из наиболее известных аналогов субдифференциа-
ла выпуклых функций. Показано, что понятие К-субдифференциала отличается от
них даже в случае вещественных функций. Но главным достоинством компактного
субдифференциала является простота его определения для отображений в ЛВП.

Если F дифференцируемо в точке x, то ∂KF (x) = {F ′(x)}. В то же время в [4]
построены примеры компактно субдифференцируемых отображений, не имеющих
обычной производной.

Сделаем замечание о связи компактной субдифференцируемости с классической
ддифференцируемостью на отрезке. Доказано [7, 8], что в случаях конечномерного и
бесконечномерного ЛВП E ситуация в этом вопросе полярна: если E конечномерно,
то из компактной субдифференцируемости на отрезке вытекает обычная дифферен-
цируемость почти всюду, в то время, как для бесконечномерных E построен следую-
щий пример всюду компактно субдифференцируемого отображения на [a; b] и нигде
не дифференцируемого, кроме как в одной точке.



Пример 1. Пусть E = ES — пространство всех вещественных функций на ин-
тервале S =

(
1
3
; 2

3

)
с топологией поточечной сходимости. Определим отображение

x : S → E; x(s) = ξ(s, ·), s ∈ S, следующим образом:

ξs(θ) =

{
s
θ
, если s ≤ θ < 2

3
;

s−1
θ−1

, если 1
3

< θ ≤ s .

Непосредственными вычислениями можно установить, что ∀s ∈ [0; 1] справедли-
во ∂Kx(s) = [x′−(s); x′+(s)], причём x−(s)(·) 6= x+(s)(·) ∀s 6= 0, т.е. F не является
дифференцируемым всюду, кроме s = 0.

Исследованы арифметические свойства К-субдифференциала и получены следу-
ющие результаты (теоремы 1 — 3).

Теорема 1.

(i) ∂K(λ · F )(x) = λ · ∂KF (x) ;

(ii) (субаддитивность) ∂K(F1 + F2)(x) ⊂ ∂KF1(x) + ∂KF2(x) ;

(iii) A ∈ L(E1; E2) ⇒ (∂K(F ◦ A)(x) = A(∂KF (x))) .

Теорема 2. Если функция f : [a; b] → R и отображение F : [a; b] → E ком-
пактно субдифференцируемы в точке x, то их произведение f · F также компактно
субдифференцируемо в точке x, причём

∂K(f · F )(x) ⊂ F (x) · ∂Kf(x) + f(x) · ∂KF (x) . (1)

Теорема 3. Если функция f : [a; b] → R K-субдифференцируема в точке x, а
отображение F : [a; b] → E K-субдифференцируемо в точке y = f(x), то композиция
f ◦ F K-субдифференцируема в точке x, причём

∂KF (f(x)) ⊂ ∂KF (y) · ∂Kf(x) . (2)

Если хотя бы одно из отображений F и f в (1) и (2) является дифференцируемым
в обычном смысле, то включения (1) и (2) заменяются на равенства.

В работе [12] для отображений F : [a; b] → E была получена обобщённая формула
Лагранжа

F (b)− F (a) ∈ m([a; b]\e) · co F ′([a; b]\e) , (3)

в предположении непрерывности F на [a; b], дифференцируемости на [a; b]\e, нулевой
слабой меры F (e). Оценка (3) распространена на компактно субдифференцируемые
отображения и получен следующий результат.

Теорема 4. Если отображение F : [a; b] → E непрерывно на [a; b] и компактно
субдифференцируемо на [a; b]\e, F (e) имеет скалярную меру нуль, то

F (b)− F (a) ∈ m([a; b]\e) · co ∂KF ([a; b]\e) . (4)

Исследован ряд свойств сечений (селекторов) ∂̂KF : I → E многозначных отобра-
жений ∂KF : I → 2E, включая почти всюду сепарабельнозначность. Это позволило
получить следующий результат.
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Теорема 5. Пусть F : I = [a; b] → E сильно абсолютно непрерывно и почти
всюду К-субдифференцируемо на I. Тогда любое сечение ∂̂KF ∈ ∂KF интегрируемо
по Бохнеру на I и верно равенство

F (x) = F (a) + (B)

x∫

a

∂̂KF (t)dt (a ≤ x ≤ b) . (5)

С использованием оценки (4) и рассуждений примера 1 можно показать, что в
(5) селектор ∂̂KF , вообще говоря, нельзя заменить обычной производной F ′, т.е. для
отображений в произвольные ЛВП (за пределами пространств Фреше) компактный
субдифференциал лучше описывает дифференциальные свойства интеграла Бохне-
ра, чем классическая производная.

Автор выражает признательность профессору И.В. Орлову за постановку задачи
и полезные обсуждения.
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