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О задаче Ландау-Колмогорова для классов
абсолютно-монотонных на отрезке функций

Пусть [a, b] – конечный отрезок числовой прямой R. Через Lp[a, b], 1 ≤ p ≤ ∞,
обозначим пространство функций f с обычной нормой ‖f‖p. Пусть также Lr

p[a, b],
r ∈ N, – пространство функций f , для которых существует и абсолютно непрерывна
на [a, b] производная f (r−1), и f (r) ∈ Lp[a, b].

Пусть 1 ≤ p, q, s ≤ ∞ и k, r ∈ N, k < r, а X ⊂ Lr
s[a, b] – некоторый класс функций.

Задача Ландау-Колмогорова на отрезке [a, b] для класса X может быть сформули-
рована в следующей постановке.

Задача 1. Для любого δ > 0 найти величину

ωk,r
p,q,s(δ; X) := sup

{∥∥∥f (k)
∥∥∥

q
: f ∈ X, ‖f‖p ≤ δ,

∥∥∥f (r)
∥∥∥

s
≤ 1

}
.

Решение данной задачи тесно связано с точными аддитивными неравенствами типа
Колмогорова на отрезке для класса функций X (см. [1, §1.7]). Отметим, что на дан-
ный момент не известно полного (в смысле произвольных порядков k, r производных)
решения задачи 1 для классов X = Lr

s[a, b]. Поэтому представляет интерес рассмот-
рение задач такого типа для более узких классов функций. Так, мы рассмотрели
класс AM [a, b] абсолютно монотонных на отрезке [a, b] функций.

Определение 1. Функция f называется абсолютно монотонной на отрезке
[a, b], если она непрерывна на нем и на интервале (a, b) существуют и неотри-
цательны производные всех порядков, т. е. f (k)(x) ≥ 0 для всех x ∈ (a, b) и k ∈ Z+.

Для n ∈ N, n ≥ r, положим

τ r
p,s(n) :=

(n− r + 1/s)!

(n + 1/p)!
· (b− a)r+1/p−1/s, ∆r

p,s(n) := [τ r
p,s(n + 1), τ r

p,s(n)],

и ∆r
p,s(r − 1) := [τ r

p,s(r),∞). Решение задачи 1 для p, q, s ∈ {1,∞} дается следующей
Теорема 1. Пусть p, q, s ∈ {1,∞} и k, r ∈ N, 1+1/q−1/p ≤ k ≤ r−1+1/q−1/s.

Тогда, для n ≥ r − 1 и δ ∈ ∆r
p,s(n) верно соотношение

ωk,r
p,q,s(δ; AM [a, b]) =

(n− r + 1 + 1/s)!

(n + 1− k + 1/q)!
· (b− a)r−k+1/q−1/s

+
(
δ − τ r

p,s(n + 1)
)
· (m + 1 + 1/p)!(r − k + 1/q − 1/s)

(m + 1− k + 1/q)!(r + 1/p− 1/s)
· (b− a)−k+1/q−1/p.
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