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Âåðîÿòíîñòíûå èíâàðèàíòíûå ìåðû ãîìåîìîðôèçìîâ
îêðóæíîñòè ñ íåñêîëüêèìè èçëîìàìè

Â íàñòàÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ãîìåîìîðôèçìû îêðóæíîñòè S1 = R1/Z1 ' [0, 1)
ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà èçëîìà, ò. å. îòîáðàæåíèÿ ãëàäêèå âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì
íåñêîëüêèõ òî÷åê, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàçðûâ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

Ðàññìîòðèì ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçì f(x) åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè:
f(x) = F (x) (mod 1), x ∈ S1, ãäå F (x)-ïîäíÿòèå, îïðåäåëÿþùåå f(x), êîòîðîå óäîâëåò-
âîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

a1) F (x)- íåïðåðûâíèÿ, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ íà R1;
a2) F (x + 1) = F (x) + 1, äëÿ ëþáîãî x ∈ R1;
a3) ãîìåîìîðôèçì f â òî÷êàõ b(1), b(2), ..., b(k) ∈ S1 èìååò èçëîìû, ò. å. ñóùåñòâóþò

êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå F ′(b(i) ± 0) > 0 è

F ′(b(i) − 0)

F ′(b(i) + 0)
= σi 6= 1, i = 1, k;

a4) F (x)-àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì ñâÿçíîì êîìïîíåíòå ìíî-
æåñòâà S1 \ {b(i), i = 1, k} è F ∈ L1(S

1, d`) ;
a5)

k∏
i=1

σi 6= 1.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî âðàùåíèÿ
ρf : ρf = lim

n→∞
F (n)(x)

n
(mod 1). Çäåñü F (n) îáîçíà÷àåò n-þ èòåðàöèþ ôóíêöèè.

Cìûñë óñëîâèé a3) è a4) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãîìåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì èìåþùèì îñîáåííîñòè òèïà èçëîìà â òî÷êàõ b(i), i = 1, k.
Óñëîâèå a5) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âåëè÷èí èçëîìîâ â ãîìåîìîðôèçìà f íå
òðèâèàëüíî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþáîé ãîìåîìîðôèçì f îêðóæíîñòè S1 ñ èððàöèî-
íàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèÿ ρf ñòðîãî ýðãîäè÷åí, ò. å. âåðîÿòíîñòíàÿ èíâàðèàíòíàÿ
îòíîñèòåëüíî f ìåðà åäèíñòâåííà [1]. Â ðàáîòå [2] äîêàçàíà, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìåðû
ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè f ∈ C2+ε(S1 \ {b}), ε > 0 ñ îäíîé òî÷êîé èçëîìà x = b è
èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì âðàùåíèå ρf ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûìè. Èíâàðèàíòíûå ìåðû
ãîìåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè ñ äâóìÿ èçëîìàìè èçó÷àëèñü â ðàáîòå [3].

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x) , îïðåäåëÿþùàÿ ãîìåîìîðôèçì f , óäîâëåòâîðÿ-

åò óñëîâèÿì a1) - a5) è ÷èñëî âðàùåíèÿ ρf èððàöèîíàëüíî. Òîãäà èíâàðèàíòíàÿ ìåðà
µf ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà ` , ò. å. ñóùåñòâóåò A ⊂ S1, òàêîå, ÷òî
µf (A) = 1 è `(A) = 0.
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