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О совместности и многообразиях решения некоторых
нелинейных систем уравнений второго порядка с одной
неизвестной функцией в трехмерном пространстве

Рассмотрим систему
Uxx, U, Uxz, Uyz = f i (x, y, z; U,Ux, Uy, Uz, Uyy, Uzz) , i = 1, 4(1) где f i ∈ C2(

∏
), i =

1, 4, U ∈ C4(
∏

),
∏

= {(x, y, z) : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ a, |z − z0| ≤ a, |U − U0| ≤ b} .
Остальные типы систем этого класса исследуются аналогично и для них справед-

лива качественно одинаковые результаты
В силу замены Ux = p, Uy = q, Uz = W, Uyy = qy = τ, Uzz = Wz = θ, система

(1) преобразуется к квазилинейной системе
{

Ux = p, Uy = q, Uz = W, px, py, pz = f i, i = 1, 3,
qx = f 2, qy = τ, qz = f 4, Wx = f 3, Wy = f 4, Wz = θ.

(1)

Равенства Uxy = Uyx, Uyz = Uzy и Uxz = Uzx выполняются автоматически, а pxy =
pyx, qxy = qyx, Wxy = Wyx, pxz = pzx, qxz = qzx, Wxz = Wzx, pyz = pzy, qyz =
qzy,Wyz = Wzy приводят к девяти неразрешённых уравнений. Ранг матрицы 6х9
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составленной из коэффициентов при производных τx, τy, τz, θx, θy, θz в некоторой окрест-
ности точки

(
x0, y0, z0; U0, U

0
x , U0

y , U0
z , U0

xx, U
0
yy, U

0
zz

)
равен 6 поэтому из тех уравнений

можно найти

τx, τy, τz, θx, θy, θz = fk(x, y, z; U, p, q,W, τ, θ), k = 5, 10. (2)

Правые части (2) определенным образом выражены через f 1 − f 4 и их производ-
ных. Объединяя (1) и (2) приходим к п.д. – системе относительно шести неизвестных
функций U , p = Ux, q = Uy, W = Uz, τ = Uyy, θ = Uzz. Доказана, что при
f i ∈ C2 () , U ∈ C4 () и тождественном выполнении шести найденных явных условий
совместности H i (x, y, z; U, , q, W, τ, θ) = 0, i = 1, 6
задача (1) и U0 = C1, U0

x = C2, U0
y = C3, U0

z = C4, U0
yy = C5, U0

zz = C6 однозначно
разрешима.


