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Êîìïàêòíûå õàðàêòåðèñòèêè îòîáðàæåíèé â ËÂÏ è èõ
ïðèëîæåíèÿ

Àííîòàöèÿ

Äëÿ îòîáðàæåíèé îòðåçêà â ËÂÏ ââåäåíû è èññëåäîâàíû êîìïàêòíûå
õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ ðàçëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé â øêàëó
áàíàõîâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ êîìïàêòàìè. Ðàññìîòðåíû
ïðèëîæåíèÿ ê èíòåãðàëó Áîõíåðà, òåîðåìå Áàíàõà�Çàðåöêîãî, ñâîéñòâó
Ðàäîíà�Íèêîäèìà.
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Ââåäåíèå
Ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ìíîãîçíà÷íûå (êîìïàêòíûå), òàê è ñêàëÿðíûå (çàâèñÿùèå

îò êîìïàêòà) àíàëîãè ðÿäà êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé òåîðèè ìåðû è èíòåãðàëà.
Öåëü ðàáîòû, ïîìèìî îïèñàíèÿ êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñîñòîèò òàêæå

â äåìîíñòðàöèè ïîëüçû ñî÷åòàíèÿ ìåòîäîâ âûïóêëîãî (ìíîãîçíà÷íîãî) è
êëàññè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ëîêàëüíî âûïóêëûõ ïðîñòðàíñòâàõ
(ËÂÏ).

Ïåðâûå äâà ðàçäåëà îïèñûâàþò (â òåçèñíîé ôîðìå) âûïóêëûå êîìïàêòíûå
õàðàêòåðèñòèêè îòîáðàæåíèé îòðåçêà â ËÂÏ, òðåòèé ðàçäåë îïèñûâàåò èõ ñèëüíûå
êîìïàêòíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ðåçóëüòàòû 1-ãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [1] è âûõîäÿùåé âñêîðå ñòàòüå [2].
Ðåçóëüòàòû 2-ãî è 3-åãî ðàçäåëîâ ãîòîâÿòñÿ ê ïóáëèêàöèè. Â òåçèñíîé ôîðìå
ðåçóëüòàòû 2-ãî ðàçäåëà îïóáëèêîâàíû â [3].

Îáúåäèíÿþùåé èäååé êîíñòðóêöèé êîìïàêòíûõ õàðàêòåðèñòèê âî âñåõ ðàçäåëàõ
ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèå îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà â èíäóêòèâíóþ øêàëó áàíàõîâûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ àáñîëþòíî âûïóêëûìè êîìïàêòàìè, è ãðàäàöèÿ
îñíîâíûõ ïîíÿòèé ïî ýòîé øêàëå. Òà æå èäåÿ, íî óæå â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèé, ïîñëóæèëà áàçîé ïîñòðîåíèÿ òåîðèè êîìïàêòíûõ ýêñòðåìóìîâ
âàðèàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ (ñì. îáçîð [4] è äèññåðòàöèþ [5]). Ðàìêè äîêëàäà,
îäíàêî, íå ïîçâîëÿþò âêëþ÷èòü ýòîò ìàòåðèàë. Ñì. òàêæå ïðåäñòàâëåííûå â
ïðîãðàììå òåçèñû äîêëàäîâ Ô.Ñ. Ñòîíÿêèíà è Å.Â. Áîæîíîê.

1 Êîìïàêíûå ñóáäèôôåðåíöèàëû è êîìïàêòíàÿ

âàðèàöèÿ ñ ïðèëîæåíèÿìè ê èíòåãðàëó Áîõíåðà

1.1 Âûïóêëûå è êîìïàêòíûå ñóáäèôôåðåíöèàëû

Ââåäåì âíà÷àëå ïîíÿòèå ïðîåêòèâíîãî âûïóêëîãî ïðåäåëà óáûâàþùåé ñèñòåìû
çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ËÂÏ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Ïóñòü {Bt}t∈T�èíäóêòèâíî óïîðÿäî÷åííàÿ ïðîòèâîïîëîæíî
âêëþ÷åíèþ ñèñòåìà çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîãî ËÂÏ E.
Ìíîæåñòâî B =

⋂
t∈T

Bt íàçîâåì (ïðîåêòèâíûì) âûïóêëûì ïðåäåëîì ñèñòåìû {Bt}t∈T ,

åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ⊂ E íàéäåòñÿ òàêîå tU ∈ T , ÷òî

(t � tU) ⇒ (B ⊂ Bt ⊂ B + U).

Åñëè ïðè ýòîì B îãðàíè÷åíî, íàçîâåì åãî B�ïðåäåëîì; åñëè B êîìïàêòíî�K�
ïðåäåëîì. Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

B = co− lim←−−
t∈T

Bt; B = B − lim←−−
t∈T

Bt; B = K − lim←−−
t∈T

Bt.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ. Âñþäó äàëåå F : I → E, ãäå
I = [a; b] ⊂ R, E�âåùåñòâåííîå ËÂÏ, co�çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, mesw�
ñëàáàÿ íóëåâàÿ ìåðà.
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Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü x ∈ I, h > 0. Ââåäåì ÷àñòíûé âûïóêëûé
ñóáäèôôåðåíöèàë F â òî÷êå x:

∂coF (x, h) = co
{

F (x + h̃)− F (x)/h̃
∣∣ 0 < |h̃| < h

}
.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë:

∂coF (x) := co− lim←−−
h→0

∂coF (x, h),

íàçîâåì åãî âûïóêëûì ñóáäèôôåðåíöèàëîì F â òî÷êå x. Åñëè ïðè ýòîì
∂coF (x) îãðàíè÷åí (êîìïàêòåí), íàçîâåì åãî îãðàíè÷åííûì (êîìïàêòíûì)
ñóáäèôôåðåíöèàëîì è îáîçíà÷èì ñîîâåòñòâåííî ∂BF (x) (∂KF (x)). Òàêèì îáðàçîì,

∂BF (x) := B − lim←−−
h→0

∂coF (x, h); ∂KF (x) := K − lim←−−
h→0

∂coF (x, h).

Îòìåòèì îáùèå ñâîéñòâà K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 1.1.1. F äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x⇔∂KF (x) îäíîòî÷å÷íûé.

Òåîðåìà 1.1.2. ∂K(F1 + F2)(x) ⊂ ∂KF1(x) + ∂KF2(x).

(Çàìåòèì, ÷òî áåç êîìïàêòíîñòè õîòÿ áû îäíîãî èç äâóõ ñóáäèôôåðåíöèàëîâ
âàæíîå ñâîéñòâî ñóáàääèòèâíîñòè ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ).

Òåîðåìà 1.1.3.
(
F : I → E1, A ∈ L(E1; E2)

)
⇒
(
∂K(A ◦ F )(x) = A(∂KF (x))

)
.

Òåîðåìà 1.1.4.
(
(F1, F2) : I → E1 × E2

)
⇒
(
∂K(F1, F2)(x) ⊂ ∂KF1(x)× ∂KF2(x)

)
.

Ïðèâåäåì òàêæå ôîðìóëèðîâêó îáîáùåííîé òåîðåìû î ñðåäíåì äëÿ K�
ñóáäèôôåðåíöèàëîâ (ïåðåíîñ íà K�ñëó÷àé òåîðåìû î ñðåäíåì èç [6]).

Òåîðåìà 1.1.5. Åñëè F íåïðåðûâíî íà I, K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìî íà I \ e, ãäå
meswF (e) = 0, òî

F (b)− F (a)

mes(I \ e)
∈ co ∂KF (I \ e). (1)

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, mes e = 0, òî îöåíêà ïðèíèìàåò ñòàíäàðòíûé âèä

(F (b)− F (a)/b− a) ∈ co ∂KF (I \ e). (2)

Îòìåòèì, ÷òî â ([2], òåîð. 5.10�5.11) ïîäðîáíî èññëåäîâàí âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà
âûïóêëûå îöåíêè (1)�(2) íå òðåáóþò çàìûêàíèÿ.
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1.2 Âûïóêëàÿ è êîìïàêòíàÿ âàðèàöèÿ

Çäåñü òàêæå ââåäåì âíà÷àëå ïîíÿòèå èíäóêòèâíîãî âûïóêëîãî ïðåäåëà âîçðàñòàþùåé
ñèñòåìû çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ â ËÂÏ.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ïóñòü {Bt}t∈T�èíäóêòèâíî óïîðÿäî÷åííàÿ ïî âêëþ÷åíèþ
ñèñòåìà çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîãî ËÂÏ E. Ìíîæåñòâî
B =

⋃
t∈T

Bt íàçîâåì (èíäóêòèâíûì) âûïóêëûì ïðåäåëîì ñèñòåìû {Bt}t∈T , åñëè äëÿ

ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ⊂ E íàéäåòñÿ òàêîå tU ∈ T , ÷òî

(t � tU) ⇒ (Bt ⊂ B ⊂ Bt + U).

Åñëè ïðè ýòîì B îãðàíè÷åíî (êîìïàêòíî), íàçîâåì åãî B�ïðåäåëîì (K�ïðåäåëîì).
Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

B = co− lim−−→
t∈T

Bt; B = B − lim−−→
t∈T

Bt; B = K − lim−−→
t∈T

Bt.

Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ âàðèàöèé. Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ï. 1.1;
ω(A) = co(A− A)�êîëåáàíèå ìíîæåñòâà A ⊂ E.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Äëÿ ðàçáèåíèÿ P : I =
n⋃

k=1

Ik, P ∈ P , ââåäåì ÷àñòíóþ
âûïóêëóþ âàðèàöèþ

V co(F, P ) =
n∑

k=1

ωF (Ik).

Ïîëíàÿ âûïóêëàÿ âàðèàöèÿ F åñòü

V co(F ) :=
⋃

P∈P

V co(F, P ).

Åñëè ïðè ýòîì V co(F ) îãðàíè÷åíà (êîìïàêòíà), íàçîâåì F îòîáðàæåíèåì ñ
îãðàíè÷åííîé (êîìïàêòíîé) âàðèàöèåé è áóäåì ïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî

F ∈ VB(I, E); F ∈ VK(I, E).

Îòìåòèì îáùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé ñ âûïóêëîé è êîìïàêòíîé âàðèàöèåé.
Äàëåå V s

‖·‖(F )�îáû÷íàÿ ñèëüíàÿ âàðèàöèÿ F äëÿ çàäàííîé ïîëóíîðìû ‖ · ‖ â E,
V w(I, E)�êëàññ îòîáðàæåíèé ñî ñëàáîé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé.

Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ïîëóíîðìû ‖ · ‖ íà E âåðíî:

sup ‖V co(F )‖ ≤ V s
‖·‖(F ).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè E áàíàõîâî, òî (V s(F ) < ∞) ⇒ (F ∈ VB(I, E)). Åñëè æå
dim E < ∞, òî VB(I, E) = VK(I, E) = V s(I, E) = V w(I, E).

Òåîðåìà 1.2.2. Ïðè I = I1

⋃
I2 âåðíî:

V co(F ) = V co(F
∣∣
I1

) + V co(F
∣∣
I2

).

Â ÷àñòíîñòè, (F ∈ VK(I, E)) ⇔ (F
∣∣
Ik
∈ VK(Ik, E), k = 1, 2).
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Òåîðåìà 1.2.3. (F ∈ VK(I, E)) ⇒ (V co(F ) = K − lim−−−→
P∈P

V co(F, P )).

Òåîðåìà 1.2.4. (F ∈ VK(I, E), F íåïðåðûâíî íà I) ⇒

V co(F ) = K − lim−−−−−→
λ(P )→0

V co(F, P ).

(Çäåñü λ(P )�øàã ðàçáèåíèÿ P ).

Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ êëàññà VK ìîãóò áûòü íèãäå íå K�
ñóáäèôôåðåíöèðóåìû ([1]).

1.3 Îïèñàíèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà Áîõíåðà â òåðìèíàõ
K�ñóáäèôôåðåíöèàëîâ è K�âàðèàöèè

Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ; (B)
∫
�èíòåãðàë Áîõíåðà. Â

ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü êðèòåðèé, îáîáùàþùèé èçâåñòíûé
êðèòåðèé äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

Òåîðåìà 1.3.1. Ïóñòü E�ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå, F : I → E. Òîãäà ñëåäóþùèå òðè
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

i) F�íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë Áîõíåðà, ò.å.

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

f(t)dt (a ≤ x ≤ b);

ii) F ñèëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è ï.â. K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìî íà I.

iii) F ñèëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è ï.â. äèôôåðåíöèðóåìî íà I.

Â îáùåì ñëó÷àå K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòü ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ, à
K�âàðèàöèÿ�ê íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ.

Òåîðåìà 1.3.2. Ïóñòü E�âåùåñòâåííîå ËÂÏ, F : I → E. Åñëè F ñèëüíî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è ï.â. K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìî íà I, òî F�íåîïðåäåëåííûé
èíòåãðàë Áîõíåðà.

Òåîðåìà 1.3.3. Ïóñòü E�ïîëíîå âåùåñòâåííîå ËÂÏ, F : I → E. Åñëè F�
íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë Áîõíåðà, òî F ∈ VK(I, E).

2 Êîìïàêòíàÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü è

êîìïàêòíîå N�ñâîéñòâî Ëóçèíà ñ ïðèëîæåíèÿìè

ê K�àíàëîãó òåîðåìû Áàíàõà�Çàðåöêîãî

2.1 Âûïóêëàÿ è êîìïàêòíàÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Âíà÷àëå ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ
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Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ïóñòü {Ak}�êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà àáñîëþòíî
âûïóêëûõ (à.â.) ïîäìíîæåñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà E. Îáîçíà÷èì⊕

k

Ak =
⋃
N

(
N∑

k=1

Ak

)
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ñóìì ýëåìåíòîâ èç
ðàçëè÷íûõ Ak.

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Äàëåå EB�ïîäïðîñòðàíñòâî spanB ⊂ E, ïîðîæäåííîå à.â.
îãðàíè÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì B ⊂ E, ñ íîðìîé ‖ · ‖B, ïîðîæäåííîé B.

Îòìåòèì, ÷òî âëîæåíèå EB ↪→ E ïðè îãðàíè÷åííîì B íåïðåðûâíî, à ïðè
êîìïàêòíîì B�êîìïàêòíî, ïðè÷åì EB�áàíàõîâî. Â ñëó÷àå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
E, êàê ïîêàçàíî â ([6]), E = lim

−→
EC , ãäå C�âñåâîçìîæíûå à.â. êîìïàêòû â E.

Ïåðåéäåì ê îñíîâíîìó îïðåäåëåíèþ

Îïðåäåëåíèå 2.1.3. Íàçîâåì îòîáðàæåíèå F : I → E âûïóêëî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûì (F ∈ ACco(I, E)), åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ⊂ E íàéäåòñÿ
òàêîå δU > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé äèçúþíêòíîé ñèñòåìû èíòåðâàëîâ {Ik} â I:(∑

k

mesIk < δU

)
⇒

(⊕
k

ωF (Ik) ⊂ U

)
.

Â ÷àñòíîñòè, F B�àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, åñëè F : I → F (a) + EB äëÿ íåêîòîðîãî
îãðàíè÷åííîãî à.â. B ⊂ E, ïðè÷åì F ∈ ACco(I, EB); F K�àáñîëþòíî íåïðåðûâíî,
åñëè F : I → F (a) + EC äëÿ íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî à.â. C ⊂ E, ïðè÷åì
F ∈ ACco(I, EC). Ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû îòîáðàæåíèé îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî
ACB(I, E) è ACK(I, E).

ßñíî, ÷òî ACK(I, E) ⊂ ACB(I, E) ⊂ ACco(I, E). Ïðèâåäåííûå íèæå îáùèå
ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé êëàññà ACco î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññû
ACB è ACK . Äàëåå ACs è ACw, ñîîòâåòñòâåííî�ñèëüíàÿ è ñëàáàÿ àáñîëþòíàÿ
íåïðåðûâíîñòü.

Òåîðåìà 2.1.1. ACs(I, E) ⊂ ACco(I, E) ⊂ ACw(I, E). Â ñëó÷àå dim E < ∞ ýòè
êëàññû ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 2.1.2. Êëàññ ACco(I, E)�ëèíåéíûé.

Òåîðåìà 2.1.3. (F ∈ ACco(I, E1), A ∈ LHom(E1, E2)) ⇒ (A ◦ F ∈ ACco(I, E2)).

Òåîðåìà 2.1.4. (Fi ∈ ACco(I, Ei), i = 1, 2) ⇒ ((F1, F2) ∈ ACco(I, E1 × E2)).

Òåîðåìà 2.1.5. (F ∈ ACco(I1

⋃
I2, E)) ⇔ (F

∣∣
Ik
∈ ACco(Ik, E), k = 1, 2).

Îòìåòèì òàêæå ñâÿçü âûïóêëîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè è âûïóêëîé âàðèàöèè.
Ýòè ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðâûé øàã íà ïóòè ê âûïóêëîìó àíàëîãó
òåîðåìû Áàíàõà�Çàðåöêîãî.

Òåîðåìà 2.1.6. (F ∈ ACco(I, E)) ⇒ (F ∈ VB(I, E)).
Â ÷àñòíîñòè, (F ∈ ACK(I, E)) ⇒ (F ∈ VK(I, E)).
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2.2 Âûïóêëàÿ è êîìïàêòíàÿ ìåðà íóëü

Ñëåäóþùèì øàãîì, íåîáõîäèìûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî àíàëîãà N�ñâîéñòâà
Ëóçèíà, ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âûïóêëîé ìåðû íóëü.

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ïóñòü E�âåùåñòâåííîå ËÂÏ, D ⊂ E. Ñêàæåì, ÷òî D èìååò
íóëåâóþ âûïóêëóþ ìåðó : mesco(D) = 0, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U ⊂ E
íàéäåòñÿ òàêîå êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå D ⊂

⋃
k

Uk òàêîå, ÷òî

⊕
k

ω(Uk) ⊂ U.

Â ÷àñòíîñòè, mesB(D) = 0, åñëè mesco(D) = 0 â íåêîòîðîì EB ⊂ E (ãäå B
îãðàíè÷åíî, à.â.), mesK(D) = 0, åñëè mesco(D) = 0 â íåêîòîðîì EC ⊂ E (ãäå C
êîìïàêòíî, à.â.).

ßñíî, ÷òî (mesK(D) = 0) ⇒ (mesB(D) = 0) ⇒ (mesco(D) = 0).
Ïðèâåäåííûå íèæå îáùèå ñâîéñòâà mesco = 0 î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà

ñëó÷àè mesB = 0 è mesK = 0. Äàëåå mesw�ñëàáàÿ íóëåâàÿ ìåðà.

Òåîðåìà 2.2.1. (mesco(D) = 0) ⇒ (mesw(D) = 0). Â ÷àñòíîñòè, ïðè dim E < ∞ îáà
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

Òåîðåìà 2.2.2. Ñèñòåìà {D ⊂ E
∣∣ mesco(D) = 0} îáðàçóåò â E ïîëíîå σ�êîëüöî.

Òåîðåìà 2.2.3. (mesco(Di) = 0 â Ei, i = 1, 2) ⇒ (mesco(D1 ×D2) = 0 â E1 × E2).

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåðû ìíîæåñòâ íóëåâîé âûïóêëîé è êîìïàêòíîé ìåðû ëåãêî
äîñòàâëÿþò òåîðåìû ñëåäóþùåãî ïóíêòà.

2.3 Âûïóêëîå è êîìïàêòíîå N�ñâîéñòâî Ëóçèíà

Êàê èçâåñòíî, êëàññè÷åñêîå N�ñâîéñòâî Ëóçèíà äëÿ ôóíêöèè F : I → R åñòü óñëîâèå
(mesD = 0) ⇒ (mesF (D) = 0). Çàìåíà ïîñëåäíåé ìåðû íà âûïóêëóþ ïðèâîäèò ê
âûïóêëîìó àíàëîãó N�ñâîéñòâà äëÿ F : I → E, E�âåùåñòâåííîå ËÂÏ.

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. F îáëàäàåò âûïóêëûì N�ñâîéñòâîì Ëóçèíà (F ∈ N co(I, E)),
åñëè

(D ⊂ I, mes D = 0) ⇒ (mescoF (D) = 0).

Çàìåíÿÿ ïîñëåäíåå óñëîâèå íà mesBF (D) = 0, ëèáî mesKF (D) = 0, ïðèõîäèì,
ñîîòâåòñòâåííî, ê êëàññàì Ëóçèíà NB(I, E) è NK(I, E).

ßñíî, ÷òî NK(I, E) ⊂ NB(I, E) ⊂ N co(I, E). Ïðèâåäåííûå íèæå îáùèå ñâîéñòâà
N co î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññû NB è NK .

Òåîðåìà 2.3.1. (Fi ∈ N co(I, Ei), i = 1, 2) ⇒ ((F1, F2) ∈ N co(I, E1 × E2)).

Òåîðåìà 2.3.2. (F ∈ ACco(I, E)) ⇒ (F ∈ N co(I, E)).
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Ñëåäñòâèå 2.3.1. (F ∈ ACco(I, E)) ⇒ (F íåïðåðûâíî, F ∈ VB(I, E), F ∈ N co(I, E)).

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ âòîðûì âàæíûì øàãîì íà ïóòè ê âûïóêëîìó
àíàëîãó òåîðåìû Áàíàõà�Çàðåöêîãî.

Ïðîñòûå ïðèìåðû ïðåäûäóùèõ êëàññîâ ëåãêî ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ âûïóêëîãî
óñëîâèÿ Ëèïøèöà. Äàëåå Lips�îáû÷íîå ñèëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. F ∈ LipB(I, E), åñëè F ∈ Lips(I, EB) äëÿ íåêîòîðîãî
îãðàíè÷åííîãî à.â. B ⊂ E; F ∈ LipK(I, E), åñëè F ∈ Lips(I, EC) äëÿ íåêîòîðîãî
êîìïàêòíîãî à.â. C ⊂ E.

Çäåñü òàêæå LipK(I, E) ⊂ LipB(I, E). Ïðèâåäåì îáùèå ñâîéñòâà äëÿ êëàññà LipK .

Òåîðåìà 2.3.3. (F ∈ LipK(I, E)) ⇒ (F ∈ ACK(I, E)) ⇒ (F ∈ NK(I, E)).

Òåîðåìà 2.3.4. (F ∈ LipK(I, E)) ⇒ (F ∈ Lips(I, E)). Â ñëó÷àå dim E < ∞ îáà
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

Òåîðåìà 2.3.5. Êëàññ LipK(I, E)�ëèíåéíûé.

Òåîðåìà 2.3.6. (Fi ∈ LipK(I, Ei), i = 1, 2) ⇒ ((F1, F2) ∈ LipK(I, E1 × E2)).

Òåîðåìà 2.3.7. (F ∈ C1(I, E)) ⇒ (F ∈ LipK(I, E)).

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòè îòîáðàæåíèé êëàññà LipK

(îòñóòñòâóþùåå ó êëàññîâ ACK è VK).

Òåîðåìà 2.3.8. (F ∈ LipK(I, E)) ⇒ (F âñþäó íà I K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìî).

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ êëàññà Lips ìîãóò áûòü íèãäå íå K�
ñóáäèôôåðåíöèðóåìû ([1]).

2.4 Âûïóêëûé è êîìïàêòíûé àíàëîãè òåîðåìû Áàíàõà�
Çàðåöêîãî

Êàê èçâåñòíî, êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áàíàõà�Çàðåöêîãî äëÿ ôóíêöèè F : I → R
óòâåðæäàåò ðàâíîñèëüíîñòü àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè è ñóììû óñëîâèé
íåïðåðûâíîñòè, îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è N�ñâîéñòâà Ëóçèíà. Îêàçûâàåòñÿ,
äëÿ âûïóêëîãî àíàëîãà òåîðåìû ðåçóëüòàò "ðàçäâàèâàåòñÿ" â ñèëó ðàçëè÷èÿ
B�âàðèàöèè è K�âàðèàöèè.

Òåîðåìà 2.4.1. Ïóñòü F : I → E, ãäå E�âåùåñòâåííîå ËÂÏ. Òîãäà:

i) Åñëè F ∈ ACco(I, E), òî F íåïðåðûâíî, F ∈ VB(I, E) è F ∈ N co(I, E)).

ii) Îáðàòíî, åñëè F íåïðåðûâíî, F ∈ VK(I, E) è F ∈ N co(I, E)), òî
F ∈ ACco(I, E).
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Ìîæíî ïîêàçàòü íà ïðèìåðå, ÷òî ñîâîêóïíîñòü óñëîâèé ï. (i) íåäîñòàòî÷íà
äëÿ âûïóêëîé àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåçóëüòàòó
òåîðåìû 2.4.1 ìîæíî ïðèäàòü çàìêíóòóþ ôîðìó.

Ïåðâûé, î÷åâèäíûé, ñëó÷àé�êîãäà E îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîå (â ÷àñòíîñòè,
ìîíòåëåâñêîå) ËÂÏ. Â ýòîì ñëó÷àå ACB = ACK , VB = VK , LipB = LipK ,
(mesB(D) = 0) ⇔ (mesK(D) = 0).

Òåîðåìà 2.4.2. Ïóñòü F : I → E, ãäå E�îãðàíè÷åííî êîìïàêòíîå ËÂÏ. Òîãäà
(F ∈ ACco(I, E)) ⇔ (F íåïðåðûâíî, F ∈ VK(I, E), F ∈ N co(I, E)).

Âî âòîðîì ñëó÷àå âûäåëèì åùå îäèí âàæíûé êëàññ ïðîñòðàíñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.4.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ËÂÏ E îáëàäàåò ñâîéñòâîì Kap

êîìïàêòíîé àïïðîêñèìàöèè (E ∈ Kap), åñëè äëÿ ëþáîãî à.â. êîìïàêòà C ⊂ E
íàéäåòñÿ òàêîé à.â. êîìïàêò C ′ ⊂ E, ÷òî âëîæåíèå EC ↪→ EC′ êîìïàêòíî.

Êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ ñî ñâîéñòâîì Kap äîñòàâëÿåò

Òåîðåìà 2.4.3. Ïðîñòðàíñòâà lp (1 ≤ p ≤ ∞) è ïðîñòðàíñòâî c0 îáëàäàþò
ñâîéñòâîì Kap.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ñî ñâîéñòâîì Kap ñïðàâåäëèâ òî÷íûé êîìïàêòíûé àíàëîã
êðèòåðèÿ Áàíàõà�Çàðåöêîãî.

Òåîðåìà 2.4.4. Ïóñòü F : I → E, ãäå E îáëàäàåò ñâîéñòâîì Kap. Òîãäà
(F ∈ ACK(I, E)) ⇔ (F íåïðåðûâíî, F ∈ VK(I, E), F ∈ NK(I, E)).

3 Cèëüíàÿ êîìïàêòíàÿ âàðèàöèÿ è ñèëüíàÿ

êîìïàêòíàÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ñ

ïðèëîæåíèÿìè ê K�àíàëîãó ñâîéñòâà Ðàäîíà�

Íèêîäèìà

3.1 Cèëüíàÿ êîìïàêòíàÿ âàðèàöèÿ

Ìû ïî-ïðåæíåìó ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèÿ F : I → E âåùåñòâåííîãî îòðåçêà
I = [a; b] â âåùåñòâåííîå ËÂÏ E. Äàëåå C(E)�ñèñòåìà âñåõ à.â. êîìïàêòîâ C ⊂ E,
EC = (span C, ‖ · ‖C)�áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííûå C ∈ C(E), ïðè ýòîì
âëîæåíèÿ EC ↪→ E êîìïàêòíû è, êîãäà E�áàíàõîâî, E = lim−−−−−→

C∈C(E)

EC . ×åðåç V s(I, E)

îáîçíà÷èì êëàññ îòîáðàæåíèé ñ îáû÷íîé êîíå÷íîé ñèëüíîé âàðèàöèåé (îòíîñèòåëüíî
íåïðåðûâíûõ ïîëóíîðì íà E), V w(I, E)�êëàññ îòîáðàæåíèé ñî ñëàáîé êîíå÷íîé
âàðèàöèåé.

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Îòîáðàæåíèå F èìååò ñèëüíóþ êîìïàêòíóþ âàðèàöèþ íà I
(F ∈ V s

K(I, E)), åñëè íàéäåòñÿ òàêîå C ∈ C(E), ÷òî F : I → F (a) + EC , è ïðè ýòîì
F ∈ V s(I, EC).
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Îòìåòèì îáùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé êëàññà V s
K .

Òåîðåìà 3.1.1. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ V s
K(I, E) ⊂ V s(I, E) ⊂ V w(I, E). Â ñëó÷àå

dim E < ∞ ýòè êëàññû ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 3.1.2. Êëàññ V s
K(I, E)�ëèíåéíûé.

Òåîðåìà 3.1.3. (F ∈ V s
K(I, E1), A ∈ L(E1, E2)) ⇒ (A ◦ F ∈ V s

K(I, E2)).

Òåîðåìà 3.1.4. (F ∈ V s
K(I1

⋃
I2, E)) ⇔ (F

∣∣
Ik
∈ V s

K(Ik, E), k = 1, 2).

Òåîðåìà 3.1.5. ((F1, F2) ∈ V s
K(I, E1 × E2)) ⇔ (Fi ∈ V s

K(I, Ei), i = 1, 2).

Òåîðåìà 3.1.6. (Fi ∈ V s
K(I, Ei), i = 1, 2, B ∈ L(E1, E2; E3)) ⇒

(B(F1, F2) ∈ V s
K(I, E3)). Ïðè ýòîì äëÿ Ci ∈ C(Ei), i = 1, 2 :

V s
B(C1×C2)(B(F1, F2)) ≤ sup

x∈I
‖F1(x)‖EC1

· V s
EC2

(F2) + sup
x∈I

‖F2(x)‖EC2
· V s

EC1
(F1).

Òåîðåìà 3.1.7. (EC1 ⊂ EC2 ; C1, C2 ∈ C(E)) ⇒ (V s
EC2

(F ) ≤ M12 · V s
EC1

(F )). (Çäåñü
M12 < ∞ è çàâèñèò òîëüêî îò C1 è C2).

Ñâîéñòâî ñèëüíîé K�âàðèàöèè ñèëüíåå ñâîéñòâà âûïóêëîé K�âàðèàöèè.

Òåîðåìà 3.1.8. V s
K(I, E) ⊂ VK(I, E). Ïðè ýòîì äëÿ C ∈ C(E) âåðíî:

VK,EC
(F ) ⊂ V s

EC
(F ) · C.

Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû îòîáðàæåíèé êëàññà VK , íå ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó V s
K .

Ñóùåñòâåííûé ìîìåíò�K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìîñòü ï.â. îòîáðàæåíèé êëàññà
V s

K (â îòëè÷èå îò êëàññà VK).

Òåîðåìà 3.1.9. (F ∈ V s
K(I, E)) ⇒(F K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìî ï.â. íà I).

3.2 Cèëüíàÿ êîìïàêòíàÿ àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü

Ìû ñîõðàíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ï. 3.1. ×åðåç ACs(I, E) îáîçíà÷èì êëàññ îáû÷íûõ ñèëüíî
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé (îòíîñèòåëüíî íåïðåðûâíûõ ïîëóíîðì íà E),
ACw(I, E)�êëàññ ñëàáî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Îïðåäåëåíèå 3.2.1. Îòîáðàæåíèå F : I → E ñèëüíî êîìïàêòíî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíî íà I (F ∈ ACs

K(I, E)), åñëè íàéäåòñÿ òàêîå C ∈ C(E), ÷òî
F : I → F (a) + EC , è ïðè ýòîì F ∈ ACs(I, EC).

Îòìåòèì îáùèå ñâîéñòâà îòîáðàæåíèé êëàññà ACs
K , ïî àíàëîãèè ñî ñâîéñòâàìè

îòîáðàæåíèé êëàññà V s
K .

Òåîðåìà 3.2.1. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ ACs
K(I, E) ⊂ ACs(I, E) ⊂ ACw(I, E). Â

ñëó÷àå dim E < ∞ ýòè êëàññû ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 3.2.2. Êëàññ ACs
K(I, E)�ëèíåéíûé.
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Òåîðåìà 3.2.3. (F ∈ ACs
K(I, E1), A ∈ L(E1, E2)) ⇒ (A ◦ F ∈ ACs

K(I, E2)).

Òåîðåìà 3.2.4. (F ∈ ACs
K(I1

⋃
I2, E)) ⇔ (F

∣∣
Ik
∈ ACs

K(Ik, E), k = 1, 2).

Òåîðåìà 3.2.5. ((F1, F2) ∈ ACs
K(I, E1 × E2)) ⇔ (Fi ∈ ACs

K(I, Ei), i = 1, 2).

Òåîðåìà 3.2.6. (Fi ∈ ACs
K(I, Ei), i = 1, 2, B ∈ L(E1, E2; E3)) ⇒

(B(F1, F2) ∈ ACs
K(I, E3)).

Òåîðåìà 3.2.7. (EC1 ⊂ EC2 ; C1, C2 ∈ C(E), F ∈ ACs(I, EC1)) ⇒ (F ∈ ACs(I, EC2)).

Èìååò ìåñòî ÷àñòè÷íîå îáðàùåíèå òåîðåìû 3.2.1

Òåîðåìà 3.2.8. Ïóñòü E�áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, E∗σ = (E∗, σ(E∗, E)). Òîãäà

ACs
K(I, E∗σ) = ACs(I, E∗).

Ñâîéñòâî ñèëüíîé K�àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ñèëüíåå ñâîéñòâà âûïóêëîé K�
àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè.

Òåîðåìà 3.2.9. ACs
K(I, E) ⊂ ACK(I, E).

Ñóùåñòâåííûé ìîìåíò�ñâÿçü ñèëüíîé K�àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè è ñèëüíîé
K�âàðèàöèè.

Òåîðåìà 3.2.10. (F ∈ ACs
K(I, E)) ⇒ (F ∈ V s

K(I, E)).

Îòñþäà âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 3.2.11. (F ∈ ACs
K(I, E)) ⇒ (F K�ñóáäèôôåðåíöèðóåìî ï.â. íà I).

Òåîðåìà 3.2.12. Ïóñòü E îòäåëèìîå ËÂÏ. Òîãäà (F ∈ ACs
K(I, E)) ⇔ (F ∈ V s

K(I, E)
è F ∈ ACw(I, E)).

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì åùå îäèí K�àíàëîã òåîðåìû Áàíàõà�Çàðåöêîãî.

Òåîðåìà 3.2.13. (F ∈ ACs
K(I, E)) ⇔ (F íåïðåðûâíî, F ∈ V s

K(I, E) è F ∈ Nw(I, E)).

Çàìåòèì, â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïóíêòà, ÷òî ïî îáðàçöó îïðåäåëåíèÿ 3.2.1 ìîæíî
ââåñòè êëàññ ñèëüíî K�ëèïøèöåâûõ îòîáðàæåíèé Lips

K(I, E). Îäíàêî íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî êëàññû Lips

K è LipK ñîâïàäàþò.

Òåîðåìà 3.2.14. LipK(I, E) = Lips
K(I, E) ⊂ ACs

K(I, E).
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3.3 Êîìïàêòíûé àíàëîã ñâîéñòâà Ðàäîíà�Íèêîäèìà

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå, èç òåîðåì 3.1.1 è 3.1.9 â ñî÷åòàíèè ñ êðèòåðèåì
èíòåãðèðóåìîñòè ïî Áîõíåðó ([1], Th.3.2) ëåãêî ñëåäóåò ñâÿçü ñèëüíîé K�àáñîëþòíîé
íåïðåðûâíîñòè ñ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì Áîõíåðà.

Òåîðåìà 3.3.1. Ïóñòü E�ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå. Åñëè F ∈ ACs
K(I, E), òî F�

íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë Áîõíåðà, ò.å.

F (x) = F (a) + (B)

x∫
a

f(t)dt (a ≤ x ≤ b). (3)

Áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ËÂÏ.

Òåîðåìà 3.3.2. F ∈ ACs
K(I, E) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

i) F�íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë Áîõíåðà, ò.å. âûïîëíåíî (3);

ii)
b∫

a

‖f(x)‖EC
dx < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî C ∈ C(E).

Òàêèì îáðàçîì, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç IB(I, E) êëàññ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ
Áîõíåðà, èìååì:

ACs
K(I, E) ⊂ IB(I, E) ⊂ ACs(I, E). (4)

Êàê èçâåñòíî, E îáëàäàåò ñâîéñòâîì Ðàäîíà�Íèêîäèìà (E ∈ (RNP )), åñëè IB = ACs

â (4). Ââåäåì K�àíàëîã ñâîéñòâà (RNP ), ïðèðàâíèâàÿ â (4) IB = ACs
K .

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. ËÂÏ E îáëàäàåò K�ñâîéñòâîì Ðàäîíà�Íèêîäèìà
(E ∈ (RNP )K), åñëè

ACs
K(I, E) = IB(I, E).

Óæå ðàññìîòðåííûå ðàíåå â òåîðåìå 2.4.3 ïðîñòðàíñòâà îáëàäàþò òàêèì
ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 3.3.3. Ïðîñòðàíñòâà lp (1 ≤ p ≤ ∞) è c0 îáëàäàþò K�ñâîéñòâîì Ðàäîíà�
Íèêîäèìà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì l∞ è c0 íå îáëàäàþò êëàññè÷åñêèì (RNP ).

Ñëåäñòâèå 3.3.1. ACs
K(I, E) = ACs(I, E) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E

îäíîâðåìåííî îáëàäàåò ñâîéñòâîì (RNP ) è (RNP )K.

Òàêèì, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà lp (1 ≤ p < ∞).
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