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Про множники функцiй з класу Макенхаупта

Для 1 < p < ∞ клас Макенхаупта Ap(B) складається з усiх невiд’ємних на iнтер-
валi I0 ≡ (0, b0) (0 < b0 ≤ ∞) функцiй f , що задовольняють умову
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1

|I|
∫

I
f(x) dx
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∫
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f−1/(p−1)(x) dx

)p−1

≤ B, I ⊂ I0,

де стала B > 1 не залежить вiд iнтервала I, | · | – мiра Лебега. Позначаємо Ap ≡
∪B>1Ap(B). Такi класи мають численнi застосування в теорiї вагових просторiв та в
iнших питаннях. Фундаментальна властивiсть класу Ap полягає в так званому само-
покращенню показника. А саме, для довiльних p,B > 1 iснують такi ε ≡ ε(p,B) > 0
та B′ ≡ B′(p,B) ≥ B, що Ap(B) ⊂ Ap−ε (B′). В [2] вивчається наступне питання: на
яку монотонну функцiю Φ можна помножити задану f ∈ Ap(B), щоб добуток Φ ·f
залишався в класi Ap?

Тривiальною достатньою умовою, очевидно, є iстотна обмеженiсть функцiї Φ +
Φ−1, оскiльки в цьому випадку 〈Φf〉p ≤ M

m
〈f〉p , де M = ess sup Φ, m = ess inf Φ.

Тому надалi розглядатимемо функцiї Φ, для яких ess sup (Φ + Φ−1) = ∞. Наступна
теорема надає вiдповiдь на поставлене питання у випадку степеневої функцiї Φ.

Теорема 1. Нехай 1 < p,B < ∞, число ε0 визначається як корiнь рiвняння

ε1−p
0

p− ε0

=
B

(p− 1)p−1
.

Нахай, далi, 0 < b0 ≤ +∞ i функцiя f ∈ Ap(B) на iнтервалi I0 ≡ (0, b0). Тодi
для будь-якого ε ∈ (ε0 − p, ε0) знайдеться така стала B′ ≡ B′(p,B, ε), що xεf(x) ∈
Ap (B′). З iншого боку, iснують функцiї f0, f1 ∈ Ap(B), такi, що xε0f0(x) /∈ Ap i
xp−ε0f1(x) /∈ Ap.

Доведення цiєї теореми засноване на застосуваннi вiдомої нерiвностi Хардi [1, c.
291]
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Для вивчення вiдмiнних вiд степенивих множникiв Φ ми встановлюємо спочатку
вiдповiдну модифiкацiю нерiвностi Хардi.



Лема. Нехай p > 1, невiд’ємна функцiя ϕ не зростає на (0, b) (0 < b ≤ ∞). По-
значимо Φ(x) = 1

x

∫ x
0 ϕ(y) dy (0 < x < b). Тодi для будь-якої невiд’ємної функцiї f

справедлива нерiвнiсть
∫ b
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∫ b

0
Φ(x)f−1/(p−1)(x) dx. (2)

Зазаначимо, що множник p1/(p−1) перед iнтегралом в правiй частинi (2), взвгалi
кажучи, не можна зменшити. Справдi, якщо ϕ ≡ Φ ≡ 1, то (2) обертається в звичайну
нерiвнiсть Хардi (1), в якiй p′ = q′ = 1

p−1
i стала перед iнтегралом точна. З iншого

боку, якщо Φ(x) = x−γ, де 0 < γ < 1, то стала справа в (2) виявляється завищеною,
в чому легко переконатись, порiвнюючи (2) з (1).

Теорема 2. Нехай 1 < p, B < ∞, невiд’ємна функцiя ϕ не зростає на I0 ≡ (0, b0),
де 0 < b0 ≤ +∞, Φ(x) = 1

x

∫ x
0 ϕ(y) dy (0 < x < b0). Припустимо, що iснує таке

σ ≡ σ(p,B) > 1, що для будь-якого b ∈ (0, b0) справедлива нерiвнiсть
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> (pB)1/(p−1). (3)

Тодi для будь-якої функцiї f ∈ Ap(B) на I0 функцiя Φ1−pf належить до класу Ap.

Наслiдок 1. Якщо в теоремi 2 умову (3) замiнити наступною умовою
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,

то для будь-якої f ∈ Ap(B) функцiя Φf належить до Ap.

Наслiдок 2. Нехай f ∈ Ap(B) на I0 ≡ (0, b0), де 0 < b0 ≤ +∞. Тодi функцiя xε1f(x)
належить до класу Ap при будь-якому ε1 > 0, що задавольняє умову

0 < ε1 < (pB)−1/(p−1)(p− 1),

а функцiя x−ε2f(x) належить до класу Ap при будь-якому ε2 > 0, що задовольняє
умову
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.

Цi обмеження на ε1,2 не є найкращими. Непокращуванi границi для ε1,2 в наслiдку 2
знаходяться в теоремi 1.

Наслiдок 3. Нехай f ∈ Ap на I0 ≡
(
0, 1

e

)
. Тодi при будь-якому ε функцiя lnε 1

x
· f(x)

належить до класу Ap.
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