
Математичний конгрес – 2009

З.Ю. Фiлєр (Кiровоградський державний педагогiчний унiверситет iм. Володимира
Винниченка, Україна)

Узагальнена формула Тейлора та її використання для

розв’язання рiвнянь

Ще в кiнцi 70-х рокiв автор запропонував розглядати класичну формулу Тейлора
як розв’язок задачi Кошi y(n+1) = f(x), y(k) = yk0, k = 0, 1, 2, . . . , n. Вiдповiднi
узагальнення отримуються при використаннi лiнiйного оператора L[y] ≡ y(n+1) +

any(n) + . . . + a1y
′ + a0y. Якщо uk(x) є розв’язок задачi Кошi L[y] = 0, u

(j)
k (0) = δkj,

то маємо для розв’язку неоднорiдного рiвняння L[y] = f(x) з даними початковими
умовами формулу y(x) = TL(x, x0) + RL(x, x0), де узагальнений многочлен Тейлора

TL(x, x0) =
n∑

k=0
yk0uk(x − x0), а залишковий член в iнтегральнiй формi є RL(x, x0) =

x∫

x0

un(x − t)f(t)dt [1].

Це представлення є природнiм апаратом для представлення розв’язкiв задачi Ко-
шi для лiнiйного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Для квазiлiнiйного рiвняння
L[y] = f(x, y, y′, . . . , y(n)) iнтегральне рiвняння, зручне для побудови як послiдов-
них iтерацiй y = TL(x, x0) + un+1(x − x0) · f(x, y, y′, . . . , y(n))c. Останнiй множник є
значенням “правої” частини в деякiй середнiй точцi xc. При невеликому промiжку
(x, x0) можна в ролi це x = c прийняти x0, а в ролi значень функцiй y(xc) – лiнiйне
“Тейлорiвське” наближення TL(x, x0).

Звiдси випливає й чисельний метод розв’язання задачi Кошi, який використовує
матрицю з елементiв u

(j)
k (h), де h є вибраний крок чисельних квадратур. Цей метод

є узагальненням методу ламаних Ейлера, але ланками цiєї ламаної є дуги кривої
– графiка TL(x, x0), h = x − x0. Кiнець попередньої ланки є початком наступної.
Залишковий член дає оцiнку похибки. Для граничної задачi отримаємо систему iн-
тегральних рiвнянь Вольтерри – Гаммерштейна. Це дає змогу розглядати й задачi
теорiї нелiнiйних коливань у середовищi [2].

Узагальнений многочлен Тейлора TL(x, x0) дає побудову “дотичного” наближення
функцiї f(x) в околi шуканого кореня, що узагальнює метод Ньютона. Для пошуку
всiх комплексних коренiв поблизу екстремуму (f ′(x0) = 0) маємо f(x) ≈ f(x0)u0(x−

x0)+ f ′′(x0)u2(x−x0). Часто достатньо для iтерацiй використовувати оператори 2-го
порядку типу y′′

± ω2y або y′′
− ky′.
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