
Óêðàèíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé êîíãðåññ � 2009

Å.Â. Áîæîíîê (Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî,
Ñèìôåðîïîëü, Óêðàèíà)

Êëàññû âåéåðøòðàññîâñêèõ ïñåâäîêâàäðàòè÷íûõ îòîáðàæåíèé

1 Ââåäåíèå. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Àêòèâíî âåäóùèåñÿ â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ýêñòðåìóìàì
âàðèàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ïîêàçàëè, ÷òî â
ïðîñòðàíñòâàõ ñ ãèëüáåðòîâîé èíòåãðàëüíîé ìåòðèêîé îñíîâíîé âàðèàöèîííûé
ôóíêöèîíàë îáëàäàåò çíà÷èòåëüíî õóäøèìè àíàëèòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ÷åì â
ñëó÷àå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà Ck. Òàê, â ÷àñòíîñòè, â ([1]) óñòàíîâëåíî, ÷òî
âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë íå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå
â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1

2 . Â ðàáîòàõ ([2], [3], [4]) óñòàíîâëåíû íåêîòîðûå
âàðèàíòû ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè è ñëàáîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ
ñ èíòåãðàëüíîé ìåòðèêîé. Â ðàáîòàõ ([5], [6]) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
Ñîáîëåâà W 1

2 âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë îáëàäàåò áîëåå ñèëüíûìè ñâîéñòâàìè
K�íåïðåðûâíîñòè, K�äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ïîâòîðíîé K�äèôôåðåíöèðóåìîñòè
ïðè óñëîâèè ïîïàäàíèÿ èíòåãðàíòà â ñîîòâåòñòâóþùèå âåéåðøòðàññîâñêèå êëàññû
ïñåâäîêâàäðàòè÷íûõ ïî y′ ôóíêöèîíàëîâ WK2(z), W 1K2(z), W 2K2(z).

Â ðàáîòå óñòàíîâëåíû ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èíòåãðàíòà
ïîäõîäÿùèì âåéåðøòðàññîâñêèì êëàññàì è èññëåäîâàíà èõ ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêèìè
îöåíêàìè ðîñòà èíòåãðàíòà. Ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå ïðèìåðû.

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ([5]�[6]).

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ãîâîðÿò, ÷òî áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå f : Ω× Y × Z =: T → F ,
ãäå Ω�êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ìåðîé, Y , Z, F�
âåùåñòâåííûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ïñåâäîêâàäðàòè÷íîå ïî z (f ∈ K2(z)), åñëè
f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f(x, y, z) = P (x, y, z) +R(x, y, z) · ‖z‖2, (1)

ãäå äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà C = CY ⊂ Y áîðåëåâñêèå îòîáðàæåíèÿ P , è R ñóùåñòâåííî
ïî x ∈ Ω îãðàíè÷åíû íà TC = Ω× CY × Z.

Ãîâîðÿò, ÷òî îòîáðàæåíèå f âåéåðøòðàññîâñêîå ïñåâäîêâàäðàòè÷íîå ïî z:
f ∈ WK2(z), åñëè ïðåäñòàâëåíèå (1) ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòà C = CY ⊂ Y îòîáðàæåíèÿ P è R ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà
TC .

Àíàëîãè÷íî, ââîäÿ òðåáîâàíèå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó WK2(z) ãðàäèåíòîâ ∇yzP ,
∇yzR è ãåññèàíîâ Hyz(P ), Hyz(R) îòîáðàæåíèé P è R, ìû ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ
âåéåðøòðàññîâñêèõ êëàññîâ W 1K2(z) è W 2K2(z) ñîîòâåòñòâåííî.



Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü H�âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, Φ : H → R.
Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàë Φ êîìïàêòíî íåïðåðûâåí, (êîìïàêòíî (äâàæäû)
äèôôåðåíöèðóåì) (K�íåïðåðûâåí, K�äèôôåðåíöèðóåì, äâàæäû K�äèôôåðåíöèðóåì)
â òî÷êå y ∈ H, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ýëëèïñîèäà Cε ⊂ H ñóæåíèå Φ íà
(y + spanCε) íåïðåðûâíî ((äâàæäû) äèôôåðåíöèðóåìî ïî Ôðåøå) â y îòíîñèòåëüíî
ãèëüáåðòîâîé íîðìû ‖ · ‖Cε â spanCε, ïîðîæäåííîé Cε.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ãîâîðÿò, ÷òî, â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 1.2, ôóíêöèîíàë Φ
èìååò êîìïàêòíûé ýêñòðåìóì (K�ýêñòðåìóì) â òî÷êå 0 ∈ H, åñëè äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòíîãî ýëëèïñîèäà Cε ⊂ H ñóæåíèå Φ íà spanCε èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì
â 0 îòíîñèòåëüíî ãèëüáåðòîâîé íîðìû ‖ · ‖Cε â spanCε.

Â [6] áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü Ω = [a; b], H�âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,
u = f(x, y, z), f : Ω×H2 → R. Òîãäà ïðè f ∈ K2(z) âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë
Ýéëåðà-Ëàãðàíæà

Φ(y) =

∫
Ω

f(x, y, y′)dx, y(·) ∈ W 1
2 (Ω, H), (2)

îïðåäåëåí âñþäó íà W 1
2 (Ω, H).

Òåîðåìà 1.2. Åñëè f ∈ WK2(z), òî ôóíêöèîíàë Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (2) K�
íåïðåðûâåí âñþäó íà W 1

2 (Ω, H).

Òåîðåìà 1.3. Åñëè f ∈ W 1K2(z) (f ∈ W 2K2(z)), òî ôóíêöèîíàë Ýéëåðà-
Ëàãðàíæà (2) (äâàæäû) K�äèôôåðåíöèðóåì âñþäó íà W 1

2 (Ω, H).

2 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èíòåãðàíòà

êëàññàì WK2(z), W
1K2(z), W

2K2(z)

Â äàííîì ïóíêòå ìû îïèøåì óñëîâèÿ íà êîýôôèöèåíòû P è R â ïðåäñòàâëåíèè (1),
ïðè êîòîðûõ f ïîïàäàåò â êëàññû WK2(z), W 1K2(z), W 2K2(z).

Ñíà÷àëà âûÿñíèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîïàäàíèÿ ôóíêöèè f â
êëàññ WK2(z). Äëÿ ýòîãî ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Áîðåëåâñêîå îòîáðàæåíèå G : Ω× Y × Z =: T → F , ãäå Ω�
êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ìåðîé, Y , Z, F�âåùåñòâåííûå
ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, íàçîâåì âåéåðøòðàññîâñêèì ïî y (G ∈ WK(y)), åñëè äëÿ
ëþáîãî àáñîëþòíî âûïóêëîãî êîìïàêòà C = CY ⊂ Y G ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî è
îãðàíè÷åíî íà TC = Ω× CY × Z.

Èç îïðåäåëåíèÿ 1.1 íåìåäëåííî ñëåäóåò

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü, â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 1.1 ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà
â âèäå (1). Òîãäà f ∈ WK2(z) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà P ∈ WK(y),
R ∈ WK(y).
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Äëÿ îïèñàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïîïàäàíèÿ ôóíêöèè f â êëàññ W 1K2(z)
(W 2K2(z)), ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü, â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 2.1, ôóíêöèÿ G íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà (äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà) â Ω× Y × Z ïî
(y, z). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî G ∈ W 1

K(y) (G ∈ W 2
K(y)), åñëè (G,∇yzG) ∈ WK(y)

((G,∇yzG,HyzG) ∈ WK(y)), èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ∂k
i G ∈ WK(y), k = 0, 1; i = y, z

(∂k
ijG ∈ WK(y), k = 0, 1, 2; i, j = y, z).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü, â îáîçíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíèÿ 1.1, ôóíêöèÿ f
ïðåäñòàâëåíà â âèäå (1). Åñëè P,R ∈ W 1

K(y) (P,R ∈ W 2
K(y)), òî f ∈ W 1K2(z)

(f ∈ W 2K2(z)).

Ïðèìåð 2.1. Ðàññìîòðèì, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, èíòåãðàíò âèäà
f(x, y, z) = ϕ(z) · ‖z‖2 + ψ(x, y). Åñëè ϕ, ψ ∈ W 2

K(y), òî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2,
f ∈ W 2K2(z). Ýòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëåãêî çàïèñàòü íà ÿçûêå äæåòîâ âòîðîãî
ïîðÿäêà ôóíêöèé ϕ è ψ :

a) äæåò J2ϕ(z) = (ϕ(z), ϕ′(z), ϕ′′(z)) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí è îãðàíè÷åí íà Z,

b) äæåò J2
yψ(x, y) = (ψ(x, y), ψ′

y(x, y), ψ
′′
y2(x, y)) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâåí è

îãðàíè÷åí íà Ω× CY äëÿ ëþáîãî àáñîëþòíî âûïóêëîãî êîìïàêòà CY ⊂ Y .

Ïðèìåð 2.2. Ðàññìîòðèì èíòåãðàíò âèäà f(x, y, z) = ϕ(x, y) · ‖z‖2 +ψ(x, y, z). Òîãäà
f ∈ W 2K2(z), åñëè äæåòû âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé ϕ è ψ :

J2ϕ(x, y) = (ϕ(x, y), ϕ′
y(x, y), ϕ

′′
y2(x, y))

è

J2
yzψ(x, y, z) =

(
ψ, (ψ′

y, ψ
′
z),

(
ψ′′

y2 ψ′′
yz

ψ′′
zy ψ′′

z2

))
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû íà Ω× CY äëÿ ëþáîãî àáñîëþòíî âûïóêëîãî
êîìïàêòà CY ⊂ Y .

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ îòñóòñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ÷èñòàÿ
êâàäðàòè÷íîñòü èíòåãðàíòà ïî z. Òåì ñàìûì, ïî òåîðåìå Ñêðûïíèêà (ñì. [1]),
îòñóòñòâóåò ïîâòîðíàÿ ñèëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü Φ(y). Â òîæå âðåìÿ, â ñèëó
òåîðåìû 1.3, Φ(y) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû Ê-äèôôåðåíöèðóåìûì.

3 Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ óñëîâèé ñ êëàññè÷åñêèìè îöåíêàìè

ðîñòà èíòåãðàíòà

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïî àáñîëþòíûì ýêñòðåìóìàì âàðèàöèîííûõ ôóíêöèîíàëîâ
â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà W 1

2 ([a; b],R) íà èíòåãðàíò f(x, y, z) íàëàãàåòñÿ òàê
íàçûâàåìîå óñëîâèå ðîñòà ïî z ([7], [8])

f(x, y, z) ≥ α|z|2 + β, ãäå α > 0, β ∈ R.
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Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Òîíåëëè ([7]) óòâåðæäàåò, ÷òî, â
ïðåäïîëîæåíèÿõ ãëàäêîñòè ïî x è y, ãëàäêîñòè è âûïóêëîñòè ïî z èíòåãðàíòà,
âûïîëíåíèè óñëîâèÿ êâàäðàòè÷íîãî ðîñòà è êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè îñíîâíîé
âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë äîñòèãàåò àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà â W 1

2 ([a; b],R).
Óñëîâèå êîððåêòíîé îïðåäåëåííîñòè Φ(y) â W 1

2 îáåñïå÷èâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî,
îãðàíè÷åíèåì íà ðîñò ñâåðõó (óñëîâèåì ðîñòà íå âûøå 2-îé ñòåïåíè) ([7], [9], [10]):

f(x, y, z) ≤ γ|z|2 + δ, ãäå γ > 0, δ ∈ R.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå êâàäðàòè÷íîãî ðîñòà âìåñòå ñ óñëîâèåì ðîñòà íå âûøå 2-îé
ñòåïåíè ïðèâîäèò, â ñëó÷àå W 1

2 , ê óñëîâèþ äâîéíîé îöåíêè:

αz2 + β ≤ f(x, y, z) ≤ γz2 + δ (3)

(êàê ïðàâèëî, âìåñòå ñ óñëîâèåì âûïóêëîñòè ïî z).
Ñðàâíåíèå íàéäåííûõ â òåîðåìàõ 1.1, 1.2, 1.3 óñëîâèé íà èíòåãðàíò f ñ óñëîâèåì (3)

(â ñëó÷àå W 1
2 ([a; b],R)) ðàññìîòðèì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 3.1. Ôóíêöèÿ

f1(x, y, z) = ey · z2 + sin(x+ y + z)

ëîêàëüíî ïî y óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå (3).

Ïðèìåð 3.2. Ôóíêöèÿ

f2(x, y, z) = ey sin2(x+ y + z) · z2

ëîêàëüíî ïî y óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî âåðõíåé îöåíêå (3).

Îòìåòèì, ÷òî îáå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò êëàññó WK2(z) (è
äàæå W 2K2(z)), ïðè ýòîì íè îäíà èç íèõ íå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì (3) ãëîáàëüíî
ïî y. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êàê f1(x, y, z), òàê è f2(x, y, z) íå ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè
ïî z. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ íà f ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè, ÷åì
ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêèå äâóõñòîðîííèå îöåíêè ðîñòà èíòåãðàíòà â W 1

2 .

Çàìå÷àíèå 3.1. Òàê êàê â ðàññìîòðåííûõ âûøå ïðèìåðàõ f ∈ W 2K2(z), òî â
ýòîì ñëó÷àå âàðèàöèîííûé ôóíêöèîíàë Φ(y) áóäåò äâàæäû K�äèôôåðåíöèðóåìûì.
Êðîìå òîãî, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî Φ ìîæåò äîñòèãàòü êîìïàêòíîãî ìèíèìóìà (ñì.
îïð. 1.3), êîòîðûé ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì (à òåì áîëåå, àáñîëþòíûì), áåç
äâîéíîé êâàäðàòè÷íîé îöåíêè (3) è áåç óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ïî z.

Ïðèìåð 3.3. Îäèí îáùèé êëàññ íåëîêàëüíûõ K�ýêñòðåìóìîâ
Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

Φ(y) =

T∫
0

(
ϕ(y′) · (y′)2 ± y2

)
dx, y(·) ∈

◦
W 1

2 ([0;T ]). (4)

Åñëè ϕ ∈ W 2
K(y), ϕ(0) > 0, ∃λ ϕ(λ) < 0, òî ó ôóíêöèîíàëà (4) â êàæäîì èç

ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ”±” â òî÷êå y0(x) ≡ 0 îòñóòñòâóåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì
â W 1

2 ([0;T ],R) äëÿ ëþáîãî T > 0.
Îäíàêî "ñîáîëåâñêàÿ êâàçè�íîðìà" (ñëó÷àé ”+”) èìååò ñèëüíûé K�ìèíèìóì â

òî÷êå y0(·) ≡ 0 ∀T > 0, à "ãàðìîíè÷åñêèé êâàçè�îñöèëëÿòîð" (ñëó÷àé ”-”) èìååò
ñèëüíûé K�ìèíèìóì â 0 ïðè 0 < T < π

√
ϕ(0).
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