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Неформальний опис проблеми

Побудувати (i описати їхнi властивостi) неперервнi
перетворення (0, 1] (взаємно однозначнi вiдображення (0, 1]

на себе), якi мають властивiсть «зберiгати хвости
E -зображення чисел»:

x = ∆E
...gk (x)gk+1(x)...

f−→ y = ∆E
...gm(y)gm+1(y)...

, (1)

де
gk+n(x) = gm+n(y) для всiх n ∈ N.
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Ряд Енгеля, E -зображення

Для будь-якого x ∈ (0, 1] iснує єдина така послiдовнiсть (gn),
gn ∈ Z0 = {0, 1, 2, . . .}, що

x =
∞∑
n=1

1
(2 + g1)(2 + g1 + g2) . . . (2 + g1 + g2 + . . . + gn)

(2)

≡ ∆E
g1g2...gn.... (3)

Ряд (2) називається рядом Енгеля
(або E -представленням числа x),
а скорочений символiчний запис (3) — E -зображенням числа x ,
gn = gn(x) — n-м символом (цифрою) цього зображення.
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nombres réels en séries // Oeuvres choisies / Wac law Sierpiński. —
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Функцiя зберiгає хвости

Означення
Казатимемо, що функцiя f , яка визначена на (0, 1] i набуває
значень з (0, 1], зберiгає хвости E -зображення чисел, якщо для
будь-якого

x = ∆E
g1(x)g2(x)...gn(x)...

∈ (0, 1]

iснують натуральнi числа k = k(x) i m = m(x) такi, що

gk+n(x) = gm+n(f (x)) для всiх n ∈ N.
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Мотивацiя I

Хвостовi множини (множини чисел, елементи яких мають
однаковi хвости зображень) вiдiграють важливу роль у вивченнi
розподiлiв випадкових величин, породжених дискретними
розподiлами цифр у їхньому зображеннi.

У випадку дискретностi розподiлу його точковий спектр
(множина атомiв) є хвостовою множиною.

Це має мiсце для випадкових величин з незалежними цифрами
у їхньому s-ковому зображеннi, Q-зображеннi, зображеннях, що
ґрунтуються на розкладах чисел в елементарнi ланцюговi
дроби, додатнi ряди Енгеля, Сильвестера, Люрота, а також
знакопочережнi ряди Остроградського 1-го i 2-го виду, Люрота
тощо.

6



Мотивацiя II

Працьовитий М. В., Барановський О. М.
Властивостi розподiлiв випадкових величин
з незалежними рiзницями послiдовних елементiв
ряду Остроградського //
Теорiя ймовiр. та матем. статист. — 2004. —№ 70. —
С. 131–143.

Гетьман Б. I., Працьовитий М. В., Барановський О. М.
Про властивостi однiєї сiм’ї множин канторiвського
типу, що визначається умовами на елементи
розкладу в ряд Енгеля //
Наук. часоп. Нац. пед. ун-ту iм. М. П. Драгоманова. Сер. 1.
Фiз.-мат. науки. — 2010. —№ 11. — С. 119–142.

7



Мотивацiя III

Zhykharyeva Yu. I., Pratsiovytyi M. V.
Expansions of numbers in positive Lüroth series and their
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Оператор зсуву цифр

Розглядається функцiя ω, коректно означена на (0, 1] рiвнiстю:

y = ω(x) = ∆E
g2(x)g3(x)...gn(x)...

. (4)

Теорема
Функцiя ω зростає на кожному з цилiндричних iнтервалiв 1-го
рангу ∆E

g1
.

Функцiя ω є неперервною в кожнiй точцi цилiндричного
iнтервалу 1-го рангу ∆E

g1
i неперервною справа у точцi ∆E

g2(0),
яка є лiвим кiнцем цього iнтервалу.

∆E
g1 = {x ∈ (0, 1] : 1-й символ E -зображення числа x дорiвнює g1}.
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Оператор «збiльшення першої цифри»

Нехай i —фiксоване цiле невiд’ємне число. Розглядається
функцiя di , коректно означена рiвнiстю:

y = di (x) = ∆E
[i+g1(x)]g2(x)g3(x)...gn(x)...

. (5)

Теорема
Якщо i > 0, то di є неперервною строго зростаючою випуклою
вгору функцiєю, яка набуває всiх значень з

(
0, 1

i+1

]
, причому

di (∆E
j(0)) = ∆E

[i+j](0) =
1

1 + i + j
, j = 0, 1, 2, . . . .
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Перетворення, що зберiгає хвости

Теорема
Нехай

x = ∆E
g1(x)g2(x)...gn(x)...

∈ (0, 1],

i нехай i —фiксований натуральний параметр.
Перетворення (0, 1], означене рiвнiстю

ϕi (x) =

di (x) = ∆E
[i+g1(x)]g2(x)g3(x)...gn(x)...

, якщо 0 < x ≤ x1,

ω(x) = ∆E
g2(x)g3(x)...gn(x)...

, якщо x1 ≤ x ≤ 1,

де x1 ≡ ∆E
0(i), зберiгає хвости E -зображення чисел.
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Розв’язок рiвняння di(x) = ω(x)

Теорема
Нехай i —фiксоване цiле невiд’ємне число. Рiвняння
di (x) = ω(x) має безлiч розв’язкiв, загальний вигляд яких

x = ∆E
j(j+i), j = 0, 1, 2, . . . .
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Група перетворень, що зберiгають хвости

Теорема
Нехай G —множина всiх неперервних перетворень (0, 1], якi
зберiгають хвости E -зображення чисел i є строго зростаючими
функцiями. Множина G вiдносно операцiї композицiї
перетворень утворює нескiнченну некомутативну групу.
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Пiдсумок

Перетворення i функцiї, якi зберiгають хвости
E -зображення чисел
Олександр Барановський, Микола Працьовитий

• Сконструйовано нескiнченну сiм’ю перетворень (0, 1], якi
зберiгають хвости E -зображення чисел.

• Конструкцiя ґрунтується на властивостях зображення
чисел рядами Енгеля (E -зображення чисел) i на
спецiальному компонуваннi деяких функцiй зi
специфiчними властивостями.

Цi слайди доступнi за адресою
https://www.imath.kiev.ua/~baranovskyi/talks/20230524mpmm2023.pdf
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