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Про ювiляра

Працьовитий Микола Вiкторович, народився 18 грудня 1959
року в селi Бахтин Муровано-Куриловецького району Вiнницької
областi в сiм’ї колгоспникiв: Працьовитого Вiктора Васильовича та
Працьовитої Нiни Олександрiвни.

В 1975 р. з похвальною грамотою за вiдмiнне навчання закiнчив
Долинянську восьмирiчну школу i вступив до Немирiвського педа-
гогiчного училища. В 1979 роцi з вiдзнакою закiнчивши училище
i отримавши квалiфiкацiю «вчитель початкових класiв», вступив
на фiзико-математичний факультет Київського державного педа-
гогiчного iнституту iм. О. М. Горького, який закiнчив з вiдзнакою
в 1983 р. i був рекомендований до аспiрантури.

В аспiрантурi навчався в Iнститутi математики НАН України
в 1983–1986 рр. 5 травня 1987 р. захистив кандидатську дисерта-
цiю на тему «Сингулярнi розподiли з фрактальними носiями канто-
рiвського i салемiвського типiв» зi спецiальностi 01.01.05 — теорiя
ймовiрностей i математична статистика. Науковим керiвником ди-
сертацiйного дослiдження був доктор фiзико-математичних наук
професор Турбiн Анатолiй Федорович.

В 1993–1996 р. перебував в докторантурi Iнституту математики
НАН України. Докторську дисертацiя на тема «Фрактальний пiд-
хiд до дослiдження сингулярних розподiлiв ймовiрностей» (зi спецi-
альностi 01.01.05 — теорiя ймовiрностей i математична статистика)
захистив в квiтнi 1999 року.

Докторська дисертацiя М. В. Працьовитого присвячена вивчен-
ню класiв функцiй i розподiлiв ймовiрностей зi складною (фра-
ктальною) локальною будовою (в основному, це — чистi розподiли
ймовiрностей, в першу чергу, сингулярнi, та недиференцiйовнi фун-
кцiї, визначенi перетворювачами нескiнченних символьних зобра-
жень аргумента), заданих систематичними та ланцюговими дро-
бами, знакоперемiнними рядами Остроградського, полiосновними
Q̃-представленнями тощо. В нiй введено в розгляд ряд нових об’є-
ктiв: систем представлення (зображення дiйсних чисел), розподiлiв
випадкових величин, сингулярних, неперервних нiде не диференцi-
йованих функцiї тощо та розвинуто методологiю їх дослiдження,
зокрема, вивчення їх фрактальних властивостей.

З 1986 року працює на кафедрi вищої математики Нацiонального
педагогiчного унiверситету iменi М.П.Драгоманова (тодi КДПI iм.
О. М. Горького). Спочатку на посадi асистента, потiм доцента, а з
1997 року — професора. З 1997 року очолює цю кафедру.

В 2003 р. М.В.Працьовитому присвоєно вчене звання професора
(атестат ПР № 002166, Мiнiстерство освiти i науки). В 2004 р. був
обраний академiком Академiї наук вищої освiти України (диплом
№ 74-2004).
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Має наступнi вiдзнаки та нагороди: Соросiвський доцент (1995),
Вiдмiнник освiти України (1998), медаль М.Остроградського (2001),
нагорода Київської мiської адмiнiстрацiї за вагомий особистий вне-
сок у розвиток вiтчизняної науки та змiцнення науково-технiчного
потенцiалу столицi України (2004). В 2004 р. за особливi досягне-
ння на освiтянськiй нивi, за участь у розробцi i впровадженнi но-
вих освiтнiх державних стандартiв, творче використання новiтнiх
педагогiчних технологiй, якiсне оновлення змiсту вищої освiти на-
городжений почесною вiдзнакою НПУ iменi М. П. Драгоманова —
срiбною медаллю «Михайло Петрович Драгоманов 1841–1895 рр.»

З 2000 по 2006 р. виконував обов’язки експерта та вченого секре-
таря експертної ради з математики ВАК України.

З 2000 року є членом спецiалiзованої вченої ради Д 26.053.03 по
захисту докторських i кандидатських дисертацiй зi спецiальностi
13.00.02 — теорiя i методика навчання математики, фiзики, iнфор-
матики. Неодноразово виступав в якостi опонента по захисту ди-
сертацiй.

З 2007 року М. В. Працьовитий є членом спецiалiзованої вче-
ної ради Д 26.206.03 Iнституту математики НАН України по за-
хисту докторських i кандидатських дисертацiй зi спецiальностей
01.01.06 — алгебра i теорiя чисел та 01.01.04 — геометрiя i тополо-
гiя.

В 2008 роцi Працьовитий Микола Вiкторович був обраний дире-
ктором Фiзико-математичного iнституту НПУ iменi М.П.Драгома-
нова.

В сiчнi 2006 року з iнiцiативи ректора НПУ iменi М.П.Драгома-
нова академiка АПН Андрущенка Вiктора Петровича та директо-
ра Iнституту математики НАН України академiка НАН України
Самойленка Анатолiя Михайловича було створено вiддiл (лабора-
торiю) фрактального аналiзу, який очолив Працьовитий Микола
Вiкторович.

З 1992 року М. В. Працьовитий керує семiнаром з фрактального
аналiзу, який з 2002–2005 рр. регулярно (двiчi на мiсяць) прово-
див об’єднанi засiдання з семiнарами вiддiлiв математичної фiзики,
динамiчних систем та функцiонального аналiзу Iнституту матема-
тики НАН України. З 2006 року названий семiнар став семiнаром
вiддiлу фрактального аналiзу.

М. В. Працьовитий є заступником головного редактора та iнi-
цiатором видання збiрникiв наукових праць: «Науковий часопис
НПУ iменi М.П.Драгоманова. Серiя 1, Фiзико-математичнi науки»
(до 2005 р.: «Науковi записки. Фiзико-математичнi науки»), «Фра-
ктальний аналiз та сумiжнi питання», головним редактором збiрни-
ка студентських наукових робiт «Студентськi фiзико-математичнi
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етюди», членом редакцiйної колегiї збiрника наукових праць «Ди-
дактика математики: проблеми i дослiдження. Мiжнародний збiр-
ник наукових робiт».

Науковi iнтереси М.В.Працьовитого лежать в областi фракталь-
ного аналiзу та фрактальної геометрiї, метричної та ймовiрнiсної
теорiї чисел, теорiї сингулярних розподiлiв ймовiрностей, теорiї не-
перервних нiде не диференцiйовних функцiй, теорiї динамiчних си-
стем тощо. Вiн є автором одних iз перших в Українi фундаменталь-
них результатiв в дослiдженнях тополого-метричних i фракталь-
них властивостей математичних об’єктiв зi складною локальною
будовою (сингулярних мiр i розподiлiв ймовiрностей, неперервних,
в жоднiй точцi недиференцiйовних функцiй, динамiчних систем з
фрактальними атракторами i репелерами, асимптотичних власти-
востей динамiчних систем з конфлiктною взаємодiєю, перетворень
простору, що зберiгають фрактальну розмiрнiсть тощо), якi проли-
вають нове свiтло на фрактальну геометрiю як науку i фрактальну
природу математичних моделей реальних об’єктiв, процесiв i явищ,
що є об’єктом сучасних наукових дослiджень.

М.В.Працьовитий є автором 2 монографiй та понад 260 наукових
i науково-методичних публiкацiй. Його роботи добре вiдомi як в
Українi, так i за її межами.

М. В. Працьовитий проводить велику роботу по розвитку науко-
вих зв’язкiв мiж НПУ iменi М.П.Драгоманова та iншими наукови-
ми центрами, органiзацiї та участi у спiльних наукових проектах
(3 проекти DFG — спiльнi українсько-нiмецькi, проект INTAS — за-
гальноєвропейський проект, грант Державного фонду фундамен-
тальних дослiджень) та залученню творчої молодi до участi у нау-
ковiй дiяльностi та наукових проектах.

Керує роботою аспiрантiв та докторантiв. М.В.Працьовитий пiд-
готував 8 кандидатiв та 1 доктора фiзико-математичних наук. Ще
5 його учнiв подали до захисту кандидатськi дисертацiї.

М. В. Працьовитий веде активну просвiтницьку та науково-по-
пуляризацiйну дiяльнiсть. Керує науково-дослiдницькими робота-
ми членiв МАН, читає лекцiї для учнiв Фастiвського природничо-
математичного лiцею-iнтернату, очолює журi конкурсiв захистiв
науково-дослiдницьких робiт Малої академiї наук, є членом журi
математичних олiмпiад для школярiв.

Науковий напрямок, основнi науковi результати
М. В.Працьовитого

Фрактальний аналiз — вiдносно молода i швидко прогресуюча га-
лузь сучасної математики, яка засобами теорiї мiр дробових поряд-
кiв, метричних розмiрностей, операторiв дробового iнтегрування
та диференцiювання вивчає властивостi математичних об’єктiв зi
складною локальною будовою (геометричних фiгур, сингулярних
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мiр i розподiлiв ймовiрностей, неперервних в жоднiй точцi неди-
ференцiйовних функцiй, динамiчних систем з фрактальними атра-
кторами i репелерами, асимптотичних властивостей динамiчних си-
стем з конфлiктною взаємодiєю, перетворень простору, що зберiга-
ють фрактальну розмiрнiсть тощо).

Методи фрактального аналiзу i фрактальної геометрiї сьогоднi
широко використовуються в рiзних галузях науки. Спостерiгає-
ться фрактальний бум в фiзицi, хiмiї, матерiалознавствi, бiологiї,
геофiзичнiй гiдродинамiцi, теорiї протiкання тощо. Виявлено тiснi
зв’язки деяких критичних показникiв складних систем з її фра-
ктальними властивостями. Сьогоднi нехтувати мiкроструктурами
i мiкрофлуктуацiями реальних об’єктiв, процесiв i явищ — це, по
меншiй мiрi, спотворювати iстинну природу речей. А серйозно їх
враховувати в математичних моделях допомагають фрактали, не-
диференцiйовнi функцiї, сингулярнi розподiли ймовiрностей, нелi-
нiйнi динамiчнi системи з хаотичними (фрактальними) аттракто-
рами тощо. Названi об’єкти сьогоднi об’єднують спiльнi проблеми,
основною з яких є недостатнiй розвиток ефективних способiв їх за-
дання i вивчення. Частково подолати названi труднощi дозволяє
широке використання рiзних систем числення та способiв подан-
ня чисел, зокрема нетрадицiйних (негапозицiйнi системи числення,
позицiйнi системи числення з надлишковим набором цифр, системи
з комплексною основою тощо). Їх використання дозволяє спрости-
ти формальний опис цiлих класiв фрактальних множин, функцiй,
розподiлiв ймовiрностей та перетворень простору. З iншого боку,
фрактальна геометрiя стає ефективним iнструментом дослiджен-
ня пiсля грунтовної розробки її аналiтичних основ, яка протягом
останнього десятилiття здiйснюється в роботах Працьовитого Ми-
коли Вiкторовича та його учнiв.

Основнi результати, отриманi в рамках дослiджень наукової шко-
ли М. В. Працьовитого стосуються дослiдження властивостей мно-
жин, функцiй, динамiчних систем, операторiв, розподiлiв ймовiр-
ностей та їх згорток засобами фрактального аналiзу, який грун-
тується на застосуваннi до вказаних об’єктiв методiв теорiї мiр та
розмiрностей Хаусдорфа, Хаусдорфа–Безиковича i їх узагальнень.
В роботах М. В. Працьовитого та його учнiв закладаються осно-
ви групового погляду на фрактальну геометрiю як науку про iн-
варiанти групи перетворень простору, що зберiгають фрактальну
розмiрнiсть (DP-перетворень).

В роботах М.В.Працьовитого отримано фундаментальнi матема-
тичнi результати, розвинуто новi методи та закладено основи кiль-
кох напрямкiв наукових дослiджень. Основними науковими здобу-
тками є:
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1. Створенi новi методи вивчення фрактальних властивостей
множин, сингулярних розподiлiв i недиференцiйовних фун-
кцiй; дано нове узагальнююче означення фрактала i, на його
основi, проведено класифiкацiю сингулярних розподiлiв; вве-
дено в розгляд аномально фрактальнi та суперфрактальнi
множини та розподiли.

2. Дослiджено класи ймовiрнiсних розподiлiв зi складною ло-
кальною будовою, розв’язана задача про їх структуру: зна-
йдено критерiї сингулярностi та абсолютної неперервностi вiд-
повiдних ймовiрнiсних мiр з використанням як класичних
iмовiрнiсних методiв, так i методiв геометричної теорiї мiри
та iнтегральних перетворень.

3. Закладено основи групового пiдходу до фрактальної геоме-
трiї на основi побудови загальної теорiї перетворень, що збе-
рiгають розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича. Створено на цiй
основi новi методи фрактального аналiзу множин зi складною
локальною будовою.

4. Створено та розвинено метричну та ймовiрнiсну теорiї чисел:
• для введених в розгляд нових систем зображення дiй-

сних чисел (полiосновнi Q-представлення, f -розклади,
G2

∞-розклади, A2-ланцюговi дроби, цилiндричнi представ-
лення та iн.);

• для деяких iснуючих систем представлення чисел: s-ади-
чних розкладiв, ланцюгових дробiв, рядiв Остроградсько-
го 1-го та 2-го видiв, рядiв Кантора, Люрота, Енгеля то-
що.

5. Введено в розгляд i дослiджено властивостi класiв неперерв-
них нiде не диференцiйованих функцiй, заданих перетворю-
вачами цифр аргумента в цифри зображення функцiї.

6. Розвинутi методи дослiджень застосовано до розв’язання ря-
ду важливих задач:

• теорiї ймовiрностей (розвиток теорiї сингулярних розпо-
дiлiв, дослiдження згорток Бернуллi та їх узагальнень,
узагальнення та поглиблення теореми Джессена–Вiнтне-
ра);

• теорiї чисел (створення фрактальної та топологiчної кла-
сифiкацiї множин нормальних, квазiнормальних, анор-
мальних та суттєво ненормальних чисел);

• спектральної теорiї самоспряжених операторiв (дослiдже-
ння структури сингулярно неперервного спектру само-
спряжених оперторiв);

• теорiї динамiчних систем (дослiдження фрактальних ха-
рактеристик атракторiв динамiчних систем, що породжу-
ються символьною динамiкою; дослiдження топологiчних,
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метричних та фрактальних властивостей атракторiв ди-
намiчних систем, що породжуються певним класом кон-
флiктних взаємодiй).

Науковi результати, отриманi в рамках дослiджень школи, є фун-
даментальними i носять теоретичний характер. Вони вже викори-
стовуються i, безсумнiвно, знайдуть подальше застосування в до-
слiдженнях з теорiї множин, теорiї ймовiрностей, теорiї чисел, те-
орiї динамiчних систем, геометрiї, теорiї кодування i стиснення iн-
формацiї; у фiзицi для створення математичних моделей процесiв
i явищ навколишнього свiту; викладачами у навчальному проце-
сi при читаннi вiдповiдних спецкурсiв, студентами при написаннi
курсових та дипломних робiт.

Науковi результати М.В.Працьовитого використовуються в нау-
кових дослiдженнях, якi ведуться сьогоднi в рiзних наукових цен-
трах, зокрема, Боннському унiверситетi, Iнститутi математики НАН
України, Iнститутi прикладної математики i механiки НАН Укра-
їни, Нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шевченка, Нацiо-
нальному технiчному унiверситетi України «КПI», Нацiонально-
му педагогiчному унiверситетi iменi М. П. Драгоманова, Одесько-
му полiтехнiчному iнститутi, Львiвському та Донецькому унiвер-
ситетах тощо. Зокрема, їх використовували в своїх роботах такi
автори: С. Альбеверiо, В. Д. Кошманенко, А. Ф. Турбiн, Л. П. Лi-
совик, В. В. Новиков, М. Й. Кулак, Я. Ф. Виннишин, А. Я. Оленко,
А. А. Маляренко, Г. М. Торбiн, О. Л. Лещинський, А. А. Литвинюк,
О. В. Школьний, Я. В. Гончаренко, О. Ю. Шкаравська, А. А. Тому-
сяк, Л.А.Вотякова, О.М.Барановський, С.О.Дмитренко, О.Ю.Фе-
щенко та багато iн.

З сiчня 2006 року Микола Вiкторович очолює вiддiл фракталь-
ного аналiзу подвiйного пiдпорядкування (НПУ iменi М. П. Дра-
гоманова та Iнституту математики НАН України), основними на-
прямками дiяльностi якого є:

• розвиток фундаментальних дослiджень фрактальних власти-
востей математичних об’єктiв та координацiї таких дослiджень
з науковими програмами НАН України,

• розширення спiвробiтництва мiж вищими навчальними за-
кладами України та НАН України,

• розширення зв’язкiв мiж професорсько-викладацьким скла-
дом НПУ iменi М.П.Драгоманова та спiвробiтниками Iнсти-
туту математики НАН України,

• сприяння розвитку мiжнародного наукового спiвробiтництва,
• впровадження результатiв наукових дослiджень в навчаль-

ний процес,
• широка популяризацiя наукових математичних знань,
• пiдтримка талановитої молодi.
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Вельмишановний Миколо Вiкторовичу!

Приймiть найсердечнiшi привiтання з ювiлеєм — 50-рiччям з дня
народження.

Поздоровляючи Вас, видатного вченого, блискучого педагога,
мудрого органiзатора та керiвника великого колективу, з цiєю ва-
гомою i прекрасною датою, зичимо Вам невпинного руху вперед,
успiшного здiйснення всiх планiв та задумiв.

Висловлюємо Вам щиру подяку за високий професiоналiзм та
вiдданiсть великiй i почеснiй мiсiї — запалювати вогонь освiти й
науки в серцях i умах спiввiтчизникiв та нести його на службу лю-
дям. Бажаємо, щоб Вашi учнi, вихованцi створеної Вами наукової
школи фрактального аналiзу, продовжували Вашу справу, плiдно
працюючи на науковiй та освiтнiй нивi рiдної України.

Бажаємо, щоб пiдґрунтям щасливого життя та плiдної професiй-
ної дiяльностi були мiцне здоров’я, серце, сповнене любовi та добра,
натхненнi думки та щирi почуття. Нехай людська шана буде подя-
кою Вам за плiдну працю, чуйнiсть, умiння творити добро!

Нехай щастя, благополуччя i злагода завжди будуть з Вами, Ва-
шими рiдними та близькими!

З повагою i за дорученням колективу
Ректор Нацiонального педагогiчного унiверситету

iменi М.П.Драгоманова
академiк АПН України, член-кореспондент НАН України

В.П.Андрущенко

Перший проректор Нацiонального педагогiчного унiверситету
iменi М.П.Драгоманова

академiк Української академiї полiтичних наук
В.П.Бех

* * *

Вересень 1979 року, Київський державний педагогiчний iнститут
iменi Горького, аудиторiя № 461. Саме тут я зустрiла тебе вперше.
I зараз перед очима бачу впевненого в собi юнака. Здавалося, що
немає задач та дисциплiн, з якими ти не мiг би впоратися, якi були
тобi не пiд силу. Я думаю, що першi почуття до тебе зародилися в
першi хвилини знайомства. Спочатку вони були пiдсвiдомi, непевнi.
А вже наприкiнцi першого курсу переросли в справжнє кохання.
I з тих пiр ми, в горi чи в радостi, постiйно разом.

Нелегко нам було в життi: зазнали немало горя, доводилось жи-
ти в найманих квартирах, не мали належного матерiального ста-
новища. Проте, незважаючи на всi цi незгоди, ми виростили дiтей,
вивчили їх, а це — завдання № 1 кожної сiмейної людини.
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Ти завжди живеш заради людей: заради мене, дiтей, родичiв,
учнiв, студентiв, друзiв. Ти завжди вiддаєш себе всього, до кра-
плини, часто-густо нiчого не отримуючи натомiсть. Ти нiколи не
зупиняєшся на пiвдорозi, а на твоєму шляху орiєнтиром є девiз:
«Все велике складається з маленького». Ти неодноразового нагаду-
вав менi про цi слова, коли тобi вдавалося здiйснити нездiйсненне.
Одним словом, ти — справжнiй. . .

Коля, я щиро бажаю тобi, в першу чергу, здоров’я, радостi вiд
дiтей та навколишнього оточення. Хай життя тобi посмiхається!
Бережи себе! Ми дуже тебе любимо! Ти нам потрiбний!

Наталiя Миколаївна Працьовита

* * *

Ми з братом ще не дуже багато досягли в життi, але всiм, що ми
знаємо i вмiємо на даний момент, ми завдячуємо нашим батькам,
татовi i мамi, якi присвятили багато сил i часу для нашого вихо-
вання. Батько вчив нас кататися на ковзанах та лижах, грати в
баскетбол i лазити по канату, збирати гриби, ловити рибу, логiчно
мiркувати, розв’язувати не лише математичнi, а й життєвi задачi,
любити людей, зокрема, i природу, в цiлому, працювати на землi,
бути патрiотами своєї Батькiвщини, цiнувати те, що маємо. . . I все
це вiн робив дуже професiйно, глибоко педагогiчно. Лише зараз
я можу по-справжньому оцiнити мудрiсть i глибину його думок i
вчинкiв.

Менi пригадався такий випадок. У дитинствi ми з Сашком були
дуже перебiрливi в харчуваннi. Батьки, розумiючи наскiльки ко-
рисними є грецькi горiхи та мед, примушували нас їх їсти. Ми не
любили цi продукти, тому батькам було досить непросто. I тодi та-
то вдався до хитрих дiй. Вiн зробив нам домашню халву з горiхiв
i додав туди меду. Ми з братом наскiльки вподобали цю смачну i
нову для нас страву, що майже щодня просили тата приготувати
нам її знову. Проте це не єдиний кулiнарний шедевр, який вига-
дав тато, щоб ми вживали кориснi продукти iз задоволенням. Та-
кож вiн готував суп з iкрою, який назвав «суп з предикатами». Вiн
був надзвичайно смачним, але ще бiльшу увагу привертала назва.
Страва iз смаженої риб’ячої називалась «смаженi квантори». Саша
i я нiколи ранiше не чули таких слiв, тому такi символiчнi назви
дiяли на нас магiчно. Ми з насолодою та цiкавiстю куштували цi
ексклюзивнi страви. I лише тодi, коли я вступила до унiверсите-
ту, я зрозумiла, звiдки взялися такi чудернацькi назви. Здається,
що це дрiбничка, але насправдi така вигадка — дуже ефективний
педагогiчний пiдхiд.
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Здається, що коли знаєш людину давно, бачив її в рiзних жит-
тєвих обставинах, у рiзних фiзичних та психологiчних станах, жи-
веш з нею в однiй квартирi, то вона стає для тебе передбачуваною.
Цього не можна сказати про тата, бо передбачити його емоцiї, дум-
ки, вчинки, iдеї в бiльшостi випадкiв неможливо. Тому вiн завжди
був i залишається для нас людиною-загадкою, людиною-святом,
людиною-сюрпризом. Ми вдячнi долi за те, що маємо такого ба-
тька.

Кажуть, що все генiальне просте. Наш тато — генiальна людина
i секрет його генiальностi полягає в його простотi: простотi душi,
простотi думок, простотi вчинкiв. . .

Iрина Миколаївна Працьовита

* * *

I менi хотiлося б додати декiлька штрихiв до словесного портрету
М.В.Працьовитого, як вченого i просто людини.

Впродовж багатьох рокiв ми разом з такими ж опiкувцями своїх
аспiрантiв вiдкривали черговий навчальний рiк в системi аспiрант-
ської освiти нашого навчального закладу. Пам’ятаю, пожартував,
надаючи слово Миколi Вiкторовичу: працьовитий доцент обов’яз-
ково буде професором. Сьогоднi вiн справжнiй доктор i професор.
I не перестає бути Працьовитим у всiх головних смислах — активно
працює i має власне наукове iм’я.

Дякуючи Богу i батькам, Микола Вiкторович не обдiлений талан-
тами. Цей факт не потребує доведень. Завдяки власнiй обдарова-
ностi, Працьовитий отримав дар розпiзнавати таланти iнших. Осо-
бисто для мене, це пiдтверджують глибоко менi симпатичнi Гриша
Торбiн, Яна Гончаренко, iншi безумовно талановитi учнi Працьо-
витого. Талант завжди iндукує щиру симпатiю, бо породжує нашу
впевненiсть у порядностi, щиростi, захищеностi вiд низьких спокус
i пiдлостей того, хто несе в собi цю iнколи нелегку ношу обдарова-
ностi, зобов’язуючої багато до чого.

Лише талановитий тягнеться до спорiднених душ, з радiстю при-
ймаючи кожну. Пару рокiв тому Микола Вiкторович при менi роз-
казав нашому ректоровi, що на Олiмпiадi в Харковi зустрiв студен-
та-математика, якого б хотiв вчити у нас. Ректор тут же запропону-
вав: переводьте до себе i вивчiть, матерiально хлопцевi спробуємо
допомогти. На сьогоднi цей хлопець вже магiстр. Буде працьови-
тим, буде i професором.

Колись ще на початку мого проректорства Микола Вiкторович
познайомив мене з непересiчно цiкавою людиною, з доктором фi-
зико-математичних наук, професором Кондратьєвим Юрiєм Григо-
ровичем, який професорствував у Мюнхенi та Бiлефельдi. Окрiм
iншого ми багато говорили тодi про лабораторiю фрактального
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аналiзу, про сумiсництво в нашому унiверситетi професора Кон-
дратьєва. Але фiнансова прiрва таки справдi виявилась найбiльш
глибокою з прiрв. А обiйшов її не хто iнший, як Микола Вiкторо-
вич. Так з’явилась унiкальна наукова школа-лабораторiя, так Юрiй
Григорович став нашим професором.

Сьогоднi в унiверситетi двi широковизнанi науковi математичнi
школи. Всi їх глибоко поважають, хоча, зрозумiло, є мiж ними
й вiдмiнностi. Керiвник солiднiшої за вiком, той, що походить з
с. Бурбине, не любить грибiв i нiколи їх не їсть i не їв. Керiвник
бiльш молодої, з якого б прагнули брати приклад i Хаусдорф з
Безиковичем, i Фiбоначчi з Люротом, i Джессен з Вiнтнером, лю-
бить збирати i їсти гриби. Навiть тi, про якi Мiнздрав попереджає:
не їжте! I мене, зiзнаюсь, привчив. Французькi математики його не
можуть зрозумiти, хоча самi їдять таке. . .

То ж нових Вам успiхiв, Миколо Вiкторовичу, цвiтiння таланту,
особистого щастя i доброго здоров’я.

Григорiй Iванович Волинка,
проректор з наукової роботи НПУ iменi М.П.Драгоманова,

доктор фiлософських наук, професор,
академiк Української академiї полiтичних наук

Моє слово ювiляровi!

Задумуючись над особливостями великих людей, можна помiти-
ти, що вони при життi, здається, нiчим особливим не видiляються.
Звичнi, нормальнi люди, озабоченi щоденними турботами, закру-
ченi в колейдоскопi швидкоплинних подiй, часто з далеко не рацiо-
нальною витратою дорогоцiнного, обмеженого часовими рамками,
життя. Так вони сприймаються в реальному часi. Iншого сприйня-
ття набувають вони часто лише з погляду майбутнiх поколiнь.

В той же час непересiчнi особистостi видiляються тим, що в них
iз хаосу життя помiтно видiляється приорiтетний вектор рацiональ-
ного результату. Вiн з часом акумулюється, множиться, вiдшлiфо-
вується в дорогоцiнний скарб свiтової цивiлiзацiї i стає прикрасою
нацiонального здобутку. Це й пiдносить обдарованих богом, возве-
личиних працею знаменитостей минулого i наших сучасникiв.

Вельмишановного ювiляра, щирого молодшого друга М. В. Пра-
цьовитого я трохи знав як студента, бiльше познайомився пiд час
сiльськогосподарських робiт в колгоспах Броварського району на
самому початку його трудової дiяльностi в унiверситетi. Вже тодi
пам’ятаю, його турбували питання можливих варiантiв просторо-
вого розмiщення симетричних фiгур i вiн часто заводив розмову
на цю тему. Виявляється, то були тi струмочки думки, якi пiзнiше
збиралися в бурний потiк широкої рiки нового наукового напрямку
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в математицi, що нинi називають фрактальним аналiзом, основи
якого заклав i розвинув Микола Вiкторович.

Зараз йому «легше», у нього є послiдовники як у нас в Українi,
так i в Європi та свiтi. Вiн створив потужну наукову школу, за-
лучаючи до своїх iдей обдаровану молодь, у пошуках якої не знає
втоми.

Я радий, що в нашiй державi, в нашому унiверситетi працює
така вже на сьогоднi визнана людина, що ми маємо змогу з ним
зустрiчатися, спiлкуватися, вiдчувати його бурхливу емоцiональну
натуру, переймати його вмiння завжди i скрiзь встигати, викону-
вати неймовiрно великий обсяг рiзноманiтних завдань i в той же
час бути доступним, коректним, уважним i щирим у спiлкуваннi,
у ставленнi до друзiв, працiвникiв iнституту та студентiв.

З роси i води Тобi, друже, все нових i великих здобуткiв у науцi,
свiтi, у повсякденному життi.

Iван Тихонович Горбачук,
голова профкому викладачiв та спiвробiтникiв

НПУ iменi М.П.Драгоманова,
професор, академiк Академiї наук вищої освiти України,

завiдувач кафедри методологiї та методики навчання
фiзико-математичних дисциплiн вищої школи

* * *

Хто б не писав про ювiляра, звичайно, буде писати про його праце-
здатнiсть i працелюбнiсть. Бо, по-перше, це правда, це кидається
в очi, а по-друге, — ну дуже добре нагадує про це його прiзвище.
Я собi дозволю вiдмiтити ще одну якiсть Миколи Вiкторовича, яка
його вирiзняє серед нас — його терплячiсть. За 30 рокiв, якi я його
знаю, вiн терпiв невизнанiсть, супротив реалiзацiї своїх задумiв, а
то i вiдверту зневагу. Вiн i зараз продовжує терпiти тiсняву i не-
зручнiсть примiських електричок! Микола Вiкторович повинен би
мати прiзвище Терплячий-Працьовитий. Звучить он як!

Однак, якщо вiдкинути фантазiї, час розставляє все на свої мi-
сця. I Микола Вiкторович зараз на своєму мiсцi. Доктор наук, фун-
даментальних наук, на яких стоїть цивiлiзацiя. Що може бути вище
«вищої математики», вiд «мови природи», яка «розум до ладу при-
водить». Це дає йому певне право бути фундатором майбутнього
iнституту i унiверситету. I, я вважаю, що моєму рiдному факуль-
тету повезло, що Микола Вiкторович став його директором.

Менi особисто симпатизує також те, що Микола Вiкторович —
творчо обдарована особистiсть. Очевидно, що це наслiдки сiмейно-
го чи шкiльного виховання нашого поколiння, коли були створенi
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достойнi умови для «гармонiйно розвинутої особистостi». Вiн чудо-
во декламує вiршi, спiває. Вiн прекрасний спiврозмовник. А яке у
нього почуття гумору! «Якщо талант, то — талановитий у всьому!»

Я не хочу тобi бажати щось iз здоров’я — ти, на щастя, не в тому
вiцi, коли розпочинати думати про збереження здоров’я. Я хотiв би,
щоб ти, мiй друже, залишався таким терплячим i працьовитим
ще багато рокiв. Бо тобi ще багато чого треба зробити у цьому свiтi,
на цiй землi.

Анатолiй Петрович Кудiн,
проректор з дистанцiйної освiти та iнновацiйних технологiй навчання

НПУ iменi М.П.Драгоманова,
директор Iнституту дистанцiйного навчання,
доктор фiзико-математичних наук, професор

* * *

Ми теж випускники фiзико-математичного факультету нашого унi-
верситету i гордi з того, що поруч з нами живе i працює молодий,
закоханий в математику вiдомий вчений i талановитий педагог —
Микола Вiкторович Працьовитий.

Свiй педагогiчний шлях М.В.Працьовитий розпочав асистентом
кафедри вищої математики. Минали роки. Науковi пошуки стали
для молодого вченого i покликанням, i найбiльшою радiстю життя.

Кандидат фiзико-математичних наук, а згодом доктор фiзико-
математичних наук — це результат невтомної, наполегливої та пов-
сякденної працi, глибокого розумiння високого громадянського обо-
в’язку перед державою.

Ви, Микола Вiкторович, правильно говорите, що Вам нема коли
жити, але ж Вам є заради чого жити. Тисячi студентiв фiзмату з
гордiстю називають Вас своїм вчителем. Надовго запам’ятаються
їм Вашi чудовi лекцiї з аналiтичної геометрiї та фрактального ана-
лiзу, бо вони несуть не тiльки знання, а й радiсть пiзнання. I ще
тому, що весь свiй педагогiчний талант до останньої краплини Ви
вiддаєте людям.

Багато сил i вмiння проф. М. В. Працьовитий вiддає вихован-
ню молодих вчених. Всi, кому пощастило бути його учнями, через
все життя пронесуть почуття глибокої вдячностi справедливому та
вимогливому вчителю.

Ми глибоко шануємо Миколу Вiкторовича, нашого товариша по
роботi, за його невичерпну мудрiсть i чарiвну посмiшку, принципо-
вiсть i вимогливiсть, за те, що вiн до всiх справ ставиться з високою
вiдповiдальнiстю.

Своє 50-рiччя професор М. В. Працьовитий зустрiчає у розквi-
тi сил та творчих задумiв. В день славного ювiлею хочеться вiд
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щирого серця побажати йому доброго здоров’я, незгасної енергiї,
великих творчих успiхiв на довгi роки.

Ми свято вiримо в те, що Бог Вам допоможе.
Микола Iванович Шкiль,

радник ректора НПУ iменi М.П.Драгоманова,
доктор фiзико-математичних наук, професор,

завiдувач кафедри математичного аналiзу i диференцiальних рiвнянь
Тамара Всеволодiвна Колесник,

професор кафедри математичного аналiзу i диференцiальних рiвнянь

Вiтання шановному Миколi Вiкторовичу
вiд Iнституту iнформатики

Зима — всех праздников пора,
Гуляет долго вся страна.
Начало сказки — без сомненья —
Николая Викторовича день рождения.

Наш именинник, как всегда
Гостеприимен и тактичен,
Все умеет, знает. Симпатичен.
И сколько шарма, вкуса в нем.
Не описать нам все пером.

Мы можем долго восхвалять,
Достоинства перечислять.
Но, раз сегодня День рождения —
Примите наши поздравления.

Желаем Вам всего того,
Что нужно в жизни всем для счастья:
Заботы, теплоты, участия.
Любви такой, что всех невзгод сильней.
И до конца последних дней здоровье чтобы было кре-

пким.
Никто не дергал чтобы нервы.
Пусть даже в самый серый день
Печали не коснется тень.
Тревоги все пускай уйдут.
Проблемы больше не гнетут.
Пусть полной чашей будет дом.
И пусть уютно будет в нем.
Богатства, радости, успеха,
Всех в жизни благ. Добра и смеха.
Желаем много лет прожить.
И никогда чтоб не тужить.
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Коллег, родных Вы берегите, Всегда спокойствие хра-
ните.

Пусть медленно идут года. . .
Наш институт с Вами всегда!

Вiтання молодому ювiляру!
Вiдданiсть справi — фрактальної математики

Щиро вiтаємо Миколу Вiкторовича з нагоди дня народження i
першого ювiлею на посадi директора.

Я знаю Миколу Вiкторовича з початку його роботи на кафедрi
вищої математики нашого унiверситету.

Але дружнi i щирi стосунки у нас встановились пiд час роботи
журi третього етапу Всеукраїнського конкурсу науково-дослiдни-
цьких робiт учнiвської Малої академiї наук в перiод 1989–1995 рр.

Микола Вiкторович — це вимогливий педагог, знаний математик,
але водночас i вихователь студентської i учнiвської молодi. Адже
Микола Вiкторович i нинi працює з талановитою молоддю у Фа-
стiвському лiцеї, передає знання основ математики юним даруван-
ням i, звичайно, має надiю на поповнення когорти студентiв Фiзико-
математичного iнституту.

Тож бажаю, Вам Миколо Вiкторовичу подальшої довгої плiдної
працi, творчої долi, особистого щастя i всiляких гараздiв.

Микола Iванович Шут,
завiдувач кафедри загальної i прикладної фiзики,

професор, доктор фiзико-математичних наук,
член-кореспондент АПН України,
заслужений дiяч науки i технiки

Колезi i товаришу Працьовитому Миколi Вiкторовичу
в день його першого п’ятдесятирiччя

Говорити, писати про Миколу Вiкторовича можна довго i багато.
Адже вiн — людина багатогранна i справдi працьовита. За 50 рокiв
життя цi високi якостi проявилися в рiзних iпостасях i проявляться,
щиро надiюся, ще не раз. Та я хочу сказати про iнше, про те, коли
i як ми зустрiлися вперше.

Було це понад двадцять п’ять рокiв тому, коли юний випускник
столичного педагогiчного iнституту iменi О. М. Горького Микола
Працьовитий прибув разом iз дружиною, теж випускницею цього
ж вузу, на роботу в Бородянську СШ № 2. Тодi ми й зустрiлись,
вперше, як суперники. . . На баскетбольному майданчику! Прохо-
дили районнi змагання вчителiв. Я грав в командi вчителiв Немi-
шаївської СШ, де працював учителем математики, а Микола Вiкто-
рович — в командi вчителiв своєї школи. Працьовитий грав гарно,
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активно, вмiло, але дуже швидко (не без допомоги суддi) набрав
фолiв i був видалений з майданчика. Його переповнювали обуре-
ння, щирi емоцiї, образа за несправедливе рiшення. Звiдки йому,
молодому, було знати, що причина не в його грi, а в тих давнiх
«добрих» стосунках, якi панували мiж обома бородянськими шко-
лами № 2 i № 1. А суддею гри якраз i був учитель фiзкультури
з першої школи, який дуже не бажав успiху колегам з середньої
школи № 2.

Я i нинi покiйний Михайло Григорович Комар, до речi вчитель
математики Бородянської СШ № 1, пiдiйшли до Миколи Вiкторо-
вича, почали заспокоювати його. Ми не були знайомi, але швидко
(мабуть тому що всi троє математики) стали знайомими, прийшли
до «спiльного знаменника» i пройнялися щирою повагою, розумiн-
ням, симпатiєю один до одного. З цим i живемо всi цi роки.

Нинi ми в багатьох питаннях однодумцi, любимо математику,
працю педагога, грибне полювання, вболiваємо за наш унiверситет,
фiзмат i т.д.

Чи є питання якi нас роздiляють? Немає. Є лише тi, у вирiшеннi
яких ми ще не прийшли до згоди. (Мабуть, їх вирiшення ще не на
часi.)

Свої щирi вiтання та побажання колезi i товаришу Миколi Вiкто-
ровичу Працьовитому в день його першого п’ятдесятирiччя хочу
виразити в дещо алегоричнiй формi.

Я вирiс у мальовничому селi на Київщинi. Менi дуже подобає-
ться йти в рiдне село ґрунтовною польовою дорогою. По нiй їздять
пiдводи, вона м’ягка, злегка вкатана, не пилить, без ям i вибоїн.
Обабiч ростуть спориш, подорожник та iншi пахучi трави, бiлiють
ромашки, з хлiбного лану визирають зашарiлi польовi маки, си-
ньоокi волошки, сокирки, нiжно шепоче на ланах безосте колосся.
У небi бездонна синь, по якiй пливуть гнанi вiтром, бiлi хмарки.
Спiває рiзноголосе птаство, а жайвори, пiднявшись до хмар, шлють
вiтальнi арiї. Зустрiчаються i дерева, кремезнi та гiллястi, в тiнi
яких можна сховатися вiд спеки, посидiти i подумати над тим яке
прекрасне життя.

Бажаю Вам, шановний Микола Вiкторовичу, у наступному п’ят-
десятирiччi саме такої життєвої дороги! З пахучими i нiжними квi-
тами та травами, непiдробним спiвом птаства, з тiнистими дерева-
ми, якi не затiняють, а захищають, з вагомим колоссям, з чистим
небом над головою i хмарками, якi не пригнiчують, а веселять.
Дороги, якою iдеш i хочеться йти, дороги довгої, радiсної, з добро-
зичливими i товариськими подорожнiми. Щасти Вам у всьому!

Василь Олександрович Швець,
професор, завiдувач кафедри математики
i теорiї та методики навчання математики
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Вiд самоподiбностi до структурної подiбностi.
Працьовитому Миколi Вiкторовичу — 50

По Мандельброту фрактал має бути самоподiбною множиною.
Київська школа фрактального аналiзу, очолювана М.В.Працьо-

витим, iстотно узагальнила поняття фрактальної множини.
Все почалося з Q-зображення точок на прямiй лiнiї. Микола Вi-

кторович, ще будучи студентом, напевно критично сприймаючи ле-
кцiї з математичного аналiзу професора Давидова, подумав: щоб
вводити дробовi числа типу m

n
, а потiм iрацiональнi 0.3141754 . . .,

не обов’язково розбивати вiдрiзок [0, 1] на 10 чи на n > 2 рiвних
частин, а можна на частини взагалi рiзної довжини q1, q2, . . . , qn,
q1 + q2 + . . . + qn = 1. Це згодом привело до введення зображення
числа за допомогою послiдовностi Q-символiв.

Згодом з’явилися ще бiльш цiкавi узагальнення: Q∗-зображення,
Q̃-зображення. Послiдовний аналiз та застосування методу Q-зо-
браженнь представлено в роботi [1].

Сильне враження вiд знайомства з побудовою множини Кантора
також породило тривалий творчий процес. А якщо видаляти не
третину, а вiдрiзочок меншої пропорцiї, також з’явиться на границi
множина нульвої мiри Лебега?

Взагалi, цiпкий, дуже ретельний, навiть повiльний задля надiй-
ностi, розумовий аналiз, як елементарних математичних понять так
i нових побудов — ця риса Миколи Вiкторовича є головною у його
творчому методi. Абстрактне мислення, як частина способу iснува-
ння в умовах навчального процесу напруженого унiверситетського
життя — це засiб бути собою, бути особистiстю, єдиною, унiкаль-
ною, нести у собi i живити вiчну потребу допитливостi i пiзнання,
здатностi наближатися i торкатися незбагненого джерела енергiї
Природи.

В теорiю сингулярних множин Микола Вiкторович ввiв поту-
жний класс фрактальних об’єктiв, якi мали значно цiкавiшi вла-
стивостi, нiж самоподiбнi множини канторiвського типу. Самопо-
дiбнiсть, зокрема подiбнiсть множини при фiксованих стисках i їх
повторенi довiльну кiлькiсть разiв — цю фiзично банальну власти-
вiсть було замiнено на можливiсть певних змiн структури множи-
ни на кожному кроцi повторення стиску. Так з’явилися структурно-
подiбнi фрактальнi множини та сингулярнi мiри зосередженi на та-
ких множинах. Термiни структурно-подiбна множина та структур-
но-подiбна мiра було введено пiзнiше, див. роботу [5]. Величезним
здобутком на цьому шляху виявився клас фрактальних розподi-
лiв, названий в роботi [3] P-типом (лiтера P означає Працьовитий).
Нетривiальною проблемою була задача про визначення розмiрно-
стi Хаусдорфа. Справа у тому, що для самоподiбних множин iснує
простий алгебраїчний метод знаходження розмiрностi Хаусдорфа
при виконаннi так званої умови «open set condition». Цей метод
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практично не переноситься на структурно-подiбнi множини. Про-
блему блискуче розв’язав Григорiй Торбiн — учень Миколи Вiкто-
ровича, вiн придумав новий оригiнальний метод для знаходження
розмiрностi Хаусдорфа.

Неоцiненним є вплив творчих дискусiй з Миколою Вiкторови-
чем на кафедрi вищої математики ще тодi Педагогiчного Iнститу-
ту, коли завiдував цiєю кафедрою професор С.С.Левiщенко. Саме
тодi зароджувалося розумiння важливої ролi теорiї фрактального
аналiзу сингулярних розподiлiв в спектральнiй теорiї динамiчних
систем конфлiкту. Те, що мiри можна трактувати, як спектраль-
нi мiри гамiльтонiанiв фiзичних систем — цей факт не новий, але
те, що структура фiзичного спектру дуже часто має фрактальнi
властивостi i це є типовою рисою Природи — цей факт i досi ма-
ло сприйнятний. В той же час фрактальнi структури виникають
при математичнiй постановцi задач в сучасних проблемах нелiнiй-
ної динамiки, явищах синергетики, синхронiзацiї, навiть в роздiлах
фiнансової математики та соцiальних науках, дослiдженнях стру-
ктур самоорганiзацiї та прийняття оптимального рiшення, в акту-
альних для iснування людського суспiльства проблемах глобалiза-
цiї, екологiї, клiмату.

Отже, iнтуїцiя Миколи Вiкторовича Працьовитого щодо напрям-
ку наукових дослiджень спрацювала дуже точно. Надсучасною тен-
денцiєю стає запит на побудови адекватних моделей складних ди-
намiчних систем, в термiнах яких, без сумнiву, будуть присутнi син-
гулярнi розподiли по фрактальним множинам рiзноманiтних типiв.

I секрет творчого життєвого успiху Миколи Вiкторовича Пра-
цьовитого не тiльки в призначеннi даним Богом, а i у грi Природи,
яка обдарувала Миколу Вiкторовича ще i поетичним вiдчуттям.
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* * *

Я досить давно, рокiв з 20 знаю Миколу Вiкторовича. За чей час
ми з ним стали близькими друзями. Менi з особливою приємнi-
стю згадуються часи нашої спiвпрацi у ВАК України, де Микола
Вiкторович був секретарем експертної ради з математики. Специ-
фiка роботи там така, що експертам iнколи доводиться проводити
експертизу робiт, що не мають зовсiм прямого вiдношення до його
безпосередньої спецiалiзацiї, тому особливу цiннiсть для ради ма-
ють «унiверсальнi» експерти, спецiалiсти, якi швидко i професiйно
можуть розiбратися в результатах з рiзних областей математичної
науки. Таким «унiверсальним» експертом в нашiй радi, без сумнiву,
був Микола Вiкторович.

Мене не перестає вражати широта i глибина його математичної
ерудицiї. На мiй погляд, вiн квалiфiковано може оцiнити роботу
з теорiї ймовiрностей, математичного i функцiонального аналiзу,
топологiї, алгебри, диференцiальних рiвнянь, тобто майже з будь-
якого роздiлу математики. Вiн вiдразу знаходив «родзинку» робо-
ти, або вказував на причини, по яким цю роботу потрiбно вiдхили-
ти (останнє траплялося дуже рiдко, бо Микола Вiкторович — дуже
добра людина).

Ще хотiлося б згадати одну його рису, — це вмiння знаходити
компромiснi виходи зi складних, конфлiктних ситуацiй, на мiй по-
гляд, це головна риса будь-якого керiвника, тому, знаючи Миколу
Вiкторовича, я не дуже здивувався, що вiн став деканом у Педаго-
гiчному унiверситетi.

Менi також iмпонує його батькiвське, тепле вiдношення до своїх
учнiв. Вiн вважає своїм обов’язком не тiльки довести їх до захисту
дисертацiй, але й знайти їм пристойну роботу. Так, що аспiрантура
в Миколи Вiкторовича завжди з обов’язковим працевлаштуванням,
далеко не кожний науковий керiвник ставить перед собою такi за-
дачi, тому й здiбна наукова молодь до нього тягнеться, а це значить,
що наукова школа Миколи Вiкторовича буде жити i процвiтати.

Хочу побажати моєму другу мiцного здоров’я, наснаги, талано-
витих учнiв i творчих успiхiв на науковiй нивi.

Олександр Миколайович Станжицький,
доктор фiзико-математичних наук, професор,

завiдувач кафедри загальної математики
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка

* * *

С Н.В.Працевитым я познакомился осенью 1987 года, когда прие-
хал на стажировку в Институт математики АН Украины. Поселили
меня в общежитии аспирантов на улице Эжена Потье, где я прожил
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следующие 4 года вплоть до окончания аспирантуры в 1991 г. Слу-
чилось так, что поселили меня в комнату, находящуюся в одном
блоке с комнатой, где жил Коля Працевитый — свежезащитивший-
ся кандидат наук. Сдружились мы довольно быстро. Этому способ-
ствовали и почти одинаковый возраст, и то, что у нас был общий
научный руководитель — профессор Анатолий Федорович Турбин.
Часто вместе чаевничали, говорили обо всем: о математике, жи-
зни, наших семьях, о бурных событиях, происходивших в стране в
конце 80-х—начале 90-х годов.

Коля — невероятно интересный собеседник с искрящимся чув-
ством юмора. Его умению шутить мог бы позавидовать любой. А
еще он — оптимист по жизни. Не могу припомнить случая, когда
бы он был зол, раздражен, сердит. А ведь жизнь часто дает не-
мало поводов для подобных настроений. Особо хочу отметить его
необычайную трудолюбивость и настойчивость в достижении це-
ли. Эта черта его характера (удачно подчеркнутая даже в самой
фамилии) может служить для многих ярким примером того, как
трудолюбие и упорство непременно дают хороший результат. Осо-
бенно важно, что эти замечательные качества Николай Викторович
смог привить своим ученикам.

Сейчас я со всей определенностью могу сказать, что знакомство с
Колей Працевитым стало одним из самых приятных в моей жизни.

Олександр Дмитрович Колесник,
доктор, Iнститут математики та iнформатики

АН Республiки Молдова

Додекаедр Працьовитого

Багатограннiсть — та характеристика особистостi, яка робить її
цiкавою для широкого кола людей. Опис особливо яскравих гра-
ней людини — задача складна, оскiльки неможливо обiйтися без тiєї
чи iншої мiри суб’єктивностi, яка залежить вiд багатьох чинникiв,
включаючи залежнiсть вiд особи, яка робить спробу такого опису.
Безсумнiвним є той факт, що Микола Вiкторович — надзвичайно
яскрава, багатогранна i водночас гармонiйна людина. Не беручи на
себе смiливiсть вибудовувати iєрархiю яскравостi всiх граней його
особистостi та таланту, я б видiлив з них 12, гармонiчно розташова-
них на вiдповiдних гранях додекаедра, розгортка якого зображена
нижче.

В геометричному додекаедрi в кожнiй вершинi сходиться по три
ребра i по три гранi, а кожна грань межує лише з п’ятьма iнши-
ми. В додекаедрi ж Працьовитого всi «гранi» мають нетривiальний
перетин, формуючи в певнiй мiрi цiлiсне уявлення про свого «вла-
сника» — Миколу Вiкторовича Працьовитого.
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50-рiччя — це час максимального розквiту наукового, педагогi-
чного, духовного та органiзаторського потенцiалу людини, а тому,
на мiй погляд, сьогоднi ще далеко не час (за висловом В. Васи-
льева — одного з улюблених письменникiв МВ) «їхати з ярмарку»
i пiдводити пiдсумки такої багатогранної i успiшної дiяльностi Ми-
коли Вiкторовича. Напевно, набагато природнiше було б зробити
такий (хоча i промiжний) пiдсумок пiд час святкування 60-рiчного
ювiлею. А оскiльки для пiдведення (та оформлення) навiть промi-
жних пiдсумкiв такої плiдної дiяльностi навряд чи вистачить однiєї
книги i зусиль однiєї людини, було б цiкаво (i я просив би учнiв,
друзiв, родину i колег Миколи Вiкторовича пiдтимати цю пропо-
зицiю) виготовити додекаедр Працьовитого (для власного викори-
стання) i щороку в перiод святкування дня народження Миколи
Вiкторовича — вiд 18 грудня (справжня дата народження) до 1 сi-
чня (офiцiйна дата народження) пiдкидати цей додекаедр хоча б
один раз, фiксуючи отриману його грань, i записувати iсторiю чи
спогад, якi пов’язанi з зафiксованою гранню особистостi та дiяль-
ностi Миколи Вiкторовича, надсилаючи їх електронною поштою за
адресою yan_a(at)ukr.net (або на torbin7(at)gmail.com). В ре-
зультатi, до святкування 60-рiчного ювiлею ми всi разом зможемо
створити «неофiцiйну», i тому особливо цiкаву, бiографiю Миколи
Вiкторовича, iнодi висвiтлюючи однi i тi ж подiї з зовсiм рiзних
точок зору. Розпочну з себе.

Вперше я зустрiвся i познайомився з Миколою Вiкторовичем на
початку вересня 1988 року. Будучи молодим асистентом кафедри
вищої математики, вiн читав курс лекцiй з аналiтичної геометрiї
для студентiв 1 МI курсу фiзико-математичного факультету КДПI
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iменi М.Горького та вiв практичнi заняття в 11 МI групi. За 21 рiк,
який минув з того часу, я бачив i слухав багатьох блискучих ле-
кторiв, але жодному з них не вдавалося перевершити педагогiчну
майстернiсть 28-рiчного асистента Працьовитого, яка базувалась
на гармонiчному поєднаннi глибокого розумiння предмету, почуттi
гумору, вмiннi вiдчувати аудиторiю i повазi до студента.

З цим курсом була пов’язана одна цiкава майже гумористична
iсторiя. Екзамен з аналiтичної геометрiї 11 МI группа здавала са-
мою останньою на початку липня 1989 року. Пiд час консультацiї
Микола Вiкторович жартома запитав «хто завтра здасть iспит на
„5“?», «хто здасть iспит на „4“?», «хто хоче здати iспит на „5“?»,
«хто хоче здати iспит на „4“?» i прямо пiд час консультацiї ого-
лосив оцiнку «вiдмiнно» тому єдиному гумористу-зухвальцю, який
пiдняв руку пiсля першого запитання. Через багато рокiв один зна-
йомий розповiдав моїй дружинi цю iсторiю про Миколу Вiкторови-
ча i був здивований її короткою ремаркою: «Тим студентом був мiй
чоловiк. Перед цим вiн вже двiчi „здавав“ цей екзамен — готуючи
до нього мою подругу Олесю i мене до екзамену з АГIЛА».

Початковий вибiр професiї Миколи Вiкторовича був дещо дале-
кий вiд математики: вчитель початкових класiв — саме таку пер-
шу спецiальнiсть отримав вiн в Немирiвському педагогiчному учи-
лищi i надзвичайно цiнує здобутi там знання, вмiння i навички.
Але на щастя (для математики) наступнi 30 рокiв життя ювiля-
ра були нерозривно пов’язанi з МАТЕМАТИКОЮ, хоча i першо-
му своєму вподобанню — ПЕДАГОГIЦI вiн нiколи не зраджував.
Навчання на фiзико-МАТЕМАТИЧНОМУ факультетi Київсько-
го державного ПЕДАГОГIЧНОГО iнституту iменi М. Горького —
вдалий консенсус мiж двома вподобаннями. Першi студентськi на-
уковi дослiдження Миколи Вiкторовича були пов’язанi з теорiєю
груп (антигрупи) пiд керiвництвом Сергiя Сергiйовича Левiщенка.
Були цiкавi спроби довести гiпотезу про нескiнченнiсть множини
простих чисел-близнят. Але все суттєво змiнилося пiсля зустрiчi
з Анатолiєм Федоровичем Турбiним, який у 1982/83 навчальному
роцi розпочав читати спецкурс з теорiї фракталiв для студентiв-
математикiв КДПI i куди (за порадою Сергiя Сергiйовича) запи-
сався студент 4 курсу Микола Працьовитий. З тих пiр фрактали
стали основним об’єктом наукових дослiджень Миколи Вiкторо-
вича. Пiсля блискучого захисту диплому та виступу на семiнарi
з теорiї ймовiрностей Iнституту математики НАН України за ре-
комендацiєю академiка В. С. Королюка Микола Вiкторович стає
аспiрантом вiддiлу теорiї ймовiрностей та математичної статисти-
ки Iнституту математики. В цей час вiн проводить дослiдження
сингулярних розподiлiв канторiвського та салемiвського типiв, ме-
тодiв їх отримання та їх фрактальних властивостей, що приводить
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до успiшного захисту кандидатської дисертацiї «Сингулярные рас-
пределения с фрактальными носителями канторовского и салемов-
ского типов» у 1987 роцi. Ще один важливий напрям дослiджень
Миколи Вiкторовича того часу — вивчення класiв неперервних нi-
де недиференцiйовних функцiй, з особливою увагою до спецiаль-
ного классу таких функцiй, названого ювiляром класом неперерв-
них канторiвських проекторiв. Природнiм пiдсумком першого де-
сятилiття взаємного знайомства Миколи Вiкторовича та фракталiв
стала їх спiльна з Анатолiєм Федоровичем монографiя «Фракталь-
ные множества, функции, распределения», яка була опублiкована
у 1992 роцi у видавництвi «Наукова думка» i стала першою на те-
ренах колишнього Радянського Союзу монографiєю, присвяченою
фракталам. Саме на початок 90-рокiв умовно можна вiднести поча-
ток створення Київської школи теорiї фракталiв та їх застосування,
засновниками якої можна вважати А.Ф.Турбiна та М.В.Працьови-
того, а її будiвничим, натхненником i багаторiчним лiдером — саме
Миколу Вiкторовича.

Менi пощастило навчатись в КДПI i спiлкуватись з Миколою Вi-
кторовичем саме в цей час. У другому семестрi першого курсу за
його дорученням я робив першу у своєму життi доповiдь на сту-
дентському науковому гуртку, присвячену сингулярностi функцiї
Мiнковського ?(x), а в кiнцi другого курсу (за порадою Людмили
Степанiвни Можарiвської) я звернувся до МВ з запитанням про мо-
жливiсть наукової роботи у тому напрямку, який вiн розвивав. У
призначений день пiд час розмови Микола Вiкторович запропону-
вав менi зайнятися деякими проблемами, якi пов’язанi з абсолютно
неперервними функцiями. Першим завданням (на лiто) було озна-
йомлення з теорiєю функцiй дiйсної змiнної (в те лiто «Элементы
теории функций и функционального анализа» А. М. Колмогорова
i С. В. Фомiна та «Теорiя функцiй дiйсної змiнної» I. П. Натансона
стали моїми настiльними (чи наколiнними — ввечерi в будiвельному
загонi по побудовi будинкiв чорнобильцям) книгами) i дослiдженню
масивностi множини точок, в яких абсолютно неперервна функцiя
розподiлу має нулеву похiдну. Друга задача стосувалась знаходже-
ння умов абсолютної неперервностi суперпозицiї двох абсолютно
неперервних функцiй. Саме цим проблемам i була присвячена моя
курсова робота, яку я писав пiд керiвництвом МВ у першому семе-
стрi III курсу. Користуючись вiдносно простою («рукотворною»)
технiкою (регулярний курс теорiї функцiй дiйсної змiнної саме у
цьому семестрi нам читав професор М. О. Давидов) i достатнiми
умовами абсолютної неперервностi, вдалось показати, що дослi-
джувана множина може бути дуже масивною в топологiчному ро-
зумiннi (її доповнення може бути множиною першої категорiї Бера)
для певних абсолютно неперервних функцiй. Користуючись сього-
днiшньою термiнологiєю, це були приклади абсолютно неперервних
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функцiй розподiлу, спектр яких є нiде не щiльною множиною дода-
тної мiри Лебега (функцiї P-типу). Цi ж функцiї стали важливим
мотивацiйним аргументом для введення в розгляд та дослiджен-
ня Q∗-представлення дiйсних чисел (як узагальнення введенного
Миколою Вiкторовичем ранiше Q-представлення) та ймовiрнiсних
розподiлiв з незалежними Q∗-символами, оскiльки такий пiдхiд до-
зволяв формально просто задавати розподiли, спектр яких є нiде не
щiльною множиною додатної мiри Лебега, чого не можна було до-
сягти в класi ймовiрнiсних розподiлiв з незалежними Q-символами.
Бiльш того, критерiї абсолютної неперервностi ймовiрнiсних розпо-
дiлiв з незалежними Q-символами не працювали для нового бiльш
широкого класу розподiлiв. Так почалось народження нашої першої
спiльної з Миколою Вiкторовичем статтi «Случайные величины с
независимыми Q∗-знаками» (де були знайденi критерiї дискретно-
стi, достатнi умови абсолютної неперервностi дослiджуваних ви-
падкових величин i повнiстю встановлена тополого-метрична стру-
ктура їх спектрiв), яка була опублiкована в збiрнику Iнституту ма-
тематики НАН України у 1992 роцi. Готуючи рукопис для подачi
в редакцiю (це тодi робилось в декiлькох екземплярах на друкар-
ськiй машинцi i робив це Микола Вiкторович, а формули впису-
вались вiд руки чорною пастою i це вже був мiй фронт робiт),
Микола Вiкторович поставив моє прiзвище першим у списку авто-
рiв, що було дещо неприродним як за алфавiтним принципом, так
i за iєрархiєю «вчитель-учень». На мої зауваження з цього приво-
ду вiн лише пожартував i сказав, що вважає так правильним. Цей
дрiбний епiзод тодi дуже влучно пiдкреслив скромнiсть, наукову i
людську поряднiсть Миколи Вiкторовича, i його самодостатнiсть
як МАТЕМАТИКА i ПЕДАГОГА.

До моменту захисту дисертацiй у 1999 роцi (я мав честь захища-
ти кандидатську дисертацiю в один день з докторською дисерта-
цiєю Миколи Вiкторовича) ми опублiкували ще двi спiльнi статтi:
по суперфрактальностi множини анормальних чисел (1995, УМЖ)
та по дослiдженню властивостей нескiнченних згорток Бернуллi за
допомогою розробленого апаратуQ∗-представлення (1998, Доповiдi
НАН України). Вже в 21 столiттi (за перiод з 2001 по 2009 рiк) ми
опублiкували 20 спiльних наукових статей в провiдних українських
математичних виданнях та в мiжнародних журналах з солiдною
репутацiєю та високим iмпакт-фактором, 12 препринтiв та велику
кiлькiсть тез доповiдей на конференцiях рiзних рiвнiв. Можна було
б розповiсти цiкаву iсторiю появи на свiт кожної спiльної роботи,
але перша спiльна стаття напевно залишиться особливо пам’ятною.

Микола Вiкторович, безсумнiвно, зiграв дуже важливу роль у
моєму рiшеннi займатись математикою, виборi напряму дослiджень
i моєму становленнi як науковця та педагога, за що я хотiв би ви-
словити ВЧИТЕЛЮ глибоку вдячнiсть i побажати довгих рокiв
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творчого життя з мiцним здоров’ям; матерiального, духовного i сi-
мейного благополуччя; гармонiї в душi i тiлi, сили i мудростi, мiж
«хочу» та «можу», мiж суєтою та творчiстю; несподiваних краси-
вих математичних iдей та експромтiв; талановитих i вдячних учнiв;
смiливостi у виборi нових вершин i натхнення та везiння у їх пiд-
кореннi; i просто людського ЩАСТЯ!

Григорiй Мирославович Торбiн,
доктор фiзико-математичних наук,

професор кафедри вищої математики
НПУ iменi М.П.Драгоманова

Десять принципiв Миколи Працьовитого

Наближається ювiлей нашого шановного Вчителя — доктора фiз.-
мат. наук, професора, чудового викладача i прекрасної людини —
Миколи Вiкторовича Працьовитого. Ми, його учнi, дякуємо долi
за те, що вона звела нас iз ним, дала можливiсть спiлкуватися в
рiзних сферах цього життя.

Микола Вiкторович був, є i буде для нас, у певному розумiннi,
взiрцем, тим орiєнтиром, на який слiд рiвнятися тому, хто хоче до-
сягти успiху, поваги та любовi рiдних, друзiв та колег. Тому ми й
вирiшили в цьому ювiлейному виданнi подiлитися нашими спосте-
реженнями стосовно основних принципiв життя нашого Вчителя.

Звичайно, хтось може не погодитися з наведеним списком, допов-
нити його, розширити аргументацiю тощо. Але ми пiдкреслюємо,
що це лише наше бачення, причому наведенi принципи не розташо-
ванi у порядку зростання важливостi, а також не являють собою
нiякої «класифiкацiї» особистiсних рис Миколи Вiкторовича, бо не
є «розбиттям множини на пiдмножини, якi не перетинаються та у
об’єднаннi дають всю множину» :). Навпаки, сформульованi прин-
ципи мають багато спiльного, витiкають один з одного i, поєдную-
чись разом, утворюють неповторну особистiсть нашого Вчителя.

Отже. . .
Принцип перший — патрiотизм. Спiлкуючись iз Миколою Вi-

кторовичем, не можна не помiтити, яким вiн є великим Патрiотом.
Крiзь усе його життя червоною ниткою проходить любов до великої
i малої Батькiвщини та до людей, якi тут живуть. Це проявляється
у тому, що вiн нiколи не соромився свого українського походже-
ння, завжди розмовляв українською, хоч добре знає й росiйську,
i вивчав нiмецьку. Цей патрiотизм нашого Вчителя поширюється
також i на рiдний унiверситет та факультет, вiрним якому вiн за-
лишився i донинi, не зважаючи на велику кiлькiсть принадливих
пропозицiй, вiд яких нiбито не вiдмовляються.

Принцип другий — повага до старшого поколiння. А що тут ко-
ментувати? Тi, хто добре знають Миколу Вiкторовича, пiдтвердять
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нашi слова. Вiн завжди з теплом i нiжнiстю згадував свою маму,
чиїй пам’ятi присвятив монографiю, шанував батька, бабусю, дiду-
ся, а також iнших своїх численних родичiв зi старших поколiнь. Це
саме стосується i його власних вчителiв та старших колег, зокрема,
вiн завжди пiдтримував i пiдтримує пенсiонерiв, якi колись працю-
вали разом з ним, цiкавиться їх життям i по можливостi вiдвiдує.

Принцип третiй — любов та пiдтримка рiдних, близьких та

друзiв. Ми можемо сказати одне — тим, хто має честь вважати себе
другом Миколи Вiкторовича, дуже пощастило в життi. Скiльки ра-
зiв можна було спостерiгати, як вiн усiляко пiдтримував (морально,
а якщо потрiбно, то й матерiально) своїх родичiв та друзiв, навiть
дуже далеких. Допомагав порадою i добрими справами, не вiдсту-
паючи перед труднощами, а iнодi й перед невдячнiстю.

Принцип четвертий — професiоналiзм. На думку нашого Вчите-
ля, будь-якою вартою чогось справою мають займатися лише про-
фесiонали: талановитi, освiченi та завзятi. Тому, на наше перекона-
ння, Микола Вiкторович завжди керувався в життi таким девiзом:
«Талант потрiбно пiдтримувати, а iнших — вчити.»

Принцип п’ятий — довiра до молодi. Вiрити у здатнiсть молодих
звершувати великi справи — ось суть цього принципу! Тому завжди
поруч iз Миколою Вiкторовичем молодь, якiй вiн не боїться доруча-
ти найвiдповiдальнiшу роботу, яку, можливо, мiг би зробити й сам
i значно краще. Це стосується, зокрема, i наукових дослiджень. Бо
якщо не давати молодому математику серйозних завдань, то вiн не
буде зростати!

Принцип шостий — iмператив добра. Суть цього принципу така:
«Якщо можеш зробити добро — зроби його, не зважаючи на можли-
вi негативнi наслiдки для себе самого». Цей принцип не новий, як i
все у цьому свiтi, але наскiльки ж важко йому слiдувати! Для цього
потрiбно вмiти прощати вiд усього серця навiть тих, хто заслуго-
вує на покарання, а цей дар властивий далеко на кожному. Миколi
Вiкторовичу вiн властивий, що ми з приємнiстю й констатуємо.

Принцип сьомий — прiоритет роботи. На думку нашого Вчите-
ля, чогось досягти можна лише наполегливою та постiйною працею.
Микола Вiкторович цiнує i у науцi, i у життi тих, хто добивається
успiху навiть бiльше за рахунок працi, нiж за рахунок природної
обдарованостi, пiдтверджуючи цим слова Едiсона, що «генiй — це
лише 1% обдарованостi, а 99% — праця».

Принцип восьмий — честi, чесностi, порядностi та вiдкрито-

стi. Спостерiгаючи за Миколою Вiкторовичем, не можна не вiд-
значити його постiйне прагнення до вiдкритих i чесних стосункiв
з усiма людьми. Навiть займаючи високi пости, йому вдалося не
захворiти «зiрковою хворобою», залишаючись iз рiдними, друзями
та колегами максимально щирим.
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Принцип дев’ятий — любов до математики. Микола Вiкторо-
вич, не побоїмося цього слова, справжнiй фанат науки, яка зветься
Математика. Саме так i тiльки так — з великої лiтери. Цiй науцi
наш Учитель присвятив своє життя, тiльки її вiн вважає справ-
жньою i вартою гiдної уваги. Поважаючи роль i значимiсть iнших
наук, вiн усе таки є, перш за все, Математиком, теж з великої лi-
тери!

Принцип десятий — любов до викладання. Микола Вiкторович —
природжений викладач! Педагогiчна дiяльнiсть наскрiзно прохо-
дить через усе його життя: закiнчив педучилище, педагогiчний
унiверситет, працював i працює (!!!) в школi. Вiддаючи прiоритет
науцi, наш Учитель нiколи не залишав викладання, оскiльки пре-
красно розумiв, що зацiкавити математикою — не менш важлива
справа, нiж у нiй щось вiдкрити. Саме тому Микола Вiкторович, як
сказав на його захистi академiк Володимир Семенович Королюк, —
«Божою милiстю професор». Дякуючи саме любовi до викладання,
йому вдалося не лише зробити багато суто математичних вiдкрит-
тiв, а i створити наукову школу. I його численнi учнi, ми не сумнi-
ваємося в цьому, зроблять у математичну науку не менш важливий
внесок, нiж вiн сам.

50 рокiв для Миколи Вiкторовича — багато це, чи мало? Судячи
зi зробленого — дуже багато! А судячи з того, що йому ще призна-
чено зробити — дуже й дуже мало! Тому ми i бажаємо йому довгих
рокiв життя, творчого натхнення й вiчної молодостi в душi!

Многая лiта!
Олег Львович Лещинський,

кандидат фiзико-математичних наук, доцент, ПЕК НАУ
Олександр Володимирович Школьний,
кандидат фiзико-математичних наук, доцент,

НПУ iменi М.П.Драгоманова

Коле Працевитому

Ты еще в начале пути,
День сей — отдышаться лишь миг.
Удалось хоть столько найти,
Хоть уже не мало постиг.

И вершин твоих впереди,
Думаю что много еще.
С этой точки новый отсчет,
Хоть не мне, наверно, судить.

Ты всегда шел вверх и вперед,
За собою многих ведя,
Отрицал в познаньи обход,
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Не жалел ни их ни себя.

На Олимпе трудно, увы
Воздух реже, нечем дышать,
Но я верю в силы Твои,
Не предать и не потерять.

Главное — зачем ты рожден,
Чтоб творить и делать добро.
На успех всегда обречен,
Потому что для Тебя серебро,

Так же как и золото не в звоне монет,
А в идеях, в том чем живешь,
И дороже этого нет,
И нужнее вряд ли найдешь.

Будь таким, каким Ты и был,
Не меняйся — жизнь не простит!
Счастья, вдохновенья и сил,
Для того, зачем стоит жить.

Олег Львович Лещинський,
кандидат фiзико-математичних наук, доцент, ПЕК НАУ

* * *

Справжнi Математики — це люди, якi дуже тонко вiдчувають кра-
су в усiх її проявах. «Отримав красивий результат», «довiв красиву
теорему або формулу» — для математика це найвища похвала.

Крiм абстрактної краси математичних теорiй, Микола Вiкторо-
вич дуже гарно вiдчуває красу навколишнього свiту, красу при-
роди. Напевно найкращий вiдпочинок для нього — це поїздка «на
гриби».

Збирання грибiв для Микола Вiкторовича — це справа вiдповiд-
альна i азартна, яку вiн робить так само як i iншi свої справи —
швидко, якiсно i з вагомими результатами.

Шукати гриби разом з Миколою Вiкторовичем дуже важко — на-
вiть бiгти за ним по лiсi встигають не всi, а вже помiчати при цьому
гриби . . . та ще й дрiбненькi . . . та ще й десь пiд он тими кущами
метрiв за двадцять. . . Але якраз завдяки тому, що розслабитись в
лiсi Микола Вiкторович не дасть нiкому, з пустими руками з лiсу
ви не повернетесь нiколи.

Уже виїзжаючи з лiсу в сутiнках, вiн може помiтити гриб метрiв
за десять вiд дороги, вистрибуючи на ходу з машини, сказати: «Я
на хвилинку», i зникнути на години пiвтори. Повернутись з вiдром
бiлих грибiв i щедро роздати їх менш «результативним» колегам.
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Мы бежим за ним и в лес, и на работу,
Но не можем никогда догнать,
Бережем, как дикую природу,
Чтоб любить и просто созерцать.

На работе он — суров и грозен,
На природе он — совсем другой,
Дома он — спокоен, несерьезен,
В математике он очень деловой.

Он всегда перед тобой открытый,
Добрый, нежный, строгий, неземной,
Он грибник и математик видный,
Оставайся, Коля, вечно молодой.

Бажаємо Вам, Микола Вiкторович, мiцного здоров’я, особистого
щастя, яскравих успiхiв та здiйснення найзаповiтнiших мрiй. Нехай
кожен день буде осяяний високим злетом душi, а добре самопочут-
тя i гарний настрiй стануть запорукою Вашого процвiтання. Миру,
злагоди, шани, любовi та достатку у Вашому домi!

Володимир Iванович Баштовий,
начальник вiддiлу органiзацiї наукових дослiджень

НПУ iменi М.П.Драгоманова,
доцент кафедри теорiї та методики навчання фiзики i астрономiї

Янiна Володимирiвна Гончаренко,
кандидат фiзико-математичних наук, доцент,

докторант кафедри методологiї та методики навчання
фiзико-математичних дисциплiн вищої школи

* * *

Не пам’ятаю першу лекцiю в унiверситетi. Першi днi були настiль-
ки насиченi новими емоцiями i враженнями, що у мене зберiгся
лише загальний яскравий образ, i нiчого конкретно. Але я добре па-
м’ятаю пiзнiшi лекцiї з аналiтичної геометрiї, якi нам читав Мико-
ла Вiкторович. Пам’ятаю, що вони були дуже активними i живими.
Це не було «наповнення» знаннями «порожнiх» голiв студентiв. Це
завжди був дiалог мiж викладачем i студентами. Микола Вiкторо-
вич завжди щось запитував пiд час лекцiї або ставив проблеми, над
якими можна було подумати вдома. Наш курс був досить актив-
ним i допитливим. (Менi так здається; але порiвняти я не маю з
чим.) Але часто траплялося, що вiдповiдi на якесь запитання нiхто
не знав чи нiхто не мiг швидко знайти. Аудиторiя на мить завмира-
ла: хтось напружено мiркував, шукаючи вiдповiдь, iнший чекав, чи
наважиться хтось говорити. . . У таких ситуацiях Микола Вiкторо-
вич казав: є один, який знає. Студенти, що сидiли в перших рядах,
звiсно, оберталися, щоб побачити, що за розумник десь там ззаду
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пiдняв руку. Тодi Микола Вiкторович повертався до дошки i читав
лекцiю далi. Вiн був єдиним, хто знав вiдповiдь на це запитання.

Але вiн учив нас не тiльки аналiтичної геометрiї. Ще iнколи вчив
нас «жити». Одного разу приходить на лекцiю i вiдразу — писати
на дошцi. Зверху на тому, що хтось писав на попередньому заняттi.
А потiм пояснив це дуже просто: викладач приходить на заняття,
щоб розповiсти студентам, що знає, а не для того, щоб витрачати
свiй час i час студентiв(!) на другоряднi речi. Але це була дружня
порада, а не «вказiвка вiд керiвництва». Невимушено i ненав’язли-
во. Микола Вiкторович завжди ставився до студентiв як до рiвних.
Мабуть, тому люди до нього тягнуться.

Якось пiд час дискусiї про унiверситет, про студентiв i про життя
взагалi Микола Вiкторович зiзнався, що за весь час, поки вчився в
унiверситетi, вiн жодного разу не пропустив жодного заняття (без
поважної причини). Я таким похвалитися не мiг, тому трохи за-
смутився. Але тiльки зараз зрозумiв, чому це так важливо i як це
насправдi просто. Суцiльна деградацiя в усiх сферах суспiльного
життя (можливо, це тiльки менi таке ввижається?) має наслiдком
i те, що навчання в унiверситетi, здається, перетворюється в обмiн
грошей на дипломи замiсть того, щоб бути спiлкуванням студента
з професором. Iнтернет переповнений пропозицiями готових кур-
сових робiт i навiть дисертацiй, а диплом можна купити i в пiд-
земному переходi. Нiкому не потрiбнi знання, але всi хочуть мати
диплом. Сумно. . . Якби кожен вiдповiдально ставився до свого дi-
ла. . .

Мене завжди дивувала надзвичайна працездатнiсть Миколи Вi-
кторовича. Нi, не дивувала, а вражала i вражає. Як вiн встигає
одночасно робити кiлька справ? А особливо зараз, коли має так
багато ще й адмiнiстративних обов’язкiв: i завiдувач вiддiлу, i ди-
ректор iнституту. . . I де при такiй завантаженостi ще знайти час
для науки? Так, у дорозi! Колись ми разом їздили з унiверсите-
ту додому, нашi напрямки збiгалися. I завжди Микола Вiкторович
мав що обговорити. I завжди мав чистий папiр, щоб розв’язувати
задачi. Якщо я довiв якiсь хоч трохи цiкавi теореми, то це було то-
дi, в дорозi, разом з Миколою Вiкторовичем. Наука — це найбiльша
його пристрасть. I вiн намагається у будь-якiй ситуацiї знайти час
для науки, для математики.

Згадую своє перше вiдрядження в Бонн, в Iнститут прикладної
математики Боннського унiверситету. Це лютий 2005 року. Невдов-
зi пiсля Помаранчевої революцiї. То був час пiдйому сил, очiкува-
ння нового. На цьому пiдйомi навiть теореми краще доводилися. А
ще весна! Так сталося, що ми виїхали з Києва взимку, а приїхали до
Бонна майже навеснi, квiти починали цвiсти. . . Микола Вiкторович
«пiдштовхував» мене до захисту дисертацiї, яким я не дуже пере-
ймався (бо це нецiкаво). Вiн казав, що це потрiбно для України. Я
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тихенько посмiхався собi у вуса i вважав, що це дуже наївно — ду-
мати, що якась дисертацiя може щось означати для України. Лише
згодом збагнув глибокий змiст цих слiв! У справжнього науковця є
лише одна пристрасть — наука. Але все, що вiн робить, вiн робить
для Батькiвщини. Без цього будь-яка дiяльнiсть є несправжньою,
неприродною, а результати — дрiбними i нецiкавими.

Микола Вiкторович саме такий. Справжнiй, щирий i вiдкритий!
Миколо Вiкторовичу, я дякую долi, яка колись нас познайомила, i
дякую Вам за спiлкування!

Олександр Миколайович Барановський,
науковий спiвробiтник вiддiлу фрактального аналiзу

Iнституту математики НАН України
i Нацiонального педагогiчного унiверситету iменi М.П.Драгоманова,

кандидат фiзико-математичних наук

* * *

Я можу назвати себе одним з тих щасливих людей, яким Ви, Ми-
кола Вiкторович, даруєте оптимiзм, вiру в життя, наснагу, праце-
любнiсть. Завжди задавав собi питання: де Ви це все самi берете?
Звiдки здатнiсть працювати 20 годин на добу i при цьому вигля-
дати так, наче Ви щойно повернулись з вакацiї на Мальдiвах. А
пiсля виявляється, що за той час Ви окрiм того, що зробили купу
роботи, ще й встигли вiрша написати. Я нiколи в життi не писав
вiршi, але зараз вирiшив — спробую. Вибачте за аматорство, бо це
перший млин. . .

В життi, як в лiсi за грибами,
Якщо проспав — не назбирав.
Якби не кафедра у Педi,
Микола б їх весь день шукав.

А тут висить нарада, тощо,
I треба всюди поспiшати,
Пробiгаєш весь день кругами,
Якi гриби вже там збирати.

Отак и крутиться Микола
То iнститут, сiм’я, то лiс,
Та працьовитостi такої
Аби всi люди удались!!!

Микола Вiкторович, щиро вiтаю Вас з ювiлеєм! Бажаю щастя,
здоров’я Вам i родинi, успiхiв, наснаги, терпiння, кохання, бажан-
ня. . . Я пишаюсь бути Вашим учнем.

В’ячеслав Володимирович Коваль,
науковий спiвробiтник та викладач

унiверситету м. Утрехт, Нiдерланди
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Микола Вiкторович Працьовитий — мiй науковий
керiвник

Нинi я студент п’ятого курсу. Але ще пам’ятаю першу пару пер-
шого курсу, яка була лекцiєю з аналiтичної геометрiї. Цю лекцiю
читав нам Працьовитий Микола Вiкторович.

За одну пару ми встигли поговорити про навчання взагалi, про
навчання у ВНЗ, про вектори (тема лекцiї була «елементи вектор-
ної алгебри»), а також про «пучки рiзнокольорових олiвцiв». Саме
так Микола Вiкторович розказував нам про класи еквiвалентностi
(хоча вiд нього ми цiєї назви не почули).

Пам’ятаю своє здивування пiсля першої лекцiї: «Ти диви, а тут
не так уже й важко!». I внутрiшнiй голос менi вiдповiв: «Нiчого,
далi буде важче. . . ». Вiн був правий. . .

Ось це «важче» почалося iз «завалу» нас iнформацiєю у вигля-
дi рiзних лекцiй. Конспекти я тодi писав повiльно i дуже боявся,
що вiдстану вiд аудиторiї, стану трiєчником i буду у всiх просити
конспекти. Але точно знав, що конспекти з аналiтичної геометрiї
я просити не буду, бо лекцiї з цiєї дисциплiни роздруковувалися у
невеличких паперових брошурках. На обкладинцi такої брошурки
було написано: «Аналiтична геометрiя. Лекцiя № n. М. В. Працьо-
витий».

А потiм прийшло лихо — колоквiуми. Першим був саме колоквi-
ум з аналiтичної геометрiї. Ми готувалися до нього за тиждень.
А коли прийшли у вказаний час до вказаної аудиторiї. . . Миколи
Вiкторовича там не було. Не було його i через 15 хвилин, i через
годину. А з’явився наш викладач через три години пiсля «офiцiй-
ного» початку колоквiуму. Але все одно колоквiум не вiдмiнив.

Саме таким було моє перше враження про Миколу Вiкторовича.
По-перше — це людина, яка дуже цiкаво розповiдає, дуже багато
знає i вiд якої можна побачити справжню турботу. По-друге — це
людина, яка може запiзнитися на одну, двi або й бiльше годин.

Коли я писав курсову пiд керiвництвом Працьовитого М.В., то
це принесло додатковi розчарування. Я думав, менi буде дано ве-
ликий список лiтератури, яку я прочитаю, розберуся в матерiалi
та коротко i красиво його опишу. Якщо ж будуть якiсь проблеми,
то я зможу пiдiйти до наукового керiвника, i вiн менi все пояснить.
Насправдi все було трохи iнакше.

У списку лiтератури, який Микола Вiкторович менi дав, було
всього двi книжки. Зате була ще одна аспiрантка, яка виявилася
кращою, нiж будь-який список лiтератури. На бiльшiсть моїх пи-
тань вона вiдповiла. Але потiм ми з нею пiдiйшли до такої задачi,
яку анi вона, анi я розв’язати не змогли. Тодi я вирiшив пiдiйти
до наукового керiвника. На питання «коли до Вас можна пiдiйти?»
Микола Вiкторович сказав «почекайте мене п’ять хвилин» i кудись
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пiшов. Через двi години вiн повернувся. Але коли я почав розказу-
вати суть проблеми, вiн сказав: «Саша, я ж не читав ту лiтературу
i не розумiю, про що ви говорите». Я задумався, як пояснити Ми-
колi Вiкторовичу детальнiше. Тодi вiн запропонував: «Саша, iдiть
додому i пiдготуйте доповiдь на семiнарi. Я її прослухаю, розберуся
в проблемi i тодi будемо думати».

Ввечерi я сiв готувати доповiдь. Захопившись процесом, не по-
мiтив, як настала нiч. Але разом з нiччю прийшло прозрiння. . . Я
зрозумiв, як можна пiдiйти до тiєї задачi i почав працювати над
курсовою роботою.

Наступний яскравий епiзод був приблизно на рiк пiзнiше. Тодi
я вже вчився на третьому курсi i писав iншу курсову роботу — з
математичного аналiзу. Моїм науковим керiвником фактично був
також Микола Вiкторович. Спочатку я мав уявлення про те, як
менi працювати. Але поступово знову з’явилася задача, яку я не
мiг розв’язати.

Я пiдiйшов до наукового керiвника. Вiн сказав: «Саша, почекай-
те мене п’ять хвилин». Того дня я чекав його до 20 годин, але так
i не дочекався. Наступного дня я також чекав i не дочекався. Ана-
логiчна ситуацiя була третього та четвертого дня. П’ятого дня я
прийшов чисто iз упертостi. Але ситуацiя не змiнилася.

На наступному тижнi у мене була страшенна образа на науко-
вого керiвника та на його ставлення до мене. Але на вiдсутнiсть
упертостi я нiколи не жалiвся, тож ходив на кафедру вищої ма-
тематики i далi та «пiдстерiгав» його. Щоб не гаяти часу, iнодi я
виконував на кафедрi домашнi завдання або перечитував лекцiї.
Одного разу я вирiшив усе-таки спробувати самому попрацювати
над тiєю задачею. Думав години чотири i з’явилася одна iдея. Але
менi не вiрилося, що вона приведе до результату. . . Через мiсяць
ця iдея стала ключовою iдеєю моєю курсової роботи.

А Микола Вiкторович примусив мене написати на основi цiєї кур-
сової статтю та послати її на Всеукраїнський конкурс студентських
наукових робiт. Ця стаття була першою серйозною статтею в моєму
життi. Близько двох тижнiв я пiсля пар приходив на кафедру ви-
щої математики i Микола Вiкторович читав варiанти статтi, правив
її, «полiрував» та радив менi виправити окремi частини роботи.

Це було в кiнцi четвертого курсу. Ось тодi я й зрозумiв, чому
Миколу Вiкторовича потрiбно стiльки чекати. Тому що Микола Вi-
кторович хоче використовувати максимально продуктивно як свiй
час, так i час iнших людей. Саме тому вiн дає студенту можливiсть
попрацювати самому. Саме тому Микола Вiкторович дає студенту
не лише лiтературу, але й аспiранта. Саме тому Микола Вiкторо-
вич дає аспiранту не лише лiтературу, а й студента :). А в ситуацiї,
де допомогу може надати лише науковий керiвник, Микола Вiкто-
рович зразу забуває свiй прийом «пiти на 5 хвилин» i може сидiти
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i працювати разом iз студентом над його науковою роботою. Най-
частiше це дає свої плоди.

Саме тому Микола Вiкторович є гарним науковим керiвником.
Тому фразу «М. В. Працьовитий — мiй науковий керiвник» я ви-
мовляю з гордiстю.

Олександр Слуцький,
магiстрант Фiзико-математичного iнституту

НПУ iменi М.П.Драгоманова,
голова Студентського наукового товариства Iнституту

* * *

Менi також хотiлось би згадати деякi цiкавi збiги, пов’язанi з моїм
знайомством та спiлкуванням з Миколою Вiкторовичем.

Першу пару 1 вересня 1991 року на нашому потоцi вiв саме Ми-
кола Вiкторович Працьовитий. На другiй лекцiї з аналiтичної гео-
метрiї вiн перший раз задав питання студенту на парi — менi, щось
про еквiполентнi вiдрiзки. Свiй перший екзамен я складала Миколi
Вiкторовичу. До речi цей екзамен був наступного дня пiсля мого
дня народження. Але не зважаючи на це i на те, що на запитання
Миколи Вiкторовича: «Ну що у Вас спитати? Чого Ви не знаєте?»,
я занадто самовпевнено вiдповiла, що я знаю все :), вiн поставив
менi вiдмiнну оцiнку. Напевно з його легкої руки iнших оцiнок в
моїй залiковiй не було (ну, якщо бути вiдвертою, то була єдина че-
твiрка з полiтичної iсторiї, але то ж не математика :)). Нажаль,
Микола Вiкторович викладав у нас тiльки на першому курсi. Але
його лекцiї завжди викликали ентузiазм навiть у тих студентiв, для
яких навчання було тяжкою i нудною справою. Деякi його жарти
та вислови мої однокурсники можуть процитувати i сьогоднi.

Микола Вiкторович був моїм науковим керiвником пiд час навча-
ння в аспiрантурi, разом з ним я пiдготувала свою першу доповiдь
на науковiй конференцiї, першу наукову статтю, першу дисертацiю.
Завдяки йому я взяла участь в розробцi кiлькох цiкавих мiжнаро-
дних наукових проектiв.

Всi, хто спiлкується з Миколою Вiкторовичем, вiдзначають на-
скiльки вiн притягує людей, вмiє захопити молодь, допомагає роз-
критись талантам. Напевно все це вiдбувається тому, що вiн — над-
звичайно потужний генератор iдей, вiн щедро вiддає їх «в гарнi
руки», що, до речi, не є таким вже поширеним явищем серед на-
уковцiв. Вiн просто запалює, заряджає оточуючих своєю енергiєю
та оптимiзмом.

Микола Вiкторович, я бажаю Вам, щоб Ваша щедрiсть верталась
сторицею, щоб шанували, любили i поважали колеги i учнi, щоб
зростала i примножувалась новими результатами створена Вами
наукова школа.
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Нехай в Вашiй родинi завжди буде злагода, любов i добробут.
Нехай очолюванi Вами Фiзико-математичний iнститут та вiддiл

фрактального аналiзу успiшно розвиваються i процвiтають.
Бажаю, щоб завжди вистачало сил i часу на улюбленi справи —

спiлкування з близькими людьми, заняття наукою, викладання, ро-
боту з молодими науковцями, написання вiршiв, поїздки в лiс, зби-
рання ожини.

Янiна Володимирiвна Гончаренко,
кандидат фiзико-математичних наук, доцент,

докторант кафедри методологiї та методики навчання
фiзико-математичних дисциплiн вищої школи
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Про одну сингулярну функцiю, пов’язану

з рядами Остроградського 1-го та 2-го видiв

О. М. Барановський, I.М.Працьовита, М.В. Працьовитий

Функцiї, якi мають «особливостi» в кожному, як завгодно мало-
му, iнтервалi областi визначення, називається функцiями зi скла-
дною локальною поведiнкою (будовою) [1]. Цю доповiдь присвячено
однiй з них.

Вiдомо, що кожне iррацiональне число x ∈ (0, 1) єдиним чином
розкладається в знакозмiннi ряди Остроградського 1-го та 2-го ви-
дiв [2, 3, 4], а саме:

x =
1

q1
− 1

q1q2
+ . . .+

(−1)k−1

q1q2 . . . qk
+ . . . ≡ O1(q1, q2, . . . , qk, . . .), (1)

де qk + 1 6 qk+1 ∈ N, i

x =
1

a1

− 1

a2

+ . . .+
(−1)k−1

ak

+ . . . ≡ O2(a1, a2, . . . , ak, . . .), (2)

де ak(ak + 1) 6 ak+1 ∈ N.
Вираз (1) можна переписати в iншiй формi:

x =
1

g1

− 1

g1(g1 + g2)
+ . . .+

(−1)k−1

g1(g1 + g2) . . . (g1 + g2 + . . .+ gk)
+ . . . ≡

≡ Ō1(g1, g2, . . . , gk, . . .),

де g1 = q1, gk+1 = qk+1 − qk, k = 1, 2, . . ., що називається Ō1-зобра-
женням числа x. Аналогiчно, виразу (2) можна дати формально
iнше зображення — Ō2-зображення:

Ō2(d1, d2, . . . , dk, . . .) = O2(a1, a2, . . . , ak, . . .),

де d1 = a1, dk+1 = ak+1 − ak(ak + 1) + 1, k = 1, 2, . . ..
Основний об’єкт. Означимо функцiю y = F (x):

Ō1(g1, g2, . . .) = x
F−→ y = Ō2(g1(x), g2(x), . . .).

Теорема 1. Функцiя F є неперервною строго зростаючою функ-

цiєю розподiлу на [0, 1].

Лема 1. Рiвняння F (x) = x має злiченну множину рацiональних

коренiв i жодного iррацiонального.

Лема 2. Для будь-якого x ∈ [0, 1] має мiсце рiвнiсть

F (x) + F (1 − x) = 1.

Нехай i ∈ {1, 2}, u = Ōi(c1, c2, . . .) — довiльна точка (0, 1]. Опера-
тор ϕi зсуву символiв Ōi-зображення на (0, 1] означується рiвнiстю

ϕi(u) = u′ = Ōi(c2, c3, . . .).
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Лема 3. Функцiя F має властивiсть:

F (ϕ1(x)) = ϕ2 (F (x)) ,

де ϕi — оператор зсуву цифр Ōi-зображення.

Теорема 2. Функцiя F є чисто сингулярною функцiєю розподiлу

на [0, 1].

Теорема 3. Має мiсце рiвнiсть

1∫

0

F (x)dx =
1

2
.

1. Працьовитий М. В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних роз-
подiлiв. — Київ: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 1998. — 296 с.

2. Ремез Е.Я. О знакопеременных рядах, которые могут быть связаны с дву-
мя алгорифмами М. В. Остроградского для приближения иррациональных
чисел // Успехи мат. наук. — 1951. — Т. 6, № 5 (45). — С. 33–42.

3. Барановський О. М., Працьовитий М. В., Торбiн Г. М. Тополого-метричнi
властивостi множин дiйсних чисел з умовами на їх розклади в ряди Остро-
градського // Укр. мат. журн. — 2007. — Т. 59, № 9. — С. 1155–1168.

4. Працьовита I. М. Про розклади чисел у знакозмiннi s-адичнi ряди i ряди
Остроградського 1- та 2-го видiв // Укр. мат. журн. — 2009. — Т. 61, № 7. —
С. 958–968.

Iнститут математики НАН України i Нацiональний педагогiчний унi-

верситет iменi М.П.Драгоманова, Київ, Україна

E-mail : baranovskyi(at)imath.kiev.ua,lightsoul2008(at)gmail.com,
prats4(at)yandex.ru

Про теореми тауберового типу

для просторiв послiдовностей

М. М.Бiлоцький

Вiдомо, що c ⊂ m ⊂ s, де c, m, s— метричнi простори послiдов-
ностей:

c =
{
x = (xn) : xn ∈ C ∀n ∈ N, ∃ lim

n→+∞
xn

}

з метрикою ρc(x, y) = sup
n∈N

|xn − yn|,

m =
{
x = (xn) : xn ∈ C ∀n ∈ N, sup

n∈N

|xn| < +∞
}

з метрикою ρm(x, y) = sup
n∈N

|xn − yn|,

s =
{
x = (xn) : xn ∈ C ∀n ∈ N

}
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з метриками ρs(x, y) =
+∞∑
k=1

|xk−yk|
2k(1+|xk−yk|) , де x = (xn), y = (yn) — еле-

менти вiдповiдних просторiв. Мiж елементами x = (xn) ∈ s i послi-
довнiстю елементiв x(p) = (x1+p, x2+p, x3+p, . . . , xn+p, . . .) ∈ s, ∀p ∈ N,
цього простору iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть. Це дозво-
ляє, вивчаючи властивостi послiдовностей x(p), вивчати властивостi
самих елементiв x = (xn) вiдповiдних метричних просторiв. На-
приклад, вважаючи простори m i c нормованими, вiдому теорему
Вейерштрасса можна сформулювати як теорему тауберового типу:

якщо x = (xn) ∈ m i

∃p ∈ N : x(p+1) − x(p) ∈ {x = (xn) : xn ∈ R, xn > 0 ∀n ∈ N}
(∃p ∈ N : x(p+1) − x(p) ∈ {x = (xn) : xn ∈ R, xn 6 0 ∀n ∈ N}),

тодi x = (xn) ∈ c.
Справедливi наступнi твердження тауберового типу.

Теорема 1. Якщо x = (xn) ∈ s i lim
m∈N,p→∞

ρ(x(p+m), x(p)) = 0 (тоб-

то, послiдовнiсть (x(p)) фундаментальна у просторi s), тодi x =
(xn) ∈ c.

За допомогою нескiнченної нижньої трикутної матрицiA = (amn),
де amn > 0 ∀m ∈ N ∀n ∈ N, але amn = 0 ∀n > m, ann > 0, з умовами
на елементи:

1. sup
m∈N

m∑
n=1

amn < +∞;

2. ∃ lim
m→+∞

m∑
n=1

amn = 1;

3. ∀n ∈ N ∃ lim
m→+∞

amn = 0,

лiнiйний простiр послiдовностей з комплексними членами можна
перетворити в нормований простiр

Am =
{
x = (xn) : xn ∈ C ∀n ∈ N, sup

m∈N

∣∣∣
m∑

n=1

amnxn

∣∣∣ < +∞
}

з нормою ‖x‖A := supm∈N

∣∣∣
∑m

n=1 amnxn

∣∣∣ такий, що c0 ⊂ c ⊂ m ⊂ Am.

Теорема 2. Якщо x = (xn) ∈ Am i lim
n∈N,p→∞

‖x(p+n) − x(p)‖A = 0

(тобто, послiдовнiсть (x(p)) фундаментальна у просторi Am), то-

дi x = (xn) ∈ c.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна
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Finite state conjugation of linear functions

on the ring of 2-adic integer numbers

Yu.V. Bodnarchuk, D. I.Morozov

Automorphisms of the one rooted infinite binary tree T2 (the degree
of all vertices except the root one equals 3) can be identified with
bijections of the ring Z2 of integer 2-adic numbers. For instance, so
called the adding machine ε can be defined as the function x→ x+ 1,
x ∈ Z2. As well known (see [1]), the centralizer CAutT2

(ε) is a closure
of the cyclic group < ε > in the topology of projective limit on AutT2

and consists of the functions x→ x+ p, p ∈ Z2, CAutT2
(ε) ' Z+

2 .
Here we investigate the conjugation problem for automorphisms of

T2, which can be realized as linear functions of the form x → ax + b,
a ∈ Z∗

2 , b ∈ Z2 in the finite state automorphisms group FAutT2. Let
Q be a field of the rational numbers then finite state automorphisms
which are linear functions can be characterized in such a manner.

Lemma 1. A linear function f(x) = ax+ b be a finite state automor-

phism if and only if a ∈ Z∗
2 ∩ Q, b ∈ Z2 ∩ Q.

Lemma 2. Each automorphism of the form f(x) = ax+p, c conjugate

to f(x) = ax+ 1 in FAutT2.

We say that automorphism has a maximal pro-order if it acts transi-
tively on vertices which are equidistant from root one. Adding machine
ε is an example of such an automorphism. As well known all maximal
pro-order automorphisms are conjugate in AutT2.

Lemma 3. All linear functions which are maximal pro-order finite

state automorphisms have the form x → (4k + 1)x + p, k ∈ Z2 ∩ Q,

p ∈ Z∗
2 ∩ Q.

Theorem 1. Two maximal pro-order finite state automorphisms

f1(x) = a1x + b1, f2(x) = a2x + b2, a1, a2, b1, b2 ∈ Z∗
2 ∩ Q which are

linear functions are conjugate in FAutT2, if and only if a1 = a2.

In particulary, the maximal pro-order finite state automorphism x→
5x + 1 doesn’t conjugate to ε : x → x + 1. This phenomena can be
explained in such a manner. It is easy to prove that if an equation

(x+ 1)χ = 5x+ 1 (1)

have a solution χ ∈ FAutT2 then it have a solution χ0 ∈ FAutT2 such
that 0χ = 0, 0 ∈ Z2. One the other hand it is known (see [1]) that for
maximal pro-order automorphisms g1, g2 ∈ AutT2 for any pair of points
x, y ∈ Z2 there is exists χ ∈ AutT2 such that gχ

1 = g2 and xχ = y,
moreover the last condition defines χ uniquely. Let χ0 = 5x−1

4
be a

function which is defined for a natural x and extended by continuity
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on Z2. It is easy to check that χ0 ∈ AutT2, satisfies the equation (1) and
0χ0 = 0 so it is unique solution (1) in AutT2 which leaves immovable 0.

But χ0 : 1
3
→ 3

√
5−1
4

and we get that some periodic sequence of digits
transforms to the aperiodic one, which implies that χ0 6∈ FAutT2.

Remark that linear functions f(x) = 5x+ 1, f−1(x) = (1/5)(x− 1),
are non conjugated in FAutT2, so FAutT2 is ambivalent in contrast to
AutT2. One can consider the XOR operation ⊕ on Z2 and extend the
notion of linear function. On this way we get

Theorem 2. Automorphisms f1(x) = (4k+1)x+1 and f2(x) = −(4k+
1)x⊕ 1 are conjugate in FAutT2.

1. Bodnarchuk Yu. V., Morozov D. I. Extended 2-adic number as centralizers of
automorphisms of the regular rooted 2-tree // Naukovi zapiski NaUKMA. —
2006. — Vol. 51: Physics & Mathematics. — P. 4–7.

National University “Kyiv-Mohyla Academy”, Kyiv, Ukraine

E-mail : yubod(at)ukma.kiev.ua
URL: http://www.ukma.kiev.ua/~yubod/
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Про асимптотичнi властивостi корелограмних

оцiнок iмпульсних перехiдних функцiй

В.В. Булдигiн, I.П.Блажiєвська

Нехай (H(t), t ∈ R) — iмпульсна перехiдна функцiя однорiдної
лiнiйної системи. Припустимо, що вхiднi сигнали X∆ = (X∆(t), t ∈
R), ∆ ∈ (0,∞) є стацiонарними центрованими гауссiвськими проце-
сами, якi збiгаються, в деякому сенсi, до бiлого шуму при ∆ → ∞.
Реакцiя системи на вхiдний сигнал X∆ має вид

Y∆(t) =

∞∫

−∞

H(s)X∆(t− s) ds, t ∈ R.

Розглянемо сумiсну корелограму iнтегрального типу [1]

ĤT,∆(τ) =
1

cT

T∫

0

X∆(t)Y∆(t+ τ) dt, τ ∈ R,

де c— деяка додатна стала й T — довжина iнтервалу спостереження
[0, T ].

У доповiдi, при припущеннi H ∈ L2(R), дослiджуються умови,
за яких емпiричний процес

ŴT,∆(τ) =
√
T
[
ĤT,∆(τ) −H(τ)

]
, τ ∈ R,

є асимптотично нормальним при T,∆ → ∞ в сенсi скiнченновимiр-
них розподiлiв, та умови його асимптотичної нормальностi у про-
сторi неперервних функцiй C[a, b], −∞ < a < b <∞. При встанов-
леннi цих фактiв використовується дiаграмно-кумулянтний метод,
властивостi iнтегралiв з циклiчним зачепленням ядер та класичнi
результати для збiжностi процесiв у функцiональних просторах.

1. Buldygin V. V., Fu Li On asymptotical normality of an estimation of unit
impulse responses of linear systems. I, II // Theory Probab. Math. Statist. —
1997. — Vol. 54. — P. 17–24; Vol. 55. — P. 29–36.

Нацiональний технiчний унiверситет України «КПI», Київ, Україна

E-mail : matan(at)ntu-kpi.kiev.ua
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Узагальнення теореми Карамати

про асимптотичну поведiнку iнтегралiв

В. В.Булдигiн, В. В.Павленков

У роботi узагальнюється теорема Карамати [1, 2] про асимпто-
тичну поведiнку iнтегралiв вiд регулярно змiнних (RV) функцiй.

Розглянемо функцiї виду

f(x) = xρ`(x)H(ln x), x > A > 0, (1)

де ρ ∈ R, ` = (`(x), x > A) — повiльно змiнна функцiя, H =
(H(u), u ∈ R) — додатна неперервна перiодична функцiя, яку бу-
демо називати осциляцiйною компонентою функцiї f . Клас фун-
кцiй (1) позначимо Φ i зауважимо, що такi функцiї дослiджувалися
в [3].

Якщо ϕ— перiодична функцiя, то через Spper(ϕ) позначимо мно-
жину додатних перiодiв функцiї ϕ. Величину T (ϕ) = inf Spper(ϕ)
будемо називати осциляцiйною характеристикою функцiї ϕ.

Наступнi теореми узагальнюють теорему Карамати при ρ > −1.

Теорема 1 (Пряма теорема). Нехай f ∈ Φ — локально iнтегров-

на функцiя з iндексом ρ > −1, осциляцiйною компонентою H та

осциляцiйною характеристикою T (H) = T. Тодi знайдеться та-

ка додатна неперервна перiодична функцiя D = (D(x), x ∈ R) , яка
залежить вiд ρ та H , що

x∫

A

f(t)dt ∼
x→∞

xD(ln x)f(x).

При цьому виконуються наступнi твердження:
1)

T (DH) = T (D) = T (H) = T,

де T (D) — осциляцiйна характеристика функцiї D та T (DH) —

осциляцiйна характеристика функцiї DH = (D(x)H(x), x ∈ R);
2) якщо f є RV функцiєю, тобто H(x) ≡ 1 та T = 0, то

D(x) ≡ 1

ρ+ 1
;

3) якщо T > 0, то

D(x) =

∫ T{x/T}
0

e(ρ+1)yH(y)dy + C

H(x) exp (T (ρ+ 1){x/T}) , x > 0,

де

C =

∫ T

0
e(ρ+1)yH(y)dy

eT (ρ+1) − 1
,

та {x/T}— дробова частина числа x/T.
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Теорема 2 (Обернена теорема). Нехай (f(x), x > A) — додатна

та локально iнтегровна функцiя. Тодi, якщо знайдеться така до-

датна неперервна перiодична функцiя B = (B(x), x ∈ R) з осциля-

цiйною характеристикою T (B), що
x∫

A

f(t)dt ∼
x→∞

xB(ln x)f(x),

то функцiя f належить класу Φ i має iндекс ρ > −1 та осци-

ляцiйну компоненту H = (H(x), x ∈ R). При цьому виконуються

наступнi твердження:
1)

T (BH) = T (H) = T (B),

де T (H) — осциляцiйна характеристика функцiї H та T (BH) —

осциляцiйна характеристика функцiї BH = (B(x)H(x), x ∈ R);
2) якщо T (B) = 0, тобто B(x) ≡ β > 0, то

ρ =
1

β
− 1, (2)

та H(x) ≡ 1, тобто f є RV функцiєю з iндексом (2);
3) якщо T (B) > 0, то

ρ =
1

T (B)

T (B)∫

0

du

B(u)
− 1

та

H(x) =
B(0)

B(x)
exp




x∫

0

(
1

B(t)
− (B−1)av

)
dt


 , x > 0,

де

(B−1)av =
B(0)

T (B)

T (B)∫

0

du

B(u)
.
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Exponential sum on algebraic variety

P.D. Varbanets

Let Fq be a finite field and let fi(x, y) be quadratic polynomials over
Fq. We obtain a nontrivial estimates for the exponential sums

S(α, β) =
∑

(x,y,X,Y )∈V (α,β)

χ(rxsy + rX + sY )

where the algebraic variety V (α, β) define for α, β ∈ Fq by

V (α, β) :=

{
(x, y,X, Y ) ∈ F4

q

∣∣∣
α

f1(x, y)
+

β

f2(X, Y )
= 1

}
.

I. I. Mechnikov Odessa National University, Odessa, Ukraine

E-mail : varb(at)sana.od.ua

Про фрактальнi множини в просторi

послiдовностей Фiбоначчi

Н. М.Василенко, М. В.Працьовитий

Нехай F = {(an) : a1, a2 ∈ R, an = an−1 + an−2, n > 3}— множина
всiх послiдовностей Фiбоначчi.

Нескладно переконатися, що множина F разом з операцiями до-
давання та множення на скаляр, тобто математична структура
(F ,+, λ(·)), є двовимiрним векторним простором.

Нехай 1 < s— фiксоване натуральне число. Дiйснозначну фун-
кцiю γ (·, ·) двох змiнних, визначену рiвнiстю

γ (−→x ,−→y ) = −→x ◦ −→y =

∞∑

n=1

xnyn

s2n
,

назвемо скалярним добутком елементiв −→x i −→y з F . Тодi норму в
евклiдовому просторi (F ,+, λ(·), ◦) визначимо як функцiонал

‖−→x ‖s =
√−→x ◦ −→x =

√√√√
∞∑

n=1

x2
n

s2n

i назвемо її s-нормою.
Метрику в евклiдовому нормованому просторi F означимо рiв-

нiстю

ρ(−→x ,−→y ) = ρs = ‖−→x −−→y ‖s =

√√√√
∞∑

n=1

(xn − yn)2

s2n

i назвемо її s-метрикою.
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Метричний простiр (F , ρs) є повним, як довiльний скiнченнови-
мiрний нормований простiр [2, с. 174]. Тодi в ньому можна ввести
поняття мiри Хаусдорфа та розмiрностi Хаусдорфа–Безиковича,
аналогiчно тому як це робиться в довiльному метричному просто-
рi, та використовувати їх для дослiдження математичних об’єктiв
зi складною локальною будовою.

Теорема 1. Якщо
−→
0 6= −→a = (an) — фiксований елемент про-

стору F , r i m— натуральнi числа, причому 1 < m < r, V =
{v1, v2, . . . , vm} ⊂ {0, 1, . . . , r − 1}, vi < vi+1, i = 1, m− 1,

C [r, V ] =
{
λ : λ =

α1

r
+
α2

r2
+ · · ·+ αn

rn
+ · · · , αn ∈ V

}
,

то множина

H = {−→x : −→x = λ−→a , λ ∈ C [r, V ]}
в метричному просторi (F , ρs) є самоподiбною i її самоподiбна роз-

мiрнiсть

αρ = logr |V |
спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа-Безиковича.

Теорема 2. Якщо −→a = (an),
−→
b = (bn) ∈ F , причому −→a i

−→
b неко-

лiнеарнi, то множина

H =

{
−→x : −→x = λ1

−→a + λ2

−→
b , де λ1 =

∞∑

k=1

αk

2k
, λ2 =

∞∑

k=1

βk

2k
, αk + βk 6 1

}

є самоподiбною досконалою множиною, самоподiбна розмiрнiсть

якої спiвпадає з розмiрнiстю Хаусдорфа–Безиковича.
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Основи аналiзу функцiй кватернарної змiнної

Л. А. Вотякова

Незбагненна ефективнiсть методiв теорiї функцiй комплексної
змiнної при розв’язуваннi самих рiзноманiтних задач спонукає спро-
би побудови подiбних теорiй на iнших алгебрах [1, 2], зокрема на
алгебрах з дiльниками нуля [3, 4].

Тут представлено варiант надiлення топологiчною структурою
однiєї з алгебр рангу 4.

Нехай V = {x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 : x0, x1, x2, x3 ∈ R} надiле-
но в стандартний спосiб структурою лiнiйного простору над полем
R. Надiлимо цю множину операцiєю множення, яке виконується
згiдно таблички

e0 e1 e2 e3

e0 e0 e1 e2 e3

e1 e1 e2 e3 e0

e2 e2 e3 e0 e1

e3 e3 e0 e1 e2

V — комутативна алгебра з одиницею, елементи якої називаємо
кватернарними числами. Для алгебри V має мiсце матричне пода-
ння (алгебра квадратних циклiчних матриць). Для кватернарних
чисел побудовано канонiчне подання (в основi подання вiдповiдної
матрицi через власнi проектори):

v = x0e0 + x1e1 + x2e2 + x3e3 =
1

4
(λ0w0 + λ1w1 + λ2w2 + λ3w3) ,

де

w0 = e0 + e1 + e2 + e3, w1 = e0 − e1 + e2 − e3,

w2 = e0 + ie1 − e2 − ie3, w3 = e0 − ie1 − e2 + ie3,

λ0 = x0 + x1 + x2 + x3, λ1 = x0 − x1 + x2 − x3,

λ2 = x0 − ix1 − x2 + ix3, λ3 = x0 + ix1 − x2 − ix3.

Тодi

v
n =

1

4
(λn

0w0 + λn
1w1 + λn

2w2 + λn
3w3) =

=
1

4
(λn

0 + λn
1 + λn

2 + λn
3 ) e0 +

1

4
(λn

0 − λn
1 + iλn

2 − iλn
3 ) e1 +

+
1

4
(λn

0 + λn
1 − λn

2 + λn
3 ) e2 +

1

4
(λn

0 − λn
1 − iλn

2 + iλn
3 ) e3.

Надiливши алгебру V нормою

‖v‖ = 2
(
x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3

) 1

2 ,



48 Конференцiя «Фрактали i сучасна математика»

маємо можливiсть побудувати основи теорiї аналiтичних функцiй
кватернарної змiнної за Вейєрштрассом, в основi якої такий резуль-
тат:

Теорема. Якщо степеневий ряд
∞∑

n=0

anx
n

збiгається на iнтервалi (−r; r) i S(x) його сума, то ряд
∞∑

n=0

anv
n

збiгається для всiх v, для яких ‖λ0‖ < r, |λ1| < r, |λ2| < r, |λ3| < r,
i його сума

S(v) =
1

4
(S(λ0) + S(λ1) + S(λ2) + S(λ3)) e0 +

+
1

4
(S(λ0) − S(λ1) + iS(λ2) − iS(λ3)) e1 +

+
1

4
(S(λ0) + S(λ1) − S(λ2) − S(λ3)) e2 +

+
1

4
(S(λ0) − S(λ1) − iS(λ2) + iS(λ3)) e3.
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Стохастична модель цiноутворення

фiнансових активiв

Я.В. Гончаренко, Л. В.Чабак

Ринкова цiна товару в широкому смислi (включаючи цiннi папе-
ри, валюту тощо) змiнюється з часом, i цi змiни, як правило, мi-
стять випадковi складовi. В класичних моделях прирiст цiни прийня-
то вважати випадковою величиною, яка не залежить вiд всiх її
попереднiх значень [3]. Перша стохастична модель змiни ринко-
вих цiн була запропонована в дисертацiї Л. Башельє [L. Bachelier
« Theorie de la speculation », 1900], в якiй модель цiни, як фун-
кцiї часу, була визначена як випадковий процес, пiзнiше названий
вiнерiвським. Подальшi дослiдження статистики функцiонування
фондових ринкiв привели до уточнення цiєї моделi: замiсть зна-
чення цiн Ct доцiльно моделювати логарифми цiн logCt, моделлю
яких є вiнерiвський процес. Але багато сучасних дослiдникiв вва-
жає, що «рiвень апроксимацiї „броунiвської“ моделi не виправдовує
покладених на неї сподiвань» [4].

Вiдносний прирiст цiни деякого товару ρt = ∆Ct

Ct−1
називається

випадковою вiдсотковою ставкою цього товару або вiдносним при-

бутком або коефiцiєнтом приросту.
В доповiдi пропонуються результати дослiдження фрактальної

моделi руху цiн, в якiй ρt розглядається як функцiя задана пере-
творювачем цифр Q-зображення аргумента (часу) в Q̃-зображення
функцiї [1, 2].
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Особенности моделирования динамики

реальных систем

В. А.Дубко

1. Математические модели реальных явлений всегда основыва-
ются на определенных ограничениях. Для моделей детерминиро-
ванных процессов такие ограничения присутствуют, например, в
форме законов сохранения. Для моделей открытых систем ограни-
чения, в основном, формируют на основе некоторых средних по-
казателей. Это приводит к тому, что принятие риска становится
основой для нарушения этих ограничений с определенной вероя-
тностью, позволяет рассматривать как неизбежность разрушение
системы в непредсказуемый момент. Это тупиковый путь. Выход
может заключаться в том, что ограничения для открытых систем
должны быть связаны не только со средними характеристиками, а
и с конкретными реализациями [1, 2].

2.Изменения реальных процессов, реальных сред, в том числе и
стохастических, всегда связаны с ограничениями на их вариации.
Но, например, канонические уравнения диффузии, основаны неяв-
но на принятии того, что величины, локальные скорости изменения
процессов, могут принимать сколь угодно большие значения [1].

3. В теории управления важен вопрос об определении управ-
ляющих переменных, связей, условий самоорганизации, обеспечи-
вающих сохранение, устойчивость конкретных функционалов от
управляемых переменных (существование притягивающих областей).
В открытых системах возможно возникновение множества при-
тягивающих областей, перемежаемых областями неустойчивости.
Примером подобной устойчивости может служит способность при-
родной среды не только возвращаться, но и находиться в обла-
сти определенных показателей при постоянно действующих слу-
чайных возмущениях [2]. Кроме того, существуют глобальные за-
кономерности рассматриваемые как данные — системные законы,
мгновенно определяющие коррелятивность в свойствах и динами-
ке пространственно разнесенных систем. Системные законы слу-
жат отправными (исходными) при изучении условий равновесия,
принципов перехода от одного равновесного состояния в иное. Это
позволяет отождествлять их с управляющими переменными.

4. Важный факт, который необходимо учитывать, это существо-
вания инвариантов в сложноорганизованных системах, оределяю-
щих согласованность изменения масштабов явления при перехо-
де, эволюционной экспансии от одних пространственно-временных
масштабов к другим. Такие эффекты (самоподобия) наблюдаются
и для усредненных характеристик в сложноорганизованных систе-
мах. В некоторых случаях, они допускают наглядную трактовку,
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раскрывающую природу («физику») явления. Например, закон 2/3
Колмогорова для турбулентной среды описывает явление возраста-
ния в ней относительной скорости «разбегания» частиц пассивной
примеси с увеличением расстояния между ними. Этот эффект при
наблюдении за облаком частиц в атмосфере проявляется в увели-
чении скорости его размывания в зависимости от времени наблюде-
ния. Объясняется это тем, что при возрастании средних размеров
облака в его расширении начинают участвовать вихревые образо-
вания больших размеров (масштабов) [2].

Примером из области геофизики может служить эмпирический
закон Гутенберга–Рихтера о повторяемости (масштабной иерар-
хии) землетрясений, который, в альтернативной форме предложен-
ной М.В.Родкиным, имеет вид:

lnN = p− q(ln r),

где N число землетрясений с характерным размером очага не менее
r, а p и q — эмпирические коеффициенты, причем среднее значение
q = 1,8 [3].

Для экономических систем процесс самоорганизации, при росте
масштабов экономических систем, приводит к закону подобному
закону 2/3 Колмогорова для зависимости капитальных затрат K
от мощности сооружения N :

ln(p) = 2 lnN/3 − lnK,

где p— коэффициент, связанный с конкретным объектом [2].
Отметим, что нецелые показатели степеней в законах для сло-

жных систем появляются при переходе ситемы к новым, получив-
шим название фрактальных, структурам. На Украине исследова-
нию свойств математических моделей фрактальных структур по-
священы работы Н.В.Працевитого, А.Ф.Турбина и др. [4].

1. Дубко В. А. Моделирование динамики реальных процессов // Эколого-гео-
графические проблемы природопользования нефтегазовых регионов. — Ни-
жневартовск: Нижневарт. гос. гуманит. ун-т, 2006. — С. 16–20.

2. Дубко В. А., Рянский Ф. Н. и др. В поисках скрытого порядка. — Владиво-
сток: Изд-во ДВО РАН, 1995. — 165 с.

3. Рянский Ф. Н. Фрактальная теория пространственно-временных размер-
ностей: естественные предпосылки и общественные последствия. — Бироби-
джан: ИКАРП, 1992. — 45 с.

4. Турбин А. Ф., Працевитый Н. В. Фрактальные множества, функции, рас-
пределения. — Киев: Наук. думка, 1992. — 208 с.
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Використання знакододатних рядiв Люрота

для дослiдження математичних об’єктiв

з фрактальними властивостями

Ю. I.Жихарєва, М.В. Працьовитий

Означення 1. Числовим знакододатним рядом Люрота називає-
ться вираз виду

1

d1 + 1
+

1

d1(d1 + 1)(d2 + 1)
+

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1)(d3 + 1)
+ · · ·

· · ·+ 1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1) . . . dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
+ · · · ,

де (dn) — фiксований нескiнченний набiр натуральних чисел.

Кожний ряд Люрота є збiжним, причому його сума належить
пiвiнтервалу (0, 1].

Якщо задано ряд Люрота i фiксовану пiдмножину M множини
натуральних чисел, то число

x = x(M) =
∑

n∈M⊂N

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1) . . . dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)

називається його неповною сумою (або пiдсумою).

Теорема 1. Множина SL неповних сум (пiдсум) ряду Люрота є:

1) вiдрiзком [0, 1], якщо dn = 1 ∀n ∈ N;
2) об’єднанням скiнченної кiлькостi двiйкових цилiндрiв (вiдрiз-
кiв), якщо dn = 1 для всiх n, бiльших n0;

3) нiде не щiльною, досконалою множиною нульової мiри Лебега,

якщо dn 6= 1 для нескiнченної множини значень n.

Теорема 2. Для будь-якого x ∈ (0, 1] iснує послiдовнiсть нату-

ральних чисел (dn) така, що

x =
1

d1 + 1
+

∞∑

n=2

1

d1(d1 + 1)d2(d2 + 1) . . . dn−1(dn−1 + 1)(dn + 1)
. (1)

Теорема 3. Випадкова неповна сума довiльного заданого ряду Лю-

рота має сингулярний розподiл канторiвського типу.

Розклад числа x ∈ (0, 1] в ряд Люрота (1) називатимемо його
L-зображенням i скорочено записуватимемо: x = ∆L

d1...dn....

Означення 2. Нехай (c1, c2, . . . , cm) — фiксований набiр натураль-
них чисел. Цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm називається
множина

∆L
c1c2...cm

:=
{
x : x = ∆L

c1c2...cmdm+1dm+2..., dm+i ∈ N
}
.
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Лема 1. Якщо λ(·) — мiра Лебега, то має мiсце основне метричне

вiдношення
λ
(
∆L

c1c2...cmi

)

λ
(
∆L

c1c2...cm

) =
1

i(i+ 1)
.

Лема 2. Нехай маємо два набори натуральних чисел (c1, c2, . . . , cm),
(k1, k2, . . . , km), де k1 < k2 < . . . < km. Мiра Лебега множини чисел,

якi на k1 мiсцi мають цифру c1, а на k2 мiсцi мають цифру c2 i

т.д., на km мiсцi — цифру cm, обчислюється за формулою

λ
(
∆k1k2...km

c1c2...cm

)
=

m∏

i=1

1

ci(ci + 1)
.

Теорема 4. Множина всiх чисел з обмеженими символами L-зо-

браження має нульову мiру Лебега.

Теорема 5. Нехай V — фiксована пiдмножина множини нату-

ральних чисел. Якщо V — скiнченна, то фрактальна розмiрнiсть

Хаусдорфа–Безиковича множини

C[L, V ] =
{
x : x = ∆L

a1a2...an..., ai ∈ V, i ∈ N
}

є розв’язком рiвняння
∑

ν∈V

[ν(ν + 1)]−x = 1.

Якщо V — нескiнченна, причому V = {ν1, ν2, . . . , νn, . . .} , де νn+1 > νn

i Vn = {ν1, ν2, . . . , νn} , то

α0 (C[L, V ]) = sup

{
x :
∑

ν∈Vn

[ν(ν + 1)]−x = 1

}
.

Теорема 6. Розподiл випадкової величини

ξ = ∆L
η1η2...ηk...,

де ηk — незалежнi однаково розподiленi в.в. такi, що P{ηk = i} = pi,
є:

1) чисто дискретним, коли ∃ pi0 = 1;
2) чисто абсолютно неперервним, коли pk = 1

k(k+1)
, ∀ k ∈ N;

3) чисто сингулярним, коли max
i

{pi} < 1 i для деякого k ∈ N

pk 6= 1
k(k+1)

.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна
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Free dimonoids

A. V. Zhuchok

Jean-Louis Loday introduced the notion of a dimonoid [1]. One of
the first results about dimonoids is the description of the free dimonoid
generated by a given set [1]. With the help of the properties of free di-
monoids it was described free dialgebras and investigated a cohomology
of dialgebras [1]. Examples of different dimonoids were given in [1, 2].

Recall the definition of the free dimonoid.
Let X be an arbitrary nonempty set. Considering the disjoint union

D(X) =
∐
n>1

(Xn
⋃

. . .
⋃

Xn)
︸ ︷︷ ︸

n copies

and denoting by x1 . . . x̆i . . . xn an ele-

ment in the i-th summand, define the operations ≺ and � on D(X)
by

(x1 . . . x̆i . . . xk) ≺ (xk+1 . . . x̆j . . . xl) = x1 . . . x̆i . . . xl,

(x1 . . . x̆i . . . xk) � (xk+1 . . . x̆j . . . xl) = x1 . . . x̆j . . . xl

for all x1 . . . x̆i . . . xk, xk+1 . . . x̆j . . . xl ∈ D(X). Then (D(X),≺,�) is
the free dimonoid on the set X (see [1]).

In this work we construct the dimonoid which is isomorphic to the
free dimonoid. We also present the least semilattice congruence on the
free dimonoid and use it to obtain a decomposition of the free dimonoid.

1. Loday J.-L. Dialgebras // Dialgebras and related operads. — Berlin: Springer,
2001. — P. 7–66. — (Lecture Notes in Math.; Vol. 1763).

2. Zhuchok A. V. Commutative dimonoids // Algebra Discrete Math. — 2009. —
no. 2. — P. 116–127.

Kyiv National Taras Shevchenko University, Kyiv, Ukraine
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The translational hull of the symmetric inverse

0-category

Y. V. Zhuchok

Let X be a non-empty set and Mapb(A;B) be a set of all bijective
mappings of A onto B. Through BSX we denote the union of all sets
Mapb(A;B), where A,B ⊆ X, A 6= ∅ 6= B.

We define the operation ∗ on the set BS0
X = BSX ∪ {0} by the rule:

if ϕ 6= 0 6= ψ and Imϕ = Domψ, then ϕ ∗ ψ = ϕ ◦ ψ, where ◦ is the
ordinary composition of mappings, otherwise ϕ ∗ ψ = 0. The set BS0

X

is a semigroup which respect to operation ∗. This semigroup is called
a symmetric inverse 0-category on the set X.

Observe that non-zero elements ofBS0
X are difunctional relations and

the set of all difunctional relations on X with the operation introduced
in [1] is a semigroup which generalizes the symmetric inverse semigroup.

We describe left (right, linked) translations (see e.g. [2]) of the semi-
group BS0

X . Besides we construct the semigroup which is isomorphic
to the translational hull of the symmetric inverse 0-category.

1. Vernitskii A. A generalization of symmetric inverse semigroups // Semigroup
Forum. — 2007. — Vol. 75. — P. 417–426.

2. Clifford A. H, Preston G. B. The algebraic theory of semigroups. — Providence,
R.I.: Amer. Math. Soc., 1961. — Vol. 1. — 285 p.
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Вiдокремлення вiд нуля лiнiйної функцiї

на множинах комплексного простору

В.С. Iлькiв, I.Я.Савка

При дослiдженнi розв’язностi нелокальних крайових задач для
рiвнянь iз частинними похiдними виникає проблема малих знамен-
никiв [1], яка в рядi випадкiв полягає у встановленнi вiдокремле-
ностi вiд нуля значень лiнiйної функцiї

Lk(z0, z) = g0kz0 + g1kz1 + . . .+ gmkzm + fk, k ∈ Zp, (1)

змiнних (z0, z) = (z0, z1, . . . , zm) ∈ Cm+1, де коефiцiєнти g0k, . . . , gmk,
fk утворюють комплекснi послiдовностi, причому рiвняння

|gk| ≡ |g0k| + . . .+ |gmk| = 0

має лише скiнченну множину Z
p
0 розв’язкiв, де Z

p
0 ⊂ Zp.

Для вирiшення цiєї проблеми (оцiнювання малих знаменникiв
знизу) застосовується метричний пiдхiд, в рамках якого встанов-
люється вiдокремленiсть вiд нуля виразу Lk(z0, z) для всiх (z0, z)
на деякiй множинi повної мiри.

Нехай Πm(ρ) = {z = (z1, . . . , zm) ∈ Cm : |zj| 6 ρ, j = 1, . . . , m}—
полiкруг радiуса ρ.

У випадку незалежних змiнних z0, z1, . . . , zm справедливою є те-
орема.

Теорема 1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cm+1) ве-

кторiв (z0, z) iз полiкруга {z0 : |z0| 6 ρ} × Πm(ρ) нерiвнiсть

|Lk(z0, z)| > εk > 0 (2)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp,

якщо ряд ∑

k∈Zp\Z
p
0

(
εk/|gk|

)2

є збiжним.

Множина векторiв (z0, z), для яких не виконується оцiнка (2), є
фрактальною множиною. Це об’єднання безлiчi множин, мiра ко-
жної з яких не перевищує вiдповiдно числа εk/|gk|.

Нехай змiннi z0, z1, . . . , zm є залежними i задовольняють алгебри-
чне рiвняння степеня d, а саме

R(z0, z) ≡
d∑

j=0

Aj(z)z
d−j
0 = 0, (3)

Робота пiдтримана Державним фондом фундаментальних дослiджень Укра-
їни (проект № 28.1/010).
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де
Aj(z) =

∑

|s|6j

αj,sz
s1

1 . . . zsm

m , s = (s1, . . . , sm) ∈ Zm+1
+ ,

αj,s ∈ C — фiксованi числа, α0,0 = 1. Оскiльки теорема 1 не роз-
рiзняє множини нульової мiри в просторi Cm+1, то питання вiд-
окремлення вiд нуля функцiї Lk(z0, z) на множинi {(z0, z) ∈ Cm+1 :
R(z0, z) = 0}, яка є алгебричним многовидом, треба дослiджува-
ти окремо. Виникає задача [2, 3, 4] встановлення оцiнок знизу для
малих знаменникiв на алгебричних многовидах.

Нехай D(z) — дискримiнант многочлена R(z0, z) за змiнною z0, а

θ(r, j) = (j, 0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
r−1

j, 0, . . . , 0) ∈ Zm+1
+ , r = 1, . . . , m, j = 0, . . . , d.

Теорема 2. Нехай R(z0, z) = 0. Тодi для майже всiх (стосовно

мiри Лебега в Cm) векторiв z iз полiкруга Πm(ρ) нерiвнiсть

|Lk(z0, z)| > εk

(
(|z0| + |z|)|gk| + |fk|

)1−d
> 0 (4)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp,

якщо D(z) 6≡ 0 i збiгається ряд

∑

k∈Zp\Z
p
0

(
εk

/ m∑

r=1

∣∣∣
d∑

j=0

(−1)d−jαθ(r,j)g
j
0kg

d−j
rk

∣∣∣
)2/d

.

1. Пташник Б.Й., Iлькiв В.С., Кмiть I.Я., Полiщук В.М. Нелокальнi крайовi
задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. — Київ: Наук. думка, 2002. —
216 с.

2. Симотюк М. М. Метричнi оцiнки дискримiнанта многочлена, коефiцiєн-
ти якого лежать на гладкiй кривiй // Мат. вiсник НТШ. — 2006. — T. 3. —
C. 149–156.

3. Bernik V. I., Dodson M.M. Metric Diophantine approximation on manifolds. —
Cambridge: Cambridge Univ. Press, 1999. — xi+172 p. — (Cambridge tracts in
mathematics; Vol. 137).

4. Kleinbock D. Y., Margulis G. A. Flow on homogeneous spaces and Diophantine
approximation on manifolds // Ann. Math. — 1998. — Vol. 148. — P. 339–360.
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Метациклiчнi групи з доповнюваною власною

надцентральною пiдгрупою

М. Г.Йолтуховський, Д. Я.Требенко, О.О. Требенко

Одним iз основних питань в теорiї груп є питання про вплив
властивостей тих чи iнших систем пiдгруп дослiджуваної групи на
будову її в цiлому. Численнi результати в цьому напрямку пов’я-
занi iз дослiдженням груп, що мають широку в тому чи iншому
розумiннi систему доповнюваних пiдгруп.

Нагадаємо, що пiдгрупа A групи G називається доповнюваною в
G, якщо в G iснує така пiдгрупа B, що G = AB i A∩B = 1. Вiдома
теорема Н.В.Чернiкової [1] дає повний конструктивний опис груп,
в яких доповнюється кожна пiдгрупа.

Природним узагальненням цього питання є задача опису груп,
в яких знайдеться принаймнi одна власна доповнювана пiдгрупа,
що мiстить деяку фiксовану пiдгрупу H . В частинному випадку H
може бути центром групи, комутантом, пiдгрупою Фраттiнi тощо.
Така задача навiть при дуже зручнiй пiдгрупiH є досить складною.
Тому природно виникає необхiднiсть її розв’язання для вiдомих
конкретних класiв груп.

В 1989 р. М. Ф. Кузенним i М. М. Семком (див. [3]) було подано
конструктивний опис всiх метациклiчних груп.

Назвемо пiдгрупу, що мiстить центр Z(G) групи G, надцентраль-
ною. Авторами одержано повний опис метациклiчних груп iз до-
повнюваною власною надцентральною пiдгрупою. Вiдмiтимо, що
аналогiчна задача розглядається в роботi [4] при умовi, що H є
комутантом групи.

Теорема 1. Метациклiчнi p-групи з доповнюваною власною над-

центральною пiдгрупою вичерпуються групами наступних типiв:

1. G = 〈a〉 h 〈b〉, b−1ab = a−1, |a| = 2α, α > 2, |b| = 2.

2. G = 〈a〉 h 〈b〉, b−1ab = a−(1+2k), |a| = 2α, α > 3, |b| = 2β,

2 6 k < α, 1 6 β 6 α− k.
3. G = 〈a〉 h 〈b〉, |a| = 2α, α > 3, |b| = 2β, b−1ab = a1+2k

, 2 6 k <
α, α− k = β.

4. G = 〈a〉 h 〈b〉, |a| = pα, p > 2, α > 2, |b| = pβ, b−1ab = a1+pk

,

1 6 k < α, α− k = β.

5. G = 〈a〉〈b〉, |a| = 2α, α > 2, |b| = 2β, 3 6 α < β, b−1ab = a−1,

〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈a2α−1〉 = 〈b2β−1〉.
6. G = 〈a〉〈b〉, |a| = 2α, |b| = 2β, 4 6 α < β, b−1ab = a−(1+2k),

2 6 k 6 α− 2, 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈a2α−1〉 = 〈b2β−1〉.
7. G = 〈a〉〈b〉, |a| = 2α, |b| = 2β, 4 6 α < β, b−1ab = a1+2k

,

2 6 k 6 α− 2, 〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈a2m〉 = 〈b2n〉, a2m

= bs2
n

, (s, 2) = 1,
k < m < α, m = α− k.
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8. G = 〈a〉〈b〉, |a| = pα, p > 2, α > 3 |b| = pβ, b−1ab = a1+pk

,

〈a〉 ∩ 〈b〉 = 〈apm〉 = 〈bpn〉, apm

= bsp
n

, (s, p) = 1, 1 6 k < m <
α < β, m = α− k.

Теорема 2. Метациклiчнi групи з доповнюваною власною надцен-

тральною пiдгрупою вичерпуються групами наступних типiв:

1. G— примарна метациклiчна група одного з типiв 1–8 тео-

реми 1.

2. G =
n∏

i=1

Pi, де Pi — силовська pi-пiдгрупа групи G типу 1–11

теореми 1.4 [3], причому для деякого j, 1 6 j 6 n, Pj — група

одного з типiв 1–8 теореми 1.

3. G = 〈a〉 h 〈b〉, де b−1ab = a−1, |a| > 2, причому:

i. якщо |a| < ∞, то силовська пiдгрупа групи 〈a〉 має по-

рядок 2;

ii. якщо |b| < ∞, то силовська пiдгрупа групи 〈b〉 має по-

рядок 2;

iii. якщо |a| = ∞, то пiдгрупа 〈b〉— довiльна.

4. G = 〈a〉〈b〉, де 〈a〉 =
n∏

i=1

〈ai〉, 〈b〉 =
n∏

i=1

〈bi〉, |ai| = pαi

i , |bi| = pβi

i ,

αi > 0, βi > 0, 〈ai〉〈bi〉— силовська pi-пiдгрупа групи G, яка

є групою типiв 1–11 теореми 1.4 [3], pi > pi+1, при i < j,
[ai, bj ] = 1, хоча б для одного i знайдеться j, i > j, αi > 1,
таке, що 〈[ai, bj]〉 = 〈ai〉.

5. G =
n∏

i=1

〈ai〉 h 〈b〉, де n > 1, b— елемент нескiнченного поряд-

ку, |ai| = pαi

i , αi > 1, iснує таке число t, 1 6 t 6 r, для якого

при i 6 t, 〈[ai, b]〉 = 〈ai〉, при i > t елементи ai i b задоволь-

няють спiввiдношення, якi справедливi для елементiв a i b
в групах типу 1–5 теореми 1.4 [3].
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Iнтегральнi та фрактальнi властивостi сингулярної

строго зростаючої функцiї Салема–Такача

А. В.Калашнiков

Нехай ρ— задане дiйсне додатне число, ak = ak(x) — номер (k +
1)-ої вiдмiнної вiд нуля двiйкової цифри числа x ∈ (0, 1], тобто
a0 < a1 < a2 < . . . < ak < . . .— натуральнi числа такi, що

x =
1

2a0
+

1

2a1
+ . . .+

1

2ak
+ . . . =

∑

k

2−ak .

Зокрема в роботi [1] дослiджується функцiя T (x), яка означає-
ться рiвнiстю

T (x) =
1

(1 + ρ)a0
+

ρ

(1 + ρ)a1
+

ρ2

(1 + ρ)a2
+ . . .+

ρk

(1 + ρ)ak
+ . . . =

=
∑

k

ρk (1 + ρ)−ak(x),

причому T (0) = 0.
В [1] доведено, що функцiя T (x) є строго зростаючою сингуляр-

ною функцiєю. У роботi [2] доведено, що вона є частковим випадком
вiдомої строго зростаючої сингулярної функцiї Салема [3].

Нас цiкавить еквiвалентне означення функцiї Салема–Такача T (x),
її самоподiбнi та iнтегральнi властивостi. Ми пропонуємо наступнi
дослiдження.

Лема 1. Для довiльних x ∈ [0, 1] i k ∈ N має мiсце наступна

рiвнiсть

T
( x

2k

)
=

1

(1 + ρ)k
T (x).

Лема 2. Функцiя Салема–Такача задовольняє функцiональне рiв-

няння

T

(
1 + x

2

)
=

1

1 + ρ
+

ρ

1 + ρ
T (x).

На основi лем 1 i 2 доведено наступну теорему.

Теорема 1. Система функцiональних рiвнянь





T
(x

2

)
=

1

1 + ρ
T (x),

T

(
1 + x

2

)
=

1

1 + ρ
+

ρ

1 + ρ
T (x).

∀x ∈ [0, 1], T : [0, 1] → R в класi неперервних функцiй має єдиний

розв’язок.
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Теорема 2. Графiк функцiї Салема–Такача Γ є самоафiнною мно-

жиною простору R2, причому

Γ = f1(Γ) ∪ f2(Γ),

де

f1 :





x′ =
1

2
x,

T (x′) =
1

1 + ρ
T (x).

f2 :





x′ =
1

2
x+

1

2
,

T (x′) =
ρ

1 + ρ
T (x) +

1

1 + ρ
.

Лема 3. Самоафiнна розмiрнiсть графiка функцiї Салема–Такача

є розв’язком рiвняння
(

1

2 + 2ρ

)x
2

+

(
ρ

2 + 2ρ

)x
2

= 1.

Для леми 3 знайдено частковий розв’язок.

ρ =
2 −

√
3√

3 − 1
,

x = log√√
3−1

2

√
5 − 1

2
.

Також знайдено значення iнтегралу функцiї Салема–Такача на
вiдрiзку [0, 1].

Теорема 3. Iнтеграл функцiї Салема–Такача T (x) на вiдрiзку [0, 1]
визначається як

1∫

0

T (x)dx =
1

1 + ρ
.
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Socles of semiperfect rings

V.V. Kirichenko, L. Z. Mashchenko

Let A be an associative ring with 1 6= 0 and M an unitary right
A-module. Recall that the socle of M (socM) is the sum of all simple
submodules of M . If there are no such submodules, then socM = 0.

Let AA = P n1

1 ⊕ . . . ⊕ P ns
s (resp.AA = Qn1

1 ⊕ . . . ⊕ Qns
s ) be the

decomposition of a semiperfect ring A into a direct sum of right (resp.
left) pairwise non-isomorphic indecomposable projective A-modules, R
the Jacobson radical of A.

Let M be a right A-module and N be a left A-module. We set
topM = M/MR and topN = N/RN .

The following definitions and theorem see in [1, vol. II, section 4.3].
Let A be a semiperfect ring and let 1 = f1 = . . .+ fs be a canonical

decomposition of 1 ∈ A into a sum of pairwise orthogonal idempotents,
i.e., fiA = P ni

i and Afi = Qni

i (i = 1, . . . , s).

Let I be a two-sided ideal of A. Then I =
s⊕

i,j=1

fiIfj is called the

canonical two-sided Peirce decomposition of I.

Definition. An ideal I of a semiperfect ring A is called monomial if
each row and each column of the canonical two-sided Peirce decompo-
sition of I contains exactly one nonzero Peirce component.

Definition. We say that a semiperfect ring A admits the Nakayama

permutation ν(A) : i → ν(i) of {1, . . . , s} if the following conditions
are satisfied:

(np1) soc Pk = top Pν(k),
(np2) soc Qν(k) = top Qk.

Theorem. Let A be a semiperfect ring such that the socles of all prin-

cipal right A-modules and of all principal left A-modules are simple.

Suppose furthermore, that if the socles of two principal right A-modules

P and P ′ are isomorphic then P ∼= P ′. Then A satisfies the following

conditions:

(i) soc AA = soc AA = Z and Z is a monomial ideal;

(ii) the ring A admits the Nakayama permutation ν = ν(A) with

ν(A) = ν(Z).

We consider more wide classes of semiperfect rings.

Definition. We say that a semiperfect ring A admits a right (resp.
left) map fr(A) : i → fr(i) of {1, . . . , s} (resp. fl(A) : i → fl(i) of
{1, . . . , s}), if soc Pi = top Pfr(i) (resp. socQi = topQfl(i)).

Remark that an Artinian serial ring A admits the right map and the
left map. Right serial rings admits the right map.
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We study the properties of these rings.

1. Hazewinkel M., Gubareni N., Kirichenko V. V. Algebras, rings and modules. —
Dordrecht: Springer, 2007. — Vol. 2. — xii+400 p. — (Mathematics and Its
Applications (Springer); Vol. 586).
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Параметризацiя самоподiбних множин

В.М. Коваленко

В своїй працi [2] Дж.Хатчiнсон ввiв у розгляд поняття множини
iнварiантної вiдносно даної системи стискуючих перетворень пов-
ного метричного простору. А саме, множина Λ повного метрично-
го простору M називається iнварiантною вiдносно системи F =
{f0, . . . , fN−1} стискуючих перетворень цього простору, якщо вона
задовольняє рiвняння:

Λ =

N−1⋃

i=0

fi(Λ),

тобто є нерухомою «точкою» вiдображення f(A) =
N−1⋃
i=0

fi(A), зада-

ного в повному метричному просторi (K,H), де K — множина всiх
компактних пiдмножин простору M , H — метрика Хаусдорфа.

Зокрема, якщо всi перетворення в системi F є перетвореннями
подiбностi, то множину Λ називають самоподiбною.

В данiй роботi нами запропоновано можливiсть аналiтичного за-
дання певного класу самоподiбних множин (в сенсi означення Ха-
тчiнсона), як неперервних образiв вiдрiзка [0, 1].

Отже, розглядається система з N стискуючих перетворень подi-
бностi простору Rn, заданих в матричнiй формi:

fk(X) = AkX +Bk (k = 0, 1, . . . , N − 1), (1)

де Ak = λkOk, λk — дiйсне число з iнтервалу (0, 1), Ok — ортогональ-
на матриця n-го порядку, Bk, X — матрицi-стовпцi (k = 0, 1, . . . ,
N − 1).

Самоподiбна множина S, iнварiантна вiдносно системи перетво-
рень (1), може бути задана аналiтично наступним чином:

S =

{
X ∈ Rn | X =

∞∑

k=1

( k−1∏

m=1

Aim

)
Bik , ik = 0, 1, . . . , N − 1, k ∈ N

}
.
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Розглянемо наступну вiдповiднiсть мiж точками вiдрiзка [0, 1] та
множини S:

ϕ : t→
∞∑

k=1

(

k−1∏

m=1

Aim(t))Bik(t),

де ik(t) — k-та N -адична цифра [1] числа t ∈ [0, 1].
Нами показано, що якщо виконуються умови:




B1 = (E − A0 −A1)(E −A0)
−1B0 + A0(E −As−1)

−1Bs−1;

B2 = (E − A0 −A1 −A2)(E − A0)
−1B0

+ (A0 + A1)(E − As−1)
−1Bs−1;

...

Bj = (E −
j∑

m=0

Am)(E −A0)
−1B0 +

j−1∑

m=0

Am(E − As−1)
−1Bs−1;

...

Bs−1 = (E −
s−1∑

m=0

Am)(E − A0)
−1B0 +

s−2∑

m=0

Am(E − As−1)
−1Bs−1,

то вiдповiднiсть ϕ є неперервним вiдображенням вiдрiзка [0, 1] на
самоподiбну множину S. Звiдси, зокрема, випливає, що якщо цi
умови виконуються, то множина S є зв’язною.
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Проблеми великих вiдхилень

для випадкових еволюцiй у схемi серiй

В.С.Королюк

Iнститут математики НАН України, Київ, Україна

Рiвнi функцiї частоти s-кової цифри числа

О. В.Котова

Подання числа x у виглядi ряду

x = βα1
+

∞∑

k=2

[
βαk

k−1∏

j=1

qαj

]
,

де αk ∈ {0, 1, . . . , s− 1} = A, Q = {q0, q1, . . . , qs−1}— задана множи-
на чисел, що має властивостi:

qi > 0, q0 + q1 + . . .+ qs−1 = 1,

β0 = 0, βj = q0+q1+. . .+qj−1, s— фiксоване натуральне число, бiль-
ше 1, називається його s-символьним Q-представленням, яке сим-
волiчно записується у виглядi ∆α1...αk... i називається s-символьним
Q-зображенням числа x.

Частотою цифри «i» в s-символьному Q-зображеннi числа x на-
зивається значення

νi(x) = lim
n→∞

Ni(x, n)

n

(якщо iснує границя), де i ∈ A, Ni(x, n) = #{k : αk(x) = i, k 6 n}.
Поняття частоти цифр зображення дiйсного числа в s-адичному

розкладi є продуктивним у рiзних вiдношеннях. В термiнах часто-
ти формулюються нормальнi властивостi чисел, формально просто
задаються фрактали тощо. Функцiя частоти цифри є всюди роз-
ривною i має непросту локальну поведiнку. Ще бiльш складною є
динамiка на числовiй прямiй, породжена цiєю функцiєю.

Функцiя частоти цифри вiдносно часто фiгурує в наукових дослi-
дженнях останнiх рокiв, зокрема при вивченнi фрактальних мно-
жин [2, 6], сингулярних функцiй та мiр [2], розподiлiв ймовiрностей,
зосереджених на нуль-множинах Лебега [1].

Сьогоднi вiдомо [2, 3], що множина чисел, для яких частота при-
наймнi однiєї цифри не iснує, є суперфрактальною, тобто розмiр-
нiсть Хаусдорфа–Безиковича якої рiвна розмiрностi простору. Бiль-
ше того, суперфрактальною є i множина чисел, що не мають часто-
ти жодної з цифр [4, 5]. Разом з цим, властивостi функцiї частоти
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цифри числа дослiдженi ще недостатньо, а актуальнiсть їх вивче-
ння неодноразово пiдкреслювалася [2, 4, 5].

Теорема 1. Якщо {εn}— довiльна нескiнченна послiдовнiсть нулiв

та одиниць, то число

x =

∞∑

i=1

εi
3si

+

∞∑

j=1

ej∑

i=1

βij

3sj+i
,

де

βin = [(sn + i)q] − [(sn + i− 1)q],

sn = (n + 1)! + 1,

en = sn+1 − sn − 1 = (n+ 2)! − (n+ 1)! − 1,

є розв’язком рiвняння ν1 (x) = q.

Наслiдок 1. Функцiя νi(x) набуває всiх значень з [0; 1]. Кожне

значення вона набуває в континуальнiй множинi значень x.

Зафiксуємо i та s.

Теорема 2. Фрактальна розмiрнiсть множини

K = {x : νs
i (x) = q, q ∈ [0, 1]}

є не меншою нiж

− ln qq(1 − q)1−q

ln s
.
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Спектр структурно-подiбного оператора

В.Д. Кошманенко

Стверджується, що спектр структурно-подiбного оператора має
єдину компоненту: або чисто точкову, або чисто абсолютно непе-
рервну, або чисто сингулярно неперервну. Цей результат продовжує
дослiдження роботи [1].

Означення. Cамоспряжений простий оператор H в гiльбертовому
просторi H називаємо структурно-подiбним, якщо для кожного k =
1, 2, . . . i деякого 2 6 n <∞ мають мiсце нетривiальнi ортогональнi
розклади

H =
n⊕

i1,...,ik=1

Hi1...ik , Hi1...ik =
n⊕

ik+1=1

Hi1...ikik+1

H =

n⊕

i1,...,ik=1

Hi1...ik , Hi1...ik =

n⊕

ik+1=1

Hi1...ikik+1
,

де пiдпростори Hi1...ik є iнварiантними вiдносно дiї операторiв

Hi1...ik = HPi1...ik

(Pi1...ik — ортопроектор на Hi1...ik), якi при кожному фiксованому k
є подiбними:

Hi′
1
...i′

k
= Ui′

1
...i′

k
,i1...ikHi1...ikU−1

i′
1
...i′

k
,i1...ik

,

(Ui′
1
...i′

k
,i1...ik : Hi1...ik → Hi′

1
...i′

k
— обмеженi i бiєктивнi). При цьому ви-

магається, щоб спектр σ(H) структурно-подiбного оператора при-
пускав розклад

σ(H) =
n⋃

i1,...,ik=1

σi1...ik , σi1...ik ≡ σ(Hi1...ik) =
n⋃

ik+1=1

σi1...ikik+1
,

де при кожному фiксованому k непорожнi пiдмножини σi1...ik , σi′
1
...i′

k

були геометрично подiбними:

σi′
1
...i′

k
= Ti′

1
...i′

k
,i1...ikσi1...ik ,

де Ti′
1
...i′

k
,i1...ik — перетворення подiбностi на R.

Вiдзначимо, що тут не вимагається подiбнiсть операторiв Hi1...ik ,
Hi1...il при k 6= l. Нетривiальнiсть розкладiв означає, що

dimHi1...ik = ∞
принаймнi для пари пiдпросторiв при кожному k. Наступний ре-
зультат є аналогом теорем типу Джессена-Вiнтнера з [2].
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Теорема. Спектр структурно-подiбного оператора H має чистий

тип, тобто справедлива лише одна з наступних рiвностей:

σ(H) = σpp(H), σ(H) = σac(H), σ(H) = σsc(H).
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J-self-adjoint extensions of the Phillips symmetric

operator

S. Kuzhel, O. Shapovalova

J-Self-adjoint extensions of the Phillips symmetric operator Asym are
studied. The concepts of stable and unstable C-symmetry are intro-
duced in the extension theory framework. The main results are the
following:

1. if A is a J-self-adjoint extension of Asym, then either σ(A) = R

or σ(A) = C;
2. if A has a real spectrum, then A has a stable C-symmetry and
A is similar to a self-adjoint operator;

3. there are no J-self-adjoint extensions of the Phillips operator
Asym with unstable C-symmetry.

Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine, Kyiv, Ukraine

E-mail : kuzhel(at)imath.kiev.ua

Drahomanov National Pedagogical University, Kyiv, Ukraine

E-mail : oks2074(at)mail.ru
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Розподiли випадкових ланцюгових A2-дробiв

та їх фрактальнi властивостi

Д. В.Кюрчев

Нагадаємо [3], що розподiл випадкової величини (в.в.) називає-
ться сингулярним, якщо вiн є неперервним i зосередженим на мно-
жинi нульової мiри Лебега. Iнтерес до сингулярних розподiлiв в
останнiй час обумовлюється значною мiрою їх тiсним зв’язком з
фракталами [3]. Проте iснують певнi труднощi в заданнi, вивченнi
та використаннi таких розподiлiв. Для вирiшення цiєї проблеми ви-
користовують рiзнi системи числення та способи кодування чисел,
в тому числi зображення дiйсних чисел за допомогою ланцюгових
дробiв. Ми ввели в розгляд новий спосiб представлення дiйсних чи-
сел ланцюговим дробом з двоелементним алфавiтом A = {α1, α2},
де 0 < α1 < α2 (див. [2]).

Нехай

ξ =
1

η1 +
1

η2 + . . .

≡ [η1, η2, . . .],

де ηk — незалежнi випадковi величини, що мають розподiли P{ηk =
α1} = pα1k > 0, P{ηk = α2} = pα2k > 0, 0 < α1 < α2, pα1k + pα2k = 1.

Теорема 1. Для того щоб при α1α2 > 1
2

розподiл випадкової вели-

чини ξ був дискретним, необхiдно i достатньо, щоб

M ≡
∞∏

k=1

max{pα1k, pα2k} > 0. (1)

У випадку дискретностi точковий спектр розподiлу випадкової ве-

личини ξ складається з тих чисел x ∈ [β1, β2], що мають ланцю-

гове A2-зображення, яке вiдрiзняється вiд зображення числа

x0 = [b1, b2, . . . , bk, . . .], (2)

де P{ηk = bk} = max{pα1k, pα2k} для всiх k ∈ N, не бiльш нiж

скiнченною кiлькiстю елементiв ak, таких що pakk > 0.

Наслiдок 1. Для того щоб при α1α2 > 1
2

розподiл випадкової ве-

личини ξ був неперервним, необхiдно i достатньо, щоб

M ≡
∞∏

k=1

max{pα1k, pα2k} = 0.

Теорема 2. Якщо α1α2 > 1
2

i в.в. ξ розподiлена неперервно, то

розподiл ξ є сингулярним канторiвського типу.
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Теорема 3. Нехай в.в. ξ має неперервний розподiл, тобто M = 0,
i α1α2 = 1

2
. Якщо кiлькiсть нулiв в матрицi ‖pik‖ скiнченна, то ξ

має сингулярний розподiл салемiвського типу (S-типу).

Теорема 4. Нехай в.в. ξ має неперервний розподiл, тобто M = 0
i α1α2 = 1

2
. Для того, щоб в.в. ξ мала сингулярний розподiл кан-

торiвського типу (С-типу), необхiдно i достатньо, щоб матриця

‖pik‖ мiстила нескiнченну кiлькiсть нулiв.

Нехай
ξ = [η1, η2, . . .],

де ηk — незалежнi в.в. з розподiлами P{ηk = α1} = pα1
> 0, P{ηk =

α2} = pα2
> 0 ∀k = 1, 2, . . ., де 0 < α1 < α2, α1α2 = 1

2
, pα1

+ pα2
= 1.

Теорема 5. Розмiрнiсть Хаусдорфа iмовiрнiсної мiри µ, породже-

ної випадковою величиною ξ, задовiльняє нерiвнiсть:

α0(µ) 6 − ln p
pα1
α1 p

pα2
α2

2 ln

2∑
i=1

αipαi
+

√
(

2∑
i=1

αipαi
)2+4

2

.
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Цилiндричне марковське зображення чисел

i його застосування

В.В. Луцак, О.В. Слуцький

Нехай 2 6 s— фiксоване натуральне число, A = {0, 1, . . . , s−1}—
алфавiт, ~q = (q0, q1, . . . , qs−1) — стохастичний вектор (qi > 0, q0+q1+
. . .+ qs−1 = 1),

‖qij‖ =




q00 q01 . . . q0(s−1)

q10 q11 . . . q1(s−1)
...

...
. . .

...
q(s−1)0 q(s−1)1 . . . q(s−1)(s−1)




є стохастичною матрицею (qi0 + qi1 + . . . + qi,(s−1) = 1, ∀i ∈ A), що
не мiстить нулiв (qij > 0).

[0, 1] = ∆0 ∪ ∆1 ∪ . . . ∪ ∆s−1,

де ∆0 = [0, q0], ∆i = [q0 + . . .+qi−1, q0 + . . .+qi−1 +qi], i = 1, . . . , s−1.
Визначимо систему вiдрiзкiв n-го рангу ∆a1...an

, де an ∈ A, n =
1, 2, . . . наступними умовами:

1. ∆a1...an
= ∆a1...an0 ∪ ∆a1...an1 ∪ . . . ∪ ∆a1...an(s−1);

2. max ∆a1...ani = min ∆a1...an(i+1), i = 0, s− 2;

3.
|∆a1...anij |
|∆a1...ani| = qij.

Вiдрiзок ∆a1...an
називатимемо цилiндром рангу n з основою a1 . . . an.

Iнтервал з тими ж самими кiнцями, що й ∆a1...an
позначатимемо

∇a1...an
.

В данiй роботi пропонуються наступнi результати дослiдження.

Лема 1. Довжина цилiндра ∆a1...an
обчислюється за формулою

|∆a1...an
| = qa1

n−1∏

i=1

qaiai+1
.

Наслiдок 1. |∆a1...an
| → 0, при n→ ∞.

Теорема 1. Для довiльної послiдовностi (an), де an ∈ A, iснує

єдина точка x ∈ [0, 1], така, що належить всiм цилiндрам послi-

довностi

∆a1
, ∆a1a2

, . . . , ∆a1a2...an
, . . . ,

тобто

x =
∞⋂

n=1

∆a1a2...an
≡ ∆a1a2...an....
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Через C = C[∆, (Vn)] будемо позначати множину всiх чисел з
вiдрiзка [0, 1], для яких n-й символ набуває значень з множини Vn,
тобто

C = C[∆, (Vn)] = {x : x = ∆a1a2...an,..., an ∈ Vn},
де Vn ⊆ A.

Теорема 2. Мiра Лебега множини C обчислюється за формулами

λ(C) =

∞∏

n=1

λ(Fn)

λ(Fn−1)
=

∞∏

n=1

(
1 − λ(F̄n)

λ(Fn−1)

)
, (1)

де F0 = [0, 1], Fn — об’єднання цилiндрiв рангу n, серед внутрiшнiх

точок яких є точки множини C, F̄n = Fn−1 \ Fn.

Теорема 3. Рiвнiсть λ(C) = 0 має мiсце тодi i тiльки тодi,

коли послiдовнiсть (Vn) має властивiсть Vn 6= A для нескiнченної

множини значень n.

Наслiдок 2. λ(C[∆, V ]) = 0 тодi i тiльки тодi, коли V 6= A, де

V = Vn для всiх n ∈ N.

Нехай задана випадкова величина

ξ = ∆η1η2...ηn...

з незалежними символами ηk свого зображення. Тодi справедлива
наступна теорема.

Теорема 4. Якщо s > 2, ηk — незалежнi однаково розподiленi та

iснує i таке, що P{ηk = i} = 0, то розподiл ξ є сингулярним

розподiлом канторiвського типу.
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Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна



Київ, НПУ iменi М.П.Драгоманова, 24 грудня 2009 р. 73

Stochastic differential equations involving

fractional Brownian motion

Yu. Mishura

Many physical processes, economic, financial, social events have the
property of long memory. Mathematically, this property is best mod-
eled by the so-called fractional Brownian motion. It is defined on a
complete probability space (Ω,F , P ) as follows.

Definition 1. The fractional Brownian motion (fBm) with Hurst in-
dex H ∈ (0, 1) is a Gaussian process BH = {BH

t , t > 0} on (Ω,F , P ),
having the properties

1. BH
0 = 0,

2. EBH
t = 0, t > 0,

3. EBH
t B

H
s = 1

2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H), s, t > 0.

By an analogy to usual diffusion process, it is natural to define a
diffusion process with long memory as a solution to a stochastic dif-
ferential equation involving fBm. The mixed model involving both
standard and fractional Brownian motion is even more flexible and is
under consideration now inside the various problems (see [1, 2], for ex-
ample). The definition, however, has several caveats, because, firstly,
there are several versions of a stochastic integral with respect to fBm,
secondly, when we also consider mixed processes, the resulting solution
must be integrable with respect to all the components. We discuss this
and other problems related to diffusion processes with long memory.
We continue the considerations from [3].

1. Guerra J., Nualart D. Stochastic differential equations driven by fractional
Brownian motion and standard Brownian motion. — arXiv:0801.4963v1.

2. Bender C., Sottinen T., Valkeila E. Pricing by hedging and no-arbitrage beyond
semimartingales // Finance Stoch. — 2008. — Vol. 12, no. 4. — P. 441–468.

3. Mishura Yu. S. Stochastic calculus for fractional Brownian motion and related
processes. — Berlin: Springer, 2008. — xviii+393 p. — (Lecture Notes in Math.;
1929).
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Анормальнiсть чисел i Q∞-зображення

Р.Нiкiфоров, Г.Торбiн

В роботах [2, 3] дослiджувались фрактальнi властивостi пiдмно-
жин множини анормальних дiйсних чисел, записаних в s-адичних
системах числення. В данiй доповiдi обговорюються властивостi
пiдмножин анормальних чисел, якi заданi за допомогою систем чи-
слення з нескiнченним алфавiтом.

Нехай Q∞ = (q0, q1, . . . , qk, . . .) — стохастичний вектор, такий, що

qi > 0, i −
∞∑
i=0

qi ln qi < +∞. Вiдомо [1], що для довiльного дiйсно-

го числа x ∈ [0, 1) iснує єдина послiдовнiсть натуральних чисел
{αk(x)} така, що

x = β1(x) +

∞∑

k=2

βk(x) ·
k−1∏

j=1

qαj(x) =: ∆α1(x)α2(x)...αk(x)..., (1)

де βk(x) =
k−1∑
i=0

qi i
−1∑
i=0

qi := 0.

Вираз (1) називається Q∞-зображенням числа x.
Нехай Ni(x, k) — кiлькiсть символiв «i» серед перших k символiв

Q∞-зображення числа x. Якщо границя

lim
k→∞

Ni(x, k)

k
=: νQ∞

i (x)

iснує, то вона називається асимптотичною частотою символа «i» в
Q∞-зображеннi числа x.

Означення 1. Множина

L(Q∞) =

{
x : lim

k→∞

Ni(x, k)

k
не iснує, ∀i ∈ N0

}

називається множиною суттєво Q∞-анормальних чисел.

Множина

P (Q∞) =

{
x : ∃i1 : lim

k→∞

Ni1(x, k)

k
iснує,

i ∃i2 : lim
k→∞

Ni2(x, k)

k
не iснує

}

називається множиною частково Q∞-анормальних чисел.
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Теорема 1. Якщо
∞∑

i=0

qi ln
2 qi <∞, (2)

∞∑

i=0

1

2i
ln2 qi <∞, (3)

то множина суттєво Q∞-анормальних чисел є суперфракталь-

ною множиною, тобто її розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича до-

рiвнює 1.

Теорема 2. Якщо
∞∑

i=0

qi ln
2 qi <∞, (4)

∞∑

i=0

1

2i
ln2 qi <∞, (5)

то множина частково Q∞-анормальних чисел є суперфракталь-

ною множиною.

1. Турбин А. Ф., Працевитый Н. В. Фрактальные множества, функции, рас-
пределения. — Киев: Наук. думка, 1992. — 208 с.

2. Працьовитий М. В., Торбiн Г. М. Суперфрактальнiсть множини чисел, якi
не мають частоти n-адичних знакiв, та фрактальнi розподiли ймовiрностей
// Укр. мат. журн. — 1995. — Т. 47, № 7. — С. 971–975.

3. Albeverio S., Pratsiovytyi M., Torbin G. Topological and fractal properties of real
numbers which are not normal // Bull. Sci. Math. — 2005. — Vol. 129, no. 8. —
P. 615–630.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна

E-mail : rnikiforov(at)gmail.com

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна

E-mail : torbin7(at)gmail.com
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Деякi розв’язанi та вiдкритi проблеми

теорiї недиференцiйовних функцiй

О. Б.Панасенко

Часи, коли неперервнi та нiде не диференцiйовнi функцiї вважа-
лись неприродними i «патологiчними», давно минули. Зараз такi
функцiї знаходять своє застосування в найрiзноманiтнiших галу-
зях людських знань.

В теорiї недиференцiйовних функцiй особливо гостро поставлена
проблема їх аналiтичного задання. На сьогоднiшнiй день найпоши-
ренiшими пiдходами до означення непрервних функцiй зi складною
локальною поведiнкою є подання їх сумою рiвномiрно збiжного ря-
ду неперервних вiдображень (наприклад, функцiї Вейєрштрасса,
Такаґi–Ван дер Вардена та iн.), а також атрактором системи iте-
рованих функцiй (фрактальнi iнтерполяцiйнi функцiї).

М. В. Працьовитий, розглядаючи вiдображення, для яких iснує
певний зв’язок мiж цифрами аргументу та цифрами вiдповiдних
значень, сконструював приклади неперервних нiде не диференцi-
йовних вiдображень, якi в такий спосiб означаються (див. [1]).

Нехай для фiксованих s > 2, r ∈ {0, 1, . . . s−1}, p ∈ {0, 1} та впо-
рядкованого стохастичного набору Q = {q0, q1, . . . , qs−1} аргумент
має Q-подання [2]

x = βα1
+

∞∑

k=2

[
βαk

k−1∏

j=1

qαj

]
≡ ∆Q

α1α2...αn...,

βm =
m−1∑
i=0

qi, а значення функцiї

fp,r(x) =
∞∑

k=1

βk

2k
≡ ∆2

β1β2...βk..., (1)

де

β1 =

{
p, якщо α1 = r

1 − p, якщо α1 6= r,

βk =

{
βk−1, якщо αk = αk−1

1 − βk−1, якщо αk 6= αk−1, k > 1.

Теорема 1 ([3]). Фрактальна клiтинкова розмiрнiсть графiка фун-

кцiї (1) дорiвнює d, де d— корiнь рiвняння
s−1∑
k=0

qd−1
k = 2.

Вiдкритим залишається питання, якою є розмiрнiсть Хаусдорфа–
Безиковича α0(Γf) графiка функцiї (1). Ця задача розв’язана лише
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для випадку, коли Q =
{

1
s
, 1

s
, . . . , 1

s

}
: в цьому випадку α0(Γf ) =

log2

(
1 + (s− 1)logs 2

)
[4].

Функцiю (1) можна далi модифiкувати та узагальнити, викори-
стовуючи iншi способи представлення дiйсних чисел [5].

1. Турбин А. Ф., Працевитый Н. В. Фрактальные множества, функции, рас-
пределения. — Киев: Наук. думка, 1992. — 208 с.

2. Працьовитий М. В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних роз-
подiлiв. — Київ: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 1998. — 296 с.

3. Панасенко О. Б. Фрактальна розмiрнiсть графiкiв неперервних канторiв-
ських проекторiв // Наук. часопис НПУ iменi М. П. Драгоманова. Сер. 1,
Фiз.-мат. науки. — 2008. — № 9. — С. 124–132.

4. Панасенко О. Б. Розмiрнiсть Хаусдорфа–Безиковича однiєї неперервної нi-
де не диференцiйовної функцiї // Укр. мат. журн. — 2009. — Т. 61, № 9. —
С. 1225–1239.

5. Панасенко О. Б. Однопараметричний клас неперервних функцiй, близьких
до канторiвських проекторiв // Математичнi студiї. — 2009. — Т. 32, № 1. —
С. 3–11.

Вiнницький державний педагогiчний унiверситет iменi Михайла Ко-

цюбинського

E-mail : panasenko_alex(at)bigmir.net
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Деякi прийоми побудови проблемних задач

для учнiв-членiв Малої академiї наук

М. Пихтар

Педагогiчний процес у Малої академiї наук (МАН) має свої осо-
бливостi, якi вiдрiзняють його вiд навчання в школi. Перш за все це
форми проведення занять, бо навчальнi програми гурткiв мають
охоплювати такi проблемнi питання, поетапне розв’язання яких
ефективно впливало б на формування математичних здiбностей
учнiв. Постає питання: як побудувати для учнiв дослiдницькi за-
дачi, при поступовому розв’язаннi яких вiдбувалося б збагачення
математичною теорiєю та народжувалися новi методи?

Виходячи з досвiду роботи, видiлимо положення щодо дослiдни-
цької задачi та її побудови:

1) побудувати дослiдницьку задачу для учня важче, нiж для
студента;

2) дослiдження учня має починатися або з пiдручника, або з
заняття;

3) формулювання дослiдницької задачi не повинно вимагати вiд
учня значної додаткової пiдготовки;

4) матерiал, необхiдний для початкової роботи над проблемою
є цiлком доступним для учнiв;

5) правильна постановка задачi i керування нею дозволяє учню
досягти високих результатiв.

Найкращими темами для учня в нашому досвiдi (в планi реа-

лiзацiї дослiдження) є тi теми, якi виникли несподiвано з деякої

задачi на самому заняттi гуртка або на уроцi, бо вони пронизанi

атмосферою допитливостi про невiдоме. При цьому задача може
бути вже розв’язаною в науцi, тодi учень про це має знати i запро-
понувати свiй шлях розв’язання та порiвняти їх. Ось чому, iдучи на
заняття гуртка викладач має мати в арсеналi задачi проблемного
характеру з кожної запланованої теми. Такi задачi легко будуються
завдяки:

1.Додатковим питанням, якi поступово перетворюють навчаль-
ну задачу в пошукову, а потiм в дослiдницьку.

2. Задачам-«двiйникам». Приклад задачi-«двiйника»: множина
A складається з натуральних чисел, причому: 1) 1 ∈ A, 2) якщо
a ∈ A, то 2a + 1 ∈ A, 3) якщо 3a + 1 ∈ A, то a ∈ A. Чи вiрно, що
8 ∈ A?

Задача-«двiйник»: множина A складається з натуральних чисел,
причому: 1) 1 ∈ A, 2) якщо a ∈ A, то 2a+1 ∈ A, 3) якщо 3a+1 ∈ A,
то a ∈ A. Чи спiвпадає множина A з множиною натуральних чисел?
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Розширення кола задач-«двiйникiв» при вивченнi математики на
гуртках МАН позитивно впливає на вiдношення учнiв до матема-
тики тому, що розв’язання цих задач: 1) пiдвищує мотивацiю навча-
ння; 2) виховує потребу в розширеннi математичних знань; 3) пiд-
водить до узагальнення, а може й до «математичного вiдкриття»;
4) сприяє рацiональному вибору теми для майбутнього дослiджен-
ня, якщо навiть ця тема дослiджувалася чи дослiджується кимось
з членiв МАН.

3.Узагальнення. Дiапазон задач, якi узагальнюються, їх темати-
ка, характер i складнiсть можуть бути самими рiзними. Головне,
щоб кожна така задача знайшла свого дослiдника. Найкращим по-
мiчником — посiбником задач, що узагальнюються для керiвникiв
гурткiв МАН можуть стати задачi з ТЮМ — Турнiру юних мате-
матикiв, а також задачi з журналiв «Квант», «У свiтi математики»,
«Математика у школi».

4. Вiдкритим задачам. Вiдкритi задачi можна умовно подiлимо
на:

• задачi з вiдкритою умовою, якщо невизначенiсть наявна в
умовi задачi, наприклад: чи є послiдовнiсть xx, xxx

, . . . (x > 1)
обмеженою?;

• задачi з вiдкритим твердженням, якщо невизначенiсть в її
твердженнi, наприклад: дослiдити властивостi параболiчного
чотирикутника;

• задачi з найвищою формою «вiдкритостi», у якiй немає нi
умови, нi твердження. Наприклад: «Дослiдити властивостi
(x] — найменшого цiлого числа, яке не менше за x».

Результативнi просування у розв’язуваннi таких задач можуть
послужити домiнуючим фактором при виборi теми та її дослiджен-
нi у рамках МАН.

Нацiональний технiчний унiверситет України «КПI», Славутицька

фiлiя
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Знаходження точних розв’язкiв

системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь

iз симетричною змiнною матрицею

другого порядку

Ю.П. Пiдченко

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь

x′ = A(t)x, (1)

де

A(t) =

(
a11(t) a12(t)
a21(t) a22(t)

)
, x =

(
x1(t)
x2(t)

)
, (2)

aij(t) — заданi диференцiальнi функцiї для ∀t ∈ [a, b].
Добре вiдоме широке застосування систем (1), (2), а також нео-

днорiдних систем x′ = A(t)x+ f(t) у фiзицi i технiцi. До них також
зводяться лiнiйнi диференцiальнi рiвняння 2-го порядку iз змiнни-
ми коефiцiєнтами [1] та рiвняння Рiккатi. Але, на жаль, не iснува-
ло теорiї знаходження точних розв’язкiв таких систем. Пiд точним
розв’язком будемо розумiти розв’язок у квадратурах.

Автор намагається розробити таку теорiю. Ним опублiковано ряд
робiт, присвячений цiй тематицi (зокрема, [2, 3]).

В доповiдi представляються результати, що є продовженням до-
слiдження, розпочатого в [2], де дослiджується випадок, коли добу-
ток елементiв побiчної дiагоналi матрицi A(t) є додатним. Зокрема,
пропонується новий оригiнальний спосiб побудови точного розв’яз-
ку такої системи.

Теорема 1. Система рiвнянь (1)–(2) iз симетричною матрицею

iнтегрується у квадратурах.

1. Еругин Н.П., Штокало Й.З. и др. Курс обыкновенных дифференциальных
уравнений. — Киев: Высшая школа, 1974. — 472 с.

2. Пiдченко Ю. П. Знаходження точних розв’язкiв системи диференцiальних
рiвнянь з матрицею другого порядку. I випадок // Наук. зап. НПУ iменi
М. П. Драгоманова. Фiз.-мат. науки. — 1999. — № 1. — C. 145–153.

3. Пiдченко Ю.П. Знаходження точних розв’язкiв лiнiйної системи диференцi-
альних рiвнянь з матрицею другого порядку. II випадок // Наук. зап. НПУ
iменi М. П. Драгоманова. Фiз.-мат. науки. — 2001. — № 2. — C. 246–255.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна
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Згасаючi еволюцiї в багатомiрних просторах

А.О. Погоруй

Розглянемо приклад узагальнення згасаючої еволюцiї на площи-

ну. Нехай ξ(t) = max{n > 0 : τn 6 t}, t > 0, де τn =
n∑

k=0

θk, а

θk > 0, k = 0, 1, 2, . . .— незалежнi однаково розподiленi випадковi
величини з функцiєю розподiлу Gθ(t).

Розглянемо процес

x(t) =

t∫

0

aξ(t) exp

{
i
2π

3
ξ(s)

}
ds,

де 0 < a < 1. Покладемо τk = exp{i2π(k−1)
3

}, k = 1, 2, 3 i

σ =

t∫

0

aξ(t) exp

{
i
2π

3
ξ(s)

}
ds.

Неважко переконатись, що σ =
3∑

k=1

ηkτk, де ηk =
+∞∑
l=0

ak−1+3lθk−1+3l.

Розподiли випадкових величин ηk є граничними розподiлами вiдпо-
вiдних згасаючих еволюцiй на прямiй. Такi розподiли вивчаються,
наприклад, в [1] та у використаних там посиланнях. Розподiл σ є
граничним розподiлом двовимiрної згасаючої еволюцiї x(t).

Нехай fηi
(x) — щiльнiсть розподiлу ηi, i = 1, 2, 3. Розподiл випад-

кової величини σ у множинi {x1τ1 + x2τ2; x1, x2 > 0} обчислюється
так:

P{σ ∈ (dx1τ1 + dx2τ2)} = P{η1τ1 + η2τ2 + η3τ3 ∈ (dx1τ1 + dx2τ2)}
= P{(η1 − η3) ∈ dx1 + (η2 − η3) ∈ dx2 ∈ (dx1τ1 + dx2τ2)}

=

+∞∫

−∞

P{(η1 − u) ∈ dx1, (η2 − u) ∈ (dx2)/η3 = u}P{η3 ∈ du} (1)

=

+∞∫

−∞

fη1
(x1 + u)fη2

(x2 + u)fη3
(u)dudx1dx2.

Аналогiчно, для {x1τ1 + x3τ3; x1, x3 > 0} маємо

P{σ ∈ (dx1τ1+dx3τ3)} =

+∞∫

−∞

fη1
(x1+u)fη3

(x3+u)fη2
(u)dudx1dx3 (2)
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i для {x2τ2 + x3τ3; x2, x3 > 0} маємо

P{σ ∈ (dx2τ2+dx3τ3)} =

+∞∫

−∞

fη2
(x2+u)fη3

(x3+u)fη1
(u)dudx2dx3, (3)

де fηi
(x), щiльнiсть розподiлу ηi, i = 1, 2, 3.

У роботi [2] iнтеграли (1)–(3) називаються Т-згорткою щiльно-
стей fηi

(x), i = 1, 2, 3, на площинi. Використовуючи поняття
Т-згортки для багатомiрних просторiв можна узагальнити згаса-
ючi еволюцiї на багатомiрнi простори.

1. Погоруй А. О., Родрiгес-Дагнiно Р. М. Граничнi розподiли згасаючих ево-
люцiй в деяких пiвмарковських середовищах // Укр. мат. журн. — 2009. —
Т. 61, № 12.

2. Pogorui A. A., Kovalenko D. O., Rodriguez-Dagnino R. M. T-Convolution and
its applications to n-dimensional distributions // Random Oper. Stoch. Equ. —
2009. — Vol. 17. — P. 349–363.
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Розклади Остроградського другого виду:

метрична, динамiчна, ймовiрнiсна та розмiрнiсна

точка зору

I.М. Працьовита, М. В. Працьовитий, Г.М. Торбiн

Вiдомо, що довiльне дiйсне число x з одиничного iнтервала мо-
жна представити у виглядi

x =
∑

k

(−1)k−1

qk(x)
, де qk(x) ∈ N, qk+1(x) > qk(x)(qk(x) + 1). (1)

Якщо x— iррацiональне, то таке представлення єдине. Кожне ра-
цiональне число x ∈ (0, 1) можна записати у виглядi (1) двома
рiзними способами. Зображення числа у виглядi (1) називатимемо
O2-зображенням i будемо позначати O2(q1(x), . . . , qk(x), . . .).

При зафiксованих перших k символах, (k + 1)-й символ O2-зо-
браження не може набувати значень 1, 2, 3, 4, 5, . . . , qk(qk + 1)− 1,
що робить символи O2-зображення «нерiвноправними». Нехай

d1 = q1 i dk+1 = qk+1 − qk(qk + 1) + 1 ∀k ∈ N.

Тодi попереднiй ряд можна переписати у виглядi

x =
∑

k

(−1)k+1

qk−1(x)(qk−1(x) + 1) − 1 + dk(x)
=:

=: Ō2(d1(x), d2(x), . . . , dk(x), . . . ).

(2)

Вираз (2) називається Ō2-розкладом (рiзницевим розкладом Остро-
градського другого виду, розкладом Остроградського другого виду
з незалежними приростами), а число dk = dk(x) — k-м Ō2-символом
числа x. В Ō2-зображеннi кожен iз символiв, незалежно вiд значе-
ння попереднього, може набувати всiх натуральних значень.

В доповiдi висвiтлюються особливостi метричної та розмiрнiсної
теорiї Ō2-розкладiв дiйсних чисел. Показано, що для розвитку ме-
тричної теорiї та вивчення нормальних властивостей чисел, запи-
саних за допомогою Ō2-зображення, класичнi методи ергодичної
теорiї динамiчних систем непридатнi. Обговорюються також ре-
зультати дослiджень властивостей розподiлiв випадкових величин
з незалежними символами Ō2-зображення, тобто випадкових вели-
чин виду

η = Ō2(η1, η2, . . . , ηk, . . . ), (3)

Ō2-символи ηk яких є незалежними випадковими величинами, що
набувають значень 1, 2, . . . , m, . . . з ймовiрностями p1k, p2k, . . . ,
pmk, . . . .
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Теорема 1. Майже всi (в розумiннi мiри Лебега) числа (0, 1] у

своєму Ō2-зображеннi мiстять скiнченну кiлькiсть кожного з

Ō2-символiв.

Теорема 2. Для майже всiх (в розумiннi розмiрностi Хаусдорфа–

Безиковича) чисел одиничного вiдрiзка послiдовнiсть їх Ō2-симво-

лiв є необмеженою, тобто множина дiйсних чисел з обмеженими

Ō2-символами є аномально фрактальною.

Розглянемо динамiчну систему, яка породжена наступним пере-
творенням T одностороннього зсуву по Ō2-зображенню:

∀x = Ō2(d1(x), d2(x), . . . , dn(x), . . . ) ∈ [0, 1],

T (x) = T (Ō2(d1(x), d2(x), . . . , dn(x), . . . )) =

= Ō2(d2(x), d3(x), . . . , dn(x), . . . ).

Нагадаємо, що множина A називається iнварiантною або нерухо-
мою вiдносно перетворення T, якщо A = T−1A. Мiра µ називається
ергодичною вiдносно перетворення T , якщо довiльна iнварiантна
множина A ∈ B є множиною або нульової, або повної мiри. Мi-
ра µ називається iнварiантною вiдносно перетворення T , якщо для
довiльної множини E ∈ B виконується рiвнiсть µ(T−1E) = µ(E).

Теорема 3. Не iснує ймовiрнiсних мiр, якi були б iнварiантними

i ергодичними вiдносно перетворення зсуву T по Ō2-зображенню i

одночасно абсолютно неперервними вiдносно мiри Лебега.

Теорема 4. Якщо хоча б для одного символа i0 ряд
∞∑

m=1

pi0,m розбi-

гається, то розподiл випадкової величини з незалежними симво-

лами Ō2-зображення є сингулярним вiдносно мiри Лебега.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна

E-mail :
lightsoul2008(at)gmail.com,prats4(at)yandex.ru,torbin7(at)gmail.com
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Геометрiя i метрична теорiя дiйсних чисел

М.В. Працьовитий

Дiйсне число — фундаментальне поняття математики, яке при-
сутнє практично в усiх її галузях. Сьогоднi крiм загальної аксiо-
матичної теорiї дiйсних чисел, вивчаються рiзнi її моделi. Iснують
геометричнi та алгебраїчнi теорiї, а також теорiї, побудованi на за-
собах аналiзу. У кожнiй з теорiй дiйсне число «одягається» в ту чи
iншу форму, зручну в одних вiдношеннях i навпаки в деяких iн-
ших. Традицiйно множина дiйсних чисел є розширенням множини
рацiональних чисел. Загальний принцип в побудовi суттєво нового
використовувати як будiвельний матерiал уже освоєне працював
при побудовi класичних теорiй Дедекiнда, Кантора, Веєрштрасса.
В сучасних теорiях дiйсного числа iстотну роль вiдiграють системи
зображення числа (системи числення).

Пiд системою числення ми розумiємо сукупнiсть засобiв для по-
дання (представлення, математичного вираження) та зображення
(скороченого запису подання). Сьогоднi в математицi i її застосу-
ваннях широко використовуються рiзнi системи числення. Кожна
з них має свiй алфавiт (набiр символiв (цифр) для зображення
числа) i визначаючу нескiнченно малу послiдовнiсть. Однi з них
мають скiнченний алфавiт, iншi — нескiнченний. В одних вiн по-
стiйний, в iнших — змiнний. Наприклад, класична s-адична (s-ко-
ва) система використовує алфавiт з s символiв {0, 1, . . . , s − 1}, а
зображення чисел ланцюговими дробами має нескiнченний алфа-
вiт — множину всiх натуральних чисел. В зображеннi чисел рядами
Кантора алфавiт, взагалi кажучи, змiнний, у кожного розряду вiн
свiй. Iснують системи зображення чисел, у яких iнша роль цифр,
нiж в s-адичного зображення. Вони не вiдiграють ролi чисел, а вi-
дiграють, скажiмо, роль iндексiв. Такими є Q-, Q∗-, Q̃-зображення
та iнше. Наявнiсть рiзних систем зображення чисел розширює мо-
жливостi для розвитку рiзних галузей математики. В першу чергу,
теорiї функцiй, теорiї ймовiрностей, фрактального аналiзу, теорiї
динамiчних систем та iн. Особливо корисними вони є при моделю-
ваннi та дослiдженнi математичних об’єктiв зi складною локаль-
ною будовою (недиференцiйовних функцiй, сингулярних розподi-
лiв ймовiрностей, динамiчних систем з домiнуючими хаотичними
траєкторiями тощо).

Геометрiя дiйсних чисел в тому чи iншому зображеннi включає:
геометричне тлумачення змiсту цифр, властивостi цилiндрiв та ме-
тричнi вiдношення, породженнi способом подання числа.

Основною задачею метричної теорiї дiйсних чисел є задача про
мiру множини чисел, якi мають певну властивiсть, зокрема, зобра-
ження. Для багатьох систем числення метрична теорiя є достатньо
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розвиненою. Це стосується, в першу чергу, s-адичних систем та
ланцюгових дробiв.

Кажуть, що система числення має нульову надлишковiсть, якщо
в нiй довiльне дiйсне число має не бiльше двох зображень. Причо-
му сукупнiсть чисел, якi мають два зображення, є не бiльш нiж
злiченною множиною. Нульову надлишковiсть мають s-адична си-
стема числення, зображення чисел ланцюговими дробами, зобра-
ження чисел рядами Енгеля, Кантора, Люрота, Остроградського
та iн. Такою не є s-кова система з надлишковим набором цифр,
фiбоначчiєва система тощо.

У питаннях, пов’язаних з неперервнiстю та складною локальною
будовою об’єктiв, головну роль вiдiграє дробова частина числа, яку
ми далi розглядатимемо.

Нехай
A1 × A2 × · · · ×An × · · · = L,

де Ak = {0, 1, . . .}— скiнченна або нескiнченна множина символiв.
Сюр’єктивне вiдображення f : L → [0, 1] встановлює кодування

чисел вiдрiзка [0, 1]. Якщо f має властивiсть: не бiльше двох фор-
мально рiзних послiдовностей з L вiдображаються в одне й те ж
число з [0, 1], то дана система кодування має нульову надлишко-
вiсть.

Означення 1. Цилiндром рангу m з основою c1 . . . cm, де ci ∈ Ai,
i = 1, m, називається множина

∆c1...cm
= {x : x ∈ [0, 1] , x = f ((αn)) , (αn) ∈ L} ,

причому α1 = c1, . . . , αm = cm.

1. З означення цилiндра випливає

∆c1...cm
=

⋃

i∈Am+1

∆c1...cmi.

2.Оскiльки має мiсце нульова надлишковiсть, то цилiндри не пе-
рекриваються.

3.Для мiри Лебега виконується: λ (∆c1...cm
) → 0 (m→ ∞).

У доповiдi мова йтиме про метричну теорiю i рiзноманiтнi за-
стосування f -кодування дiйсних чисел, зокрема, при дослiдженнi
фрактальних властивостей математичних об’єктiв.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна

E-mail : prats4(at)yandex.ru
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Cистеми числення зi змiнною основою

М. В.Працьовитий, Ю.В. Ралко

Нехай (qk) — фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiль-
ших або рiвних 2, Ak = {0, 1, 2, . . . , qk − 1}.

Означення 1. Рядом Кантора називається вираз виду

ε1

q1
+

ε2

q1q2
+ . . .+

εn

q1q2 . . . qn
+ . . . , (1)

де (εk) — фiксована послiдовнiсть чисел, εn ∈ An.

Якщо послiдовнiсть (qn) — фiксована, то iснує континуальна мно-
жина вiдповiдних рядiв Кантора. Кожен ряд Кантора є збiжним i
його сума не перевищує ε1+1

q1
.

Вираз
m∑

n∈M

an, деM — скiнченна або нескiнченна пiдмножина мно-

жини натуральних чисел N, називається пiдрядом ряду (1). Сума
кожного пiдряду ряду (1)

∞∑

n=1

εnan, де {εn} ∈ A∞ = A1 × A2 × . . .,

називається неповною сумою ряду (1).
Кожне число x виду

x = x(M) =
∑

k∈M⊂N

εk

q1 . . . qk
=

∞∑

k=1

εkδk
q1 . . . qk

,

де

δk =

{
1, якщо k ∈M,

0, якщо k /∈M

називається неповною сумою ряду (1).
Множина

E =
{
x : x =

∞∑

k=1

εkδk
q1q2 . . . qk

, δk ∈ {0, 1}
}

називається множиною неповних сум ряду Кантора (1).
Пропонуються результати дослiдження тополого-метричних та

фрактальних властивостей множини неповних сум довiльного за-
даного ряду Кантора, а також властивостi розподiлу випадкової
неповної суми ряду Кантора з рiзними розподiлами його доданкiв
(при умовах незалежностi та марковської залежностi).
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Теорема 1. Якщо (qk) — задана послiдовнiсть натуральних чисел,

бiльших або рiвних 2, то для довiльного x ∈ [0; 1) iснує послiдов-

нiсть цiлих чисел εk = εk(x) така, що

x =
∞∑

k=1

εk(x)

q1q2 . . . qk
i 0 6 εk 6 qk − 1. (2)

Розклад числа в ряд (2) називається зображенням його рядом
Кантора (1). Якщо qk = const = s, то таке зображення є класи-
чним s-адичним розкладом. Як виявилось, таке зображення чисел
є частковим випадком Q∗-зображень, яке вперше описано в [2].

Доповiдь присвячена застосуванням розкладiв чисел в ряди Кан-
тора для побудови метричної, ймовiрнiсної та фрактальної теорiй
дiйсних чисел, використанню їх для задання та дослiдження фун-
кцiй та мiр зi складною локальною будовою, для моделювання дво-
вимiрних фракталiв та аналiтичного опису фракталiв, ранiше по-
будованих конструктивно.

1. Працьовитий М. В. Фрактальний пiдхiд у дослiдженнях сингулярних роз-
подiлiв. — Київ: Вид-во НПУ iменi М. П. Драгоманова, 1998. — 296 с.

2. Працевитый Н. В., Торбин Г. М. Случайные величины с независимыми
Q∗-знаками. — Киев: Ин-т матемитики АН Украины, 1992. — С. 95–104.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна
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Багатоточковi задачi з кратними вузлами

iнтерполяцiї для лiнiйних псевдодиференцiальних

рiвнянь

Б.Й. Пташник, М. М.Симотюк

Позначимо: Ωp — p-вимiрний тор (R/2πZ)p, Qp = (0, T )× Ωp, x =
(x1, . . . , xp) ∈ Ωp, Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp), k = (k1, . . . , kp) ∈
Zp, (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp; G : Zp → R — така функцiя, що
G(k) > 1 для всiх k ∈ Zp i lim

‖k‖→∞
G(k) = ∞; Wα,β(G) — простiр,

одержаний поповненням множини скiнченних тригонометричних
полiномiв g(x) =

∑
gk exp(ik, x) за нормою

‖g,Wα,β(G)‖ =

√∑

k∈Zp

|gk|2G2α(k) exp(2βG(k));

S(G) — множина таких псевдодиференцiальних операцiй A(Dx), дiя
яких на функцiю ϕ(x) =

∑
k∈Zp

ϕk exp(ik, x) визначається рiвнiстю

A(Dx)ϕ(x) =
∑

k∈Zp

A(k)ϕk exp(ik, x), а sup
k∈Zp

{|A(k)|G−1(k)} <∞.

Розглянемо таку задачу:

Ln

(
∂

∂t
,Dx

)
u ≡ ∂nu

∂tn
+

n−1∑

j=0

An−j(Dx)
∂ju

∂tj
= F (t, x), (t, x) ∈ Qp, (1)

Vj,qj
[u(t, x)] ≡ ∂qj−1u(t, x)

∂tqj−1

∣∣∣
t=tj

= ϕj,qj
(x), x ∈ Ωp,

qj = 1, . . . , rj , j = 1, . . . , l, 2 6 l 6 n,

(2)

де 0 6 t1 < t2 < . . . < tl 6 T , r1+ . . .+rl = n, Aj(Dx) ∈ S(GNj ), Nj ∈
N, j = 1, . . . , n. Нехай λ1(k), . . . , λn(k) — коренi многочлена Ln(λ, k),
k ∈ Zp; γ = max

16j6n
{Nj/j}, M1 = max{0; max

16j6n
sup
k∈Zp

{Reλj(k)G
−γ(k)}},

M2 = −min{0; min
16j6n

inf
k∈Zp

{Reλj(k)G
−γ(k)}}; f1(t, k), . . . , fn(t, k), k ∈

Zp, — така фундаментальна система розв’язкiв звичайного дифе-
ренцiального рiвняння Ln(d/dt, k)y(t) = 0, що f

(j−1)
q (0, k) = δj,q,

j, q = 1, . . . , n, де δjq — символ Кронекера;

∆(k) = det
∥∥Vj,qj

[fq(t, k)]
∥∥q=1,...,n,

qj=1,...,rj ;j=1,...,l
, k ∈ Zp.

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi

Cn([0, T ];Wα,β(G
γ)) необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Zp ∆(k) 6= 0. (3)

Робота пiдтримана Державним фондом фундаментальних дослiджень Укра-
їни (проект № 28.1/010).



90 Конференцiя «Фрактали i сучасна математика»

Позначимо: α0 = γ(n+
∑l

j=1C
2
rj

), α1 = α0 +γ max
16j6l

rj , β0 = nM1T ,

β1 = β0 +M1T .

Теорема 2. Нехай виконується умова (3) та iснують сталi ω, δ ∈
R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp

виконується нерiвнiсть

|∆(k)| > G−ω(k) exp(−δGγ(k)). (4)

Якщо F ∈ C([0, T ];Wα+α1+ω,β+β1+δ(G
γ)), ϕj,qj

∈Wα+α0+ω,β+β0+δ(G
γ),

qj = 1, . . . , rj, j = 1, . . . , l, то в просторi Cn([0, T ];Wα,β(G
γ)) iснує

єдиний розв’язок задачi (1), (2), який неперервно залежить вiд

функцiй F та ϕj,qj
, qj = 1, . . . , rj, j = 1, . . . , l.

Теорема 3. Якщо для деяких невiд’ємних λ, µ функцiя G(k) справ-

джує умову
∑

k∈Zp

G−λ(k) exp(−µG(k)) < ∞, то для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в Rl) векторiв ~t = (t1, . . . , tl) ∈ [0, T ]l не-

рiвнiсть (4) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) ве-

кторiв k∈Zp при ω > ω0(λ, γ, n), δ > δ0(µ, n,M2, T ), де ω0(λ, γ, n),
δ0(µ, n,M2, T ) — певнi конструктивнi сталi, якi визначаються да-

ними задачi.

Отриманi результати узагальнюють результати статтi [1] на ви-
падок псевдодиференцiальних рiвнянь.

1. Пташник Б.Й., Симотюк М.М. Багатоточкова задача з кратними вузлами
для диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими коефiцi-
єнтами // Укр. мат. журн. — 2003. — Т. 55, № 3. — С. 400–413.

Iн-т прикладних проблем механiки i математики iм. Я.С.Пiдстрига-

ча НАН України, Львiв, Україна

E-mail : ptashnyk(at)lms.lviv.ua
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неперервних систем класичної статистичної
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О.Л. Ребенко
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Многомерный пластинчатый симплекс I типа

Ю.С.Резникова

Определение 1 ([3, 4]). n-мерным срединно-усечённым симпле-
ксом, n > 2, называется n-мерный многогранник1, представляющий
собой выпуклую оболочку C2

n+1 точек (вершин срединно-усечённого
симплекса), являющихся серединами 1-граней произвольного n-мер-
ного симплекса.

Рассмотрим метрическое пространство {V n, ρ}, n > 3, где ρ—
фиксированная метрика.

С точки зрения конструктивного объекта многомерный пластин-
чатый симплекс I типа является результатом счётной процедуры
исключений в целом аналогичной процедуре построения таких кон-
структивных фрактальных множеств как, например, треугольные
и квадратные салфетки Серпинского [1, 5]. В качестве изначально-
го множества построения многомерного пластинчатого симплекса
I типа выступает n-мерный симплекс, n > 3.

Определение 2. n-мерным (n − 1)-мерно пластинчатым симпле-
ксом I типа, n > 3, называется ограниченное фрактальное множе-
ство, представляющее собой объединение (n + 1)-й конгруэнтной
и подобной целому части с коэффициентом подобия 1/2, а также
(n + 1)-й соединяющей открытой средней части старших граней
изначального n-мерного симплекса построения:

msSimp
(n)
/n−1 =

(
n+1⋃

i=1

Ei

)
⋃
(

n+1⋃

i=1

Gi

)
, (1)

Ei
1/2∼ msSimp

(n)
/n−1, Ei

⋂
Ej = ∅, i 6= j, i, j = 1, n+ 1,

Gi — открытые (n− 1)-мерные срединно-усечённые симплексы, i =
1, n+ 1.

Замечание 1. Очевидно, в двумерных аффинных пространствах n-
мерный (n − 1)-мерно пластинчатый симплекс I типа и треуголь-
ная салфетка Серпинского I типа [1, 5] являются эквивалентными
геометрическими объектами.

Определение 3. (n − 1)-мерным счётным каркасом I типа в n-
мерном аффинном пространстве, n > 3, называется множество A,
представляющее собой объединение старших граней ((n − 1)-гра-
ней) изначального и промежуточных n-мерных симплексов постро-
ения n-мерного (n− 1)-мерно пластинчатого симплекса I типа.

1В двумерном аффинном пространстве — многоугольник, а именно тре-
угольник.
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Множество A может быть представлено в виде объединения счёт-

ного количества составляющих (n−1)-мерных симплексов Ai, i =
1,∞, размерности Хаусдорфа–Безиковича которых совпадают с то-
пологическими и равны (n−1). Отсюда α0(A) = sup

i
(α0(Ai)) = n−1.

n-мерный (n − 1)-мерно пластинчатый симплекс I типа, n > 3,
можно рассматривать как объединение двух множеств:

• нигде не плотного в V n, при этом плотного в себе, (n − 1)-
мерного счётного каркаса I типа A;

• нигде не плотного несчётного множества точек, не лежащих
на указанном множестве A.

Многомерный пластинчатый симплекс I типа есть нигде не пло-
тное в V n совершенное множество, каждая точка которого есть
точкой конденсации данного множества, имеющее мощность кон-
тинуума.

Утверждение 1. ∀n > 3 n-мерный (n − 1)-мерно пластинча-

тый симплекс I типа вида (1) есть квазигиперфрактал [1, 2],
т.е. его размерность Хаусдорфа-Безиковича положительна, сов-

падает с топологической размерностью и принимает значение

на единицу меньше топологической размерности пространства:

α0(msSimp
(n)
/n−1) = n− 1.

1. Працьовитий М. В. Про означення фрактала та фрактальний пiдхiд в до-
слiдженнях розподiлiв ймовiрностей // Фрактальний аналiз та сумiжнi пи-
тання: Зб. наук. праць. — Київ: Iн-т математики НАН Украiни; НПУ iменi
М. П. Драгоманова, 1998. — С. 5–26.
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ва. Сер. 1, Фiз.-мат. науки. — 2005. — № 6. — С. 235–242.

4. Резникова Ю.С. Срединно-усечённые симплексы в четырёхмерном аффин-
ном пространстве // Укр. мат. журн. — 2007. — Т. 59, № 4. — С. 566–570.

5. Федер Е. Фракталы. — Москва: Мир, 1991. — 260 с.

Институт математики НАН Украины, Киев, Украина

E-mail : yurss(at)mail.ru



Київ, НПУ iменi М.П.Драгоманова, 24 грудня 2009 р. 93

Discontinues solutions to a quasilinear equation

with variable coefficients

V. Samoylenko, Yu. Samoylenko

We study problem of finding discontinuous solutions [1, 2] to the
equation

a0(x)ut + b0(x)uux = 0, (1)

where a0(x), b0(x) are infinitely differentiable functions, x ∈ R
1, t ∈

[0;T ]. The problem appeares while determining main term of asymp-
totic one phase soliton type solutions for singularly perturbed Ko-
rteweg–de Vries with variable coefficients and small dispersion [3] of
the following form

ε2uxxx = a(x, ε)ut + b(x, ε)uux, (2)

where functions a(x, ε), b(x, ε) can be represented with asymptotic se-
ries as follows

a(x, ε) =

∞∑

k=0

ak(x)ε
k, b(x, ε) =

∞∑

k=0

bk(x)ε
k,

t ∈ [0;T ], ak(x), bk(x) ∈ C(∞)(R1), k > 0.
Constructing asymptotic soliton type solutions for (2) is important

problem since Korteweg–de Vries equation is known to have numerous
applications in hydrodynamics [4].

Using implicit form of asymptotic one phase soliton type solution to
the problem (2), the conditions of existing discontinuous solution to
the problem (1) are obtained. Similar conditions for partial differential
equations are known as Hugoniot conditions [5].

1. Hopf E. On the right weak solution of the Cauchy problem for a quasilinear
equation of first order // J. Math. Mech. — 1969. — Vol. 19, no. 6. — P. 483–
487.

2. Maslov V. P., Omelyanov G. A. Asymptotic soliton-type solutions with small
dispersion // Uspekhi mat. nauk. — 1981. — Vol. 36 (219), no. 2. — P. 63–124.

3. Samoylenko V. Hr., Samoylenko Yu. I. Asymptotic soliton-type solutions with
small dispersion // Ukr. math. jour. — 2005. — Vol. 57, no. 1. — P. 111–124.

4. Korteweg D. J., de Vries G. On the change in form of long waves advancing in
a rectangular canal and a new type of long stationary waves // Philos. Mag. —
1895. — no. 39. — P. 422–433.

5. Dobrokhotov S. Yu. Hugoniot-Maslov chains for solitary vortices of the shallow
water equations // Russian J. Math. Phys. — 1999. — Vol. 6, no. 2. — P. 137–
173.
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Слабка збiжнiсть марковської симетрiйної

випадкової еволюцiї у багатовимiрному просторi

I. В. Самойленко

У просторi R
n розглянемо частинку, яка стартує в момент часу

t = 0 з точки x = (xi, i = 1, n). Початковий напрям руху обирає-
ться рiвномiрно на одиничнiй n-вимiрнiй сферi Sn з центром в x та
вiдбувається з незалежною вiд напряму руху швидкiстю v = cε−1,
де ε— малий параметр, ε → 0 (ε > 0). Iншими словами, рух вiдбу-
вається у напрямах векторiв

s(θ) = (cos θ1, sin θ1 cos θ2, sin θ1 sin θ2 cos θ3, . . . ,

sin θ1 . . . sin θn−2 cos θn−1, sin θ1 . . . sin θn−2 sin θn−1),

θn−1 ∈ [0, 2π), θi ∈ [0, π), i = 1, n− 2.

Керуючим процесом є процес Пуасона з параметром λ = ε−2. У мо-
мент настання пуасонiвської подiї частинка випадковим чином оби-
рає новий напрям руху, що має рiвномiрний розподiл на сферi Sn з
центром в мiсцi знаходження частинки.

Введемо множину Θ = {θ : s(θ) ∈ Sn}. Будемо позначати ке-
руючий процес Пуасона θε

t ∈ Θ, марковська симетрiйна випадкова
еволюцiя ξε

t ∈ R
n задається спiввiдношенням

ξε
t := x+ v

t∫

0

s(θε
τ )dτ.

Теорема 1. Марковська симетрiйна випадкова еволюцiя ξε
t слабо

збiгається до процесу ξ0
t при ε → 0:

ξε
t ⇒ ξ0

t ,

причому вiнерiв процес ξ0
t ∈ R

n задається генератором

L0ϕ(x1, . . . , xn) =
c2

n
∆ϕ(x1, . . . , xn),

де ∆ϕ(x1, . . . , xn) :=
(

∂2

∂x2
1

+ . . .+ ∂2

∂x2
n

)
ϕ(x1, . . . , xn).

1. Kolesnik A. D. Weak convergence of the distributions of Markovian random
evolutions in two and three dimensions // Bul. Acad. Stiinte Repub. Mold.
Mat. — 2003.— no. 3. — P. 41–52.

2. Koroliuk V. S., Limnios N. Stochastic systems in merging phase space. — Si-
ngapore: World Sci. Publ., 2005. — 332 p.

3. Samoilenko I. V. Markovian random evolution in R
n // Random Oper. Stoch.

Equ. — 2001.— Vol. 9, no. 2. — P. 139–160.
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Самоподiбнi множини, самоподiбна розмiрнiсть

i перетворення простору, що зберiгають

самоподiбну розмiрнiсть

С.А. Сотникова

Самоподiбнi «конструкцiї» в математицi використовувались дав-
но, починаючи вiд Кантора [2] та докладно вивчалися в роботах
Морана та Хатчiнсона [3, 4], але i сьогоднi вiдсутня строга теорiя
самоподiбних множин, в першу чергу, це стосується самоподiбної
розмiрностi та її властивостей. Доповiдь присвячена теорiї самопо-
дiбних множин та їх властивостей.

Розглядаються обмеженi множини простору R1. Найменший вiд-
рiзок, що мiстить множину E, позначається [E], [E] = [inf E, supE].

Означення 1. Множина E називається самоподiбною, якщо iснує
скiнченна множина перетворень подiбностi f1, f2, . . . , fn (n > 2) та-
ких, що

E = f1(E) ∪ f2(E) ∪ . . . ∪ fn(E), (1)

i при цьому вiдрiзки [fi(E)] i [fj(E)] при i 6= j не перекриваються.

Якщо множина E — самоподiбна i має мiсце (1), то

inf E = inf f1(E), supE = sup fn(E), supEi 6 inf Ei+1, 1 6 i < n.

Тодi в R1 fi : x′ = kix + bi, де bi = inf fi(E), i = 1, n, при цьо-
му ki = d(Ei)

d(E)
, Ei = fi(E), d(E) — дiаметр множини E, d(Ei) — дiа-

метр i-ї множини. Оскiльки [fi(E)] i [fj(E)] не перекриваються, то
d(fi(E)) < d(E) i тому d(fi(E))

d(E)
= ki < 1.

Означення 2. Якщо E — самоподiбна множина, то найменше чи-
сло n, при якому має мiсце рiвнiсть (1) називається показником са-

моподiбностi, при цьому розклад (1) називають канонiчним, а пра-
ву частину рiвностi називають структурою самоподiбностi мно-
жини E.

Лема 1. Якщо E — самоподiбна множина i iснує iнтервал (a, b)
такий, що (a, b) ⊂ [E] i (a, b) ∩ E = ∅, то канонiчний розклад

множини E єдиний.

Теорема 1. Якщо для самоподiбної множини E, яка має роз-

клад (1), iснує iнтервал (a, b) такий, що (a, b) ⊂ [E] i (a, b)∩E = ∅,

то множина E є нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебе-

га.

Лема 2. Cамоподiбна множина не мiстить iзольованих точок.
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Означення 3. Якщо E — самоподiбна множина, для якої має мiсце
канонiчний розклад

E = E1 ∪ E2 ∪ . . . ∪En, E
ki∼Ei, i = 1, n,

то число αs(E), яке є розв’язком рiвняння

kx
1 + kx

2 + . . .+ kx
n = 1,

називається самоподiбною розмiрнiстю множини E.

Рiвняння kx
1 +kx

2 +. . .+kx
n = 1 має єдиний дiйсний корiнь, причому

вiн є додатним числом, не бiльшим 1.

Лема 3. Якщо самоподiбна множина E є щiльною в [E], то її

самоподiбна розмiрнiсть дорiвнює одиницi.

Самоподiбна розмiрнiсть самоподiбної множини простору R1 спiв-
падає з розмiрнiстю Хаусторфа-Безиковича.

Означення 4. Перетворення простору (тобто бiєктивне вiдобра-
ження простору на себе), яке переводить довiльну самоподiбну мно-
жину в самоподiбну множину i при цьому самоподiбнi розмiрностi
обох спiвпадають, називається перетворенням, що зберiгає самопо-
дiбну розмiрнiсть.

Самоподiбнiсть в просторi Rn, при n > 1 є значно складнiшою i
вимагає детального вивчення.

В доповiдi пропонуються результати дослiдження перетворень,
що зберiгають самоподiбну розмiрнiсть.
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Побудова функцiй розподiлу змiшуванням зарядом

А.А. Томусяк

В основоположнiй роботi [1] було встановлено основний принцип
побудови сумiшей розподiлiв, а саме функцiя

F (x) =

+∞∫

−∞

G(x, y)dH(y), (1)

де G(x, y) для кожного y функцiя розподiлу за змiнною x, вимiр-
на функцiя за змiнною y, H(y) — функцiя розподiлу. В [2] осла-
блено вимоги на H(y) (вимагається, щоб H(y) була неспадною i
+∞∫
−∞

dH(y) = 1) i останнi формулюються як необхiднi i достатнi умо-

ви того, що (1) є функцiя розподiлу. У подальшому узагальненi ви-
моги практично не використовувались (див., наприклад, [3, 4, 5])
при конструюваннi сумiшей.

Нами було виявлено, що сформульованi вище умови не є необхi-
дними, а з допомогою формули (1) можна дiстати функцiю розпо-
дiлу, коли H(y) не є неспадною. Так коли

H(y) =
1

2 −
√

2

(
E(y + 1) −

√
2E(y) + E(y − 1)

)
,

а G(x, y) — сiмейство нормальних розподiлiв з середнiм y i стандар-
тним вiдхиленням 2σ, тобто

G(x, y) =
1√
2π

x−y
2σ∫

−∞

e−
t2

2 dt, (2)

то за умови, що 4σ2 6 log2 e, функцiя

F (x) =
1√

2π(2 −
√

2)




x+1

2σ∫

−∞

e−
t2

2 dt−
√

2

x
2σ∫

−∞

e−
t2

2 dt+

x−1

2σ∫

−∞

e−
t2

2 dt




є функцiєю розподiлу.

Функцiю H(y), для якої
+∞∫
−∞

dH(y) = 1 будемо називати зарядо-

вою фукнцiєю.
Якщо G(x, y) — сiмейство функцiй розподiлу додатних випадко-

вих величин, диференцiйовне за змiнною x, iH(y) =
∞∑

n=1

qnE(y−yn),



98 Конференцiя «Фрактали i сучасна математика»

де 0 < y1 < · · · < yn < . . . ,
∞∑

n=1

qn = 1, то за умови, що

∞∑

n=1

G′
x(x, yn)qn > 0,

функцiя

F (x) =

∞∑

n=1

qnG(x, yn) (3)

є функцiя розподiлу.
Як приклад, для сiмейства

f(x, y) =

{
1 − e−xy, x > 0, y > 0,

0, в iнших випадках
(4)

i розподiлу заряду q1, q2, . . . , qn у точках 0 < y1 < · · · < yn, маємо
розподiл

F̄ (t) =

n∑

k=1

qke
−ykx (5)

за умови, що
k∑

i=1

qiyi > 0 (k = 1, n).

Якщо послiдовностi точок (nλ) вiднесено послiдовнiсть зарядiв

(qn) =
(
(−1)n−1pn−1(1 + p)

)
n = 1, 2, . . . ,

де λ > 0, |p| < 1, то, скориставшись сiмейством (4), дiстанемо роз-
подiл

F̄ (t) =
(1 + p)e−λt

1 + pe−λt
, (6)

а якщо послiдовностi точок ((n+ 1)λ) вiднесено послiдовнiсть за-
рядiв

(qn) =
(
(−1)n e

n!

)
n = 0, 1, 2, . . . ,

де λ > 0, то дiстанемо розподiл

F̄ (t) = exp{1 − λt− e−λt}. (7)

Досить цiкавi розподiли можна отримати, скориставшись сiмей-
ством (4) i неперервно диференцiйовними функцiями H(y), для

яких
+∞∫
0

H ′(y)dy = 1. Для прикладу, скориставшись iнтегралами

+∞∫

0

e−λx cos bxdx =
λ

λ2 + b2
,

+∞∫

0

e−λx sin bxdx =
b

λ2 + b2
,

де λ > 0, 0 < b 6 λ, дiстанемо розподiли

F̄1(t) =
(λ2 + b2)(t+ λ)

λ((t+ λ)2 + b2)
, F̄2(t) =

λ2 + b2

(t+ λ)2 + b2
. (8)
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Перший з них має нескiнченне математичне сподiвання, а другий —
нескiнченну дисперсiю.
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5. Зорин В.А., Мухин В.И., Гаврина Е.В. Об одном классе случайных величин
// Мат. модел. оптим. упр. — 2009. — № 3. — C. 162–166.

Вiнницький державний педагогiчний унiверситет iменi Михайла Ко-

цюбинського

On RN-groups with a finite supercomplemented

subgroup

O.O. Trebenko

Recall that a subgroup A of the group G is called complemented in G
if there exists such a subgroup B ⊆ G that G = AB and A∩B = 1. Fi-
nite groups in which all subgroups are complemented were first consid-
ered by Ph. Hall in 1937. The complete constructive description of such
arbitrary (finite and infinite) groups has been obtained noticeably later
by N. V. Chernikova (1953). Note that, in view of N. V. Chernikova’s
Theorem, groups with all subgroups being complemented are solvable
(more concretely, metabelian) and locally finite.

A subgroup H of the group G is called supercomplemented in G
(V. A. Kreknin, 2005), if each subgroup of G containing H is comple-
mented in G. In [1, 2] and [3, 4] locally graded p-groups and RN -groups
with a supercomplemented cyclic p-subgroup respectively were consid-
ered. It turned out that such groups are also solvable and locally finite.

Recall also that a group is called locally graded if each its noniden-
tity finitely generated subgroup has a proper subgroup of finite index
(S. N. Chernikov, 1970). RN -groups form a very important and wide
subclass of the class of locally graded groups. For example, all solv-
able and locally solvable, radical (in sense of B. I. Plotkin) and locally
radical groups, and also groups of all Kurosh-S. N. Chernikov classes
of groups are locally graded.

Following investigations [1]–[4] author obtained the following result.

Theorem 1. Let G be an RN-group with a finite supercomplemented

subgroup H. Then:
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(i) G is locally finite and solvable;

(ii) G is residually finite.

Next Theorem shows that a requirement for a subgroup H to be of
finite order in Theorem 1 is essential.

Theorem 2. There exist nonsolvable RN-groups with an infinite su-

percomplemented subgroup.

1. Крекнiн В.А. Локально ступенчастi 2-групи з наддоповнюваною циклiчною
пiдгрупою // Зб. праць Iн-ту математики НАН України. — 2005. — Т. 2,
№ 3. — С. 137–209.

2. Chernikov N. S., Kreknin V. A., Trebenko O. O. A generalization of completely
factorizable groups // Matematychni Studii. — 2005. — Vol. 23, no. 2. — P. 129–
135.

3. Chernikov N. S., Trebenko O. O. RN -groups with a supercomplemented cyclic
p-subgroup // Bull. Univ. Kiev. Ser. Phys. Math. — 2007. — no. 1. —
P. 46–49.

4. Trebenko O. O. On groups with a supercomlemented cyclic p-subgroup // Зб.
праць Iн-ту математики НАН України. — 2006. — Т. 3, № 4. — С. 153–164.

Drahomanov National Pedagogical University, Kyiv, Ukraine

E-mail : trebenko(at)gmail.com

Многомерные нелинейные дискретные

динамические системы

А. Ф.Турбин, Ю.Д. Жданова

На комплексной плоскости C рассмотрим нелинейную дискре-
тную динамическую систему

zn+1 = f(zn) ∈ C. (1)

Исследование репеллеров и аттракторов системы (1) приводит к
поразительным по красоте компактным множествам с фракталь-
ной границей.

Наиболее известны множества Г. Жюлиа и Б. Мандельброта [1,
2], когда отображение f(z) : C → C имеет вид:

f(z) = z2 + c. (2)

В докладе рассмотрены нетривиальные обобщения (1) и, в ча-
стности, (2), на пространства En, n > 3.

В E4 и E8 (по крайней мере, на первом этапе) поле комплексных
кватернионов естественно заменить на тело (гамильтоновых) ква-
тернионов и на алгебру октонионов Кэли [3, 4] соответственно.

Проблема визуализации решается конструктивно проектирова-
нием четырёх- или восьмимерного объекта на, например, любую (!)
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плоскость или трёхмерное подпространство (многомерная томогра-
фия).

Именно так одному из авторов (с участием аспиранта Д. Губай-
дуллина) в далеком Амурском государственном университете уда-
лось увидеть плоские сечения кватернионных аналогов множеств
Г.Жюлиа и Б.Мандельброта [5].

Вместо традиционной алгебраической структуры — поля компле-
ксных чисел C мы рассматриваем в качестве базы n-мерную алге-
бру действительных гиперкомплексных чисел Algn (R, T ), где T —
структурный тензор алгебры.

Пусть V n, n > 2, — n-мерное действительное векторное пространс-
тво, ~τ1, ~τ2, . . . , ~τn — фиксированный базис,

T =
{
tkij, i, j, k = 1, . . . , n, tkij ∈ R

}

— тензор валентной структуры (2
1).

Тензор T вводит на V n, n > 2, ассоциативное (не обязательно
коммутативное) умножение векторов ~x = x1~τ1 + x2~τ2 + . . .+ xn~τn и
~y = y1~τ1 + y2~τ2 + . . .+ yn~τn равенством

~x · ~y =

(
n∑

i=1

xi~τi

)
·
(

n∑

j=1

yj~τj

)
=
∑∑∑

xiyjt
k
ij~τk.

Предполагается существование (двусторонней) единицы ~τ0:

~τ0 · ~x = ~x · ~τ0 = ~x.

В алгебре Algn (R, T ) = {V n(R),+, ·, T} корректно определены
степени векторов (гиперкомплексных чисел): ~xm = ~x · ~x · . . . · ~x, а,
значит, и полиномы ~fm (~z) = ~zm+~c1 ·~zm−1+. . .+~cm−2 ·~z2+~cm−1 ·~z+~cm
и даже (при введении банаховой нормы) степенные ряды.

Отсюда имеем многомерный аналог нелинейной дискретной ди-
намической системы (1):

~zn+1 = ~f (~zn) ∈ Algn (R, T ) (3)

Проблема в том, что даже четырёхмерные алгебры до сих пор не
классифицированы.

Препятствием к этому является теорема Фробениуса о конечно-
мерных алгебрах действительных гиперкомплексных чисел с деле-
нием [3].

Гиперкомплексное число ~x = x1~τ1 +x2~τ2 + . . .+xn~τn ∈ Algn (R, T )
назовем целым, если xi ∈ Z.

В проблеме классификации конечномерных алгебр гиперкомпле-
ксных чисел решающую роль мы отдаем кольцам Algn (Z, T ) целых
гиперкомплексных чисел.
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Определение 1. Алгебры Algn (R, T1) и Algn (R, T2) гиперкомпле-
ксных чисел назовём арифметически изоморфными, если они изо-
морфны как алгебры и кольца Algn (Z, T1) и Algn (Z, T2) изомор-
фны.

В [6] мы приводим двумерную алгебру (и даже поле) эллипти-
ческих чисел Ell2 (R), арифметически неизоморфную полю C ком-
плексных чисел, четырёхмерную алгебру (и даже тело) арифме-
тически неизоморфную алгебре (гамильтоновых) кватернионов, и
восьмимерную неассоциативную алгебру с делением (алгебру эл-
липтических октонионов) арифметически неизоморфную алгебре
октонионов (чисел Кэли).

Визуализация множеств Г.Жюлиа и Б.Мандельброта показыва-
ет, что их группа симметрии — группа отражений, изоморфная груп-
пе C2.

Визуализация эллиптических множеств Г.Жюлиа и Б.Мандель-
брота показывает, что их группа симметрии — группа, изоморфная
группе C3.

Красивая геометрическая иллюстрация того, что поле C компле-
ксных чисел и поле Ell2(R) эллиптических чисел арифметически
неизоморфны.

В докладе мы приводим двух- и трёхмерные проекции четырёх-
и восьмимерных аналогов множеств Г. Жюлиа и Б. Мандельброта
в алгебре эллиптических кватернионов и алгебре эллиптических
октонионов соответственно.

1. Мандельброт Б. Фрактальная геометрия природы.— Ижевск: РХД, 2001.—
234 с.

2. Falconer K. J. Fractal geometry: Mathematical foundations and applications. —
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Институт математики НАН Украины, Киев, Украина

E-mail : Turbin(at)imath.kiev.ua

Государственный университет информационно-коммуникационных

технологий, Киев, Украина

E-mail : yuzhdanova(at)yandex.ru



Київ, НПУ iменi М.П.Драгоманова, 24 грудня 2009 р. 103

Еволюцiя кореляцiйних функцiй

в динамiцi Глаубера

Д.Л. Фiнкельштейн

Побудовано еволюцiю кореляцiйних функцiй, що вiдповiдають
динамiцi Глаубера. Доведено iснування вiдповiдної сильно непе-
рервної стискаючої напiвгрупи у певному банаховому просторi. По-
будовано еволюцiю станiв, дослiджено їхнi ергодичнi властивостi.
Вивчено скейлiнг власiвського типу для таких систем.

Iнститут математики НАН України, Київ, Україна

E-mail : fdl(at)imath.kiev.ua

Асимптотичне розвинення розв’язкiв сингулярно

збурених систем диференцiальних рiвнянь

з виродженням i точками повороту

М. I.Шкiль

У доповiдi розглядаються деякi задачi, пов’язанi з асимптоти-
чним iнтегруванням систем сингулярно збурених диференцiальних
рiвнянь з рiзного роду виродженням. Зокрема, наявностi точок по-
вороту, особливих точок тощо. З використанням «збуреного» хара-
ктеристичного рiвняння побудовано формальнi розв’язки для окре-
мих типiв систем сингулярно збурених диференцiальних рiвнянь i
доведено, що цi розв’язки в околi точок повороту є асимптотичними
зображеннями «точних» розв’язкiв розглядуваних систем. Дослi-
джено вироджену систему сингулярно збурених диференцiальних
рiвнянь у випадку, коли виродженiсть настає в окремих точках. В
околi цих точок побудовано асимптотичнi формули для розв’язкiв
зазначених систем, якi методом «зшивання» можуть бути продов-
женi на увесь iнтервал змiни аргументу.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна
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Вгадування вiдповiдей до тестових завдань

з математики

О. Школьний

Метою доповiдi є прагнення розiбратися в сутi явища вгадува-
ння вiдповiдей до тестових завдань з математики, причинах, якi
штовхають учнiв до цього шляху, а також визначити основнi спосо-
би якщо не повного подолання, то принаймнi мiнiмiзацiї прагнен-
ня розв’язати тестовi завдання «нечесним» шляхом. Цiкаво також
дiзнатися, чи є намагання вгадати вiдповiдь закономiрним яви-
щем, притаманним усiй системi тестування, чи все-таки це, ско-
рiше, остання соломинка, за яку хапається «потопаючий» у морi
тесту абiтурiєнт?

Усi цi запитання стали особливо актуальними у зв’язку з упрова-
дженням МОН України зовнiшнього незалежного оцiнювання яко-
стi знань (далi ЗНО), яке проводить Український центр оцiнювання
якостi освiти (далi УЦОЯО). Тест УЦОЯО покликаний, у першу
чергу, адекватно оцiнити рiвень знань випускника з того чи iншо-
го предмету, встановити градацiю, шкалу, за якою можна було би
проводити порiвняння якостi знань, зокрема, пiд час конкурсного
вiдбору для вступу до вишу.

З моменту появи ЗНО з математики вчительськими i не лише
вчительськими кулуарами почали блукати «крамольнi» коментарi
стосовно того, що оскiльки перша та друга частини тесту УЦОЯО
перевiряють лише результат розв’язування задачi, а не його процес,
то таке тестування не може бути об’єктивним. Дiйсно, нiбито учень
з низьким рiвнем математичної пiдготовки за рахунок вгадування
може запросто набрати бiльшу кiлькiсть балiв, нiж гарно навчений
учень. Буцiм-то iснують спецiальнi «прийомчики», за допомогою
яких «натасканий» репетитором двiйочник може отримати чи не
кращий результат за вiдмiнника.

Насправдi, якiсна пiдготовка до тестування має багато складо-
вих. Зокрема, на мою думку, окрiм змiстової складової, слiд видi-
лити складову психологiчну. Нехтування цiєю складовою часто є
однiєю з причин низьких результатiв навiть гарно навчених випу-
скникiв пiд час ЗНО.

Однак, психологiчний аспект пiдготовки до тестування розгля-
датиметься в доповiдi дещо пiд iншим кутом. Взагалi кажучи, те-
стування — це своєрiдне змагання, поєдинок мiж тим, хто складає
тест i тим, хто його розв’язує. I, як у кожного змагання, дуже ва-
жливим (якщо не головним) у ньому є його результат, тобто своє-
рiдна «перемога» над суперником. А для досягнення перемоги слiд
умiти використовувати не лише свою силу, а i слабкiсть суперника.
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Iншими словами, пiд час тестування для досягнення максималь-
ного результату, тобто задля «перемоги», учень не лише може, а
навiть повинен шукати «слабинки» у тестових завданнях з метою
економiї часу на розв’язування завдань, де таких «слабинок» не-
має. Це i є тi самi «прийомчики», про якi йшлося вище. Тому, на
мою думку, вгадування вiдповiдей до тестових завдань є скорiше
закономiрним, нiж випадковим явищем, оскiльки, як це не прикро
визнавати, результат тестування для учня найчастiше є значно ва-
жливiшим, нiж наявнiсть у нього глибоких знань з того чи iншого
предмету.

Звiсно, тест УЦОЯО готується висококвалiфiкованими фахiвця-
ми, проходить кiлькаступеневу вичитку та рецензування, а тому
завдань зi «слабинками» у ньому мiнiмальна кiлькiсть (принаймнi
автори в це щиро вiрять). Та все одно, оскiльки автор завдання i
рецензент — люди, яким властиво iнодi помилятися, хотiлося би ви-
дiлити основнi, типовi помилки при створеннi тестових завдань, якi
ведуть до можливостi вгадування правильної вiдповiдi. Крiм того,
пiд час пiдготовки до ЗНО з математики вчителям нерiдко дово-
диться самим створювати тренувальнi тести, зокрема, для тема-
тичного контролю знань учнiв. Тому, на мою думку, зацiкавленим
слухачам буде тим бiльше корисно дiзнатися про «прийомчики», за
допомогою яких особливо кмiтливим дiткам вдається їх «обдури-
ти» i цим самим спотворити реальнi результати оцiнювання якостi
знань.

Нацiональний педагогiчний унiверситет iменi М. П. Драгоманова,

Київ, Україна



106 Конференцiя «Фрактали i сучасна математика»

Змiст

Про ювiляра . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Науковий напрямок, основнi науковi результати М. В. Працьовитого 5

Вiтання вiд колег i друзiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

О. М. Барановський, I. М. Працьовита, М. В. Працьовитий, Про
одну сингулярну функцiю, пов’язану з рядами Остроградського
1-го та 2-го видiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

М. М. Бiлоцький, Про теореми тауберового типу для просторiв
послiдовностей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

Yu. V. Bodnarchuk, D. I. Morozov, Finite state conjugation of linear
functions on the ring of 2-adic integer numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

В. В. Булдигiн, I. П. Блажiєвська, Про асимптотичнi властивостi
корелограмних оцiнок iмпульсних перехiдних функцiй . . . . . . . . . . . 42

В. В. Булдигiн, В. В. Павленков, Узагальнення теореми Карамати
про асимптотичну поведiнку iнтегралiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

P. D. Varbanets, Exponential sum on algebraic variety . . . . . . . . . . . . . . . 45

Н. М. Василенко, М. В. Працьовитий, Про фрактальнi множини в
просторi послiдовностей Фiбоначчi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Л. А. Вотякова, Основи аналiзу функцiй кватернарної змiнної . . . . 47

Я. В. Гончаренко, Л. В. Чабак, Стохастична модель цiноутворення
фiнансових активiв. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

В. А. Дубко, Особенности моделирования динамики реальных
систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Ю. I. Жихарєва, М. В. Працьовитий, Використання знакододатних
рядiв Люрота для дослiдження математичних об’єктiв з
фрактальними властивостями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

A. V. Zhuchok, Free dimonoids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Y. V. Zhuchok, The translational hull of the symmetric inverse
0-category. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

В. С. Iлькiв, I. Я. Савка, Вiдокремлення вiд нуля лiнiйної функцiї
на множинах комплексного простору . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

М. Г. Йолтуховський, Д. Я. Требенко, О. О. Требенко,
Метациклiчнi групи з доповнюваною власною надцентральною
пiдгрупою . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

А. В. Калашнiков, Iнтегральнi та фрактальнi властивостi
сингулярної строго зростаючої функцiї Салема–Такача . . . . . . . . . . 60



Київ, НПУ iменi М. П. Драгоманова, 24 грудня 2009 р. 107

V. V. Kirichenko, L. Z. Mashchenko, Socles of semiperfect rings . . . . . . 62

В. М. Коваленко, Параметризацiя самоподiбних множин . . . . . . . . . . 63

Ю. Г. Кондратьєв, Мультимасштабнi проблеми в теорiї складних
систем (вiд мiкроскопiчного опису до глобальних властивостей) . 64

В. С. Королюк, Проблеми великих вiдхилень для випадкових
еволюцiй у схемi серiй. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

О. В. Котова, Рiвнi функцiї частоти s-кової цифри числа. . . . . . . . . . 65

В. Д. Кошманенко, Спектр структурно-подiбного оператора. . . . . . . 67

S. Kuzhel, O. Shapovalova, J-self-adjoint extensions of the Phillips
symmetric operator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

О. В. Кутовий, Нерiвноважна глауберова динамiка: iснування та
ергодичнiсть. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

Д. В. Кюрчев, Розподiли випадкових ланцюгових A2-дробiв та їх
фрактальнi властивостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

В. В. Луцак, О. В. Слуцький, Цилiндричне марковське зображення
чисел i його застосування . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Yu. Mishura, Stochastic differential equations involving fractional
Brownian motion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Р. Нiкiфоров, Г. Торбiн, Анормальнiсть чисел i Q∞-зображення. . . 74

О. Б. Панасенко, Деякi розв’язанi та вiдкритi проблеми теорiї
недиференцiйовних функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

М. Пихтар, Деякi прийоми побудови проблемних задач для
учнiв-членiв Малої академiї наук . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Ю. П. Пiдченко, Знаходження точних розв’язкiв системи лiнiйних
диференцiальних рiвнянь iз симетричною змiнною матрицею
другого порядку. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

А. О. Погоруй, Згасаючi еволюцiї в багатомiрних просторах. . . . . . . 81

I. М. Працьовита, М. В. Працьовитий, Г. М. Торбiн, Розклади
Остроградського другого виду: метрична, динамiчна, ймовiрнiсна
та розмiрнiсна точка зору . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

М. В. Працьовитий, Геометрiя i метрична теорiя дiйсних чисел . . . 85

М. В. Працьовитий, Ю. В. Ралко, Cистеми числення зi змiнною
основою . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

Б. Й. Пташник, М. М. Симотюк, Багатоточковi задачi з кратними
вузлами iнтерполяцiї для лiнiйних псевдодиференцiальних
рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89



108 Конференцiя «Фрактали i сучасна математика»

О. Л. Ребенко, Квазi-неперервна та спiнова апроксимацiї
неперервних систем класичної статистичної механiки . . . . . . . . . . . . 90

Ю. С. Резникова, Многомерный пластинчатый симплекс I типа . . . 91

V. Samoylenko, Yu. Samoylenko, Discontinues solutions to a
quasilinear equation with variable coefficients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

I. В. Самойленко, Слабка збiжнiсть марковської симетрiйної
випадкової еволюцiї у багатовимiрному просторi . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

С. А. Сотникова, Самоподiбнi множини, самоподiбна розмiрнiсть i
перетворення простору, що зберiгають самоподiбну розмiрнiсть. . 95

О. М. Станжицький, Асимптотична еквiвалентнiсть динамiчних
систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

А. А. Томусяк, Побудова функцiй розподiлу змiшуванням зарядом 97

O. O. Trebenko, On RN -groups with a finite supercomplemented
subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

А. Ф. Турбин, Ю. Д. Жданова, Многомерные нелинейные
дискретные динамические системы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Д. Л. Фiнкельштейн, Еволюцiя кореляцiйних функцiй в динамiцi
Глаубера. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

М. I. Шкiль, Асимптотичне розвинення розв’язкiв сингулярно
збурених систем диференцiальних рiвнянь з виродженням i
точками повороту . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

О. Школьний, Вгадування вiдповiдей до тестових завдань з
математики. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104


