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Вступ

Актуальнiсть теми. Однiєю iз центральних проблем класичної та су-

часної математичної фiзики є побудова широких класiв точних розв’яз-

кiв, а там, де це можливо, — загальних розв’язкiв багатовимiрних

диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Метод вiдокрем-

лення змiнних, створений Фур’є та Ейлером понад два сторiччя тому, i

донинi залишається одним iз найбiльш потужних методiв iнтегрування

лiнiйних рiвнянь математичної фiзики. Бiльше цього, iнтерес до нього

значно зрiс останнiм часом, оскiльки вiн є одним iз небагатьох кон-

структивним методом побудови точних розв’язкiв багатовимiрних рiв-

нянь з частинними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами.

Щоб проiлюструвати основнi положення методу вiдокремлення змiн-

них на простому прикладi, розглянемо двовимiрне рiвняння Гельмго-

льца

∂2u

∂x2 +
∂2u

∂y2 + k2u = 0. (0.1)

Очевидно, що рiвняння (0.1) допускає вiдокремлення змiнних в де-

картових координатах. Можна також спробувати вiдокремити змiннi

в дослiджуваному рiвняннi в iншiй системi координат, наприклад, в

полярнiй системi координат x = r cos θ, y = r sin θ. В термiнах змiнних

r, θ рiвняння (0.1) набуває вигляду

∂2u

∂r2 + r−1∂u

∂r
+ r−2∂

2u

∂θ2 + k2u = 0. (0.2)

Якщо подати функцiю u у виглядi

u(r, θ) = f(r)g(θ), (0.3)

де f(r), g(θ) — деякi гладкi функцiї тотожно не рiвнi нулевi, то u буде

розв’язком рiвняння (0.2) тодi i тiльки тодi, коли iснує така дiйсна
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стала λ, що функцiї f i g задовольняють звичайнi диференцiальнi

рiвняння

r2f ′′(r) + rf ′(r) + (k2r2 − λ2)f(r) = 0,

g′′(θ) + λ2g(θ) = 0.

Постає запитання: чи iснують ще координати, окрiм декартових та

полярних, в яких iснують розв’язки рiвняння (0.1) з вiдокремленими

змiнними? Зауважимо, що для рiвняння (0.1) iснують всього чотири

системи координат (декартова, полярна, параболiчна та елiптична), в

яких воно допускає вiдокремлення змiнних (див., наприклад, вiдому

монографiю Мiллера [17]).

У зв’язку iз цим виникає така задача: для даного конкретного ди-

ференцiального рiвняння з частинними похiдними знайти всi системи

координат, в яких це рiвняння розв’язується методом вiдокремлення

змiнних — так звана пряма задача вiдокремлення змiнних.
Iсторично першим iз цих позицiй дослiджувалося тривимiрне рiв-

няння Гельмгольца(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3
− k2

)
ψ(x1, x2, x3) = 0, k = const. (0.4)

Ще в 1894 роцi Бьохер в своїй дисертацiї [34] провiв систематичну

класифiкацiю систем координат, якi дозволяють здiйснити вiдокрем-

лення змiнних в рiвняннi (0.4). Вiн показав, що це рiвняння при

k2 6= 0 за допомогою анзацу

ψ(~x) = ϕ1(ω1(~x))ϕ2(ω2(~x))ϕ3(ω3(~x)) (0.5)

допускає вiдокремлення змiнних в 11 нееквiвалентних системах коор-

динат. Для k2 = 0 рiвняння (0.4) (рiвняння Лапласа) допускає вiд-

окремлення змiнних в 17 системах координат. В 1934 роцi Ейзенхарт

[42] дав строге геометричне доведення цих результатiв.

Олевський [19] застосував геометричну методику Ейзенхарта для

вiдокремлення змiнних в операторовi Лапласа–Бельтрамi у просторах
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сталої кривизни (подальший розвиток цiєї проблематики здiйснюється

в монографiї Калнiнса [49]).

Поряд з прямою задачею вiдокремлення змiнних, не менш актуаль-

ною є так звана обернена задача вiдокремлення змiнних: для даного

диференцiального рiвняння з коефiцiєнтами, якi є довiльними функ-

цiями незалежних знiнних, описати всi випадки цих коефiцiєнтiв, для

яких дане рiвняння розв’язується методом вiдокремлення змiнних хоча

б в однiй системi координат. Ейзенхарт [43] в 1948 роцi побудував 11

класiв потенцiалiв V (x1, x2, x3), для яких тривимiрне стацiонарне рiв-

няння Шредiнгера(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

+ E − V (x1, x2, x3)

)
ψ(x1, x2, x3) = 0, (0.6)

де E — спектральний параметр, допускає вiдокремлення змiнних.

Смородiнський та Вiнтернiтц зi спiвавторами [9, 65] започаткува-

ли систематичне вивчення потенцiалiв, для яких стацiонарне дво– та

тривимiрне рiвняння Шредiнгера вигляду (0.6) допускає вiдокремлен-

ня змiнних у двох та бiльше системах координат (так званi суперiн-

тегровнi потенцiали). Класифiкацiю цих потенцiалiв було завершено

Евансом [44].

В серединi семидесятих рокiв з’явилася серiя робiт Калнiнса, Мiл-

лера та Бойєра [35]–[39], [50]–[60], де було розвинуто симетрiйний

пiдхiд до проблеми вiдокремлення змiнних. Цей пiдхiд грунтується

на добре вiдомому фактовi про те, що розв’язок з вiдокремленими

змiнними є спiльною власною функцiєю диференцiальних операторiв

першого та другого порядку, якi комутують один з одним та з опе-

ратором рiвняння, що розглядається. Детальний виклад результатiв

цих дослiджень подано в монографiї Мiллера [17] (дивись також огляд

Курнвiндера [62]). Бойєр, Калнiнс та Мiллер [36], в рамках симет-

рiйного пiдходу, отримали повний розв’язок проблеми вiдокремлення

змiнних в нестацiонарному (1+2)–вимiрному вiльному рiвняннi Шре-

дiнгера. Пiзнiше Бойер [35] описав усi координатнi системи, в яких
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допускає вiдокремлення змiнних (1+2)–вимiрне рiвняння Шредiнгера,

що має потенцiал V (x1, x2) = α/x2
1+β/x

2
2. Рейд [69] повнiстю розв’язав

проблему вiдокремлення змiнних для тривимiрного нестацiонарного

рiвняння Шредiнгера для вiльної частинки. Також слiд згадати статтi

[41, 63], де було вивчено фiзичнi аспекти проблеми вiдокремлення

змiнних для деяких (1+1)– та (1+3)–вимiрних рiвнянь Шредiнгера iз

залежними вiд часу потенцiалами.

Паралельно, симетрiйний пiдхiд до проблеми вiдокремлення змiн-

них в рiвняннях квантової механiки, квантової теорiї поля та рiвнян-

нях Фоккера–Планка розвивався також в роботах радянських мате-

матикiв Шаповалова [25]–[30], Багрова [1] та Сухомлiна [20]–[24] зi

спiвавторами. Шаповалов [30] першим систематично дослiдив проб-

лему вiдокремлення змiнних в рiвняннi Дiрака, використовуючи йо-

го нелiєвську симетрiю. Шаповалов та Сухомлiн [29] отримали ряд

потенцiалiв, для яких (1+3)–вимiрне рiвняння Шредiнгера з вектор–

потенцiалом електромагнiтного поля допускає вiдокремлення змiнних,

але їх результати не є повними i систематичними (вiдзначимо, що

повнiстю ця задача розв’язана в пiдроздiлi 1.2 дисертацiї). Далi, Су-

хомлiн [20, 21], використовуючи цi результати, одержав деякi векто-

ри зносiв, для яких допускає вiдокремлення змiнних (1+3)–вимiрне

рiвняння дифузiї. Пiзнiше Сухомлiн i Барiнов [22, 23, 24] дослiди-

ли можливiсть вiдокремлення змiнних в рiвняннi Колмогорова. Деякi

аспекти вiдокремлення змiнних в (1+1)– та (1+2)–вимiрних рiвняннях

Фоккера–Планка було розглянуто в [32, 84].

Дана робота, головним чином, присвячена оберненiй проблемi вiдо-

кремлення змiнних, а саме: проблемi класифiкацiї диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними, якi можуть бути розв’язанi методом

вiдокремлення змiнних. Зрозумiло, що для ефективного розв’язування

цiєї проблеми потрiбне точне алгоритмiчне означення вiдокремлення

змiнних. В роботах Жданова, Ревенка та Фущича було запропоновано
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одне з таких можливих означень вiдокремлення змiнних, яке застосов-

не як для лiнiйних [87, 88, 90], так i для нелiнiйних [82] диференцi-

альних рiвнянь з частинними похiдними. На основi запропонованого

означення було розвинуто ефективний пiдхiд щодо розв’язання проб-

леми класифiкацiї (1+2)–вимiрного нестацiонарного рiвняння Шредiн-

гера зi скалярним потенцiалом, який не залежить [82, 90] та залежить

[85] вiд часу. Зовсiм недавно [83] було отримано вичерпну класифi-

кацiю потенцiалiв, для яких (1+2)–вимiрне рiвняння Шредiнгера з

вектор–потенцiалом електромагнiтного поля допускає вiдокремлення

змiнних.

Бiльше того, цей метод є потужним засобом для побудови широких

класiв точних розв’язкiв деяких нелiнiйних рiвнянь математичної фi-

зики, таких як нелiнiйнi рiвняння Лапласа [66], Даламбера [68, 80],

теплопровiдностi [46, 67, 81] та дифузiї [40]. Галактiонов [10, 47]

запропонував поняття узагальненого методу вiдокремлення змiнних,

який зводить дане нелiнiйне диференцiальне рiвняння з частинними

похiдними до системи звичайних диференцiальних рiвнянь.

Iншим важливим стимулом подальших дослiджень iнтегровностi ба-

гатовимiрних рiвнянь математичної фiзики методом вiдокремлення змiн-

них є також побудова так званих суперiнтегровних гамiльтонiанiв

[44, 61]. Це пояснюється тим, що суперiнтегровнiсть даної фiзичної

системи тiсно пов’язана з можливiстю вiдокремлення змiнних у вiдпо-

вiдному гамiльтонiанi.

Ще одним фактором, який сприяє зростанню iнтересу до методу

вiдокремлення змiнних, є вiдкриття Склянiним [73] квантового анало-

гу цього методу, що дозволило проiнтегрувати ряд нових нелiнiйних

моделей квантової теорiї поля.

Слiд зауважити, що в переважнiй бiльшостi робiт, присвячених про-

блемi вiдокремлення змiнних, розглядаються диференцiальнi рiвняння

з двома та трьома незалежними змiнними. В той же час, реалiстичнi
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моделi фiзичних явищ є чотиривимiрними. Цей факт також пiдкрес-

лює актуальнiсть даної роботи.

Мета i задачi дослiдження. Метою даної роботи є розв’язання як

прямої, так i оберненої задачi вiдокремлення змiнних для таких рiв-

нянь математичної физики параболiчного типу, як нестацiонарнi рiв-

няння Шредiнгера та Паулi з трьома просторовими змiнними для ча-

стинки, що взаємодiє з електромагнiтним полем, (1+3)–вимiрне рiв-

няння Фоккера–Планка зi сталою дiагональною матрицею дифузiї та

(1+2)–вимiрне рiвняння Крамерса, яке описує броунiвський рух ча-

стинки.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робо-

та проводилася згiдно iз загальним планом дослiджень вiддiлу прик-

ладних дослiджень Iнституту математики НАН України (науково–дос-

лiдна робота “Аналiтичнi та симетрiйнi методи дослiдження диферен-

цiальних моделей математичної фiзики”, № держреєстрацiї

0198U001993).

Основна iдея методу вiдокремлення змiнних [82], який використову-

ється в дисертацiйнiй роботi, є досить простою. А саме, шуканий

розв’язок подається у виглядi добутку (або суми) декiлькох функцiй,

кожна з яких залежить вiд однiєї змiнної. При цьому кожна iз цих

функцiй має задовольняти деяке звичайне диференцiальне рiвняння й,

окрiм цього, отриманий розв’язок має залежати вiд декiлькох довiль-

них (неперервних або дискретних) параметрiв, якi називають спек-

тральними параметрами або сталими вiдокремлення.

Слiд зазначити, що певна простота i прозорiсть постановки зада-

чi зовсiм не означає простоту її розв’язання. Виявляється, що повне

розв’язання як прямої так i оберненої задачi вiдокремлення змiнних
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вимагає побудови загального розв’язку деякої перевизначеної багато-

вимiрної системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними. При цьому коефiцiєнти в цих рiвняннях є, як правило, до-

вiльними функцiями, якi мають бути визначенi в процесi iнтегрування

цiєї системи. Отже, задача вiдокремлення змiнних в такiй постановцi

є iстотно нелiнiйною навiть для лiнiйних рiвнянь. Саме цим, в пер-

шу чергу, пояснюється той факт, що для таких класичних рiвнянь,

як (1+3)–вимiрнi рiвняння Шредiнгера i Паулi для частинки, що ру-

хається в електромагнiтному полi, проблема вiдокремлення змiнних

залишалася не розв’язаною.

Основним результатом першого роздiлу є повне розв’язання задачi

класифiкацiї (1+3)–вимiрних рiвнянь Шредiнгера для частинки, що

взаємодiє з електромагнiтним полем

(p0 − papa)ψ(t, ~x) = 0. (0.7)

Тут використовуються позначення

p0 = i
∂

∂t
− eA0(t, ~x), pa = −i ∂

∂xa
− eAa(t, ~x), a = 1, 2, 3,

де A(t, ~x) = (A0(t, ~x), A1(t, ~x), A2(t, ~x), A3(t, ~x)) — вектор–потенцiал

електромагнiтного поля та e — електричний заряд частинки. Тут i на-

далi, за iндексами a, b, c, що повторюються, передбачене сумовування

вiд 1 до 3.

У пiдроздiлi 1.1 введено необхiднi поняття, означення та алгоритми

методу вiдокремлення змiнних. Тут дооведено теорему про зв’язок мiж

можливiстю вiдокремлення змiнних та симетрiйними властивостями

рiвняння (0.7). А саме, розв’язок з вiдокремленими змiнними рiв-

няння Шредiнгера (0.7) є спiльною власною функцiєю трьох лiнiйних

диференцiальних операторiв симетрiї другого порядку цього рiвнян-

ня, якi комутують мiж собою, при цьому сталi вiдокремлення є їх

власними значеннями.

У пiдроздiлi 1.2 доведено, що (0.7) допускає вiдокремлення змiн-

них лише тодi, коли магнiтне поле ~H = rot ~A є однорiдним, тобто
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незалежним вiд ~x. Бiльше цього доведено, що просторовi компоненти

вектор–потенцiалу електромагнiтного поля з точнiстю до калiбровних

перетворень можна звести до вигляду

~A(t, ~x) =
1

2

 0 −H3(t) H2(t)

H3(t) 0 −H1(t)

−H2(t) H1(t) 0

 ~x =
1

2
~H(t)× ~x,

При цьому маємо 11 класiв потенцiалiв A0(t, ~x), для яких рiвняння

(0.7) розв’язується методом вiдокремлення змiнних принаймнi в однiй

системi координат.

Далi сформульовано конструктивний алгоритм побудови всiх систем

координат, в яких рiвняння Шредiнгера (0.7) з фiксованим вектор–по-

тенцiалом допускає вiдокремлення змiнних. Ефективнiсть цього алго-

ритму продемонстровано на прикладi вектор–потенцiалу

2e ~A =

 0 −c 0

c 0 0

0 0 0

 ~x, eA0 =
q

|~x|
− c2

12

(
x2

1 + x2
2 − 2x2

3
)
, (0.8)

де q, c — довiльнi ненульовi сталi. Доведено, що рiвняння Шре-

дiнгера (0.7) iз потенцiалом (0.8) допускає вiдокремлення змiнних в

сферичнiй, конiчнiй системах координат, та в координатах витягнутого

сфероїда, i при цьому кожна iз цих систем координат обертається за

допомогою залежної вiд часу ортогональної матрицi поворотiв 3 × 3

з кутами Ейлера α = α(t) = −ct, β = const, γ = const. Також, для

кожної iз цих систем координат побудовано вiдповiднi трiйки лiнiйних

диференцiальних операторiв симетрiї другого порядку, якi комутують

мiж собою.

Отриманi результати використано в пiдроздiлах 1.3 та 1.4 до зада-

чi вiдокремлення змiнних у рiвняннi Гамiльтона–Якобi з вектор–по-

тенцiалом та рiвняннi Паулi, що описує рух частинки зi спiном 1
2 в

електромагнiтному полi. Доведено, що цi рiвняння роз’язуються мето-

дом вiдокремлення змiнних для тих самих вектор–потенцiалiв i в тих
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самих системах координат, в яких допускає вiдокремлення змiнних

рiвняння Шредiнгера (0.7).

Другий роздiл дисертацiї присвячений проблемi вiдокремлення змiн-

них в багатовимiрних рiвняннях Фоккера–Планка, якi є основними

рiвняннями в теорiї дифузiйних процесiв. В пiдроздiлi 2.1 одержано

необхiдну умову для вiдокремлення змiнних в (1+3)–вимiрних рiвнян-

нях Фоккера–Планка зi сталою дiагональною матрицею дифузiї

∂u

∂t
+ ∆u+

∂

∂xa
(Ba(~x)u) = 0,

де ~B(~x) = (B1(~x), B2(~x), B3(~x)) — вектор зносiв. Отримано ряд нових

конфiгурацiй вектора зносiв, для яких дане рiвняння допускає вiдок-

ремлення змiнних. Для кожного iз них знайдено всi нееквiвалентнi

координатнi системи, якi дозволяють здiйснити вiдокремлення змiн-

них, та побудовано вiдповiднi розв’язки з вiдокремленими змiнними в

явному виглядi.

В пiдроздiлi 2.2 дослiджено проблему вiдокремлення змiнних в (1+2)-

вимiрному рiвняннi Крамерса, яке допускає нетривiальну групу iнва-

рiантностi

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂y2 − y
∂u

∂x
+ (νy + kx)

∂u

∂y
+ νu.

Знайдено всi системи координат, в яких рiвняння Крамерса допускає

вiдокремлення змiнних. Окрiм цього, побудовано розв’язки рiвняння

Крамерса з вiдокремленими змiнними в явному виглядi.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi ви-

значають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Одержано повний розв’язок задачi класифiкацiї (1+3)–вимiрних

рiвнянь Шредiнгера з вектор–потенцiалом електромагнiтного по-

ля, що допускають вiдокремлення змiнних, в результатi якого от-

римуються звичайнi диференцiальнi рiвняння, одне першого та

три другого порядку. Запропоновано конструктивний алгоритм
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побудови всiх систем координат, в яких (1+3)–вимiрне рiвняння

Шредiнгера з фiксованим вектор–потенцiалом допускає таке вi-

докремлення змiнних, та вiдповiдних розв’язкiв цього рiвняння з

вiдокремленими змiнними.

2. Доведено, що всi вектор–потенцiали i системи координат, якi за-

безпечують вiдокремлення змiнних для (1+3)–вимiрних рiвнянь

Шредiнгера з вектор–потенцiалом (в рамках сформульованого оз-

начення), також забезпечують вiдокремлення змiнних i для (1+3)–

вимiрного рiвняння Гамiльтона–Якобi з вектор–потенцiалом.

3. Повнiстю розв’язано задачу класифiкацiї (1+3)–вимiрних рiвнянь

Паулi для частинки зi спiном 1
2 в електромагнiтному полi, що

допускають вiдокремлення змiнних, в результатi якого отриму-

ються матричнi звичайнi диференцiальнi рiвняння спецiального

вигляду, одне першого та три другого порядку за додаткової умови

комутативностi.

4. Одержано необхiдну умову того, щоб (1+3)–вимiрне рiвняння

Фоккера–Планка зi сталою дiагональною матрицею дифузiї до-

пускало вiдокремлення змiнних, в результатi якого отримуються

звичайнi диференцiальнi рiвняння, одне першого та три другого

порядку. Отримано новi конфiгурацiї вектора зносiв, для яких да-

не рiвняння допускає таке вiдокремлення змiнних. Для кожної iз

них знайдено всi нееквiвалентнi координатнi системи, якi дозво-

ляють здiйснити вiдокремлення змiнних, та побудовано вiдповiднi

розв’язки з вiдокремленими змiнними в явному виглядi.

5. Повнiстю розв’язано проблему вiдокремлення змiнних в (1+2)–

вимiрному рiвняннi Крамерса, яке допускає нетривiальну групу

симетрiй. Знайдено всi системи координат, в яких рiвняння Кра-

мерса розв’язується методом вiдокремлення змiнних, та побудо-

вано вiдповiднi розв’язки рiвняння Крамерса з вiдокремленими
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змiнними в явному виглядi.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна робота

носить теоретичний характер. Отриманi результати є новими i мо-

жуть бути використаними для розв’язування ряду конкретних задач

теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, а також в

квантовiй механiцi, теорiї дифузiйних процесiв та теорiї броунiвського

руху.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дiяль-

ностi та постановка задач належать науковому керiвнику — Р.З. Жда-

нову. Доведення всiх результатiв дисертацiї проведене особисто авто-

ром.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

доповiдалися i обговорювалися на семiнарах вiддiлу прикладних дос-

лiджень Iнституту математики НАН України, на Київському семi-

нарi з функцiонального аналiзу (керiвник — академiк НАН України

Ю.М. Березанський), на III Мiжнароднiй конференцiї “Symmetry in

Nonlinear Mathematical Physics” (Київ, 1999), на XXXII симпозiумi з

математичної фiзики (Торунь, Польща, 2000).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в п’яти робо-

тах [12, 78, 79, 91, 92].

Автор висловлює вдячнiсть своєму науковому керiвнику, доктору

фiзико – математичних наук

Ренату Зуфаровичу Жданову

за постановку задач, постiйну увагу та допомогу в роботi.

Автор також вдячний усiм учасникам наукового семiнару вiддi-

лу прикладних дослiджень Iнституту математики НАН України та

Київського семiнару з функцiонального аналiзу за цiннi зауваження,

зробленi пiд час обговорення результатiв.
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РОЗДIЛ 1

Вiдокремлення змiнних в багатовимiрному

рiвняннi Шредiнгера

Даний роздiл присвячений проблемi вiдокремлення змiнних в багато-

вимiрному рiвняннi Шредiнгера для частинки, що рухається в елект-

ромагнiтному полi.

В пiдроздiлi 1.1 введено поняття та сформульовано алгоритм метода

вiдокремлення змiнних. Доведено теорему про зв’язок мiж можли-

вiстю вiдокремлення змiнних та симетрiйними властивостями даного

рiвняння.

В пiдроздiлi 1.2 одержано повний розв’язок задачi вiдокремлення

змiнних в (1+3)–вимiрному рiвняннi Шредiнгера з вектор–потенцiа-

лом електромагнiтного поля. Отриманi результати використано для

розгляду стацiонарного рiвняння Шредiнгера з потенцiалом.

В пiдроздiлi 1.3 сформульовано основну теорему про вiдокремлення

змiнних в (1+3)–вимiрному рiвняннi Гамiльтона–Якобi.

Пiдроздiл 1.4 мiстить результати по вiдокремленню змiнних в (1+3)–

вимiрному рiвняннi Паулi, яке описує рух частинки зi спiном 1
2 в еле-

ктромагнiтному полi.

Основнi результати роздiлу 1 опублiковано в роботax [12, 92].
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1.1. Алгоритм методу вiдокремлення змiнних.

Основнi поняття, означення та теореми

У цьому роздiлi розглядається рiвняння Шредiнгера (РШ) для безспi-

нової частинки, що взаємодiє з електромагнiтним полем (див., наприк-

лад [15, §111])

(p0 − papa)ψ(t, ~x) = 0, (1.1)

де ψ(t, ~x) — хвильова функцiя, t — часова та ~x = (x1, x2, x3) — про-

сторовi змiннi. Зауважимо, що ψ(t, ~x) — комплексна функцiя дiйсних

змiнних t, x1, x2, x3. Тут використовуються позначення

p0 = i
∂

∂t
− eA0(t, ~x), pa = −i ∂

∂xa
− eAa(t, ~x), a = 1, 2, 3, (1.2)

де A(t, ~x) = (A0(t, ~x), A1(t, ~x), A2(t, ~x), A3(t, ~x)) — вектор–потенцiал

електромагнiтного поля, e — електричний заряд частинки.

Тут i надалi, за iндексами a, b, c, що повторюються, передбачено

сумовування вiд 1 до 3. Протягом усiєї дисертацiйної роботи перша,

друга та третя похiднi функцiї однiєї змiнної позначаються вiдповiдно

однiєю, двома, та трьома крапками

df(x)

dx
≡ ḟ(x),

d2f(x)

dx2 ≡ f̈(x),
d3f(x)

dx3 ≡
...

f (x).

Символи ~∇ та ∆ означають вiдповiдно тривимiрнi оператори набла та

Лапласа

~∇ ≡
(

∂

∂x1
,
∂

∂x2
,
∂

∂x3

)T

, ∆ ≡ ∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3
.

Верхнiй iндекс T означає транспонування вiдповiдних вектора або ма-

трицi. Всi функцiї, що розглядаються в дисертацiї, вважатимемо до-

статньо гладкими.

Метод вiдокремлення змiнних (ВЗ), в його класичному розумiннi,

можна умовно розбити на двi основнi частини. Перша полягає у вiд-

шуканнi спецiальних сiмейств часткових розв’язкiв дослiджуваного

рiвняння (розв’язкiв iз вiдокремленими змiнними). Друга частина
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методу — це розвинення розв’язку крайових задач в гiльбертовому

просторi за базисом, який складають отриманi на попередньому етапi

частиннi розв’язки, та дослiдження повноти цього базису. При цьо-

му рiзним задачам вiдповiдають рiзнi оптимальнi базиси (координатнi

поверхнi системи координат, як правило, мають спiвпадати з гранич-

ними поверхнями розглядуваної крайової задачi). Тому знаходження

як можна бiльш широких класiв розв’язкiв з вiдокремленими змiнними

(отриманими в рiзних системах координат) є актуальним для аналiзу

багатьох крайових задач.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є перша частина ме-

тоду. В подальшому, коли використовується термiн ”вiдокремлення

змiнних”, ми розумiємо саме побудову сiмейств розв’язкiв дослiджу-

ваного рiвняння з вiдокремленими змiнними.

При всьому рiзномаїттi пiдходiв до проблеми ВЗ в диференцiальних

рiвняннях з частинними похiдними (ДРЧП), згаданих у Вступi, можна

видiлити три загальнi принципи, якi мають мiсце у кожному iз цих

пiдходiв, а саме:

1. Подання шуканого розв’язку у виглядi добутку (або суми) декiль-

кох функцiй, кожна iз яких є функцiєю однiєї змiнної.

2. Вимога того, щоб кожна iз вищезгаданих функцiй задовольняла

деяке звичайне диференцiальне рiвняння.

3. Залежнiсть отриманого розв’язку вiд кiлькох довiльних (непе-

рервних або дискретних) параметрiв, якi називають спектраль-

ними параметрами або сталими вiдокремлення.

На основi цих властивостей в роботi [82] було сформульовано алго-

ритм ВЗ в лiнiйних ДРЧП. Нижче подається детальний опис цього

алгоритму, формулюються основнi означення i теореми, на яких вiн

базується. Зокрема, доводиться теорема про зв’язок мiж ВЗ в РШ та

його симетрiєю в класi операторiв другого порядку.
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Введемо у розгляд нову систему координат t, ωa = ωa(t, ~x), a =

1, 2, 3, де ωa є функцiонально незалежними як функцiї змiнних x1, x2,

x3, тобто має мiсце спiввiдношення

det

∥∥∥∥∂ωa

∂xb

∥∥∥∥3

a,b=1
6= 0. (1.3)

Традицiйним є таке розумiння методу вiдокремлення змiнних, згi-

дно з яким рiвняння Шредiнгера (1.1) допускає вiдокремлення змiнних

в системi координат t, ω1, ω2, ω3, якщо кожен розв’язок рiвняння (1.1) є

лiнiйною комбiнацiєю частинних розв’язкiв вигляду F0(t)F1(ω1)F2(ω2)×
F3(ω3). Але в рамках такого пiдходу до вiдокремлення змiнних важко

отримати якийсь класифiкацiйний результат. В дисертацiї за основу

береться таке означення вiдокремлення змiнних.

Означення 1.1 Будемо казати, що рiвняння Шредiнгера (1.1) допус-
кає вiдокремлення змiнних в системi координат t, ωa = ωa(t, ~x),
a = 1, 2, 3, якщо iснують деяка ненульова функцiя Q(t, ~x) i чотири
звичайнi диференцiальнi рiвняння

ϕ̇0(t) = U0(t, ϕ0(t); λ1, λ2, λ3),

ϕ̈a(ωa) = Ua(ωa, ϕa(ωa), ϕ̇a(ωa); λ1, λ2, λ3), a = 1, 2, 3, (1.4)

якi одночасно аналiтично залежать вiд трьох незалежних ком-
плексних параметрiв λ1, λ2, λ3 (сталих вiдокремлення) i такi, що
для кожної трiйки λ1, λ2, λ3 та для кожної множини розв’язкiв
ϕ0(t), ϕ1(ω1), ϕ2(ω2), ϕ3(ω3) системи (1.4) функцiя

ψ(t, ~x) = Q(t, ~x)ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3) (1.5)

є розв’язком рiвняння (1.1).

Тут Q(t, ~x), ϕ0(t), ϕ1(ω1), ϕ2(ω2), ϕ3(ω3) — комплекснi функцiї дiйсних

змiнних.

Означення 1.2 Три комплекснi параметри λ1, λ2, λ3 в системi рiв-
нянь (1.4) називаються незалежними, якщо 4× 3 – матриця∥∥∥∥∂Uµ

∂λa

∥∥∥∥3 3

µ=0 a=1
(1.6)
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має ранг 3 скрiзь, де ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3) 6= 0.

Ця умова гарантує iстотну залежнiсть розв’язкiв з вiдокремленими

змiнними вiд сталих вiдокремлення ~λ = (λ1, λ2, λ3).

Пiдкреслимо, що функцiї Q, ω1, ω2, ω3 не залежать вiд ~λ.

Зауважимо, що формули (1.5)–(1.6) складають вхiднi данi методу.

Тобто кожну з цих умов можна модифiкувати, узагальнюючи таким

чином класичне означення ВЗ. Наприклад, якщо добуток функцiй в

(1.5) замiнити на суму, то одержується анзац для адитивного ВЗ в

нелiнiйному рiвняннi Гамiльтона–Якобi. Крiм того, можна змiнюва-

ти вигляд редукованих рiвнянь (1.4) i зменшувати кiлькiсть суттєвих

параметрiв λa. Бiльш детальний аналiз цих питань можна знайти в

статтi [82].

Отже, коли стверджується, що отримано повний опис вектор–потен-

цiалiв та систем координат, в яких РШ допускає ВЗ, то це розумiється

лише в рамках означення refoz1. Якщо ж користуватися бiльш загаль-

ним означенням, то можна побудувати якiсь iншi вектор–потенцiали

та системи координат, в яких РШ допускає ВЗ. Але всi вiдомi нам роз-

в’язки рiвняння Шредiнгера з вiдокремленими змiнними пiдпадають

пiд нашу схему i можуть бути отриманими в рамках нашого пiдходу.

Легко перевiрити прямою пiдстановкою, що вигляд спiввiдношень

(1.5)–(1.6) не змiнюється при замiнi

λa → λ′a = Λa(λ1, λ2, λ3), a = 1, 2, 3 (1.7)

за умови

det

∥∥∥∥∂Λa

∂λb

∥∥∥∥3

a,b=1
6= 0. (1.8)

Тому набори спектральних параметрiв ~λ та ~λ′, пов’язанi спiввiдношен-

ням (1.7) будемо вважати еквiвалентними.

Далi ввeдeмо вiдношення еквiвалентностi на множинi вектор–потен-

цiалiв A0(t, ~x), ~A(t, ~x), для яких РШ допускає ВЗ, а також на множинi
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розв’язкiв з вiдокремленими змiнними та множинi вiдповiдних систем

координат.

Означення 1.3 Два вектор–потенцiали A(t, ~x) i A′(t, ~x) називаю-
ться еквiвалентними, якщо вони пов’язанi мiж собою за допомогою
калiбровного перетворення

~A→ ~A′ = ~A+ ~∇f, A0 → A′0 = A0 −
∂f

∂t
, (1.9)

де f = f(t, ~x) — довiльна гладка функцiя.

При цих перетвореннях хвильова функцiя ψ(t, ~x) змiнюється згiдно

правилу

ψ → ψ′ = ψ exp(ief) (1.10)

Дiйсно, послiдовно виконавши в РШ (1.1) перетворення (1.9), (1.10),

одержуємо це рiвняння, де замiсть функцiй ~A,A0, ψ записанi функцiї
~A′, A′0, ψ

′.

Означення 1.4 Два розв’язки з вiдокремленими змiнними назива-
ються еквiвалентними, якщо вони пов’язанi мiж собою перетворе-
ннями з групи Лi iнварiантностi рiвняння Шредiнгера для вiльної
частинки, тобто рiвняння (1.1) з нульовим вектор–потенцiалом
A(t, ~x) = 0 (див., наприклад, [31, §6.1]):

1. Зсуви за часовою та просторовими змiнними на сталу величи-
ну

ψ′(t′, ~x′) = ψ(t, ~x),

t′ = t+ b0, x′a = xa + ba, a = 1, 2, 3. (1.11)

2. Повороти системи координат на кут θa навколо осi xa

ψ′(t′, ~x′) = ψ(t, ~x), t′ = t, x′a = xa,

x′b = xb cos θa + xc sin θa, (1.12)

x′c = xc cos θa − xb sin θa,

де трiйка (a, b, c) — трiйка чисел з циклу (1, 2, 3).
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3. Перехiд до нової iнерцiальної системи вiдлiку, яка рухається зi
швидкiстю va вздовж осi xa (перетворення Галiлея)

ψ′(t′, ~x′) = exp

(
i

2
vaxa +

i

4
vavat

)
ψ(t, ~x), (1.13)

t′ = t, x′a = xa + vat, x′b = xb, a 6= b, a, b = 1, 2, 3,

4. Калiбровне перетворення

ψ′(t′, ~x′) = eiζψ(t, ~x), t′ = t, x′a = xa, a = 1, 2, 3. (1.14)

5. Масштабне перетворення

ψ′(t′, ~x′) = exp

(
−3

2
η

)
ψ(t, ~x) (1.15)

t′ = exp(2η)t, x′a = exp(η)xa, a = 1, 2, 3.

6. Проективне перетворення

ψ′(t′, ~x′) = (1 + ξt)3/2 exp

{
−iξxaxa

4(1 + ξt)

}
ψ(t, ~x), (1.16)

t′ =
t

1 + ξt
, x′a =

xa

1 + ξt
, a = 1, 2, 3.

Тут b0, ba, θa, va, ζ, η, ξ — дiйснi параметри вiдповiдних перетворень.
Окрiм цього, еквiвалентними є також розв’язки з вiдокремлени-

ми змiнними з еквiвалентними наборами спектральних параметрiв
~λ.

Перетворення (1.11)–(1.16) складають 13-параметричну групу Лi, яку

називать групою Шредiнгера.

Немає сенсу розрiзняти тi системи координат, якi дають еквiвалент-

нi розв’язки.
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Означення 1.5 Двi системи координат t, ω1, ω2, ω3 та t′, ω′1, ω
′
2, ω

′
3

називаються еквiвалентними, якщо в результатi вiдокремлення
змiнних в сенсi Означення 1.1 одержуються еквiвалентнi розв’язки
з вiдокремленими змiнними. Зокрема, еквiвалентними будуть си-
стеми координат, якi пов’язанi мiж собою за допомогою оборотнiх
перетворень такого вигляду:

t→ t′ = f0(t), ωa → ω′a = fa(ωa), a = 1, 2, 3, (1.17)

Q→ Q′ = Ql0(t)l1(ω1)l2(ω2)l3(ω3), (1.18)

де f0, . . . , f3, l0, . . . , l3 — деякi гладкi функцiї.

Дiйсно перетворення (1.17) та (1.18) не змiнюють структуру анзацу

(1.5). А отже в результатi процедури ВЗ в цих системах координат

отримаємо один i той же розв’язок з вiдокремленими змiнними.

Цi вiдношення еквiвалентностi вiдбивають свободу вибору функцiй

Q,ω1, ω2, ω3 та сталих вiдокремлення λ1, λ2, λ3 при якому не порушу-

ються умови (1.5)–(1.6). Вони розбивають множину вектор–потенцiа-

лiв A(t, ~x), для яких РШ допускає ВЗ, а також множину розв’язкiв iз

вiдокремленими змiнними та множину вiдповiдних систем координат

на класи еквiвалентностi. Надалi, подаючи вiдповiднi списки, будемо

наводити по одному представниковi iз кожного класу еквiвалентностi.

Якщо вхiднi данi зафiксовано у виглядi (1.5)–(1.6), то алгоритм ви-

користання методу ВЗ можна подати так:

1. Пiдставляємо анзац (1.5) в РШ (1.1) i виражаємо похiднi ϕ̇0, ϕ̈1,

ϕ̈2, ϕ̈3 в термiнах функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ̇1, ϕ̇2, ϕ̇3, використо-

вуючи рiвняння (1.4).

2. Розглядаємо ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ̇1, ϕ̇2, ϕ̇3, λ1, λ2, λ3 як новi незалежнi

змiннi y1, . . ., y10. Оскiльки функцiї Q, ω1, ω2, ω3, A0, A1, A2,

A3 не залежать вiд змiнних y1, . . . , y10, вимагаємо, щоб отримана

рiвнiсть перетворювалася в тотожнiсть для довiльних y1, . . ., y10.
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Iнакше кажучи, розщеплюємо її за цими змiнними. Пiсля роз-

щеплення одержуємо перевизначену систему нелiнiйних ДРЧП

для невiдомих функцiй Q, ω1, ω2, ω3, A0, A1, A2, A3.

3. Розв’язавши цю систему, одержуємо вичерпний опис вектор–по-

тенцiалiв A(t, ~x), для яких РШ допускає ВЗ, та перелiк вiдповiд-

них систем координат.

Завдяки лiнiйностi РШ (1.1) має мiсце таке твердження (див. [62])

Теорема 1.1 Нехай рiвняння Шредiнгера (1.1) допускає вiдокремлен-
ня змiнних в сенсi Означення 1.1. Тодi редукованi рiвняння (1.4) є
лiнiйними як за функцiями ϕ0, ϕa, ϕ̇a, a = 1, 2, 3, так i за сталими
вiдокремлення λ1, λ2, λ3.

Виконавши перетворення еквiвалентностi (1.18) з певним чином пi-

дiбраними функцiями l1(ω1), l2(ω2), l3(ω3), завжди можна вибрати ре-

дукованi рiвняння (1.4) у виглядi

iϕ̇0 = (T0(t)− Tb(t)λb)ϕ0,

ϕ̈a = (Fa0(ωa) + Fab(ωa)λb)ϕa, a = 1, 2, 3, (1.19)

де T0, Tb, Fa0, Fab — деякi гладкi функцiї своїх аргументiв.

Тепер умова (1.6) набуває вигляду

rank

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
T1 T2 T3

F11 F12 F13

F21 F22 F23

F31 F32 F33

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= 3. (1.20)

Тодi невiдомi функцiї Q, ω1, ω2, ω3 задовольняють таку систему не-

лiнiйних ДРЧП
∂ωb

∂xa

∂ωc

∂xa
= 0, b 6= c, b, c = 1, 2, 3; (1.21)

3∑
a=1

Fab(ωa)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= Tb(t), b = 1, 2, 3; (1.22)

2

(
∂Q

∂xb
− ieQAb

)
∂ωa

∂xb
+Q

(
i
∂ωa

∂t
+ ∆ωa

)
= 0, a = 1, 2, 3;(1.23)
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Q

3∑
a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
+ i

∂Q

∂t
+ ∆Q− 2ieAb

∂Q

∂xb
+

+Q

(
T0(t)− ie

∂Ab

∂xb
− eA0 − e2AbAb

)
= 0. (1.24)

В силу рiвняння (1.22) в рамках вiдношення еквiвалентностi (1.7)–(1.8)

можна покласти функцiї Ta, Fab, a, b = 1, 2, 3 дiйсними функцiями.

Таким чином, проблема ВЗ в РШ зводиться до iнтегрування си-

стеми десяти нелiнiйних ДРЧП для восьми невiдомих функцiй Q,

ω1, ω2, ω3, A0, A1, A2, A3. Бiльше цього, коефiцiєнти T0, Ta, Fa0, Fab

є довiльними функцiями, якi мають бути визначеними в процесi iн-

тегрування рiвнянь (1.21)–(1.24). В пiдроздiлi 1.2 нам вдалося по-

будувати загальний розв’язок цiєї системи, що, зокрема, дало всi

можливi форми вектор–потенцiалу електромагнiтного поля A(t, ~x) =

(A0(t, ~x), . . . , A3(t, ~x)), для яких рiвняння (1.1) розв’язується методом

ВЗ.

Зв’язок з операторами симетрiї. Одним iз нарiжних каменiв тео-

ретико–групових методiв в сучаснiй математичнiй фiзицi є той факт,

що майже всi конструктивнi методи аналiзу ДРЧП явно чи неявно

використовують їх симетрiйнi властивостi. Не є виключенням i метод

ВЗ. Як доведено Курнвiндером [62] для довiльних рiвнянь елiптичного

типу другого порядку, кожен розв’язок з вiдокремленими змiнними

є власною функцiєю деякого набору взаємно комутуючих операторiв

симетрiї другого порядку цього рiвняння. Нижче ми доводимо анало-

гiчне твердження i для рiвняння (1.1).

Означення 1.6 Лiнiйний диференцiальний оператор другого поряд-
ку

L = kab(~x, t)
∂2

∂xa∂xb
+ma(~x, t)

∂

∂xa
+ n(~x, t),
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де kab,ma, n, (a, b = 1, 2, 3) — деякi гладкi функцiї вiд ~x, t, називає-
ться оператором симетрiї для рiвняння Шредiнгера (1.1), якщо

[L, S] = R(~x, t)S, (1.25)

де S = p0 − papa — оператор рiвняння (1.1), [L, S] = LS − SL —
комутатор операторiв Q i S, та R(~x, t) — деяка гладка функцiя,
вигляд якої залежить вiд коефiцiєнтiв оператора L.

Виконання рiвностi (1.25) означає, що застосування операторiв правої

i лiвої частини цiєї рiвностi до довiльної гладкої функцiї дає один i

той же результат.

Теорема 1.2 Нехай рiвняння Шредiнгера (1.1) допускає вiдокремлен-
ня змiнних в сенсi Означення 1.1. Тодi для вiдповiдного розв’я-
зку з вiдокремленими змiнними завжди знайдеться три взаємно
комутуючих лiнiйних диференцiальних оператори симетрiї другого
порядку рiвняння Шредiнгера, таких, що цей розв’язок з вiдок-
ремленими змiнними є спiльною власною функцiєю цих операторiв.
При цьому сталi вiдокремлення λ1, λ2, λ3 є власними значеннями
операторiв симетрiї.

Доведення. Зробимо в рiвняннi (1.1) замiну змiнних

ψ(t, ~x) = Q(t, ~x)Ψ (t, ω1(t, ~x), ω2(t, ~x), ω3(t, ~x)) , (1.26)

де Q,ω1, ω2, ω3 — довiльний розв’язок системи ДРЧП (1.21)–(1.24).

Пiдставляючи вираз (1.26) в (1.1) та беручи до уваги рiвняння (1.21)–

(1.24), отримаємо

i
∂Ψ

∂t
+

3∑
a=1

(
∂2Ψ

∂ω2
a

− Fa0(ωa)Ψ

)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
− T0(t)Ψ = 0.

Зауважимо, що з умови (1.20) та рiвняння (1.22) випливає умова

det ‖Fab‖3
a,b=1 6= 0. (1.27)

Розв’язуючи рiвняння (1.22) вiдносно
∂ω1

∂xc

∂ω1

∂xc
,

∂ω2

∂xc

∂ω2

∂xc
,

∂ω3

∂xc

∂ω3

∂xc
,
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отримаємо
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= GbaTb, a = 1, 2, 3,

де Gba — елементи матрицi, оберненої до матрицi ‖Fab‖.
Таким чином, в нових змiнних t, ω1, ω2, ω3,Ψ(t, ω1, ω2, ω3) рiвняння

(1.1) набуде вигляду

i
∂Ψ

∂t
+

3∑
a=1

(
∂2Ψ

∂ω2
a

− Fa0(ωa)Ψ

)
GbaTb(t)− T0(t)Ψ = 0. (1.28)

Побудуємо тепер шукану трiйку операторiв. Розглянемо систему

трьох редукованих рiвнянь (1.19) для функцiй ϕ1(ω1), ϕ2(ω2), ϕ3(ω3).

Домножимо перше з них на ∂0ϕ2ϕ3, друге — на ϕ0ϕ1ϕ3, а третє — на

ϕ0ϕ1ϕ2. В результатi отримуємо
∂2Ψ

∂ω2
a

= (Fa0(ωa) + Fab(ωa)λb) Ψ, a = 1, 2, 3. (1.29)

В силу умови (1.27) систему (1.29) завжди можна розв’язати вiдносно

λbΨ, b = 1, 2, 3
3∑

a=1

Gba

(
∂2Ψ

∂ω2
a

− Fa0(ωa)Ψ

)
= λbΨ, b = 1, 2, 3,

А отже, розв’язок рiвняння (1.28) з вiдокремленими змiнними

Ψ = ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3)

є спiльною власною функцiєю диференцiальних операторiв

Pa =
3∑

b=1

Gab

(
∂2

∂ω2
b

− Fb0(ωb)

)
, a = 1, 2, 3, (1.30)

причому виконується рiвнiсть

PaΨ = λaΨ. (1.31)

Нагадаємо, що Gab — елементи матрицi, оберненої до матрицi ‖Fab(ωa)‖.
Прямими (але дуже громiздкими) обчисленнями можна переконати-

ся, що оператори P1, P2, P3 комутують мiж собою при довiльних фун-

кцiях Fab(ωa), Fa0(ωa), a, b = 1, 2, 3, тобто має мiсце рiвнiсть

[Pa, Pb] = PaPb − PbPa = 0, a, b = 1, 2, 3. (1.32)
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Рiвняння (1.28) в термiнах операторiв P1, P2, P3 набуває вигляду

i
∂Ψ

∂t
+ Ta(t)PaΨ− T0(t)Ψ = 0.

Оскiльки виконуються рiвностi

[i
∂

∂t
+ Ta(t)Pa − T0(t), Pa] = 0, a = 1, 2, 3, (1.33)

то оператори P1, P2, P3 є взаємно комутуючими операторами симетрiї

рiвняння (1.28).

Позначивши через P ′
1, P

′
2, P

′
3 оператори P1, P2, P3, записанi для по-

чаткових змiнних t, ~x, ψ, з рiвнянь (1.31)–(1.33) маємо

[p0 − pcpc, P
′
a] = 0, P ′

aψ = λaψ, [P ′
a, P

′
b] = 0, a, b = 1, 2, 3,

де ψ = Q(t, ~x)ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3), та p0−pcpc — оператор рiвняння

(1.1). Теорему доведено.�

Таким чином, iснують два можливих пiдходи до проблеми ВЗ в лi-

нiйних ДРЧП. Перший полягає в тому, щоб знаходити взаємно кому-

туючi оператори симетрiї даного рiвняння, а потiм будувати їх власнi

функцiї [17, 29]. Iнший пiдхiд, який викладено в цьому пiдроздiлi,

є ближчим до класичного розумiння ВЗ. Постулюється бажана форма

(1.5) анзацу для розв’язку з вiдокремленими змiнними, а потiм дово-

дять, що кожному отриманому розв’язку можна спiвставити деякий

набiр взаємно комутуючих операторiв симетрiї даного рiвняння. Пiд-

креслимо, що використання кожного з цих пiдходiв для побудови всiх

можливих систем координат, в яких дане рiвняння допускає ВЗ, при-

водить до iнтегрування системи нелiнiйних ДРЧП типу (1.21)–(1.24).

Обидва пiдходи мають свої переваги та недолiки. Використання пер-

шого пiдходу має сенс при ВЗ в багатокомпонентних системах дифе-

ренцiальних рiвнянь з частинними похiдними [1, 30]. При ВЗ в рiвня-

ннях iз однiєю залежною змiнною бiльш ефективним є другий пiдхiд,

оскiльки обчислення операторiв симетрiї є зайвим кроком, який не є

необхiдним для отримання розв’язкiв iз вiдокремленими змiнними.
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Нарештi, зв’язок методу ВЗ з операторами симетрiї дослiджуваного

рiвняння дає можливiсть застосовувати методи теорiї зображень груп

Лi для подальшого аналiзу спецiальних функцiй, якi виникають як

розв’язки редукованих рiвнянь, в дусi вiдомого проекту Бейтмена [3]–

[5].

Вiдокремлення змiнних в тривимiрному стацiонарному рiвнян-

нi Шредiнгера. Пiд час iнтегрування системи нелiнiйних ДРЧП

(1.21)–(1.24) суттєво використовуються результати ВЗ в тривимiрно-

му стацiонарному РШ

(−∆ + λ1)ψ(~x) = 0, (1.34)

де λ1 — спектральний параметр.

Бьохер в своїй класичнiй роботi [34] вперше провiв систематичну

класифiкацiю координатних систем, в яких рiвняння (1.34) допускає

ВЗ. Вiн показав, що рiвняння (1.34) за допомогою анзацу

ψ(~x) = ϕ1(ω1(~x))ϕ2(ω2(~x))ϕ3(ω3(~x)) (1.35)

допускає ВЗ в одинадцяти нееквiвалентних системах координат ω1(~x),

ω2(~x), ω3(~x), якi наведено нижче (див., також, [42]). Зауважимо, що

координатнi системи подано в неявному виглядi xa = za(ω1, ω2, ω3),

a = 1, 2, 3.

1. Декартовi координати

z1 = ω1, z2 = ω2, z3 = ω3,

ω1, ω2, ω3 ∈ R.

2. Цилiндричнi координати

z1 = eω1 cosω2, z2 = eω1 sinω2, z3 = ω3,

0 ≤ ω2 < 2π, ω1, ω3 ∈ R.

3. Координати параболiчного цилiндра

z1 = (ω2
1 − ω2

2)/2, z2 = ω1ω2, z3 = ω3,
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ω1 > 0, ω2, ω3 ∈ R.

4. Координати елiптичного цилiндра

z1 = a coshω1 cosω2, z2 = a sinhω1 sinω2, z3 = ω3,

ω1 > 0, −π < ω2 ≤ π, ω3 ∈ R, a > 0.

5. Сферичнi координати

z1 = ω−1
1 sechω2 cosω3,

z2 = ω−1
1 sechω2 sinω3,

z3 = ω−1
1 tanhω2,

ω1 > 0, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

6. Координати витягнутого сфероїда

z1 = a cschω1 sechω2 cosω3, a > 0,

z2 = a cschω1 sechω2 sinω3,

z3 = a cothω1 tanhω2, (1.36)

ω1 > 0, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

7. Координати сплющеного сфероїда

z1 = a cscω1 sechω2 cosω3, a > 0,

z2 = a cscω1 sechω2 sinω3,

z3 = a cotω1 tanhω2,

0 < ω1 < π/2, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 < 2π.

8. Параболiчнi координати

z1 = eω1+ω2 cosω3, z2 = eω1+ω2 sinω3,

z3 = (e2ω1 − e2ω2)/2,

ω1, ω2 ∈ R, 0 ≤ ω3 ≤ 2π.

9. Параболоїдальнi координати

z1 = 2a coshω1 cosω2 sinhω3, a > 0,

z2 = 2a sinhω1 sinω2 coshω3,

z3 = a(cosh 2ω1 + cos 2ω2 − cosh 2ω3)/2,
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ω1, ω3 ∈ R, 0 ≤ ω2 < π.

10. Елiпсоїдальнi координати

z1 = a
1

sn(ω1, k)
dn(ω2, k

′) sn(ω3, k), a > 0,

z2 = a
dn(ω1, k)

sn(ω1, k)
cn(ω2, k

′) cn(ω3, k),

z3 = a
cn(ω1, k)

sn(ω1, k)
sn(ω2, k

′) dn(ω3, k),

0 < ω1 < K, −K ′ ≤ ω2 ≤ K ′, 0 ≤ ω3 ≤ 4K.

11. Конiчнi координати

z1 = ω−1
1 dn(ω2, k

′) sn(ω3, k),

z2 = ω−1
1 cn(ω2, k

′) cn(ω3, k),

z3 = ω−1
1 sn(ω2, k

′) dn(ω3, k),

ω1 > 0, −K ′ ≤ ω2 ≤ K ′, 0 ≤ ω3 ≤ 4K.

Тут використовуються стандартнi позначення для тригонометричних,

гiперболiчних функцiй та елiптичних функцiй Якобi [5], при цьому

k (0 < k < 1) є модуль останнiх, а k′ = (1− k2)1/2.

Координатнi системи 1, 2–4, та 5–11 iз цього перелiку називаються

повнiстю розщеплюваними, частково розщеплюваними та нерозщеп-

люваними, вiдповiдно.

Зауважимо, що цей список дещо вiдрiзняється вiд списку, який

наведено в [42], оскiльки координатнi системи ω1, ω2, ω3 переозначено

за допомогою перетворень (1.17) так, що для всiх випадкiв 1–11 вико-

нуються умови

∆ωa = 0, a = 1, 2, 3. (1.37)

Тепер коротко розглянемо основнi кроки застосування викладеного

вище пiдходу для ВЗ в стацiонарному РШ (1.34).

Враховуючи вигляд анзацу (1.35) та умови (1.37), редукованi рiв-

няння завжди можна вибрати у виглядi

ϕ̈a = (Fa1(ωa)λ1 + Fa2(ωa)λ2 + Fa3(ωa)λ3)ϕa, a = 1, 2, 3, (1.38)
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де Fab, a, b = 1, 2, 3 — деякi гладкi дiйснi функцiї.

Пiдставляючи анзац (1.35) в рiвняння (1.34) та беручи до уваги спiв-

вiдношення (1.38), отримуємо систему нелiнiйних ДРЧП для функцiй

ω1, ω2, ω3

∂ωb

∂xa

∂ωc

∂xa
= 0, b 6= c, b, c = 1, 2, 3;

3∑
a=1

Fab(ωa)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= δ1b, b = 1, 2, 3,

(1.39)

де δ1b — символ Кронекера.

Використовуючи класичнi результати [42] ВЗ в стацiонарному РШ

(1.34), робимо висновок, що загальний розв’язок ~ω = ~ω(~x) системи

(1.39) за умови (1.3) розбивається на 11 нееквiвалентних класiв, пред-

ставники яких подано в списку (1.36).

Система (1.39) збiгається iз системою рiвнянь (1.21) та (1.22), де

T1 = 1, T2 = T3 = 0. Далi, за рахунок довiльностi вибору сталих

вiдокремлення λ1, λ2, λ3 (див. (1.7)–(1.8)) можна завжди покласти

T1(t0) = 1, T2(t0) = T3(t0) = 0 для деякого t0 ∈ R. Отже, система

(1.21), (1.22) для t = t0 набуває вигляду (1.39). Це i є ключовий мо-

мент, який дозволяє нам використати результати [42] для iнтегрування

(1.21), (1.22).

1.2. Вiдокремлення змiнних в нестацiонарному

рiвняннi Шредiнгера (1.1)

Введемо такi позначення:

O(t) — ортогональна матриця 3× 3, залежна вiд часової змiнної t

O(t) =

 cosα cos β − sinα sin β cos γ

sinα cos β + cosα sin β cos γ

sin β sin γ

→ (1.40)
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→
− cosα sin β − sinα cos β cos γ sinα sin γ

− sinα sin β + cosα cos β cos γ − cosα sin γ

cos β sin γ cos γ

 ,

де α = α(t), β = β(t), γ = γ(t) — довiльнi гладкi функцiї змiнної t;

L(t) — дiагональна матриця 3× 3, залежна вiд часової змiнної t

L(t) =

 l1(t) 0 0

0 l2(t) 0

0 0 l3(t)

 , (1.41)

де l1(t), l2(t), l3(t) — довiльнi гладкi функцiї, тотожньо не рiвнi нулевi;

~w(t) — вектор–стовпчик, елементи якого w1(t), w2(t), w3(t) є довiль-

ними гладкими функцiями змiнної t.

Має мiсце таке твердження.

Лема 1.3 Загальний розв’язок ~ω = ~ω(t, ~x) системи шести диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними (1.21), (1.22) за умов (1.3),
(1.20) задається неявно з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi
(1.17) такою формулою:

~x = O(t)L(t) (~z(~ω) + ~w(t)) , (1.42)

де функцiї ~z = ~z(~ω) збiгаються iз однiєю iз 11 трiйок зi списку
(1.36), а компоненти матрицi L(t) задовольняють такi умови

• l1(t) = l2(t) — для частково розщеплюваних систем координат
2–4 iз (1.36),

• l1(t) = l2(t) = l3(t) — для нерозщеплюваних систем координат
5–11 iз (1.36).

З геометричної точки зору права частина формули (1.42) є результатом

послiдовного застосування до вектора ~z(~ω) таких залежних вiд часу t

перетворень:

1. зсувiв ~z → ~z′ = ~z + ~w(t),



32

2. масштабних перетворень ~z → ~z′ = L(t)~z,

3. тривимiрного обертання ~z → ~z′ = O(t)~z з кутами Ейлера α(t),

β(t), γ(t).

Зауважимо, що для останнього iз цих перетворень розглядають [14,

§35] вектор ~Ω(t) з такими компонентами

Ω1(t) = γ̇(t) cosα(t) + β̇(t) sinα(t) sin γ(t),

Ω2(t) = γ̇(t) sinα(t)− β̇(t) cosα(t) sin γ(t), (1.43)

Ω3(t) = α̇(t) + β̇(t) cos γ(t),

який направлений вздовж миттєвої осi обертання i називається куто-
вою швидкiстю обертання.

Доведення леми 1.3. Спочатку виконаємо перетворення годогра-

фу в системi ДРЧП (1.21), (1.22)

t = t, xa = ua(t, ω1, ω2, ω3), a = 1, 2, 3. (1.44)

Прямим обчисленням встановлюємо, що виконуються такi тотож-

ностi:

1.
∂ωi

∂xa

∂ωj

∂xa
≡ 1

δ2 (ΥikΥjk −ΥijΥkk), (i, j, k) = cycle (1, 2, 3),

2.
∂ωi

∂xa

∂ωi

∂xa
≡ 1

δ2 (ΥjjΥkk −Υ2
jk), (i, j, k) = cycle (1, 2, 3), (1.45)

де

Υij =
∂ua

∂ωi

∂ua

∂ωj
, δ = det

∥∥∥∥∂ua

∂ωb

∥∥∥∥3

a,b=1
6= 0.

З урахуванням цих тотожностей початкова система (1.21), (1.22) в

нових координатах набуває вигляду

∂ua
∂ωb

∂ua
∂ωc

= 0, b 6= c, b, c = 1, 2, 3;

∑
(i,j,k)=cycle (1,2,3)

Fia(ωi)
∂ub

∂ωj

∂ub

∂ωj

∂uc

∂ωk

∂uc

∂ωk
= δ2Ta(t), a = 1, 2, 3.

(1.46)
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Якщо ввести три вектори

~v1 =
∂~u

∂ω1
, ~v2 =

∂~u

∂ω2
, ~v3 =

∂~u

∂ω3
,

тодi першi три рiвняння системи (1.46) набудуть вигляду

~va~vb = 0, a, b = 1, 2, 3, a 6= b.

Отже, вектори ~v1, ~v2, ~v3 складаiть ортогональну систему векторiв в про-

сторi R3. З аналiтичної геометрiї добре вiдомо, що найбiльш загаль-

ний вигляд системи таких векторiв може бути виражений через кути

Ейлера

∂~u

∂ω1
= R1


cos f1 cos f2 − sin f1 sin f2 cos f3

sin f1 cos f2 + cos f1 sin f2 cos f3

sin f2 sin f3

 ,

∂~u

∂ω2
= R2


− cos f1 sin f2 − sin f1 cos f2 cos f3

− sin f1 sin f2 + cos f1 cos f2 cos f3

cos f2 sin f3

 , (1.47)

∂~u

∂ω3
= R3


sin f1 sin f3

− cos f1 sin f3

cos f3

 ,

де f1, . . . , R3 — довiльнi гладкi функцiї вiд t, ω1, ω2, ω3. Цi формули

дають найбiльш загальну форму функцiй ∂ua/∂ωb, a, b = 1, 2, 3, що

задовольняють першi три рiвняння з (1.46). Далi, пiдставивши (1.47)

в рiвняння (1.46), якi залишилися, маємо
3∑

a=1

Fab(ωa)R
−2
a = Tb(t), b = 1, 2, 3. (1.48)

Отже, систему (1.46) зведено до еквiвалентного вигляду (1.47), (1.48),

причому мають бути врахованi умови сумiсностi для системи ДРЧП

(1.47)

∂

∂ωc

(
∂ua

∂ωb

)
=

∂

∂ωb

(
∂ua

∂ωc

)
, b 6= c, a, b, c = 1, 2, 3.
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Цi умови дають перевизначену систему нелiнiйних ДРЧП для функцiй

f1, f2, f3

cos f3
∂f1

∂ω1
+
∂f2

∂ω1
= −R−1

2
∂R1

∂ω2
,

cos f3
∂f1

∂ω2
+
∂f2

∂ω2
= R−1

1
∂R2

∂ω1
,

cos f3
∂f1

∂ω3
+
∂f2

∂ω3
= 0,

cos f2
∂f3

∂ω1
+ sin f2 sin f3

∂f1

∂ω1
= 0,

cos f2
∂f3

∂ω2
+ sin f2 sin f3

∂f1

∂ω2
= −R−1

3
∂R2

∂ω3
,

cos f2
∂f3

∂ω3
+ sin f2 sin f3

∂f1

∂ω3
= R−1

2
∂R3

∂ω2
,

sin f2
∂f3

∂ω1
− cos f2 sin f3

∂f1

∂ω1
= −R−1

3
∂R1

∂ω3
,

sin f2
∂f3

∂ω2
− cos f2 sin f3

∂f1

∂ω2
= 0,

sin f2
∂f3

∂ω3
− cos f2 sin f3

∂f1

∂ω3
= R−1

1
∂R3

∂ω1
.

При iнтегруваннi цiєї системи необхiдно розглянути окремо два ви-

падки:

(1) sin f3 6= 0, (2) sin f3 = 0.

Випадок 1. Нехай виконується умова sin f3 6= 0. Тодi одержану

систему можна розв’язати вiдносно ∂fa/∂ωb, (a, b = 1, 2, 3). Маємо
∂f1

∂ω1
= R−1

3
∂R1

∂ω3
cos f2 csc f3,

∂f1

∂ω2
= −R−1

3
∂R2

∂ω3
sin f2 csc f3,

∂f1

∂ω3
= R−1

2
∂R3

∂ω2
sin f2 csc f3 −R−1

1
∂R3

∂ω1
cos f2 csc f3,

∂f2

∂ω1
= −R−1

2
∂R1

∂ω2
−R−1

3
∂R1

∂ω3
cos f2 cot f3,

∂f2

∂ω2
= R−1

1
∂R2

∂ω1
+R−1

3
∂R2

∂ω3
sin f2 cot f3, (1.49)
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∂f2

∂ω3
= −R−1

2
∂R3

∂ω2
sin f2 cot f3 +R−1

1
∂R3

∂ω1
cos f2 cot f3,

∂f3

∂ω1
= −R−1

3
∂R1

∂ω3
sin f2,

∂f3

∂ω2
= −R−1

3
∂R2

∂ω3
cos f2,

∂f3

∂ω3
= R−1

2
∂R3

∂ω2
cos f2 +R−1

1
∂R3

∂ω1
sin f2.

Умовою сумiсностi для цiєї системи ДРЧП є така система нелiнiй-

них ДРЧП для функцiй R1, R2, R3:

1. R1R2
∂2R3

∂ω1∂ω2
−R1

∂R2

∂ω1

∂R3

∂ω2
−R2

∂R1

∂ω2

∂R3

∂ω1
= 0,

2. R2R3
∂2R1

∂ω2∂ω3
−R2

∂R1

∂ω3

∂R3

∂ω2
−R3

∂R1

∂ω2

∂R2

∂ω3
= 0,

3. R1R3
∂2R2

∂ω1∂ω3
−R3

∂R1

∂ω3

∂R2

∂ω1
−R1

∂R2

∂ω3

∂R3

∂ω1
= 0,

4. R2
1R

2
2
∂R2

∂ω3

∂R3

∂ω3
+R2

1R
2
3
∂R2

∂ω2

∂R3

∂ω2
−R2

2R
2
3
∂R2

∂ω1

∂R3

∂ω1
− (1.50)

−R2
1R

2
2R3

∂2R2

∂ω3∂ω3
−R2

1R2R
2
3
∂2R3

∂ω2∂ω2
= 0,

5. R2
1R

2
2
∂R1

∂ω3

∂R3

∂ω3
−R2

1R
2
3
∂R1

∂ω2

∂R3

∂ω2
+R2

2R
2
3
∂R1

∂ω1

∂R3

∂ω1
−

−R2
1R

2
2R3

∂2R1

∂ω3∂ω3
−R1R

2
2R

2
3
∂2R3

∂ω1∂ω1
= 0,

6. −R2
1R

2
2
∂R1

∂ω3

∂R2

∂ω3
+R2

1R
2
3
∂R1

∂ω2

∂R2

∂ω2
+R2

2R
2
3
∂R1

∂ω1

∂R2

∂ω1
−

−R2
1R2R

2
3
∂2R1

∂ω2∂ω2
−R1R

2
2R

2
3
∂2R2

∂ω1∂ω1
= 0.

Немає потреби в прямому iнтегруваннi системи нелiнiйних ДРЧП

(1.50), оскiльки вона вже була розв’язана Ейзенхартом [42] в припу-

щеннi, що R1, R2, R3 не залежать вiд t. Залишилось зробити тiльки

одну рiч: визначити, яким чином часова змiнна t входить в загальний

розв’язок системи (1.47)–(1.50) в дослiджуваному нестацiонарному ви-

падку.
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Як показано в попередньому пiдроздiлi, проблема ВЗ в стацiонарно-

му РШ (1.34) зводиться до iнтегрування системи (1.39) i, бiльше того,

її загальний розв’язок визначається з точнiстю до вiдношення еквiва-

лентностi (1.17) формулами зi списку (1.36). Отже, якщо зафiксувати

часову змiнну t рiвною t0 ∈ R, то пiсля iнтегрування рiвнянь (1.47)–

(1.50) ми отримаємо з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi (1.17)

формули (1.36).

Враховуючи цей факт, розв’яжемо спiввiдношення (1.46) при t = t0

вiдносно Fab(ωa) (зауважимо, що Fab не залежать вiд t) для кожного

класу функцiй ~x = ~z(~ω) зi списку (1.36). Це завжди можна зробити

в силу (1.27). Результати цих обчислень подано нижче в формi 3 × 3

— матриць Штеккеля F1, . . . ,F11, в яких (a, b)–та компонента є вiдпо-

вiдною функцiєю Fab(ωa). Матрицi такого вигляду вперше розглядав

Штеккель [74]. Ми подаємо канонiчний вигляд цих матриць F1, . . .,

F11 з точнiстю до вибору (1.7) сталих вiдокремлення λa, a = 1, 2, 3.

F1 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , F2 =

 e2ω1 −1 0

0 1 0

0 0 1

 ,

F3 =

 ω2
1 −1 0

ω2
2 1 0

0 0 1

 , F4 =

 a2 cosh2 ω1 1 0

−a2 cos2 ω2 −1 0

0 0 1

 ,

F5 =

 ω−4
1 −ω−2

1 0

0 cosh−2 ω2 −1

0 0 1

 ,

F6 =

 a2 sinh−4 ω1 − sinh−2 ω1 −1

a2 cosh−4 ω2 cosh−2 ω2 −1

0 0 1

 ,
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F7 =

 a2 sin−4 ω1 − sin−2 ω1 1

−a2 cosh−4 ω2 cosh−2 ω2 −1

0 0 1

 , (1.51)

F8 =

 e4ω1 −e2ω1 −1

e4ω2 e2ω2 −1

0 0 1

 ,

F9 =

 a2 cosh2 2ω1 −a cosh 2ω1 −1

−a2 cos2 2ω2 a cos 2ω2 1

a2 cosh2 2ω3 a cosh 2ω3 −1

 ,

F10 =


a2dn4(ω1, k)

sn4(ω1, k)
−dn2(ω1, k)

sn2(ω1, k)
1

−a2k′4 cn4(ω2, k
′) k′2 cn2(ω2, k

′) −1

a2k4 cn4(ω3, k) k2 cn2(ω3, k) 1

 ,

F11 =

 ω−4
1 −ω−2

1 0

0 k′2cn2(ω2, k
′) −1

0 k2cn2(ω3, k) 1

 .

Маючи явний вигляд функцiй Fab, (a, b = 1, 2, 3), можемо розв’язати

(1.48) вiдносно R1, R2, R3. Пiдставивши результати цих обчислень в

(1.50) та розщепивши отриманi рiвностi за ω1, ω2, ω3, одержуємо кiн-

цевий вигляд функцiй R1, R2, R3:

1. R2
a = T−1

a , a = 1, 2, 3;

2. R2
1 = R2

2 = T−1
1 e2ω1, R2

3 = T−1
3 ;

3. R2
1 = R2

2 = T−1
1 (ω2

1 + ω2
2), R2

3 = T−1
3 ;

4. R2
1 = R2

2 = T−1
1 a2(cosh2 ω1 − cos2 ω2), R2

3 = T−1
3 ;

5. R2
1 = T−1

1 ω−4
1 , R2

2 = R2
3 = T−1

1 ω−2
1 cosh−2 ω2;

6. R2
1 = T−1

1 a2 sinh−2 ω1(sinh−2 ω1 + cosh−2 ω2),

R2
2 = T−1

1 a2 cosh−2 ω2(sinh−2 ω1 + cosh−2 ω2),
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R2
3 = T−1

1 a2 sinh−2 ω1 cosh−2 ω2;

7. R2
1 = T−1

1 a2 sin−2 ω1(sin
−2 ω1 − cosh−2 ω2),

R2
2 = T−1

1 a2 cosh−2 ω2(sin
−2 ω1 − cosh−2 ω2), (1.52)

R2
3 = T−1

1 a2 sin−2 ω1 cosh−2 ω2;

8. R2
1 = T−1

1 e2ω1(e2ω1 + e2ω2),

R2
2 = T−1

1 e2ω2(e2ω1 + e2ω2), R2
3 = T−1

1 e2(ω1+ω2);

9. R2
1 = T−1

1 a2(cosh 2ω1 − cos 2ω2)(cosh 2ω1 + cosh 2ω3),

R2
2 = T−1

1 a2(cosh 2ω1 − cos 2ω2)(cos 2ω2 + cosh 2ω3),

R2
3 = T−1

1 a2(cosh 2ω1 + cosh 2ω3)(cos 2ω2 + cosh 2ω3);

10. R2
1 = T−1

1 a2
(

dn2(ω1, k)

sn2(ω1, k)
− k′2cn2(ω2, k

′)

)
×

×
(

dn2(ω1, k)

sn2(ω1, k)
+ k2cn2(ω3, k)

)
,

R2
2 = T−1

1 a2
(

dn2(ω1, k)

sn2(ω1, k)
− k′2cn2(ω2, k

′)

)
×

×
(
k′2cn2(ω2, k

′) + k2cn2(ω3, k)
)
,

R2
3 = T−1

1 a2
(

dn2(ω1, k)

sn2(ω1, k)
+ k2cn2(ω3, k)

)
×

×
(
k′2cn2(ω2, k

′) + k2cn2(ω3, k)
)
;

11. R2
1 = T−1

1 ω−4
1 ,

R2
2 = R2

3 = T−1
1 ω−2

1

(
k′2cn2(ω2, k

′) + k2cn2(ω3, k)
)
.

Пiдставивши цi вирази в (1.49), бачимо, що отримана система (тим-

часово позначимо її як S) не залежить явно вiд t. Вона є в iнволюцiї,

а тому її загальний розв’язок залежить вiд трьох довiльних функцiй

змiнної t. Як показує пряме обчислення, функцiї

f1 = arccot
(
cos γ cot(f̃1 + β) + sin γ cot f̃3 csc(f̃1 + β)

)
+ α,

f2 = arccot
(
cos f̃3 cot(f̃1 + β) + sin f̃3 cot γ csc(f̃1 + β)

)
+ f̃2,
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f3 = arccos
(
cos γ cos f̃3 − sin γ sin f̃3 cos(f̃1 + β)

)
, (1.53)

де α, β, γ — довiльнi функцiї вiд t та f̃1, f̃2, f̃3 — (незалежнi вiд часо-

вої змiнної) розв’язки системи S при t = t0, тотожньо задовiльняють

систему S. Оскiльки формули (1.53) мiстять три довiльнi функцiї змiн-

ної t, то вони складають загальний розв’язок системи S. Пiдставивши

(1.53) в (1.47), маємо

∂~u

∂ω1
= R1O(t)


cos f̃1 cos f̃2 − sin f̃1 sin f̃2 cos f̃3

sin f̃1 cos f̃2 + cos f̃1 sin f̃2 cos f̃3

sin f̃2 sin f̃3

 ,

∂~u

∂ω2
= R2O(t)


− cos f̃1 sin f̃2 − sin f̃1 cos f̃2 cos f̃3

− sin f̃1 sin f̃2 + cos f̃1 cos f̃2 cos f̃3

cos f̃2 sin f̃3

 , (1.54)

∂~u

∂ω3
= R3O(t)


sin f̃1 sin f̃3

− cos f̃1 sin f̃3

cos f̃3

 ,

де матриця O(t) визначається формулою (1.40).

Якщо тепер вибрати в отриманiй системi t = t0, то її загальний роз-

в’язок визначається з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi (1.17)

формулами зi списку (1.36). Враховуючи цей факт, а також умову

(1.3), iнтегруємо систему (1.54), внаслiдок чого отримуємо формули

(1.42), де l1(t), l2(t), l3(t) — ненульовi функцiї, що пов’язанi з T1(t),

T2(t), T3(t) такими спiввiдношеннями

1. Ta = l−2
a , a = 1, 2, 3;

2− 4. T1 = l−2
1 , T2 = 0, T3 = l−2

3 ; (1.55)

5− 11. T1 = l−2
1 , T2 = T3 = 0.

Випадок 2. Нехай має мiсце спiввiдношення sin f3 = 0. У цьому

випадку маємо аналог системи (1.49)
∂g

∂ω1
= −R−1

2
∂R1

∂ω2
,

∂g

∂ω2
= R−1

1
∂R2

∂ω1
,
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∂g

∂ω3
= 0,

∂R1

∂ω3
= 0,

∂R2

∂ω3
= 0,

∂R3

∂ω1
= 0,

∂R3

∂ω2
= 0, (1.56)

де g = ±f1 + f2 та аналог системи (1.50)

R2
1R

2
3
∂R1

∂ω2

∂R2

∂ω2
+R2

2R
2
3
∂R1

∂ω1

∂R2

∂ω1
−R2

1R2R
2
3
∂2R1

∂ω2∂ω2
−

−R1R
2
2R

2
3
∂2R2

∂ω1∂ω1
= 0, (1.57)

∂R1

∂ω3
= 0,

∂R2

∂ω3
= 0,

∂R3

∂ω1
= 0,

∂R3

∂ω2
= 0.

Система ДРЧП (1.56), (1.57) достатньо проста, а тому легко iнтег-

рується. В результатi одержуємо частинний випадок (1.42) за умови

sin γ = 0. Лему доведено. �

Враховуючи цей результат, неважко проiнтегрувати ДРЧП (1.23) та

(1.24), оскiльки їх можна розглядати як алгебраїчнi рiвняння вiдносно

функцiй Ab(t, ~x), b = 1, 2, 3 та A0(t, ~x), вiдповiдно.

Класифiкацiя вектор–потенцiалiв, для яких рiвняння Шредiн-

гера (1.1) розв’язується методом вiдокремлення змiнних. Запи-

шемо комплексну функцiю Q в (1.5) у виглядi

Q = exp(S1 + iS), (1.58)

де S1, S — дiйснi функцiї. Тодi, якщо взяти до уваги, що компоненти

вектор–потенцiалу A(t, ~x) та функцiї ω1, ω2, ω3 є дiйсними функцiями,

пiсля пiдстановки Q в (1.23) з використанням (1.37) можна розщепити

отриманi рiвняння на дiйсну та уявну складовi:
∂S1

∂xb

∂ωa

∂xb
= 0, a = 1, 2, 3; (1.59)

2

(
∂S

∂xb
− eAb

)
∂ωa

∂xb
+
∂ωa

∂t
= 0, a = 1, 2, 3. (1.60)

Взявши до уваги спiввiдношення (1.3), з (1.59) одержуємо рiвнiсть

∂S1/∂xb = 0, b = 1, 2, 3. Звiдси випливає, що S1 = S1(t).

В рамках вiдношення еквiвалентностi (1.10) покласти функцiю T0

дiйсною функцiєю. А отже, в силу рiвняння (1.24, всi функцiї Fa0,
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a = 1, 2, 3 будуть дiйсними. Тодi, пiсля пiдстановки (1.58) в (1.24)

з наступним розщепленням отриманого рiвняння на дiйсну та уявну

складовi одержимо
3∑

a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
− ∂S

∂t
− ∂S

∂xb

∂S

∂xb
+

+ 2eAb
∂S

∂xb
+ T0(t)− eA0 − e2AbAb = 0, (1.61)

Ṡ1 + ∆S − e
∂Ab

∂xb
= 0. (1.62)

Позначивши e ~A = e ~A − ~∇S, переписуємо систему (1.60) у виглядi

системи трьох лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для функцiй A1, A2, A3

∂ωa

∂t
= 2e

∂ωa

∂xb
Ab, a = 1, 2, 3.

Згiдно (1.3) детермiнант цiєї системи не рiвний нулевi. Отже вона

має єдиний розв’язок. Зробивши в цьому розв’язковi перетворення

годографу (1.44), отримаємо такi вирази для A1, A2, A3:

~A = − 1

2e

∂~u(t, ~ω)

∂t
.

Пiдставивши в цю формулу вираз для ~u(t, ~ω) з (1.42), та повернувшись

до змiнних t, x1, x2, x3, одержуємо таку систему

2(−e ~A(t, ~x) + ~∇S) = M(t)~x+O(t)L(t) ~̇w. (1.63)

Тут використано позначення

M(t) = Ȯ(t)O−1(t) +O(t)L̇(t)L−1(t)O−1(t), (1.64)

де O(t), L(t) — це 3 × 3 матрицi, якi визначаються формулами (1.40)

i (1.41), вiдповiдно, ~w = (w1(t), w2(t), w3(t))
T . Зауважимо, що ȮO−1 —

антисиметрична, а OL̇L−1O−1 — симетрична частини матрицi M.

Прямим обчисленням легко переконатися, що рiвняння (1.61) i (1.63)

iнварiантнi вiдносно кaлiбровних перетворень (1.9), при цьому, яке

випливає з (1.10), функцiя S перетворюється за правилом

S → S ′ = S + ef, . (1.65)
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Тобто, послiдовно виконавши в рiвняннях (1.61) та (1.63) перетво-

рення (1.9) i (1.65), одержуємо початковi рiвняння, де замiсть функцiй
~A, A0, S слiд записати функцiї ~A′, A′0, S

′. Отже, якщо РШ (1.1) з

потенцiалом ~A,A0 допускає ВЗ в деякiй системi координат, то в цiй

же системi координат допускає ВЗ також i РШ (1.1) з потенцiалом
~A′, A′0 (змiниться лише множник Q (1.58)). Тому варто зафiксувати

певну калiбровку, i надалi працювати лише з представниками класiв

еквiвалентностi, на якi розбиває множину вектор–потенцiалiв A(t, ~x)

вiдношення еквiвалентностi (1.9).

Виберемо калiбровку таким чином, щоб виконувалась рiвнiсть

2~∇S = O(t)L̇(t)L−1(t)O−1(t)~x+O(t)L(t) ~̇w. (1.66)

Iнтегрування цiєї системи ДРЧП дає вираз для S:

S =
1

4

3∑
a=1

(
l̇a
la
x′

2
a + 2laẇax

′
a

)
, (1.67)

де використовується позначення

~x′ = O−1~x. (1.68)

Далi, з рiвняння (1.63) одержуємо явний вигляд для просторових

компонент вектор–потенцiалу електромагнiтного поля

~A(t, ~x) = − 1

2e
ȮO−1~x, (1.69)

при цьому явний вигляд матрицi ȮO−1 задається формулою

ȮO−1 =

 0 −(α̇+ β̇ cos γ)

α̇+ β̇ cos γ 0

−(γ̇ sinα− β̇ cosα sin γ) γ̇ cosα+ β̇ sinα sin γ

→

→
γ̇ sinα− β̇ cosα sin γ

−(γ̇ cosα+ β̇ sinα sin γ)

0

 , (1.70)

де α, β, γ — довiльнi функцiї вiд t.
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Отже, як випливає з (1.69), просторовi компоненти вектор–потенцi-

алу електромагнiтного поля A(t, ~x) є лiнiйними за просторовими змiн-

ними. Тому магнiтне поле ~H = rot ~A має бути однорiдним, тобто

незалежним вiд ~x. З (1.69), (1.70) неважко отримати явний вигляд

його компонент

eH1 = −γ̇(t) cosα(t)− β̇(t) sinα(t) sin γ(t),

eH2 = −γ̇(t) sinα(t) + β̇(t) cosα(t) sin γ(t), (1.71)

eH3 = −α̇(t)− β̇(t) cos γ(t).

Тепер просторовi компоненти вектор–потенцiалу електромагнiтного по-

ля набувають остаточного вигляду

~A(t, ~x) =
1

2

 0 −H3(t) H2(t)

H3(t) 0 −H1(t)

−H2(t) H1(t) 0

 ~x =
1

2
~H(t)× ~x, (1.72)

де символ × позначає векторний добуток.

Пiдставляючи в рiвняння (1.61) вирази для S (1.67) та A1, A2, A3

(1.72), отримаємо явний вигляд для A0:

eA0(t, ~x) =
3∑

a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
+ T0(t)− e2AbAb −

1

4
P. (1.73)

Тут AbAb визначається з (1.72), (1.70):

4AbAb = (H2x3 −H3x2)
2 + (H3x1 −H1x3)

2 + (H2x1 −H1x2)
2, (1.74)

де H1, H2, H3 — компоненти магнiтного поля (1.71); функцiя P має

вигляд

P =
3∑

a=1

(
l̈a
la
x′

2
a + 2(laẅa + 2l̇aẇa)x

′
a + l2aẇ

2
a

)
, (1.75)

де x′1, x
′
2, x

′
3 заданi формулою (1.68) та la = la(t), wa = wa(t), a = 1, 2, 3

— довiльнi гладкi функцiї, що визначаються за допомогою леми 1.3.

Пiдкреслимо, що вираз для A0 мiстить довiльнi гладкi функцiї F10(ω1),

F20(ω2), F30(ω3), T0(t), де функцiї ωa = ωa(t, ~x), a = 1, 2, 3 згiдно лемi
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1.3 належать одному iз 11 класiв, представники яких визначаються

неявно за допомогою формул (1.42)–(1.41) та списку (1.36).

Пiдстановка (1.47) в (1.45) дає
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
= R−2

a , a = 1, 2, 3, (1.76)

звiдки за допомогою формул (1.52) та (1.55) отримаємо явний вигляд

виразiв
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
, a = 1, 2, 3 для кожного iз класiв ωa.

Нарештi, знайдемо множник Q. Пiдстановка формул (1.67) та (1.72)

в рiвняння (1.62) дає

Ṡ1 = −1

2

3∑
a=1

l̇a
la
,

звiдки

S1 = −1

2

3∑
a=1

ln la. (1.77)

Врахувавши вираз (1.67) для S, iз формули (1.58) отримуємо явний

вигляд для Q

Q =
1√
l1l2l3

exp
3∑

a=1

i

4

(
l̇a
la
x′

2
a + 2laẇax

′
a

)
, (1.78)

де x′1, x
′
2, x

′
3 заданi формулою (1.68).

Таким чином, доведено таке твердження.

Теорема 1.4 Рiвняння Шредiнгера (1.1) розв’язується методом вi-
докремлення змiнних, в результатi чого отримуються одне зви-
чайне диференцiальне рiвняння першого та три звичайнi диферен-
цiальнi рiвняння другого порядку, тодi i тiльки тодi, коли воно
калiбровно еквiвалентне рiвнянню Шредiнгера, в якому просторовi
компоненти A1, A2, A3 вектор–потенцiалу електромагнiтного по-
ля є лiнiйними за просторовими змiнними та мають вигляд (1.72),
i, окрiм цього, часова компонента A0 має вигляд (1.73).



45

Пiдсумуємо вищесказане. РШ (1.1) допускає ВЗ в сенсi означен-

ня 1.1 лише тодi, коли магнiтне поле ~H = rot ~A є однорiдним, тобто

незалежним вiд ~x. При цьому є 11 класiв потенцiалiв A0(t, ~x), якi

вiдповiдають 11 класам систем координат t, ωa = ωa(t, ~x), a = 1, 2, 3, де

функцiї ω1(t, ~x), ω2(t, ~x), ω3(t, ~x) неявно заданi формулами (1.42)–(1.41)

i (1.36). РШ (1.1) для кожного класу вектор–потенцiалiв A(t, ~x), що

визначаються формулами (1.72) i (1.73) при довiльних T0(t), Fa0(ωa) та

фiксованих функцiях α(t), β(t), γ(t), wa(t), la(t), a = 1, 2, 3, допускає

ВЗ точно в однiй системi координат. Редукованi рiвняння мають ви-

гляд (1.19), де коефiцiєнти Fab, a, b = 1, 2, 3 є елементами вiдповiдних

матриць Штеккеля (1.51), функцiї Ta, a = 1, 2, 3 подано в списку (1.55);

T0, Fa0, a = 1, 2, 3 — довiльнi гладкi функцiї, що визначають форму ча-

сової компоненти вектор–потенцiалу A(t, ~x) (див. (1.73)). Нарештi,

розв’язки з вiдокремленими змiнними мають вигляд (1.5), де Q задано

формулою (1.78).

Порiвнюючи компоненти магнiтного поля (1.71) з компонентами ку-

тової швидкостi обертання (1.43), маємо e ~H = −~Ω. Отже, доведено

таке твердження.

Теорема 1.5 Нехай рiвняння Шредiнгера (1.1) допускає вiдокремлен-
ня змiнних в сенсi означення 1.1 в деякiй нестацiонарнiй системi
координат t, ωa = ωa(t, ~x), a = 1, 2, 3, при цьому функцiї ω1(t, ~x),
ω2(t, ~x), ω3(t, ~x) неявно задаються формулами (1.42). Тодi кутова
швидкiсть обертання (1.43) цiєї системи координат дорiвнює −e ~H,
де ~H = rot ~A — магнiтне поле.

Тепер розглянемо особливостi ВЗ в РШ (1.1) при ненульовому та

нульовому магнiтному полi ~H = rot ~A.

Умова ненульового магнiтного поля ~H означає, що принаймнi одна з

його компонент (1.71) не перетворюється на нуль. Звiдси, враховуючи

тотожнiсть (1.70), робимо висновок, що O 6= const. Еквiвалентною
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умовою є | ~H|2 > 0. З (1.71) маємо

α̇2 + 2α̇β̇ cos γ + β̇2 + γ̇2 > 0. (1.79)

Таким чином доведено таке твердження.

Теорема 1.6 Якщо рiвняння Шредiнгера (1.1) при ненульовому ма-
гнiтному полi ~H = rot ~A допускає вiдокремлення змiнних в сенсi
означення 1.1 в деякiй системi координат t, ωa = ωa(t, ~x), a = 1, 2, 3,
то функцiї ω1(t, ~x), ω2(t, ~x), ω3(t, ~x) неявно задаються формулами
(1.42) при деяких фiксованих функцiях α(t), β(t), γ(t), wa(t), la(t),
a = 1, 2, 3, причому виконується умова O 6= const, або, що еквiва-
лентно, умова (1.79).

Якщо ж магнiтне поле ~H = rot ~A дорiвнює нулевi, то з рiвностей

(1.71) i (1.70) випливає, що ȮO−1 = 0. Звiдси робимо висновок, що

матриця O є сталою. Використовуючи iнварiантнiсть РШ (1.1) вiдно-

сно групи поворотiв (1.12), можна вибрати O = I, де I — одинична

матриця 3 × 3. З урахуванням цього факту, з формул (1.72) i (1.73)

знаходимо явний вигляд вектор–потенцiалiв, при яких можливе ВЗ в

РШ (1.1) у випадку нульового магнiтного поля

~A = ~0,

eA0(t, ~x) =
3∑

a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
+ T0(t)− (1.80)

− 1

4

3∑
a=1

(
l̈a
la
x2

a + 2(laẅa + 2l̇aẇa)xa + l2aẇ
2
a

)
.

Бiльш того, формула (1.42) дає вигляд вiдповiдних систем координат

~x = L(t) (~z(~ω) + ~w(t)) , (1.81)

а формулa (1.78) — явний вигляд множника Q:

Q =
1√
l1l2l3

exp
3∑

a=1

i

4

(
l̇a
la
x2

a + 2laẇaxa

)
, (1.82)

Таким чином доведено таке твердження.
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Теорема 1.7 Рiвняння Шредiнгера (1.1) з нульовим магнiтним полем
~H = rot ~A допускає вiдокремлення змiнних в сенсi означення 1.1
тодi i тiльки тодi, коли воно калiбровно еквiвалентне рiвнянню
Шредiнгера при ~A = ~0 та A0 в формi (1.80).

Наприкiнцi цього пункту зазначимо таку рiч. Як випливає з теоре-

ми 1.4, вибiр магнiтного поля ~H, при якому вiдповiдне РШ допускає

ВЗ в сенсi означення 1.1, дуже обмежений. А саме, магнiтне поле має

бути незалежним вiд просторових змiнних x1, x2, x3, щоб за допомогою

методу ВЗ забезпечувати можливiсть редукцiї РШ (1.1) до трьох ЗДР

другого порядку на функцiї вiд ωa, a = 1, 2, 3 (ЗДР на функцiю вiд t

завжди матиме перший порядок). Проте, якщо розглянути редукцiю

до ЗДР першого порядку, тодi з’являються додатковi можливостi для

ВЗ в РШ. Як приклад, наведемо вектор–потенцiал

A(t, ~x) =

(
A0

(√
x2

1 + x2
2

)
, 0, 0, A3

(√
x2

1 + x2
2

))
,

де A0, A3 — довiльнi гладкi функцiї. РШ (1.1) з цим вектор–потенцiа-

лом допускає ВЗ в цилiндричних координатах

t, ω1 = ln
√
x2

1 + x2
2, ω2 = arctan

x1

x2
, ω3 = x3,

за допомогою пiдстановки

ψ = ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3),

при цьому редукованi рiвняння на функцiї ϕ1, ϕ2, ϕ3, є два ЗДР

другого порядку та одне першого

ϕ̈1 =
((
λ1 − λ2

3 + 2ieA3(ω1)λ3+

+ eA0(ω1) + e2A2
3(ω1)

)
exp 2ω1 − λ2

)
ϕ1,

ϕ̈2 = λ2ϕ2, ϕ̇3 = λ3ϕ3, iϕ̇0 = −λ1ϕ0.

Вiдповiдне магнiтне поле ~H = rot ~A, очевидно, неоднорiдне.
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Пряма задача вiдокремлення змiнних в рiвняннi Шредiнге-

ра (1.1). Теорема 1.4 дає розв’язок оберненої задачi ВЗ в рiвняннi

(1.1), а саме задачi класифiкацiї ДРЧП в формi (1.1), якi можуть бути

розв’язанi методом ВЗ у нашому пiдходi.

Перейдемо тепер до прямої задачi ВЗ в рiвняннi (1.1). Нехай задано

деякий фiксований вектор–потенцiал ~A(t, ~x), A0(t, ~x). Схема знаходже-

ння всiх систем координат, в яких вiдповiдне РШ (1.1) допускає ВЗ в

сенсi означення 1.1, є такою:

1. За допомогою калiбровних перетворень (1.9) зводимо просторову

компоненту ~A(t, ~x) даного вектор–потенцiалу до вигляду (1.72).

Якщо це неможливо, то РШ (1.1) з даним потенцiалом не розв’я-

зується методом ВЗ в цьому пiдходi.

2. Розв’язуємо систему ЗДР (1.71) для даного магнiтного поля ~H(t).

Це дає явний вигляд функцiй α(t), β(t), γ(t).

3. Для кожного iз 11 класiв систем координат t, ωa = ωa(t, ~x), a =

1, 2, 3, якi визначаються за допомогою формул (1.42)–(1.41) та пе-

релiку (1.36) з врахуванням обмежень, знайдених на попередньо-

му кроцi цього алгоритму, знаходимо явний вигляд таких величин

(a) часової компоненти A0 даного вектор–потенцiалу;

(b) функцiї P , пiдставляючи для цього в (1.75) вираз для ~x′ в

термiнах ~ω (див., також, (1.68) та (1.42))

~x′ = L(t) (~z(~ω) + ~w(t)) ; (1.83)

(c) величини e2AbAb за формулою

4e2AbAb = (n2x
′
3 − n3x

′
2)

2 + (n3x
′
1 − n1x

′
3)

2 + (n2x
′
1 − n1x

′
2)

2

де x′1, x
′
2, x

′
3 заданi формулою (1.83), а функцiї n1, n2, n3 визна-

чаються iз рiвностей

n1 = γ̇(t) cos β(t) + α̇(t) sin β(t) sin γ(t),
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n2 = −γ̇(t) sin β(t) + α̇(t) cos β(t) sin γ(t), (1.84)

n3 = β̇(t) + α̇(t) cos γ(t);

(d) ейконалiв
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
= R−2

a , a = 1, 2, 3, якi визначається зi спи-

скiв (1.52) та (1.55) для вибраного класу координат.

4. Пiдставляючи одержанi вирази в рiвняння (1.73), отримуємо 11

рiвностей для кожного iз 11 класiв систем координат t, ω1, ω2,

ω3. Для кожної iз цих рiвностей знаходимо всi можливi функцiї

Fa0(ωa), a = 1, 2, 3, T0(t), при яких вона перетворюється на тото-

жнiсть за незалежними змiнними t, ω1, ω2, ω3 (iнакше кажучи,

треба розщепити її за цими змiнними). Це, в свою чергу, дає яв-

ний вигляд функцiй wa(t), la(t), a = 1, 2, 3 та додатковi обмеження

на α(t), β(t), γ(t), тим самим конкретизуючи вигляд шуканої си-

стеми координат. Всi отриманi таким чином системи координат,

для яких вказанi функцiї Fa0(ωa), a = 1, 2, 3, T0(t) iснують, ви-

черпують собою множину систем координат, в яких РШ з даним

вектор–потенцiалом розв’язується методом ВЗ.

Приклад. Як iлюстрацiю цього алгоритму розглянемо проблему ВЗ

в РШ (1.1) для частинки, що рухається в сталому магнiтному полi. Без

обмеження загальностi це поле завжди можна вибрати направленим

вздовж вiсi OZ: e ~H = (0, 0, c)T , де c — ненульова дiйсна стала. Век-

тор–потенцiал електромагнiтного поля вiзьмемо в такому виглядi

2e ~A =

 0 −c 0

c 0 0

0 0 0

 ~x, eA0 =
q

|~x|
− c2

12

(
x2

1 + x2
2 − 2x2

3
)
, (1.85)

де q — ненульова дiйсна стала та |~x| =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3.

Прямою перевiркою неважко переконатись, що цей вектор–потенцi-

ал задовольняє рiвняння Максвелла без струмiв для вакууму

2A0 −
∂

∂t

(
∂A0

∂t
+ div ~A

)
= 0, (1.86)
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2 ~A+ ~grad

(
∂A0

∂t
+ div ~A

)
= ~0,

де 2 = ∂2/∂t2 −∆ — оператор Даламбера. Тому вiн є природним уза-

гальненням стандартного потенцiалу Кулона, що одержується з (1.85)

при c→ 0.

Теорема 1.8 Рiвняння Шредiнгера (1.1) з вектор–потенцiалом еле-
ктромагнiтного поля (1.85) допускає вiдокремлення змiнних, в ре-
зультатi чого отримуються одне звичайне диференцiальне рiвнян-
ня першого та три звичайнi диференцiальнi рiвняння другого по-
рядку, лише в системах координат, якi еквiвалентнi системам ко-
ординат такого вигляду

~x = O(t)~z, (1.87)

де O — залежна вiд часу ортогональна 3 × 3–матриця (1.40) з
кутами Ейлера

α(t) = −ct, β = const, γ = const (1.88)

i ~z — одна з таких систем координат:

1. сферична (формула 5 з (1.36)),

2. витягнутого сфероїда II (формула 6 з (1.36), де треба замiни-
ти z3 на z3 = a(cothω1 tanhω2 ± 1)),

3. конiчна (формула 11 з (1.36)).

Бiльш того, вiдповiднi розв’язки з вiдокремленими змiнними мати-
муть вигляд

ψ = ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3), (1.89)

де функцiї ϕ0(t), ϕ1(ω1), ϕ2(ω2), ϕ3(ω3) задовiльняють такi звичайнi
диференцiальнi рiвняння

1. iϕ̇0 = −λ1ϕ0,

ϕ̈1 =

(
λ1ω

−4
1 − λ2ω

−2
1 + qω−3

1 +
c2

6
ω−6

1

)
ϕ1, (1.90)

ϕ̈2 =
(
λ2 sech2ω2 − λ3

)
ϕ2,

ϕ̈3 = λ3ϕ3.
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2. iϕ̇0 = −λ1ϕ0,

ϕ̈1 =

(
λ1a

2 sinh−4 ω1 − λ2 sinh−2 ω1 − λ3 +

+qa coshω1 sinh−3 ω1 +
c2

6
a4 sinh−6 ω1

)
ϕ1,

ϕ̈2 =

(
λ1a

2 cosh−4 ω2 + λ2 cosh−2 ω2 − λ3 ∓

∓qa sinhω2 cosh−3 ω2 −
c2

6
a4 cosh−6 ω2

)
ϕ2,

ϕ̈3 = λ3ϕ3.

3. iϕ̇0 = −λ1ϕ0,

ϕ̈1 =

(
λ1ω

−4
1 − λ2ω

−2
1 + qω−3

1 +
c2

6
ω−6

1

)
ϕ1,

ϕ̈2 =
(
λ2k

′2 cn2(ω2, k
′)− λ3

)
ϕ2,

ϕ̈3 =
(
λ2k

2 cn2(ω3, k) + λ3
)
ϕ3.

Доведення. Просторова компонента ~A(t, ~x) даного вектор–потенцi-

алу (1.85) вже зведена до вигляду (1.72).

Система ЗДР (1.71) для даного магнiтного поля має вигляд

γ̇ cosα+ β̇ sinα sin γ = 0,

γ̇ sinα− β̇ cosα sin γ = 0, α̇+ β̇ cos γ = −c.

Звiдси маємо еквiвалентну систему

γ̇ = 0, β̇ sin γ = 0, α̇+ β̇ cos γ = −c.

Її загальний розв’язок з точнiстю до зсувiв за t (1.11) задається фор-

мулами (1.88) (розв’язок α ± β = −ct для випадку sin γ = 0 входить в

(1.88) як частинний випадок пiсля переозначення α± β → α).

Виконання крокiв 3 i 4 вищеописаного алгоритму проiлюструємо

на прикладi сферичної системи координат 5 з (1.36) (для всiх iнших

систем координат ця процедура є аналогiчною). Для цього випадку

рiвнiсть (1.73) в термiнах ω1, ω2, ω3 набуде вигляду

l−2 (F10(ω1)ω
4
1 + (F20(ω2) + F30(ω3))ω

2
1 cosh2 ω2

)
+ T0(t) =
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=
q

|~x′|
+

(
c2

6
+

1

4

l̈

l

)
|~x′|2 +

3∑
a=1

(
2(lẅa + 2l̇ẇa)x

′
a + l2ẇ2

a

)
, (1.91)

де l = l1 = l2 = l3, l 6= 0 (оскiльки сферична система координат є

нерозщеплюваною), та

x′1 = l(ω−1
1 sechω2 cosω3 + w1(t)),

x′2 = l(ω−1
1 sechω2 sinω3 + w2(t)),

x′3 = l(ω−1
1 tanhω2 + w3(t)).

Далi послiдовно виконуємо над обома частини рiвностi (1.91) такi дiї:

1. множення на ω1,

2. диференцiювання за ω1,

3. дiлення на ω2
1,

4. диференцiювання за ω1,

5. диференцiювання за ω2,

6. множення на lω7
1|~x′|7,

7. диференцiювання двiчи за ω1.

В результатi отримуємо

−24q sech3ω2(w
2
1 + w2

2 + w2
3)(w1 cosω3 + w2 sinω3 + w3 sinhω2)×

×(−w3 + (w1 cosω3 + w2 sinω3) sinhω2) = 0.

Oдержана рiвнiсть перетворюється в тотожнiсть за незалежними змiн-

ними ω1, ω2, ω3 тодi i лише тодi, коли w1 = w2 = w3 = 0. Тепер рiвнiсть

(1.91) набуває вигляду

l−2 (F10(ω1)ω
4
1 + (F20(ω2) + F30(ω3))ω

2
1 cosh2 ω2

)
+ T0(t) =

=
q

l
ω1 +

(
c2

6
+

1

4

l̈

l

)
l2

ω2
1
. (1.92)

Послiдовно виконавши над обома частини рiвностi (1.92) такi дiї:
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1. диференцiювання за ω1,

2. множення на l2,

3. диференцiювання за t,

4. множення на ω3
1,

5. диференцiювання за ω1,

отримуємо рiвнiсть 3ql̇ω2
1 = 0. Звiдси l = const i за допомогою масшта-

бних перетворень (1.15) можна без обмеження загальностi покласти

l = 1. Отже система координат набуває вигляду (1.87). Крiм того, з

(1.67) отримуємо S = 0, а отже Q = 1, i розв’язок з вiдокремленими

змiнними набуває вигляду (1.89).

З рiвняння (1.92) маємо

F10(ω1)ω
4
1 + (F20(ω2) + F30(ω3))ω

2
1 cosh2 ω2 + T0(t) = qω1 +

c2

6
ω−2

1 .

Отримана рiвнiсть очевидним чином розщеплюється за незалежними

змiнними ω1, ω2, ω3. В результатi одержимо

F10 = qω−3
1 +

c2

6
ω−6

1 + k1ω
−4
1 − k2ω

−2
1 ,

F20 = k2 sech2ω2 − k3, F30 = k3, T0 = −k1.

Редукованi рiвняння мають вигляд (1.19), причому коефiцiєнти Fab,

a, b = 1, 2, 3 є елементами матрицi Штеккеля F5 з (1.51), а функцiї Ta,

a = 1, 2, 3 дано в списку (1.55). Враховуючи цей факт, переозначимо

за допомогою (1.7) сталi вiдокремлення λ1, λ2, λ3 таким чином, що

k1 = k2 = k3 = 0. Тодi остаточно маємо

F10 = qω−3
1 +

c2

6
ω−6

1 , F20 = 0, F30 = 0, T0 = 0,

i редукованi рiвняння набувають вигляду (1.90). Теорему доведено.�

Побудуємо для цього прикладу набори операторiв симетрiї, що згi-

дно теоремi 1.2 вiдповiдають знайденим системам координат (див.

формулу (1.30)). Тут скрiзь використовуються позначення

∂2
ωa
≡ ∂2

∂ω2
a

, a = 1, 2, 3.
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Сферична система координат

P1 = ω4
1∂

2
ω1

+ ω2
1 cosh2 ω2

(
∂2

ω2
+ ∂2

ω3

)
− qω1 −

c2

6
ω−2

1 ,

P2 = cosh2 ω2
(
∂2

ω2
+ ∂2

ω3

)
, P3 = ∂2

ω3
.

Система координат витягнутого сфероїда

P1 =
sinh2 ω1∂

2
ω1

+ cosh2 ω2∂
2
ω2

a2
(
sinh−2 ω1 + cosh−2 ω2

) + a−2 sinh2 ω1 cosh2 ω2∂
2
ω3
−

−q sinhω1 coshω2

a cosh(ω1 ± ω2)
− c2

6
a2 (sinh−2 ω1 − cosh−2 ω2

)
,

P2 =
− sinh4 ω1∂

2
ω1

+ cosh4 ω2∂
2
ω2

sinh2 ω1 + cosh2 ω2
−
(
sinh2 ω1 − cosh2 ω2

)
∂2

ω3
+

+qa tanh(ω1 ± ω2) +
c2

6
a4 sinh−2 ω1 cosh−2 ω2, P3 = ∂2

ω3
.

Конiчна система координат

P1 = ω4
1∂

2
ω1

+
ω2

1
(
∂2

ω2
+ ∂2

ω3

)
k′2cn2(ω2, k′) + k2cn2(ω3, k)

− qω1 −
c2

6
ω−2

1 ,

P2 =
∂2

ω2
+ ∂2

ω3

k′2cn2(ω2, k′) + k2cn2(ω3, k)
,

P3 =
−k2cn2(ω3, k)∂

2
ω2

+ k′2cn2(ω2, k
′)∂2

ω3

k′2cn2(ω2, k′) + k2cn2(ω3, k)
.

Вiдокремлення змiнних в тривимiрному стацiонарному рiвняннi

Шредiнгера з потенцiалом. Розглянемо тепер задачу класифiкацiї

стацiонарних РШ для частинки, що взаємодiє з електромагнiтним по-

лем A(~x) = (A0(~x), ~A(~x)), якi допускають ВЗ

(papa + eA0 + λ1)ψ(~x) = 0, (1.93)

де pa = −i∂/∂xa − eAa, a = 1, 2, 3, e = const, та λ1 — спектральний

параметр.

Означення 1.7 Будемо казати, що рiвняння Шредiнгера (1.93) до-
пускає вiдокремлення змiнних в системi координат ω1, ω2, ω3, якщо
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iснують деяка ненульова функцiя Q(x1, x2, x3) i три звичайнi дифе-
ренцiальнi рiвняння

ϕ̈a(ωa) = Ua(ωa, ϕa(ωa), ϕ̇a(ωa); λ1, λ2, λ3), a = 1, 2, 3, (1.94)

якi одночасно залежать вiд трьох незалежних параметрiв λ1, λ2, λ3

(сталих вiдокремлення) i такi, що для кожної трiйки λ1, λ2, λ3 та
для кожної множини розв’язкiв ϕ1(ω1), ϕ2(ω2), ϕ3(ω3) системи (1.94)
функцiя

ψ(~x) = Q(~x)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3) (1.95)

є розв’язком рiвняння (1.93).

Вiдношення еквiвалентностi на множинах вектор–потенцiалiв A, для

яких РШ (1.93) допускає ВЗ, а також на множинi розв’язкiв iз вiд-

окремленими змiнними та множинi вiдповiдних систем координат вво-

дяться аналогiчно тому, як це робилося для РШ (1.1). Алгоритм ВЗ

для РШ (1.93) є також аналогiчним вже описаному вище алгоритму

для РШ (1.1). В результатi виконання його перших двох крокiв при-

ходимо до висновку, що редукованi рiвняння (1.94) мають вигляд:

ϕ̈a = (Fa0(ωa) + Fa1(ωa)λ1 + Fa2(ωa)λ2 + Fa3(ω3)λ3)ϕa, (1.96)

де a = 1, 2, 3. Тодi система нелiнiйних ДРЧП для невiдомих функцiй

Q, ω1, ω2, ω3 має вигляд:
∂ωb

∂xa

∂ωc

∂xa
= 0, b 6= c, b, c = 1, 2, 3; (1.97)

3∑
a=1

Fab(ωa)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= δ1b, b = 1, 2, 3; (1.98)

2

(
∂Q

∂xb
− ieQAb

)
∂ωa

∂xb
+Q∆ωa = 0, a = 1, 2, 3; (1.99)

Q

3∑
a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
+ ∆Q− 2ieAb

∂Q

∂xb
−

−Q

(
ie
∂Ab

∂xb
+ eA0 + e2AbAb

)
= 0, (1.100)
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де δ1b — символи Кронекера.

Система рiвнянь (1.97)–(1.98) збiгається iз системою рiвнянь (1.39),

а отже її загальний розв’язок ~ω = ~ω(~x) за умови (1.3) розбивається на

11 нееквiвалентних класiв, представники яких подано в списку (1.36).

Враховуючи умови (1.3) та (1.37) з рiвняння (1.99) маємо

eAb = i
∂ lnQ

∂xb
, b = 1, 2, 3,

а отже з точнiстю до калiбровних перетворень (1.9)–(1.10) можна по-

класти ~A(~x) = 0, Q = const. Тодi останнє рiвняння (1.100) дає нам

вираз для A0:

A0(~x) =
1

e

(
3∑

a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb

)
, (1.101)

Таким чином доведено таке твердження:

Теорема 1.9 Стацiонарне рiвняння Шредiнгера (1.93) допускає вiдо-
кремлення змiнних, в результатi чого отримуються три звичайнi
диференцiальнi рiвняння другого порядку тодi i тiльки тодi, коли
воно калiбровно еквiвалентне рiвнянню Шредiнгера, в якому ~A(~x) =

~0 та A0(~x) задається формулою (1.101), де F10, F20, F30 — довiльнi
гладкi функцiї.
Новi координати ω1, ω2, ω3 задаються з точнiстю до вiдношення

еквiвалентностi (1.17) неявним чином xa = za(ω1, ω2, ω3), a = 1, 2, 3,
причому z1, z2, z3 визначенi формулами зi списку (1.36).
Бiльше того, розв’язки (1.93) з вiдокремленими змiнними мають

вигляд

ψ(~x) = ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3),

де ϕa(ωa), a = 1, 2, 3 задовiльняють звичайнi диференцiальнi рiвнян-
ня другого порядку (1.96), де коефiцiєнти Fab(ωa), a, b = 1, 2, 3 —
компоненти вiдповiдних матриць Штеккеля (1.51), а коефiцiєнти
Fa0(ωa), a = 1, 2, 3 — довiльнi гладкi функцiї, що визначають форму
потенцiалу A0(~x).
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Отже iснує 11 класiв стацiонарних РШ (1.93) для частинки, що

взаємодiє з електромагнiтним полем, якi допускають ВЗ. Тим самим

ми одержали альтернативне доведення вiдомого результату Ейзенхарта

[43] при бiльш слабких обмеженнях на функцiї A0(~x), ~A(~x) (в роботi

[43] формулу для A0(~x) було одержано за припущення ~A(~x) = ~0).

1.3. Вiдокремлення змiнних в рiвняннi

Гамiльтона–Якобi

Добре вiдомо, що iснує тiсний зв’язок мiж ВЗ в рiвняннях Шредiнгера

та Гамiльтона–Якобi (дивись, наприклад, [71]). Рiвняння Гамiльтона–

Якобi
∂u

∂t
+ eA0 +

(
∂u

∂xa
− eAa

)(
∂u

∂xa
− eAa

)
= 0, (1.102)

допускає ВЗ в будь-якiй системi координат, в якiй РШ (1.1) допу-

скає ВЗ, але обернене твердження не має мiсця. Використаємо цей

зв’язок, щоб прокласифiкувати рiвняння Гамiльтона–Якобi, якi допу-

скають ВЗ.

Зафiксуємо стандартну форму анзацу для ВЗ у рiвняннi Гамiльто-

на–Якобi

u(t, ~x) = S(t, ~x) + ϕ0(t) +
3∑

a=1

ϕa(ωa(t, ~x)), (1.103)

й, окрiм цього, зафiксуємо форму ЗДР для функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3,

ϕ̇0 = −T0(t)− Tb(t)λb, ϕ̇a = (−Fa0(ωa) + Fab(ωa)λb)
1/2 , (1.104)

причому виконуються умови (1.3), (1.20).

Пiдставляючи анзац (1.103) в рiвняння (1.102), виключаючи першi

похiднi функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3 з використанням рiвнянь (1.104) та

розщеплюючи отриманий вираз за змiнними ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, λ1, λ2, λ3,

одержуємо таку систему нелiнiйних ДРЧП для функцiй S, ω1, ω2, ω3:
∂ωb

∂xa

∂ωc

∂xa
= 0, b 6= c, b, c = 1, 2, 3; (1.105)
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3∑
a=1

Fab(ωa)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= Tb(t), b = 1, 2, 3; (1.106)

2

(
∂S

∂xb
− eAb

)
∂ωa

∂xb
+
∂ωa

∂t
= 0, a = 1, 2, 3; (1.107)

−
3∑

a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
+
∂S

∂t
− 2eAb

∂S

∂xb
+
∂S

∂xb

∂S

∂xb
−

−T0(t) + eA0 + e2AbAb = 0. (1.108)

Загальний розв’язок ~ω = ~ω(t, ~x) системи рiвнянь (1.105), (1.106) (якi

збiгаються з рiвняннями (1.21) та (1.22)) знайдено в лемi 1.3. Система

рiвнянь (1.107), (1.108) збiгається з системою рiвнянь (1.60), (1.61),

яка була повнiстю розв’язана в попередньому пiдроздiлi (нагадаємо,

що остання була отримана в результатi розщеплення рiвнянь (1.23) та

(1.24) на дiйсну та уявну складовi пiсля пiдстановки (1.58)).

Таким чином, доведено таке твердження.

Теорема 1.10 Рiвняння Гамiльтона–Якобi (1.102) розв’язується ме-
тодом вiдокремлення змiнних, якщо воно калiбровно еквiвалентне
рiвнянню Гамiльтона–Якобi, в якому просторовi компоненти A1,
A2, A3 вектор–потенцiалу електромагнiтного поля є лiнiйними за
просторовими змiнними та мають вигляд (1.72), й, крiм цього, ча-
сова компонента A0 має вигляд (1.73).

Отже рiвняння Гамiльтона–Якобi допускає ВЗ для тих самих век-

тор–потенцiалiв i в тих самих системах координат, в яких допускає

ВЗ рiвняння Шредiнгера (1.1). Як i для (1.1), маємо 11 класiв потен-

цiалiв A0(t, ~x), що вiдповiдають 11 класам систем координат t, ωa =

ωa(t, ~x), a = 1, 2, 3, де функцiї ω1(t, ~x), ω2(t, ~x), ω3(t, ~x) неявно заданi

формулами (1.42)–(1.41) i (1.36).

Змiнюються лише редукованi рiвняння та вигляд розв’язкiв з вiд-

окремленими змiнними. А саме, редукованi рiвняння мають вигляд

(1.104), де коефiцiєнти Fab, a, b = 1, 2, 3 є елементами вiдповiдних ма-

триць Штеккеля (1.51), функцiї Ta, a = 1, 2, 3 дано в списку (1.55);
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T0, Fa0, a = 1, 2, 3 — довiльнi гладкi функцiї, якi визначають форму ча-

сової компоненти вектор–потенцiалу A(t, ~x) (див. (1.73)). Розв’язки з

вiдокремленими змiнними мають вигляд (1.103), де S задано формулою

(1.67).

Зауважимо також, що алгоритм розв’язання прямої задачi ВЗ для

рiвняння Шредiнгера (1.1), який було сформульовано в пiдроздiлi 1.2,

є ефективним i для рiвняння Гамiльтона–Якобi (1.102).

1.4. Вiдокремлення змiнних в рiвняннi Паулi

Рух частинки зi спiном 1
2 i зарядом e в електромагнiтному полi опи-

сується в першому нерелятивiстському наближеннi рiвнянням Паулi

(див., наприклад [16, §33])

(p0 − papa + e~σ ~H)ψ(t, ~x) = 0, (1.109)

де ψ(t, ~x) — двокомпонентний спiнор.

Тут використовуються позначення (1.2), при цьому A = (A0, A1, A2, A3)

— вектор–потенцiал електромагнiтного поля, ~H = rot ~A — магнiтне

поле та ~σ = (σ1, σ2, σ3) — матрицi Паулi

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (1.110)

Оскiльки рiвняння Паулi (1.109) вiдрiзняється вiд рiвняння Шре-

дiнгера (1.1) лише доданком e~σ ~H, то природно було б застосувати

результати попереднiх пiдроздiлiв до проблеми ВЗ в системi ДРЧП

вигляду (1.109).

Анзац для ВЗ в рiвняннi Паулi зафiксуємо в такому виглядi:

ψ(t, ~x) = Q(t, ~x)ϕ0(t)
3∏

a=1

ϕa

(
ωa(t, ~x), ~λ

)
χ, (1.111)

де Q, ϕµ, (µ = 0, 1, 2, 3) — невиродженi 2× 2–матричнi функцiї вказа-

них аргументiв, χ — двокомпонентний сталий стовпчик. Крiм цього,

матрицi ϕµ задовольняють таку додаткову умову

[ϕµ, ϕν] = ϕµϕν − ϕνϕµ = 0, µ, ν = 0, 1, 2, 3. (1.112)
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Зауважимо, що це обмеження звужує клас рiвнянь Паулi, якi допуска-

ють ВЗ за допомогою анзацу (1.111). Однак без цiєї умови ефективне

застосування анзацу (1.111) для розв’язування рiвняння Паулi методом

ВЗ є малоiмовiрним. Так, у вiдомих нам статтях, присвячених пробле-

мi ВЗ в рiвняннi Паулi, ця умова (явно чи неявно) накладається.

Означення 1.8 Будемо казати, що рiвняння Паулi (1.109) допускає
вiдокремлення змiнних в системi координат t, ωa = ωa(t, ~x), a =

1, 2, 3, якщо iснують деяка ненульова 2×2–матрична функцiя Q(t, ~x)

i чотири матричнi звичайнi диференцiальнi рiвняння

iϕ̇0 = − (P00(t) + P0b(t)λb)ϕ0,

ϕ̈a = (Pa0(ωa) + Pab(ωa)λb)ϕa, a = 1, 2, 3.
(1.113)

якi одночасно аналiтично залежать вiд трьох незалежних компле-
ксних параметрiв λ1, λ2, λ3 (сталих вiдокремлення) i такi, що для
кожної трiйки λ1, λ2, λ3 та для кожної множини розв’язкiв ϕ0(t),
ϕ1(ω1), ϕ2(ω2), ϕ3(ω3) системи (1.113) функцiя (1.112) є розв’язком
рiвняння (1.109).

Тут Pµν, µ, ν = 0, 1, 2, 3 — деякi гладкi 2×2–матричнi функцiї вказаних

аргументiв.

Означення 1.9 Три комплекснi параметри λ1, λ2, λ3 в системi рiв-
нянь (1.113) називаються незалежними, якщо 8× 6 – матриця

rank ‖Pµa‖3 3
µ=0 a=1 (1.114)

має ранг 6 скрiзь, де ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3) 6= 0.

Ця умова гарантує iстотну залежнiсть розв’язкiв з вiдокремленими

змiнними вiд сталих вiдокремлення ~λ = (λ1, λ2, λ3).

Вiдношення еквiвалентностi на множинi вектор–потенцiалiв A0(t, ~x),
~A(t, ~x), для яких рiвняння Паулi допускає ВЗ, а також на множиних

спектральних параметрiв ~λ, розв’язкiв з вiдокремленими змiнними та
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вiдповiдних систем координат вводяться за аналогiєю з тим, як це ро-

билося для рiвняння Шредiнгера (1.1) за формулами (1.7)–(1.18). Лише

як хвильову функцiю ψ(t, ~x) в цих формулах треба розумiти двоком-

понентний спiнор, а вiдношення еквiвалентностi (1.18) для множника

Q набуває вигляду

Q→ Q′ = Ql0(t)l1(ω1)l2(ω2)l3(ω3), (1.115)

де l0, . . . , l3 — деякi невиродженi 2× 2–матричнi функцiї вказаних ар-

гументiв.

В силу вiдношення еквiвалентностi (1.7)–(1.8) можна обмежитися

випадком, коли всi матрицi Pµν є ермiтовими, тобто Pµν = P ∗
µν, µ, ν =

0, 1, 2, 3.

З рiвностей (1.113) та (1.112) маємо

[Pµ0 + Pµaλa, Pν0 + Pνaλa] = 0.

Розщеплюючи цей вираз за λa, отримуємо

[Pµα, Pνβ] + [Pµβ, Pνα] = 0. (1.116)

Тут та надалi в цьому пiдроздiлi µ, ν, α, β = 0, 1, 2, 3 та за грецькими

iндексами, що повторюються, сумовування не передбачається.

Поклавши α = β в (1.116), одержуємо рiвнiсть

[Pµα, Pνα] = 0.

Беручи до уваги цю рiвнiсть, а також той факт, що будь-яку ермiтову

(2 × 2) матрицю можна подати як лiнiйну комбiнацiю одиничної ма-

трицi та матриць Паулi (1.110) з дiйсними коефiцiєнтами, одержимо

таку форму для матриць Pµα:

Pµα = Fµα(ωµ)I +Gµα(ωµ)~sα~σ, (1.117)

де Fµα, Gµα — деякi гладкi дiйснi функцiї вказаних аргументiв, ω0 = t

та ~sα — сталий трьохкомпонентний вектор.

Пiдставляючи вираз (1.117) в рiвняння (1.116), одержимо

(GµαGνβ −GµβGνα)[~sα~σ,~sβ~σ] = 0.
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З цiєї рiвностi випливає, що мають мiсце два суттєво рiзних випад-

ки: або ~sα ∼ ~sβ, або Gµα ∼ Gµβ.

Це приводить до двох можливих форм для рiвнянь (1.113):

iϕ̇0 = − (F00(t) + F0b(t)λb + (G00(t) +G0b(t)λb)~s~σ)ϕ0, (1.118)

ϕ̈a = (Fa0(ωa) + Fab(ωa)λb + (Ga0(ωa) +Gab(ωa)λb)~s~σ)ϕa

та

iϕ̇0 = − (F00(t) + F0b(t)λb +G0(t)(~s0 + ~sbλb)~σ)ϕ0, (1.119)

ϕ̈a = (Fa0(ωa) + Fab(ωa)λb +Ga(ωa)(~s0 + ~sbλb)~σ)ϕa,

де a = 1, 2, 3.

Формули (1.111), (1.118)–(1.119) складають вхiднi данi методу ВЗ для

рiвняння (1.109).

Сам алгоритм методу ВЗ для рiвняння Паулi є повнiстю аналогiчним

алогоритму ВЗ для рiвняння Шредiнгера (1.1). Пiдставивши анзац

(1.112) в рiвняння (1.109), виключивши похiднi ϕ̇0, ϕ̈1, ϕ̈2, ϕ̈3 з вико-

ристанням рiвнянь (1.118)–(1.119) та розщепивши отриманий вираз за

змiнними ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ̇1, ϕ̇2, ϕ̇3, λ1, λ2, λ3, ми, використовуючи рiв-

нiсть (1.112), одержуємо таку систему нелiнiйних ДРЧП для функцiй

Q, ω1, ω2, ω3:

(i)
∂ωb

∂xa

∂ωc

∂xa
= 0, b 6= c, b, c = 1, 2, 3;

(ii)
3∑

a=1

Fab(ωa)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= F0b(t), b = 1, 2, 3;

(iiia) Для випадку редукованих рiвнянь (1.118)
3∑

a=1

Gaµ(ωa)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= G0µ(t), µ = 0, 1, 2, 3;

(iiib) Для випадку редукованих рiвнянь (1.119)
3∑

a=1

Ga(ωa)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= G0(t),

(iv) 2

(
∂Q

∂xb
− ieQAb

)
∂ωa

∂xb
+Q

(
i
∂ωa

∂t
+ ∆ωa

)
= 0, a = 1, 2, 3;
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(v) Q

3∑
a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
+ i

∂Q

∂t
+ ∆Q− 2ieAb

∂Q

∂xb
+

+

(
−F00(t)− ie

∂Ab

∂xb
− eA0 − e2AbAb + e~σ ~H

)
Q = 0.

Враховавши умову (1.114), завжди можна вибрати з множини рiв-

нянь (ii) − (iii) такi три рiвняння, що матриця коефiцiєнтiв бiля
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
, a = 1, 2, 3 (матриця Штеккеля [74]) в цих рiвняннях буде

невиродженою. Загальний розв’язок системи, що складається з цих

рiвнянь та рiвнянь (i), було побудовано в лемi 1.3. А саме, мають

мiсце 11 класiв функцiй ω1(t, ~x), ω2(t, ~x), ω3(t, ~x), якi визначаються

неявно за допомогою формули (1.42).

Домножимо рiвняння (iv) справа на Q−1. В результатi одержимо

для кожної iз компонент матриць
∂Q

∂xb
Q−1, b = 1, 2, 3 систему трьох

лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Згiдно (1.3) детермiнант цих систем

не рiвний нулевi. Отже вони мають єдиний розв’язок:
∂Q

∂xb
Q−1 = fb(t, ~x)I, b = 1, 2, 3, (1.120)

де fb(t, ~x) — скалярнi гладкi функцiї, I — одинична 2× 2 матриця. Iз

умов сумiсностi для цiєї системи рiвнянь
∂fa

∂xb
=
∂fb

∂xa
, a, b = 1, 2, 3

випливає, що iснує функцiя g(t, ~x) така, що fa = ∂g/∂xa, a = 1, 2, 3.

Тодi (1.120) набуває вигляду
∂Q

∂xb
=

∂g

∂xb
Q, b = 1, 2, 3.

Ця система матричних ДРЧП має такий загальний розв’язок

Q = U(t) exp g(t, ~x), (1.121)

де U(t) — довiльна 2× 2–матрична функцiя змiнної t.

Покладемо g(t, ~x) = S1 + iS. Пiдставивши рiвнiсть (1.121) в рiвня-

ння (iv) з наступним розщепленням отриманого рiвняння на дiйсну
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та уявну складовi, отримаємо систему рiвнянь (1.59)–(1.60), яка бу-

ла розв’язана в пiдроздiлi 1.2. А саме, загальний вигляд просторової

компоненти вектор–потенцiалу електромагнiтного поля визначається

формулою (1.72), а магнiтне поле ~H = rot ~A є однорiдним, тобто за-

лежить лише вiд часової змiнної t i задається формулою (1.71). Окрiм

цього, S має вигляд (1.67) та S1 = S1(t).

В рамках вiдношення еквiвалентностi (1.115) виберемо функцiю U(t)

як розв’язок матричного ЗДР

iU̇ = (−e~σ ~H(t))U (1.122)

з початковими умовами U(0) = I. Згiдно теоремi iснування та єдиностi

розв’язку задачi Кошi для систем ЗДР, така функцiя U(t) iснує i є єди-

ною для кожної конкретної конфiгурацiї магнiтного поля ~H(t). Бiльше

цього, матриця U(t) є унiтарною. Дiйсно, з врахуванням (1.122), має-

мо
d

dt
(U∗U) = U∗(ie~σ ~H)U + U∗(−ie~σ ~H)U = 0,

тобто U∗U = const. Враховуючи початковi умови одержуємо U∗U = I.

Таким чином, можна розглядати замiну змiнних в рiвняннi Паулi

(1.109) такого вигляду

ψ = U(t)ψ̃. (1.123)

Завдяки унiтарностi матрицi U залишається незмiнним квадрат хви-

льовоi функцiї ψ∗ψ, тому ця замiна є коректною. В результатi цiєї

замiни в рiвняннi Паулi (1.109) член e~σ ~H зникне, i отримаємо систему

двох рiвнянь Шредiнгера вигляду (1.1) для функцiї ψ̃.

Отже, доведено таке твердження.

Теорема 1.11 Рiвняння Паулi (1.109) розв’язується методом вiдо-
кремлення змiнних в сенсi означення 1.8 тодi i тiльки тодi, коли
воно еквiвалентне (в сенсi перетворення еквiвалентностi (1.123))
системi двох рiвнянь Шредiнгера (1.1).
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Пiдставимо рiвнiсть (1.121) в рiвняння (v), врахувавши рiвняння

(1.122) та S1 = S1(t). Розщепивши отримане рiвняння на дiйсну та

уявну складовi, отримаємо систему рiвнянь (1.61)–(1.62), яка була

розв’язана в пiдроздiлi 1.2. А саме, загальний вигляд часової ком-

поненти вектор–потенцiалу електромагнiтного поля визначається фор-

мулою (1.73), де T0(t) = −F00(t), та, окрiм цього, S1 має вигляд (1.77).

Враховуючи вираз для S (1.67), з формули (1.121) отримуємо явний

вигляд для Q

Q = U(t)
1√
l1l2l3

exp
3∑

a=1

i

4

(
l̇a
la
x′

2
a + 2laẇax

′
a

)
, (1.124)

де U(t) є розв’язком рiвняння (1.122).

Таким чином, доведено таке твердження.

Теорема 1.12 Рiвняння Паулi (1.1) розв’язується методом вiдокрем-
лення змiнних в сенсi означення 1.8 тодi i тiльки тодi, коли воно
калiбровно еквiвалентне рiвнянню Паулi, в якому просторовi ком-
поненти A1, A2, A3 вектор–потенцiалу електромагнiтного поля є
лiнiйними за просторовими змiнними та мають вигляд (1.72), й,
окрiм цього, часова компонента A0 має вигляд (1.73).

Отже рiвняння Паулi допускає ВЗ для тих самих вектор–потенцiа-

лiв i в тих самих системах координат, в яких допускає ВЗ рiвняння

Шредiнгера (1.1). Як i для (1.1), маємо 11 класiв потенцiалiв A0(t, ~x),

що вiдповiдають 11 класам систем координат t, ωa = ωa(t, ~x), a = 1, 2, 3,

де функцiї ω1(t, ~x), ω2(t, ~x), ω3(t, ~x) неявно заданi формулами (1.42)–

(1.41) i (1.36).

Змiнюється лише вигляд розв’язкiв з вiдокремленими змiнними та

редукованi рiвняння. А саме розв’язки з вiдокремленими змiнними

мають вигляд (1.111), де Q задано формулою (1.124). Редукованi рiв-

няння мають вигляд (1.118) та (1.119), при цьому Fµ0, µ = 0, 1, 2, 3

— довiльнi гладкi функцiї, якi визначають форму часової компоненти

вектор–потенцiалу A(t, ~x). Явний вигляд коефiцiєнтiв редукованих
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рiвнянь Fµa, Gµν, Gµ одержується в результатi розщеплення рiвностей

(ii) та (iii) за незалежними змiнними ω1, ω2, ω3, t для кожного з 11

класiв систем координат ω1, ω2, ω3, якi заданi лемою 1.3. Нагадаємо,

що явний вигляд ейконалiв
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
= R−2

a , a = 1, 2, 3 в термiнах

ω1, ω2, ω3, t, якi фiгурують в рiвностях (ii) та (iii), визначається зi

спискiв (1.52) та (1.55). Нижче наведено явний вигляд коефiцiєнтiв

Fµa, Gµν, Gµ.

Введемо такi позначення

P =


T1 T2 T3

P11 P12 P13

P21 P22 P23

P31 P32 P33

 , (1.125)

де функцiї Pab(ωa), (a, b = 1, 2, 3) задано у виглядi компонент матриць

Штеккеля (1.51) для кожного iз 11 класiв систем координат, а функцiї

T1(t), T2(t), T3(t) заданi за допомогою формул (1.55). Далi, нехай K i

M — сталi дiйснi матрицi 3× 3.

Розглянемо редукованi рiвняння, якi заданi формулами (1.118). Кое-

фiцiєнти цих рiвнянь Fµa, Gµν є елементами матриць

F = ‖Fµa‖3 3
µ=0 a=1 , G = ‖Gµa‖3 3

µ=0 a=1 ,

якi є блочними 6×8 матрицями, де Fµa та Gµa — 2×2 матрицi, якi рiвнi

добуткам вiдповiдних компонент матриць PK та PM на одиничну

матрицю (у випадку матрицi F ) або на ~s~σ (у випадку матрицi G). У

цьому випадковi рiвняння (1.114) набуває вигляду

rank (F +G) = 6. (1.126)

Якщо матриця K є невиродженою, завжди можна за допомогою вiдно-

шення еквiвалентностi (1.7) переозначити λa, a = 1, 2, 3 в (1.118) так,

щоб K = I. Аналогiчно, можна покласти M = I, коли матриця M

невироджена та виконується умова ~s2 6= 0.

Якщо rank M = 0, то стовпчик ‖Gµ0‖3
µ=0 з необхiднiстю набуває

вигляду P~g, де ~g — сталий трьохкомпонентний стовпчик. Якщо ж
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виконується умова rank M 6= 0, то завжди можна позбутися цього

стовпчика за допомогою вiдношення еквiвалентностi (1.7).

Розглянемо тепер редукованi рiвняння, якi заданi формулами (1.119).

Матриця F визначається так само, як i для попереднього випадку.

Окрiм цього

G = ‖Gµ~sa~σ‖3 3
µ=0 a=1

— блочна (6× 8) матриця, де Gµ — трьохкомпонентний стовпчик P~gµ

(~gµ — сталий трьохкомпонентний стовпчик). Для цього випадку та-

кож виконується рiвнiсть (1.126), а тому можна покласти K = I, якщо

матриця K невироджена. Якщо ~sa, a = 1, 2, 3 — трiйка лiнiйно неза-

лежних векторiв, то можна покласти ~s0 = 0.

На завершення зауважимо, що алгоритм розв’язання прямої задачi

ВЗ для рiвняння Шредiнгера (1.1), який було сформульовано в пiд-

роздiлi 1.2, може бути ефективно застосований i для рiвняння Паулi

(1.109).
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РОЗДIЛ 2

Вiдокремлення змiнних в багатовимiрних

рiвняннях Фоккера–Планка

Даний роздiл присвячений дослiдженню проблеми вiдокремлення змiн-

них в багатовимiрному рiвняннi Фоккера–Планка, яке є основним рiв-

нянням в теорiї дифузiйних процесiв.

В пiдроздiлi 2.1 одержано необхiдну умову для вiдокремлення змiн-

них в (1+3)–вимiрних рiвняннях Фоккера–Планка зi сталою дiаго-

нальною матрицею дифузiї. Отримано ряд нових конфiгурацiй вектора

зносiв, для яких дане рiвняння допускає вiдокремлення змiнних. Для

кожного iз них знайдено всi нееквiвалентнi координатнi системи, якi

дозволяють здiйснити вiдокремлення змiнних та побудовано вiдповiднi

розв’язки з вiдокремленими змiнними в явному виглядi.

В пiдроздiлi 2.2 повнiстю розв’язано проблему вiдокремлення змiн-

них в (1+2)–вимiрному рiвняннi Крамерса, яке допускає нетривiальну

групу симетрiй. Знайдено всi системи координат, в яких рiвняння

Крамерса розв’язується методом вiдокремлення змiнних. Окрiм цього,

побудовано розв’язки рiвняння Крамерса з вiдокремленими змiнними

в явному виглядi.

Основнi результати пiдроздiлу 2.1 опублiковано в роботах [78, 79].

Основнi результати пiдроздiлу 2.2 опублiковано в роботi [91].
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2.1. Вiдокремлення змiнних в (1+3)–вимiрному рiв-

няннi Фоккера–Планка зi сталою дiагональною

матрицею дифузiї

Математичною моделлю явища дифузiї — руху частинки внаслiдок

взаємодiї з молекулами середовища, якi перебувають в хаотичному

тепловому русi, є дифузiйнi процеси — спецiальний клас неперервних

маркiвських процесiв. Дифузiйнi процеси вiдiграють важливе значе-

ння в тих областях фiзики, хiмiї, бiологiї [7, 11] та економiки [72],

де пiд час математичного моделювання вiдповiдних явищ необхiдно

враховувати дiю випадкових факторiв.

У зв’язку iз цим природнiм є iнтерес до iнтегрування ДРЧП, якi

моделюють дифузiйнi процеси

∂u

∂t
= −

n∑
a=1

∂

∂xa
[Ba(~x, t)u] +

1

2

n∑
a,b=1

∂2

∂xa∂xb
[Dab(~x, t)u], (2.1)

де u = u(t, ~x) — функцiя розподiлу густини iмовiрностей, t — часова

та ~x = (x1, ..., xn) — просторовi координати у фазовому просторi даного

процесу.

Коефiцiєнти зносу Ba(~x, t) визначенi як компоненти вектора

~B(~x, t) = (B1(~x, t), ..., Bn(~x, t)),

який називається вектором зносiв i вказує на наявнiсть певної "течiї" в

рiдинi або "вiтру" в газi: частинка з деякої точки ~x фазового простору

в момент t за час τ в середньому змiщується на ~B(~x, t)τ .

Коефiцiєнти дифузiї Dab(~x, t) заданi як компоненти матрицi

D(~x, t) = ‖Dab(~x, t)‖n
a,b=1,

яка називається матрицею дифузiї i визначає середнє квадратичне вiд-

хилення частинки вiд її положення ~x у фазовому просторi в момент t,

до якого призводить випадковий вплив середовища (навiть при вiдсу-

тностi "течiї"). Зауважимо, що матриця дифузiї є невiд’ємно визначе-

ною, тобто всi її власнi значення є невiд’ємними.
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В лiтературi рiвняння типу (2.1) називають рiвняннями дифузiї, пря-

мими рiвняннями Колмогорова або рiвняннями Фоккера–Планка. В

цiй роботi будемо називати їх рiвняннями Фоккера–Планка (РФП)

[11, 70].

Оскiльки в бiльшостi випадкiв обмежуються сталими коефiцiєнтами

дифузiї, то основним об’єктом дослiдження в цьому пiдроздiлi є про-

блема ВЗ в тривимiрному РФП (2.1) з невиродженою сталою матрицею

дифузiї
∂u

∂t
+ ∆u+

∂

∂xa
(Ba(~x)u) = 0, (2.2)

де u = u(t, ~x) — функцiя розподiлу густини iмовiрностей, ~B(~x) =

(B1(~x), B2(~x), B3(~x)) — вектор зносiв. Тут u(t, ~x) i Ba(~x), a = 1, 2, 3

— довiльнi дiйснi функцiї. Матрицю сталих коефiцiєнтiв дифузiї вва-

жаємо зведеною до одиничної вiдповiдним лiнiйним перетворенням

просторових змiнних.

За аналогiєю з означенням 1.1 введемо поняття ВЗ для РФП. Нехай

маємо деяку систему координат t, ωa = ωa(t, ~x), a = 1, 2, 3, i при цьому

виконується нерiвнiсть (1.3).

Означення 2.1 Будемо казати, що рiвняння Фоккера–Планка (2.2)
допускає вiдокремлення змiнних в системi координат t, ωa = ωa(t, ~x),
a = 1, 2, 3, якщо iснують деяка гладка функцiя R(t, ~x) i чотири зви-
чайнi диференцiальнi рiвняння вигляду

ϕ̇0(t) = U0(t, ϕ0(t); λ1, λ2, λ3),

ϕ̈a(ωa) = Ua(ωa, ϕa(ωa), ϕ̇a(ωa); λ1, λ2, λ3), a = 1, 2, 3, (2.3)

якi одночасно залежать вiд трьох незалежних дiйсних параметрiв
λ1, λ2, λ3 (сталих вiдокремлення) i такi, що для кожної трiйки
λ1, λ2, λ3 та для кожної множини розв’язкiв ϕ0(t), ϕ1(ω1), ϕ2(ω2),
ϕ3(ω3) системи (2.3) функцiя

u(t, ~x) = eR(t,~x)ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3) (2.4)

є розв’язком рiвняння (2.2).
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Означення 2.2 Три дiйснi параметри λ1, λ2, λ3 в системi рiвнянь
(2.3) називаються незалежними, якщо 4× 3 – матриця∥∥∥∥∂Uµ

∂λa

∥∥∥∥3 3

µ=0 a=1

має ранг 3 скрiзь, де ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2)ϕ3(ω3) 6= 0.

Ця умова гарантує iстотну залежнiсть розв’язкiв з вiдокремленими

змiнними вiд сталих вiдокремлення ~λ = (λ1, λ2, λ3).

Основним результатом даного пiдроздiлу є класифiкацiя можливих

конфiгурацiй вектора зносiв ~B(~x), для яких рiвняння (2.2) допускає

ВЗ.

Введемо вiдношення еквiвалентностi для систем координат, в яких

РФП (2.2) допускає ВЗ.

Означення 2.3 Двi системи координат t, ω1, ω2, ω3 та t′, ω′1, ω
′
2, ω

′
3

називаються еквiвалентними, якщо вони пов’язанi мiж собою за
допомогою оборотнiх перетворень вигляду (1.17) та (1.18).

Алгоритм ВЗ для РФП (2.2) є аналогiчним алгоритму ВЗ для РШ

(1.1), який описаний в пiдроздiлi 1.1. В результатi виконання двох

перших крокiв цього алгоритму робимо висновок, що редукованi рiв-

няння (1.4) завжди можна вибрати у виглядi

ϕ̇0 = (T0(t)− Tb(t)λb)ϕ0,

ϕ̈a = (Fa0(ωa) + Fab(ωa)λb)ϕa, a = 1, 2, 3, (2.5)

де T0, Tb, Fa0, Fab — деякi гладкi функцiї вiдповiдних аргументiв. Окрiм

цього, невiдомi функцiї R, ω1, ω2, ω3 задовольняють таку систему не-

лiнiйних ДРЧП
∂ωb

∂xa

∂ωc

∂xa
= 0, b 6= c, b, c = 1, 2, 3; (2.6)

3∑
a=1

Fab(ωa)
∂ωa

∂xc

∂ωa

∂xc
= Tb(t), b = 1, 2, 3; (2.7)(

2
∂R

∂xb
+Bb

)
∂ωa

∂xb
+
∂ωa

∂t
+ ∆ωa = 0, a = 1, 2, 3; (2.8)



72

3∑
a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
+
∂R

∂t
+ ∆R +Bb

∂R

∂xb
+

+
∂R

∂xb

∂R

∂xb
+ T0(t) +

∂Bb

∂xb
= 0. (2.9)

Отже, як i для РШ (1.1), проблема ВЗ в РФП (2.2) зводиться до

iнтегрування системи десяти нелiнiйних ДРЧП для семи невiдомих

функцiй R, ω1, ω2, ω3, B1, B2, B3.

Загальний розв’язок системи рiвнянь (2.6), (2.7) побудовано в ле-

мi 1.3. А саме, маємо 11 класiв функцiй ω1(t, ~x), ω2(t, ~x), ω3(t, ~x),

якi заданi неяво за допомогою формули (1.42). При цьому функцiї

Fab, a, b = 1, 2, 3 та T1(t), T2(t), T3(t) для кожного iз цих класiв поданo

у перелiках (1.51) та (1.55), вiдповiдно.

Система рiвнянь (2.8) з урахуванням (1.37) розв’язується аналогiчно

тому, як це робилося для такої ж системи рiвнянь (1.60). В результатi

отримуємо вигляд вектора зносiв ~B(~x)

~B(~x) = M(t)~x+O(t)L(t) ~̇w − 2~∇R, (2.10)

де O(t), L(t), M(t) — 3 × 3 матрицi, якi визначаються формулами

(1.40), (1.41) i (1.64), вiдповiдно, й, окрiм того, ~w = (w1(t), w2(t), w3(t))
T .

З (2.10) неважко одержати вираз для ротора вектора ~B(~x)

rot ~B = 2

 γ̇ cosα+ β̇ sinα sin γ

γ̇ sinα− β̇ cosα sin γ

α̇+ β̇ cos γ

 . (2.11)

Оскiльки вектор зносiв ~B(~x) не залежить вiд часової змiнної t, а фун-

кцiї α, β, γ залежать лише вiд t, то з рiвностi (2.11) випливає, що rot
~B = ~const.

Таким чином, доведено таке твердження.

Теорема 2.1 Для того, щоб рiвняння Фоккера–Планка (2.2) допу-
скало вiдокремлення змiнних, в результатi якого отримуються
одне звичайне диференцiальне рiвняння першого та три звичайнi
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диференцiальнi рiвняння другого порядку, необхiдно, щоб ротор ве-
ктора зносiв ~B(~x) був сталим.

Розглянемо бiльш докладно частинний випадок вектора ~B(~x) для R =

0

~B(~x) = M(t)~x+O(t)L(t) ~̇w (2.12)

де використано позначення (1.40), (1.41) i (1.64). Оскiльки функцiї B1,

B2, B3 не залежать вiд часової змiнної t, то з (2.12) випливає, що
~B(~x) = M~x+ ~v, (2.13)

M = ȮO−1 +OL̇L−1O−1 = const, (2.14)

~v = OL ~̇w = const. (2.15)

Беручи до уваги, що ȮO−1 — антисиметрична, а OL̇L−1O−1 — симе-

трична частини матрицi M, вiдповiдно, отримуємо з (2.14), що

Ȯ(t)O−1(t) = const, (2.16)

O(t)L̇(t)L−1(t)O−1(t) = const. (2.17)

Зi спiввiдношення (2.16) випливає система трьох ЗДР для функцiй

α(t), β(t), γ(t)

γ̇ cosα+ β̇ sinα sin γ = C1,

γ̇ sinα− β̇ cosα sin γ = C2, (2.18)

α̇+ β̇ cos γ = C3,

де C1, C2, C3 — довiльнi дiйснi сталi. Iнтегруючи цю систему, одержу-

ємо таку форму матрицi O(t):

O(t) = CÕ, (2.19)

де C — довiльна стала ортогональна 3× 3 матриця та

Õ(t) =

 cos st cos β − sin st sin β cos γ

sin st cos β + cos st sin β cos γ

sin β sin γ

→ (2.20)

→
− cos st sin β − sin st cos β cos γ sin st sin γ

− sin st sin β + cos st cos β cos γ − cos st sin γ

cos β sin γ cos γ

 .
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Тут s, β, γ — довiльнi сталi.

Пiдстановка правої частини рiвностi (2.19) в (2.17) iз наступним

диференцiюванням отриманого рiвняння за t приводить до рiвностi

Õ−1 ˙̃OH + Ḣ +H ˙(Õ−1)Õ = 0, (2.21)

де H = L̇L−1, тобто ha = l̇a/la, a = 1, 2, 3, звiдки випливає, що

ha = const, a = 1, 2, 3;

s (h1 − h2) cos γ = 0,

s (h1 − h3) cos β sin γ = 0, (2.22)

s (h2 − h3) sin β sin γ = 0.

Отже, функцiї la мають такий вигляд:

la = ca exp(hat), ca = const, ha = const, a = 1, 2, 3. (2.23)

Iз (2.22) отримуємо всi можливi значення для ha та матрицi Õ (2.20):

(i) s = 0, h1, h2, h3, γ, β — довiльнi сталi;

(ii) s 6= 0, h1 = h2 = h3, h1, γ, β — довiльнi сталi; (2.24)

(iii) s 6= 0, h1 = h2 6= h3,

Õ =

 cos st − sin st 0

sin st cos st 0

0 0 1

 .

Тут не наведено випадки s 6= 0, h1 6= h2 = h3 та s 6= 0, h2 6= h1 = h3,

оскiльки вони є еквiвалентними до випадку (iii).

Тепер рiвняння (2.9) набуває вигляду
3∑

a=1

Fa0(ωa)
∂ωa

∂xb

∂ωa

∂xb
+ T0(t) +

3∑
a=1

ha = 0.

Розщепивши це спiввiдношення за незалежними змiнними ω1, ω2, ω3, t

для кожного класу функцiй ~z = ~z(~ω) зi списку (1.36), одержуємо явний

вигляд функцiй F01(ω1), F02(ω2), F03(ω3) та T0(t) з точнiстю до вибору

сталих вiдокремлення λa, a = 1, 2, 3 в рiвняннях (2.5)

T0 = −
3∑

a=1

ha, Fa0 = 0, a = 1, 2, 3. (2.25)
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Пiдсумуємо результати, отриманi в цьому пунктi, у виглядi такого

твердження.

Теорема 2.2 Рiвняння Фоккера–Планка (2.2) допускає вiдокремлен-
ня змiнних в сенсi означення ozf.1, якщо компоненти вектора зно-
сiв ~B(~x) є лiнiйними i задаються формулою (2.13), де матриця M
визначається з формул (2.14), (2.19), (2.20), (2.23) та (2.24).

Системи координат, в яких вiдповiдне РФП допускає ВЗ, визнача-

ються неявно формулами (1.42), (1.36) i (1.41), де O(t) має вигляд

(2.19), (2.20) i (2.24), функцiї la(t), a = 1, 2, 3 дано в (2.23), а функцiї

wa(t), a = 1, 2, 3 — розв’язки системи ЗДР (2.15).

Точнi розв’язки. Покажемо, що для розглядуваного випадку РФП

(2.2) можливо дати повний перелiк розв’язкiв з вiдокремленими змiн-

ним. Вони мають вигляд (2.4), а редукованi рiвняння для функцiй

ϕµ, (µ = 0, 1, 2, 3) мають вигляд (2.5), де коефiцiєнти Fab, a, b = 1, 2, 3

— компоненти вiдповiдних матриць Штеккеля (1.51) (функцiї Ta, a =

1, 2, 3 наведенi в (1.55), а функцiї T0, Fa0, a = 1, 2, 3 подано в (2.25)).

Редукованi рiвняння для функцiї ϕ0(t) iнтегруються очевидним чи-

ном. Редукованi рiвняння для функцiй ϕa(ωa), a = 1, 2, 3 подiбнi до

тих ЗДР, якi виникають при ВЗ в тривимiрному рiвняннi Гельмгольца

(∆ + k2)Ψ = 0. Розв’язки цих рiвнянь добре вiдомi (див., наприклад,

[17, 18]). Нижче наводимо розв’язки РФП (2.2) для кожного iз класiв

функцiї ~z = ~z(~ω) поданих в списку (1.36).

1. Декартовi координати

u(t, ~ω) = exp
3∑

a=1

(
λa
c−2
a

2ha
e−2hat − hat

)
exp(i(αω1 + βω2 + γω3)),

де λ1 = −α2, λ2 = −β2, λ3 = −γ2.
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2. Цилiндричнi координати

u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t + λ3

c−2
3

2h3
e−2h3t − (2h1 + h3)t

}
×

×Jn(αe
ω1) exp(i(nω2 + γω3)),

де Jn — функцiя Бесселя [8], λ1 = −α2, λ2 = −n2, λ3 = −γ2.

3. Координати параболiчного цилiндру

u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t + λ3

c−2
3

2h3
e−2h3t − (2h1 + h3)t

}
×

×Diµ−1/2(±σω1)D−iµ−1/2(±σω2) e
iω3γ,

де Dν — функцiя параболiчного цилiндру [4], σ = eiπ/4(2α)1/2;

λ1 = −α2, λ2 = −2αµ, λ3 = −γ2.

4. Для випадку координат елiптичного цилiндру маємо два типи

розв’язкiв

a) u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t + λ3

c−2
3

2h3
e−2h3t − (2h1 + h3)t

}
×

×Cen(ω1, q) cen(ω2, q) e
iω3γ, n = 0, 1, 2, . . . ,

b) u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t + λ3

c−2
3

2h3
e−2h3t − (2h1 + h3)t

}
×

×Sen(ω1, q) sen(ω2, q) e
iω3γ, n = 1, 2, 3, . . . ,

де cen, sen — парнi та непарнi функцiї Матьє, Cen, Sen — парнi

та непарнi модифiкованi функцiї Матьє [5, 33]; λ1 = −4qa2, λ2 =

2q + cn, λ3 = −γ2, де cn — власнi значення функцiй Матьє.

5. Сферичнi координати

u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t − 3h1t

}
×

×ω1/2
1 J±(n+1/2)(α/ω1)P

±m
n (tanhω2)e

iω3m,
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де Jν — функцiя Бесселя, Pm
n — функцiя Лежандра [3], λ1 =

−α2, λ2 = −n(n+ 1), λ3 = −m2.

6. Координати витягнутого сфероїда

u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t − 3h1t

}
×

×Ps|m|n (cothω1,−a2λ1) Ps|m|n (tanhω2,−a2λ1) e
imω3,

де m — цiле, n = 0, 1, 2, . . ., при цьому −n ≤ m ≤ n. Окрiм

цього Psm
n — функцiя сфероїдальної хвилi [33] (див. також [13]),

λ2 = λ
|m|
n , λ3 = −m2.

7. Координати сплющеного сфероїда

u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t − 3h1t

}
×

×Ps|m|n (−i tanω1,−a2λ1) Ps|m|n (tanhω2, a
2λ1) e

imω3,

де m — цiле, n = 0, 1, 2, . . ., при цьому −n ≤ m ≤ n. Окрiм цього

Psm
n — функцiя сфероїдальної хвилi та λ2 = λ

|m|
n , λ3 = −m2.

8. Параболiчнi координати

u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t − 3h1t

}
exp(m(ω1 + ω2 + iω3))×

× exp
(
±iα

2
e2ω1

)
1F1

(
−i λ2

4α
+
m+ 1

2
,m+ 1,∓iαe2ω1

)
×

× exp
(
±iα

2
e2ω2

)
1F1

(
i
λ2

4α
+
m+ 1

2
,m+ 1,∓iαe2ω2

)
,

де 1F1 — конфлюентна гiпергеометрична функцiя [3] та λ1 = −α2,

λ3 = −m2.

9. Параболоїдальнi координати

u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t − 3h1t

}
gcn(iω1; 2aα, λ2/2α)×

×gcn(ω2; 2aα, λ2/2α) gcn(iω3 + π/2; 2aα, λ2/2α)
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або та ж сама форма, де замiсть функцiй gcn слiд записати

функцiї gsn. Тут gcn та gsn — парнi та непарнi неполiномi-

альнi розв’язки рiвняння Уiттекера–Хiлла [77], при цьому n =

0, 1, 2, . . .. Окрiм цього, λ1 = −α2, λ3 = µn.

10. Елiпсоїдальнi координати

u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t − 3h1t

}
elmn (ω1) elmn (ω2) elmn (ω3),

де m — цiле, n = 0, 1, 2, . . .; −n ≤ m ≤ n. Окрiм цього, elmn —

функцiя елiпсоїдальної хвилi [33], λ1 = νnm, λ2 = λnm, λ3 = µnm.

11. Для випадку конiчних координат маємо два типи розв’язкiв

a) u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t − 3h1t

}
ω

1
2
1 J±(n+ 1

2 )(α/ω1)×

×Ecm
n (ω2) Ecm

n (ω3), n = 0, 1, 2, . . . , m = 0, 1, . . . , n,

b) u(t, ~ω) = exp

{
λ1
c−2
1

2h1
e−2h1t − 3h1t

}
ω

1
2
1 J±(n+ 1

2 )(α/ω1)×

×Esm
n (ω2) Esm

n (ω3), n = 1, 2, 3, . . . , m = 1, 2, . . . , n,

де Jν — функцiя Бесселя, Ecm
n та Esm

n — парнi та непарнi функцiї

Ламе [5, 33], λ1 = −α2, λ2 = −n(n + 1), λ3 = −cmn , де cmn — власнi

значення функцiй Ламе.

Цi розв’язки наведено за припущення ha 6= 0, a = 1, 2, 3. При виконан-

нi умови ha = 0 вiдповiдний вираз exp(−2hat)/2ha має бути замiнений

на −t.
Нарештi, подамо список векторiв зносiв ~B(~x), при яких вiдповiдне

РФП допускає ВЗ. Вони мають таку форму:

~B(~x) = M~x+ ~v,

де ~v — довiльний сталий вектор, M – стала матриця, яка збiгається

iз однiєю iз поданих нижче матриць:
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1. M = C

 h1 0 0

0 h2 0

0 0 h3

 C−1,

де h1, h2, h3 — довiльнi константи, C — довiльна стала 3 × 3 ор-

тогональна матриця, тобто M — дiйсна симетрична матриця з

власними значеннями h1, h2, h3.

(a) h1 6= h2, h1 6= h3, h2 6= h3. Вiдповiдне РФП має лише розв’язок

1 з наведеного вище списку. Новi координати ω1, ω2, ω3 заданi

неявним чином за формулою

~x = CL(t) (~z(~ω) + ~w(t)) , (2.26)

де ~z(~ω) задано формулою 1 зi списку (1.36), ~w(t) — розв’язок

системи ЗДР (2.15) та

L(t) =

 c1e
h1t 0 0

0 c2e
h2t 0

0 0 c3e
h3t

 (2.27)

де c1, c2, c3 – довiльнi сталi.

(b) h1 = h2 6= h3. Вiдповiднi РФП мають розв’язки 1–4 iз наведе-

ного вище списку. Новi координати ω1, ω2, ω3 задано неявним

чином формулою (2.26), де ~z(~ω) визначаються однiєю з фор-

мул 1–4 зi списку (1.36), L(t) задається формулою (2.27) для

довiльних сталих c1, c2, c3, якi задовольняють умову c1 = c2

для частково розщеплюваних координат 2–4 iз (1.36).

(c) h1 = h2 = h3, тобто M = h1I, де I — одинична матриця.

Вiдповiднi РФП мають всi 11 розв’язкiв з наведеного вище

списку. Новi координати ω1, ω2, ω3 заданi неявним чином за

формулою (2.26), де ~z(~ω) визначаються однiєю iз одинадцяти

формул (1.36), L(t) задається формулою (2.27) з довiльними

константами c1, c2, c3, якi задовольняють умову c1 = c2 для
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частково розщеплюваних координат 2–4 з (1.36) та умову c1 =

c2 = c3 для нерозщеплюваних координат 5–11 зi списку (1.36).

2. M = C

 h1 −s 0

s h1 0

0 0 h3

 C−1,

де C — довiльна стала ортогональна 3 × 3 матриця; s, h1, h3 —

довiльнi сталi, i при цьому s 6= 0.

(a) h1 6= h3. Вiдповiдне РФП має лише розв’язки 1–4 з наведеного

вище списку, в якому треба покласти h1 = h2 6= h3. Новi коор-

динати ω1, ω2, ω3 задаються неявним чином формулою (1.42),

де ~z(~ω) визначаються однiєю iз формул 1–4 зi списку (1.36),

O(t) має вигляд (2.19) за умови (iii) з (2.24), ~w(t) — розв’язок

системи ЗДР (2.15),

L(t) =

 c1e
h1t 0 0

0 c2e
h1t 0

0 0 c3e
h3t


з довiльними константами c1, c2, c3, якi задовольняють умову

c1 = c2 для частково розщеплюваних координат 2–4 з (1.36).

(b) h1 = h3. Вiдповiдне РФП має всi 11 розв’язкiв з наведеного

вище списку, в якому треба покласти h1 = h2 = h3. Новi

координати ω1, ω2, ω3 визначаються неявним чином формулою

(1.42), де ~z(~ω) заданi однiєю з одинадцяти формул (1.36), O(t)

задано формулами (2.19), (2.20); ~w(t) — розв’язок системи

ЗДР (2.15),

L(t) = exp(h1t)

 c1 0 0

0 c2 0

0 0 c3


з довiльними константами c1, c2, c3, якi задовольняють умову

c1 = c2 для частково розщеплюваних координат 2–4 з (1.36)
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та умову c1 = c2 = c3 для нерозщеплюваних координат 5–11 зi

списку (1.36).

Зауважимо, що розв’язки з наведеного вище перелiку можуть бу-

ти використанi як базиснi функцiї для розкладу довiльного достатньо

гладкого розв’язку даної крайової задачi в певному гiльбертовому про-

сторi (для цього вибирають розв’язки iз вiдокремленими змiнними, що

отриманi в тiй системi координат, координатнi поверхнi якої спiвпада-

ють з граничними поверхнями розглядуваної крайової задачi). Бiльш

детально див., наприклад, [17, 18].

2.2. Вiдокремлення змiнних в рiвняннi Крамерса

Розглянемо одновимiрний броунiвський рух частинки, яка знаходиться

пiд впливом зовнiшнього силового поля з потенцiалом V (x) [11]. Вiд-

повiдне пряме рiвняння Колмогорова (рiвняння Фоккера–Планка) для

цього дифузiйного процесу має вигляд

∂u

∂t
= ν

∂2u

∂y2 − y
∂u

∂x
+ (νy + V̇ (x))

∂u

∂y
+ νu, (2.28)

де t, x — часова та просторова змiннi, y — швидкiсть частинки, u(t, x, y)

— функцiя розподiлу густини iмовiрностей — достатньо гладка дiйсно-

значна функцiя, ν — дiйсна стала, яка характеризує в’язкiсть середо-

вища.

Ця фiзична задача називається проблемою Крамерса [45, 64], а тому

i дослiджуване рiвняння (2.28) називається рiвнянням Крамерса (РК)

(див., бiльш докладно [7, 70]).

Рiвняння (2.28) є частинним випадком двовимiрного рiвняння Фок-

кера–Планка (2.1), де коефiцiєнти зносу та дифузiї мають вигляд

~B(t, x, y) = (y,−V̇ (x)− γy), D(t, x, y) =

(
0 0

0 2γ

)
.
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За аналогiєю з означенням 1.1 введемо поняття ВЗ для РК (2.28).

Нехай маємо деяку систему координат t, ω1(t, x, y), ω2(t, x, y), при цьо-

му має мiсце умова

det

∥∥∥∥∥∥∥
∂ω1

∂x

∂ω1

∂y
∂ω2

∂x

∂ω2

∂y

∥∥∥∥∥∥∥ 6= 0. (2.29)

Означення 2.4 Будемо казати, що рiвняння Крамерса (2.28) допу-
скає вiдокремлення змiнних в системi координат t, ω1, ω2, якщо
iснують деяка ненульова функцiя Q(t, x, y) i три звичайнi диферен-
цiальнi рiвняння

U0(t, ϕ0, ϕ̇0;λ1, λ2) = 0,

Ui(ωi, ϕi, ϕ̇i, ϕ̈i;λ1, λ2) = 0, i = 1, 2.
(2.30)

якi одночасно залежать вiд двох незалежних дiйсних параметрiв
λ1, λ2 (сталих вiдокремлення) i такi, що для кожної пари λ1, λ2 та
для кожної множини розв’язкiв ϕ0(t), ϕ1(ω1), ϕ2(ω2) системи (2.30)
функцiя

u(t, x, y) = Q(t, x, y)ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2) (2.31)

є розв’язком рiвняння (2.28).

Тут U0, U1, U2 — деякi гладкi функцiї вказаних аргументiв.

Означення 2.5 Два дiйснi параметри λ1, λ2 в системi рiвнянь (2.30)
називаються незалежними, якщо 3× 2 – матриця∥∥∥ ∂Ui

∂λj

∥∥∥2 2

i=0 j=1
(2.32)

має ранг 2 скрiзь, де ϕ0(t)ϕ1(ω1)ϕ2(ω2) 6= 0.

Ця умова гарантує iстотну залежнiсть розв’язкiв з вiдокремленими

змiнними вiд сталих вiдокремлення λ1, λ2.

Очевидно, що форма спiввiдношень (2.31)–(2.32) не змiнюється в

результатi замiни

λ1 → λ′1 = Λ1(λ1, λ2), λ2 → λ′2 = Λ2(λ1, λ2) (2.33)
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де

det

∥∥∥∥∂Λi

∂λj

∥∥∥∥2

i,j=1
6= 0. (2.34)

Тому вiдповiднi набори спектральних параметрiв λ1, λ2 та λ′1, λ
′
2 буде-

мо вважати еквiвалентними.

Далi ввeдeмо вiдношення еквiвалентностi на множинi розв’язкiв з

вiдокремленими змiнними, а також на множинi вiдповiдних систем

координат.

Означення 2.6 Два розв’язки рiвняння Крамерса (2.28) з вiдокрем-
леними змiнними називаються еквiвалентними, якщо вони пов’яза-
нi мiж собою перетвореннями з групи Лi iнварiантностi рiвняння
Крамерса (2.28). Окрiм цього, еквiвалентними ми називаємо та-
кож розв’язки з вiдокремленими змiнними з еквiвалентними набо-
рами спектральних параметрiв λ1, λ2.

Зауважимо, що симетрiйну класифiкацiю класу ДРЧП (2.28) було

проведено зовсiм недавно в статтях [75, 76].

Означення 2.7 Двi системи координат t, ω1, ω2 та t′, ω′1, ω
′
2 назива-

ються еквiвалентними, якщо в результатi вiдокремлення змiнних
в сенсi означення 2.4 одержуються еквiвалентнi розв’язки з вiд-
окремленими змiнними. Зокрема, еквiвалентними будуть системи
координат, якi пов’язанi мiж собою за допомогою оборотнiх пере-
творень такого вигляду

t→ t′ = f0(t), ωi → ω′i = fi(ωi), i = 1, 2, (2.35)

Q→ Q′ = Qh0(t)h1(ω1)h2(ω2), (2.36)

де f0, fi, h0, hi — деякi гладкi функцiї.

Вiдношення еквiвалентностi (2.35), (2.36) розбивають множину роз-

в’язкiв з вiдокремленими змiнними, а також множину вiдповiдних си-

стем координат на класи еквiвалентностi. Надалi, подаючи вiдповiднi



84

списки, будемо наводити по одному представниковi iз кожного класу

еквiвалентностi.

Оскiльки дослiджуване рiвняння (2.28) лiнiйне, то i редукованi рiв-

няння (2.30) також мають бути лiнiйними [62]. Тодi система рiвнянь

(2.30) може набувати одного з таких виглядiв.

Випадок 1.

ϕ̇0 = A0(t;λ1, λ2)ϕ0,

ϕ̇1 = A1(ω1;λ1, λ2)ϕ1, (2.37)

ϕ̈2 = A2(ω2;λ1, λ2)ϕ̇2 + A3(ω2;λ1, λ2)ϕ2.

Випадок 2.

ϕ̇0 = A0(t;λ1, λ2)ϕ0,

ϕ̇1 = A1(ω1;λ1, λ2)ϕ1, (2.38)

ϕ̇2 = A2(ω2;λ1, λ2)ϕ2.

В цих формулах A0, . . . , A3 — деякi гладкi функцiї вказаних аргумен-

тiв. Випадки, при яких РК зводиться до двох або трьох ЗДР другого

порядку, неможливi, оскiльки воно мiстить похiдну другого порядку

лише за однiєю змiнною.

Таким чином, при ВЗ в РК (2.28) iснують двi рiзнi можливостi: або

РК зводиться до двох ЗДР першого та одного ЗДР другого порядку,

або ж всi три редукованi ЗДР матимуть перший порядок.

Якщо система редукованих рiвнянь має вигляд (2.37), то алгоритм

ВЗ в РК (2.28) можна сформулювати таким чином:

1. Пiдставляємо анзац (2.31) в РК (2.28) i виражаємо похiднi ϕ̇0, ϕ̇1,

ϕ̈1, ϕ̈2 в термiнах функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ̇2, використовуючи рiвняння

(2.37) та, при потребi, їх диференцiальнi наслiдки.

2. Вважаючи величини ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ̇2, λ1, λ2 незалежними змiнними,

розщеплюємо за ними рiвнiсть, одержану на попередньому кроцi

алгоритму. В результатi отримуємо перевизначену систему нелi-

нiйних ДРЧП для невiдомих функцiй Q, ω1, ω2.
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3. Розв’язавши цю систему, одержуємо вичерпний опис систем ко-

ординат, при яких РК (2.28) допускає ВЗ.

Для випадку, коли система редукованих рiвнянь має вигляд (2.38),

алгоритм ВЗ в РК формулюється аналогiчним чином.

Як було доведено в пiдроздiлi 1.1, можливiсть ВЗ в ДРЧП тiсно по-

в’язана з його симетрiєю в класi диференцiальних операторiв другого

порядку [17, 62]. Тому цiлком природнiм є такий результат.

Теорема 2.3 Нехай рiвняння Крамерса (2.28) допускає вiдокремлен-
ня змiнних, в результатi якого отримуються два звичайнi дифе-
ренцiальнi рiвняння першого та одне звичайне диференцiальне рiв-
няння другого порядку. Тодi для вiдповiдного розв’язку з вiдокрем-
леними змiнними завжди знайдеться два взаємно комутуючих лi-
нiйних диференцiальних оператора симетрiї рiвняння Крамерса,
один з яких є оператором першого, а iнший — другого порядку,
таких, що цей розв’язок з вiдокремленими змiнними є спiльною
власною функцiєю цих операторiв, причому сталi вiдокремлення
λ1, λ2 є їх власними значеннями.

Теорема 2.4 Нехай рiвняння Крамерса (2.28) допускає вiдокремлен-
ня змiнних, в результатi якого отримуються три звичайнi дифе-
ренцiальнi рiвняння першого порядку. Тодi для вiдповiдного розв’я-
зку з вiдокремленими змiнними завжди знайдеться два взаємно ко-
мутуючих лiнiйних диференцiальних оператора симетрiї першого
порядку рiвняння Крамерса, таких, що цей розв’язок з вiдокремле-
ними змiнними є спiльною власною функцiєю цих операторiв, при-
чому сталi вiдокремлення λ1, λ2 є їх власними значеннями.

Доведення цих теорем є повнiстю аналогiчним доведенню теореми 1.2.

Вище вже було вiдзначено, що в [75, 76] проведена симетрiйна кла-

сифiкацiя ДРЧП (2.28). Основний результат цих робiт полягає в тому,

що РК (2.28) має групу симетрiї, бiльш широку, нiж тривiальна одно-

параметрична група зсувiв за часовою змiнною t, тодi i тiльки тодi,
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коли V̈ (x) = 0. Тому сконцентруємо увагу на випадковi V̇ (x) = kx,

k = constant, тобто будемо розглядати РК (2.28) для лiнiйного гармо-

нiйного осцилятора
∂u

∂t
= ν

∂2u

∂y2 − y
∂u

∂x
+ (νy + kx)

∂u

∂y
+ νu. (2.39)

Тут стала k характеризує динамiчне тертя в системi.

Основнi результати. Подамо повний перелiк результатiв з ВЗ в

РК (2.39), отриманих в рамках сформульованого вище пiдходу. Ниж-

че виписано явний вигляд систем координат ω1(t, x, y), ω2(t, x, y) та

множника Q(t, x, y), при яких можливе ВЗ в РК, та вiдповiднi редуко-

ванi ЗДР для функцiй ϕ0(t), ϕ1(ω1), ϕ2(ω2).

Теорема 2.5 Рiвняння (2.39) допускає вiдокремлення змiнних до двох
звичайних диференцiальних рiвнянь першого та одного звичайного
диференцiального рiвняння другого порядку тодi i тiльки тодi, ко-
ли параметр k набуває одного з трьох значень 0, 3ν2/16, −3ν2/4.
Крiм того, рiвняння (2.39) для довiльного k допускає вiдокремлен-
ня змiнних до трьох звичайних диференцiальних рiвнянь першого
порядку.

Теорема 2.5 дає повний опис РК (2.39), що допускають ВЗ. Повний

розв’язок проблеми ВЗ у вiдповiдних РК дається теоремами 2.6–2.10.

Теорема 2.6 Множина нееквiвалентних систем координат, в яких
рiвняння (2.39) при k = ν2/4 допускає вiдокремлення змiнних, ви-
черпується такими системами координат:

ω1 =
f1y − ḟ1x

ḟ2f1 − ḟ1f2
, ω2 =

f2y − ḟ2x

ḟ2f1 − ḟ1f2
, (2.40)

де

f1 = t
(
A1 sinh

ν

2
t+ A2 cosh

ν

2
t
)

+ A3 sinh
ν

2
t+ A4 cosh

ν

2
t,

f2 = t
(
B1 sinh

ν

2
t+B2 cosh

ν

2
t
)

+B3 sinh
ν

2
t+B4 cosh

ν

2
t,
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причому A1, . . . , B4 — довiльнi дiйснi сталi, що задовiльняють умови

2C12 + ν(C13 − C24) = 0,
4∑

i,j=1

C2
ij > 0.

Тут та надалi використовуються позначення

Cij = BiAj − AiBj, i, j = 1, . . . , 4.

Бiльше цього, вiдповiднi розв’язки з вiдокремленими змiнними ма-
ють вигляд (2.31), а множник Q задається формулою

Q = exp

{(
− 1

4ν

f̈2f1 − f̈1f2

ḟ2f1 − ḟ1f2
− 1

4

)
y2 +

1

2ν

(
f̈2ḟ1 − f̈1ḟ2

ḟ2f1 − ḟ1f2
− k

)
xy+

+

(
1

4ν

...

f2 ḟ1−
...

f1 ḟ2

ḟ2f1 − ḟ1f2
− k

4

)
x2 − 1

2
ln |ḟ2f1 − ḟ1f2|+

ν

2
t

}
. (2.41)

Редукованi рiвняння для функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2 мають вигляд

ϕ̇0 = ν

(
f1λ1 + f2λ2

ḟ2f1 − ḟ1f2

)2

ϕ0, ϕ̇1 = λ1ϕ1, ϕ̇2 = λ2ϕ2. (2.42)

Теорема 2.7 Множина нееквiвалентних систем координат, в яких
рiвняння (2.39) при k > ν2/4 допускає вiдокремлення змiнних, ви-
черпується системами координат (2.40), в яких

f1 = sin qt(A1 sinh pt+ A2 cosh pt) + cos qt(A3 sinh pt+ A4 cosh pt),

f2 = sin qt(B1 sinh pt+B2 cosh pt) + cos qt(B3 sinh pt+B4 cosh pt),

де p = ν/2, q =
√
k − ν2/4 та A1, . . . , B4 – сталi, що задовольняють

умови

(C12 + C34)q + (C13 − C24)p = 0,
4∑

i,j=1

C2
ij > 0.

Крiм цього, вiдповiднi розв’язки з вiдокремленими змiнними ма-
тимуть вигляд (2.31), причому множник Q задається формулою
(2.41), а редукованi рiвняння для функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2 матимуть ви-
гляд (2.42).
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Теорема 2.8 Множина нееквiвалентних систем координат, в яких
рiвняння (2.39) де k < ν2/4 (при цьому k 6= 0, 3ν2/16, −3ν2/4), до-
пускає вiдокремлення змiнних, вичерпується системами координат
(2.40), в яких

f1 = sinh qt(A1 sinh pt+ A2 cosh pt) + cosh qt(A3 sinh pt+ A4 cosh pt),

f2 = sinh qt(B1 sinh pt+B2 cosh pt) + cosh qt(B3 sinh pt+B4 cosh pt),

де p = ν/2, q =
√
ν2/4− k та A1, . . . , B4 – сталi, що задовiльняють

умови

(C12 − C34)q + (C13 − C24)p = 0,
4∑

i,j=1

C2
ij > 0.

Окрiм цього, вiдповiднi розв’язки з вiдокремленими змiнними ма-
ють вигляд (2.31), при цьому множник Q задається формулою
(2.41), а редукованi рiвняння для функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2 матимуть ви-
гляд (2.42).

Теорема 2.9 Множина нееквiвалентних систем координат, в яких
вiльне рiвняння Крамерса, тобто рiвняння (2.39) при k = 0, допу-
скає вiдокремлення змiнних, вичерпується такими системами ко-
ординат

1) системи координат вигляду (2.40) при

f1 = A1 sinh νt+ A2 cosh νt+ A3t+ A4,

f2 = B1 sinh νt+B2 cosh νt+B3t+B4,

де A1, . . . , B4 — сталi, що задовiльняють умови

νC12 − C34 = 0,
4∑

i,j=1

C2
ij > 0.

Вiдповiднi розв’язки з вiдокремленими змiнними мають вигляд
(2.31), при цьому множник Q задається формулою (2.41), а ре-
дукованi рiвняння для функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2 мають вигляд (2.42);
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2) декартова система координат ω1 = x, ω2 = y. Вiдповiднi
розв’язки з вiдокремленими змiнними мають вигляд (2.31), при
цьому множник Q задається формулою Q = exp

(
−y2/4

)
, а ре-

дукованi рiвняння для функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2 мають вигляд

ϕ̇0 = νλ1ϕ0, ϕ̇1 = νλ2ϕ1, ϕ̈2 =

(
y2

4
+ λ2y + λ1 −

1

2

)
ϕ2.

Теорема 2.10 Множина нееквiвалентних систем координат, в яких
рiвняння (2.39) при k = 3ν2/16 або k = −3ν2/4 допускає вiдокрем-
лення змiнних, вичерпується такими системами координат

1) тими, якi наведено в теоремi 2.8 при k = 3ν2/16 або k = −3ν2/4,
вiдповiдно. Вiдповiднi розв’язки з вiдокремленими змiнними
також визначаються згiдно теоремi 2.8;

2) такими системами координат:

ω1 = R3x, ω2 = Ry + 3Ṙx,

де

R(t) =


1

cosh at
,

1
sinh at

,

exp{±at},

a =


ν

4
, при k =

3ν2

16
,

ν

2
, при k = −3ν2

4
.

Вiдповiднi розв’язки з вiдокремленими змiнними мають вигляд
(2.31), при цьому множник Q задається формулою

Q = exp

{(
Ṙ

νR
− 1

4

)
y2 +

1

2ν

(
3
R̈

R
− k

)
xy+

+

(
− 3

...

R

4νR
+

15ṘR̈

4νR2 −
k

4

)
x2 +

ν

2
t+ 2 lnR

}
,

а редукованi рiвняння для функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2 мають вигляд

ϕ̇0 = νλ1R
2ϕ0, ϕ̇1 = νλ2ϕ1, ϕ̈2 = (λ2ω2 + λ1)ϕ2.
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Доведення теорем 2.5–2.10. Протягом всього доведення нижнi

iндекси означають частиннi похiднi за вiдповiдними змiнними
∂F

∂x
≡ Fx,

∂2F

∂x∂y
≡ Fxy,

∂3F

∂x∂y∂z
≡ Fxyz.

Для того, щоб довести теореми 2.5–2.10, необхiдно застосувати ал-

горитм ВЗ в РК, описаний вище, до рiвняння (2.39).

Подамо детальне доведення для випадку, коли система редукованих

ЗДР має вигляд (2.37). Пiдставимо анзац (2.31) в РК (2.39) та вирази-

мо похiднi ϕ̇0, ϕ̇1, ϕ̈1, ϕ̈2 в термiнах функцiй ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ̇2 з використа-

нням рiвнянь (2.37) та їх диференцiальних наслiдкiв. Розщеплюючи

отримане рiвняння за змiнними ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ̇2, одержуємо систему двох

нелiнiйних ДРЧП

Qω2t + yQω2x = ν(yQω2y + 2Qyω2y + 2QA1ω1yω2y +

+QA2ω
2
2y +Qω2yy) + kxQω2y, (2.43)

Qt +QA0 +QA1ω1t + yQx + yQA1ω1x = ν(Q+ yQy +

+yQA1ω1y +Qyy + 2QyA1ω1y +Q(A2
1 + A1ω1

)ω2
1y +

+QA1ω1yy +QA3ω
2
2y) + kx(Qy +QA1ω1y). (2.44)

Цю систему необхiдно розщепити за змiнними λ1, λ2 (нагадаємо, що

функцiї ω1, ω2 не залежать вiд λ1, λ2). Для цього продиференцiюємо

(2.43) за λi. В результатi отримаємо такi спiввiдношення

(2A1λi
ω1y + A2λi

ω2y)ω2y = 0, i = 1, 2.

Оскiльки ω2y 6= 0 (iнакше з формули (2.43) випливає, що ω2 = const),

мають мiсце рiвняння

2A1λi
ω1y + A2λi

ω2y = 0, i = 1, 2. (2.45)

Покажемо спочатку, що без обмеження загальностi можна покласти

ω1y = 0. Припустимо, що це не так, тобто виконується умова ω1y 6=
0. З другого рiвняння системи (2.37) та умови (2.32) випливає, що

A2
1λ1

+ A2
1λ2

6= 0. Нехай функцiя A1λ1
є ненульовою, тодi за рахунок

(2.45) маємо A2λ1
6= 0. Позначивши

A1λ1
= g(ω1, λ1, λ2), −2A2λ1

= f(ω2, λ1, λ2),
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перепишемо (2.45) так
ω1y

ω2y
=
f(ω2, λ1, λ2)

g(ω1, λ1, λ2)
. (2.46)

Продиференцiювавши (2.46) за λ1, маємо
fλ1

f
=
gλ1

g
.

Звiдки робимо висновок, що iснує така функцiя k = k(λ1, λ2), що
fλ1

f
=
gλ1

g
= k(λ1, λ2).

Пiсля iнтегрування цих рiвнянь маємо

f = k1(λ1, λ2)f1(ω2, λ2), g = k1(λ1, λ2)g1(ω1, λ2),

а отже (2.46) зводиться до рiвностi
ω1y

ω2y
=
f1(ω2, λ2)

g1(ω1, λ2)
.

Аналогiчно встановлюємо, що f, g не залежать вiд λ2, звiдки випли-

ває, що останнє спiввiдношення еквiвалентне такому рiвнянню

g2(ω1)ω1y = f2(ω2)ω2y.

Беручи до уваги вiдношення еквiвалентностi (2.35), можемо покла-

сти в цiй рiвностi g2 = 1 та f2 = 1, тим самим отримуючи ω1y = ω2y.

Iнтегруючи це ДРЧП, маємо

ω1 = ω2 + h(t, x),

де h — довiльна гладка функцiя. З урахуванням цього факту рiвняння

(2.45) набувають вигляду

2A1λi
+ A2λi

= 0, i = 1, 2.

Звiдси робимо висновок, що iснує функцiя Λ(λ1, λ2) така, що

A1 = Λ(λ1, λ2) + Ã1(ω1), A2 = −2Λ(λ1, λ2) + Ã2(ω2). (2.47)

З точнiстю до перетворення еквiвалентностi (2.36) пiдiбравши певним

чином функцiї h1, h2, можна покласти Ã1(ω1) = 0, Ã2(ω2) = 0. Бiльше

цього, позначивши новi сталi вiдокремлення як

λ′1 = Λ(λ1, λ2), λ′2 = λ2
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та опускаючи штрихи, подамо (2.47) у виглядi

A1 = λ1, A2 = −2λ1.

Отже, система (2.37) зводиться до системи

ϕ̇0(t) = A0(t)ϕ0(t),

ϕ̇1(ω1) = λ1ϕ1(ω1), (2.48)

ϕ̈2(ω2) = −2λ1ϕ̇2(ω2) + A3(ω2, λ1, λ2)ϕ2(ω2).

Замiна змiнних ϕ2 = φ exp{−λ1ω2} зводить третє рiвняння системи

(2.48) до рiвняння

φ̈ = (λ2
1 + A3)φ.

Нехай φ = φ(ω2, λ1, λ2) — розв’язок цього рiвняння. Тодi вiдповiдний

розв’язок з вiдокремленими змiнними матиме вигляд

u = Q(t, x, y)φ(ω2, λ1, λ2) exp

{∫
A0(t)dt+ λ1(ω1 − ω2)

}
.

Структура цього розв’язку така, що залежнiсть ω1 вiд y є неiстотною.

Дiйсно, функцiя ω1 входить в розв’язок лише у виглядi комбiнацiї

ω1 − ω2, а остання рiвна h(t, x). Отже без обмеження загальностi

можна покласти ω1y = 0.

За умови ω1y = 0 рiвняння (2.45) зводяться до рiвностей A2λi
=

0, i = 1, 2, звiдки випливає, що A2 = A2(ω2). Пiдiбравши вiдповiдним

чином функцiю h2 в (2.36), можна покласти A2 = 0. Далi, продифе-

ренцiювавши (2.44) за λi, приходимо до рiвнянь

A0λi
+ A1λi

(ω1t + yω1x) = νA3λi
ω2

2y, i = 1, 2. (2.49)

Подвiйне диференцiювання цих рiвнянь за y дає

A3ω2ω2λi
ω4

2y + 5A3ω2λi
ω2

2yω2yy + 2A3λi
(ω2

2yy + ω2yω2yyy) = 0, (2.50)

де i = 1, 2.

Зауважимо, що згiдно рiвнянню (2.49) та умовi (2.32) має мiсце

нерiвнiсть A3λi
6= 0. Подiливши (2.50) на A3λi

та продиференцiювавши

отриманi рiвностi за λj, j = 1, 2, маємо(
A3ω2ω2λi

A3λi

)
λj

ω2
2y + 5

(
A3ω2λi

A3λi

)
λj

ω2yy = 0, i, j = 1, 2. (2.51)
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Випадок 1. Принаймнi один iз чотирьох виразiв
(
A3ω2λi

A3λi

)
λj

тотожньо

не дорiвнює нулевi. Тодi не важко переконатися у тому, що має мiсце

рiвнiсть
ω2yy

ω2
2y

= f(ω2).

Iнтегрування цього рiвняння дає

ω2y = g1(t, x) exp

{∫
f(ω2)dω2

}
,

де g1(t, x) — довiльна гладка функцiя, тотожно не рiвна нулевi.

Далi, використовуючи вiдношення еквiвалентностi (2.35), зводимо

це рiвняння до такого вигляду

ω2y = g1(t, x),

звiдки

ω2 = yg1(t, x) + g2(t, x), (2.52)

де g2(t, x) — довiльна гладка функцiя.

З врахуванням цього результату, (2.50) набуває вигляду A3ω2ω2λi
= 0,

i = 1, 2, а тому

A3 = Λ1(λ1, λ2)ω2 + Λ2(λ1, λ2) + F (ω2), (2.53)

де Λ1,Λ2, F — довiльнi гладкi функцiї вказаних змiнних. Бiльше цьо-

го, неважко довести, що Λ1,Λ2 функцiонально незалежнi (iнакше по-

рушується умова (2.32)). А отже, ввiвши новi сталi вiдокремлення

λ1, λ2 згiдно (2.33), вираз (2.53) можна подати в формi

A3 = λ1ω2 + λ2 + F (ω2). (2.54)

Випадок 2. Припустимо, що(
A3ω2λi

A3λi

)
λj

≡ 0, i, j = 1, 2.

Iнтегрування цiєї системи ДРЧП приводить до спiввiдношення

A3λi
= Bi(ω2)Li(λ1, λ2), i = 1, 2, (2.55)
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де Bi, Li — довiльнi гладкi функцiї Й B2
1 +B2

2 6= 0.

Умова сумiсностi для системи (2.55) має вигляд

B1L1λ2
= B2L2λ1

. (2.56)

Пiдвипадок 2.1. L1λ2
6= 0, L2λ1

6= 0. При цих обмеженнях умова

сумiсностi (2.56) перетвориться на таку умову

B1(ω2)

B2(ω2)
=
L2λ1

L1λ2

= const. (2.57)

Iнтегрування системи (2.55) з урахуванням (2.57) дає вираз для A3

A3 = Λ(λ1, λ2)F1(ω2) + F2(ω2),

де Λ, Fi — довiльнi гладкi функцiї вказаних змiнних.

Пiсля перепозначення сталих вiдокремлення λ1, λ2 згiдно (2.33), це

спiввiдношення набуває такого вигляду

A3 = λ1F1(ω2) + F2(ω2). (2.58)

Пiдвипадок 2.2 L1λ2
= 0, L2λ1

= 0. Iнтегрування системи (2.55) та

перепозначення сталих вiдокремлення λ1, λ2 згiдно (2.33), дає вираз

для A3

A3 = λ1S1(ω2) + λ2S2(ω2) + S0(ω2), (2.59)

де S1, S2, S0 — довiльнi гладкi функцiї. Аналiз формул (2.54), (2.58) та

(2.59) показує, що першi двi з них є частинними випадками останньої.

Отже функцiя A3 має найбiльш загальний вигляд (2.59).

Пiдставляючи (2.59) в (2.49) та диференцiюючи отриману рiвнiсть

за y та λj, одержимо A1λiλj
= 0, i, j = 1, 2. Звiдси випливає, що

A1 = λ1L1(ω1) + λ2L2(ω1) + L0(ω1), (2.60)

де L1, L2, L0 — довiльнi гладкi функцiї.

Далi, пiдставивши (2.59), (2.60) в (2.49) та продиференцiювавши

отриману рiвнiсть за λj, маємо A0λiλj
= 0, i, j = 1, 2, звiдки

A0 = λ1R1(t) + λ2R2(t) +R0(t), (2.61)
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де R1, R2, R0 — довiльнi гладкi функцiї.

Враховуючи цi результати, рiвняння (2.43) та (2.44) можна розще-

пити за λ1, λ2. В результатi приходимо до системи чотирьох нелiнiйних

ДРЧП для трьох функцiй ω1, ω2, Q

Qω2t + yQω2x = (νy + kx)Qω2y + 2νQyω2y + νQω2yy, (2.62)

Qt +QR0 +QL0(ω1t + yω1x) + yQx = νQ+ (νy + kx)Qy +

+νQyy + νQS0ω
2
2y, (2.63)

R1 + L1(ω1t + yω1x) = νS1ω
2
2y, (2.64)

R2 + L2(ω1t + yω1x) = νS2ω
2
2y. (2.65)

Виконавши перетворення еквiвалентностi (2.36) з вiдповiдним чином

пiдiбраними функцiями h0(t), h1(ω1), можна покласти L0 = 0, R0 = 0.

Далi, згiдно вимоги (2.32) S1S2 6= 0.

Iснує два нееквiвалентних випадки системи (2.62)–(2.65), а саме,

коли L2 = 0 та L2 6= 0. Оскiльки вiдповiднi системи ДРЧП розв’язу-

ються аналогiчним чином, детально розглянемо тiльки випадок L2 =

0. Згiдно вимоги (2.32), L1 не може тотожньо дорiвнювати нулевi.

Вибравши певним чином функцiї f1, f2 в (2.35), можна покласти L1 =

1, S2 = ±1 в формулах (2.62)–(2.65). Iнтегруючи (2.65), з урахуванням

(2.64), отримуємо вираз для ω2

ω2 = R(t)y + F (t, x), R(t) 6= 0, (2.66)

де R,F — довiльнi гладкi функцiї та R2 = ±νR2.

Двiчи продиференцiювавши вираз (2.64) за y та беручи до уваги

(2.66), приходимо до рiвняння S1ω2ω2
= 0, звiдки випливає, що

S1 = C1ω2 + C2,

де C1 6= 0, C2 — довiльнi сталi. Далi, iнтегруючи (2.64), отримуємо

вирази для ω1, F (t, x)

ω1 = νC1(R
3x+ P (t))−

∫
R1(t)dt,

F (t, x) = 3Ṙ +R−2Ṗ (t)− C−1
1 C2,

(2.67)
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де P (t) — довiльна гладка функцiя.

Вiдповiдний розв’язок з вiдокремленими змiнними має вигляд

u = Q exp

{
λ1

∫
R1(t)dt+ λ2

∫
R2(t)dt

}
exp{λ1ω1}ϕ2(ω2) =

= Q exp

{
λ2

∫
R2(t)dt

}
exp{λ1(νC1(R

3x+ P (t)))}ϕ2(ω2).

Отже, функцiя R1(t) не входить в розв’язок з вiдокремленими змiнни-

ми, а тому можна покласти R1 = 0 в (2.67). Окрiм цього, з точнiстю

до вiдношення еквiвалентностi (2.35), можемо взяти C1 = ν−1, C2 = 0.

В результатi маємо

ω1 = R(t)3x+ P (t), (2.68)

ω2 = R(t)y + 3Ṙ(t)x+ ṖR(t)−2. (2.69)

За умови L2 6= 0, функцiї ω1, ω2 також мають вигляд (2.68), (2.69).

Пiдставляючи (2.68) i (2.69) в (2.62) та iнтегруючи отриманий вираз

за y, одержуємо множник Q(t, x, y)

Q = exp

{(
Ṙ

νR
− 1

4

)
y2 +

1

2ν

(
3
R̈

R
− k

)
xy+

+
y

2νR

d

dt

(
Ṗ

R2

)
+M(t, x)

}
. (2.70)

Пiдставивши (2.70) в (2.63), приходимо до спiввiдношення

1

ν

d

dt

(
Ṙ

R

)
y2 +

3

2ν

d

dt

(
R̈

R

)
xy +

1

2ν

(
3
R̈

R
− k

)
y2 +

+y
1

2ν
Ż + yMx +Mt =

ν

2
+ 2

Ṙ

R
+ νS0R

2 +

+(νy + kx)

((
2Ṙ

νR
− 1

2

)
y +

1

2ν

(
3
R̈

R
− k

)
x+

1

2ν
Z

)
+

+ν

((
2Ṙ

νR
− 1

2

)
y +

1

2ν

(
3
R̈

R
− k

)
x+

1

2ν
Z

)2

, (2.71)



97

де використовується позначення

Z(t) = R−1 d

dt

(
Ṗ

R2

)
.

Тричи продиференцiювавши рiвняння (2.71) за y, маємо S0ω2ω2ω2
= 0,

звiдки випливає, що

S0 = C1ω
2
2 + C2ω2 + C3,

де C1, C2, C3 — довiльнi сталi. Далi, продиференцiювавши рiвняння

(2.71) двiчи за y та один раз за x, отримуємо Mxxx = 0, або

M = M1(t)x
2 +M2(t)x+M3(t),

де M1,M2,M3 — довiльнi гладкi функцiї.

Нарештi, пiдставляючи вирази для S0,M в (2.71) та розщеплюючи

отриману рiвнiсть вiдносно x, y, приходимо до такої системи ЗДР:

R̈

R
= 2

Ṙ2

R2 +
2ν2

5
C1R

4 − ν2

10
+
k

5
, (2.72)

M1 = − 3
...

R

4νR
+

15

4ν

ṘR̈

R2 + 3νC1ṘR
3 − k

4
, (2.73)

Ṁ1 =
9R̈2

4νR2 + 9νC1R
2Ṙ2 − k2

4ν
, (2.74)

M2 = − 1

2ν
Ż +

2Ṙ

νR
Z + νC2R

3 + 2νRṖC1, (2.75)

Ṁ2 =
3R̈

2νR
Z + 3νR2ṘC2 + 6νṘṖC1, (2.76)

Ṁ3 =
ν

2
+ 2

Ṙ

R
+

1

4ν
Z2 + νC1

Ṗ 2

R2 + νC2Ṗ + νC3R
2. (2.77)

Продиференцiювавши (2.73) за t та вiднявши отримане рiвняння вiд

(2.74), одержуємо ЗДР четвертого порядку для визначення функцiї R

−R
(IV )

R
+ 6

Ṙ
...

R

R3 + 2
R̈2

R2 − 10
Ṙ2R̈

R3 + 4ν2C1R̈R
3 +

k3

3
= 0.

Знижуючи порядок цього ЗДР з використанням рiвностi (2.72) та її

диференцiальних наслiдкiв першого й другого порядкiв, приходимо до

такого спiввiдношення:
4ν2

25
C2

1R
8 =

ν4

100
+
k2

25
− ν2k

25
− k2

9
. (2.78)
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Якщо в (2.78) C1 6= 0, то за рахунок (2.72) k = 0. Якщо ж C1 = 0,

то k є коренем квадратного рiвняння

64k2 + 36ν2k − 9ν4 = 0,

звiдки k = 3ν2/16 або k = −3ν2/4.

Отже система ЗДР (2.72)–(2.77) сумiсна тодi i лише тодi, коли па-

раметр k набуває одного з трьох значень 0, 3ν2/16, −3ν2/4. Отже,

РК (2.39) має розв’язки з вiдокремленими змiнними в розглядувано-

му випадку (тобто, коли система (2.30) має вигляд (2.37)) тiльки для

вказаних значень параметру k. Тим самим доведено першу частину

теореми 2.5.

Далi окремо розглядаємо три можливi випадки 0, 3ν2/16, −3ν2/4.

Випадок 1. Нехай k = 0. Тодi має мiсце рiвнiсть R(t) = ±2−1/2S
−1/4
1 =

const. Позначимо цю константу через r. Далi, з (2.76) випливає, що

M2 = m = constant. Використовуючи це, з (2.75) отримаємо ЗДР для

визначення P (t)

−
...

P +ν2Ṗ + 2νr3(νS2r
3 −m) = 0,

загальним розв’язком якого буде

P (t) = C4e
νt + C5e

−νt + 2r3(mν−1 − S2r
3)t+ C6, (2.79)

де C4, C5, C6 — довiльнi сталi.

Пряма перевiрка показує, що застосовуючи скiнченi перетворення з

групи симетрiй, яку допускає РК при k = 0 (див. [76]) до отримано-

го розв’язку з вiдокремленими змiнними (2.31), (2.68), (2.69), (2.79),

можна покласти P (t) рiвним нулевi.

Використовуючи перетворення еквiвалентностi (2.35), завжди мо-

жна вибрати r = 1. Звiдси отримуємо рiвнiсть C1 = 1/4. Пiдсумовую-

чи вищесказане, робимо висновок, що виконуються такi рiвностi:

Q = exp

(
−y

2

4
+ νC2x+ ν

(
C3 +

1

2

)
t

)
, ω1 = x, ω2 = y;
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ϕ̇0 = ν

(
λ1 −

(
C3 +

1

2

))
ϕ0,

ϕ̇1 = ν(λ2 − C2)ϕ1, ϕ̈2 =

(
ω2

2

4
+ λ2ω2 + λ1 −

1

2

)
ϕ2.

Тодi вiдповiдним розв’язком з вiдокремленими змiнними буде

u = ϕ2 exp

(
−y

2

4
+ ν(λ1t+ λ2x)

)
.

Отже, сталi C2 та C3 + 1/2 не входять в остаточний вигляд цього

розв’язку з вiдокремленими змiнними. А це означає, що можна покла-

сти C2 = 0 та C3 = −1/2.

Тим симим доведено справедливiсть другої частини теореми 2.9.

Випадки 2,3. Нехай k = 3ν2/16 або k = −3ν2/4. В цих випадках з

(2.72) маємо

R̈

R
− 2

(
Ṙ

R

)2

= −a2,

де

a =


ν

4
, при k =

3ν2

16
,

ν

2
, при k = −3ν2

4
.

Iнтегрування цього ЗДР дає вираз для R(t)

R(t) = (C1 sinh at+ C2 cosh at)−1,

де C1, C2 — довiльнi сталi.

Використовуючи зсуви за t та перетворення еквiвалентностi (2.35),

одержуємо чотири нееквiвалентнi форми для R(t)

R(t) =
1

cosh at
, R(t) =

1

sinh at
, R(t) = exp{±at}.

Порiвнюючи (2.76) та диференцiальний наслiдок (2.75), маємо ЗДР

другого порядку для Z(t) = R−1(d/dt)(Ṗ /R2)

− Z̈ + 4
Ṙ

R
Ż +

(
R̈

R
− 4

Ṙ

R

)
Z = 0. (2.80)



100

Загальний розв’язок цього рiвняння має таку структуру

Z(t) = C1Z1(t) + C2Z2(t),

де C1, C2 — сталi iнтегрування. Звiдки можна зробити висновок, що

функцiя P (t) має вигляд

P (t) = C1P1(t) + C2P2(t) + C3P3(t) + C4P4(t), (2.81)

де C3, C4 — сталi iнтегрування.

З iншого боку, якщо застосувати до розв’язку з вiдокремленими

змiнними (2.31), (2.68), (2.69) при P (t) = 0 скiнченi перетворення з

групи симетрiй, яку допускає РК при k = 3ν2/16 або k = −3ν2/4 (див.

[76]), то отримаємо еквiвалентний йому розв’язок з вiдокремленими

змiнними, такий, що P (t) матиме вигляд

P (t) = C ′
1P

′
1(t) + C ′

2P
′
2(t) + C ′

3P
′
3(t) + C ′

4P
′
4(t). (2.82)

Тут C ′
1, . . . , C

′
4 — довiльнi сталi та P ′

1(t), . . . , P
′
4(t) — лiнiйно незале-

жнi функцiї. Звiдки робимо висновок, що згiдно теореми iснування

та єдиностi розв’язку задачi Кошi для ЗДР четвертого порядку (2.80)

(розглядуваного як рiвняння для функцiї P (t)) вирази для правих ча-

стин рiвностей (2.81) та (2.82) збiгаються мiж собою з точнiстю до

вибору сталих Ci, C
′
i, i = 1, . . . , 4. Отже, без обмеження загальностi

можна покласти P (t) = 0 у формулах (2.68), (2.69).

На основi мiркувань, аналогiчним тим, що були використанi у ви-

падку 1, можна покласти r = 1, C2 = 0, C3 = 0. Другу частину теореми

2.10 доведено.

Провiвши подiбний аналiз можливостi ВЗ в РК (2.39) до трьох ЗДР

першого порядку (2.38), одержуємо доведення iнших тверджень з те-

орем 2.5–2.10.

Точнi розв’язки. Подамо повний перелiк розв’язкiв дослiджувано-

го рiвняння з вiдокремленими змiнними. Для випадку, коли РК (2.39)
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допускає ВЗ до трьох ЗДР першого порядку (2.38), маємо таку сiм’ю

його точних розв’язкiв:

u = exp

{
ν

∫ (
f1λ1 + f2λ2

ḟ2f1 − ḟ1f2

)2

dt+ λ1
f1y − ḟ1x

ḟ2f1 − ḟ1f2
+ λ2

f2y − ḟ2x

ḟ2f1 − ḟ1f2
+

+

(
− 1

4ν

f̈2f1 − f̈1f2

ḟ2f1 − ḟ1f2
− 1

4

)
y2 +

1

2ν

(
f̈2ḟ1 − f̈1ḟ2

ḟ2f1 − ḟ1f2
− k

)
xy +

+

(
1

4ν

...

f2 ḟ1−
...

f1 ḟ2

ḟ2f1 − ḟ1f2
− k

4

)
x2 − 1

2
ln |ḟ2f1 − ḟ1f2|+

ν

2
t

}
,

де k, f1(t), f2(t) задано вiдповiдними формулами з теорем 2.6–2.10.

Далi, для випадку, коли РК (2.39) допускає ВЗ до трьох ЗДР у

формi (2.37) маємо такi сiм’ї його точних розв’язкiв:

1. k = 0, вiльне рiвняння Крамерса (цей випадок розглянуто в тео-

ремi 2.9)

u = exp

(
−y

2

4
+ ν(λ1t+ λ2x)

)
Dλ2

2−λ1
(y + 2λ2),

де Dν — функцiя параболiчного цилiндру [4].

2. k = 3ν2/16 або k = −3ν2/4

u = exp

{
νλ1

∫
R2dt+ νλ2R

3x+

(
− 3

...

R

4νR
+

15ṘR̈

4νR2 −
k

4

)
x2+

+
1

2ν

(
3
R̈

R
− k

)
xy +

(
Ṙ

νR
− 1

4

)
y2 +

ν

2
t+ 2 lnR

}
×

×{λ2(Ry + 3Ṙx) + λ1}
1
2Z 1

3

(
2

3λ2
(λ2(Ry + 3Ṙx) + λ1)

3
2

)
,

де R задано вiдповiдними формулами з теореми 2.10 та Z 1
3
— цилiн-

дрична функцiя [8].
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Пiдкреслимо, що отриманi сiм’ї точних розв’язкiв РК мiстять два

довiльнi параметри вiдокремлення λ1, λ2. При накладаннi певних по-

чаткових та граничних умов цi параметри стають дискретними, i таким

чином отримується базис для розкладу достатньо гладких розв’язкiв

РК в ряди.

Зауважимо також, що отриманi результати знаходяться у повнiй вiд-

повiдностi з результатами симетрiйної класифiкацiї РК в формi (2.39).

Як випливає з [75, 76], випадки k = 3ν2/16, k = −3ν2/4 вирiзняються

тим, що вiдповiднi РК (2.39) допускають бiльш широкi групи симе-

трiй. РК (2.39) для цих значень k iнварiантнi вiдносно восьмипараме-

тричної групи перетворень Лi, тодi як для iнших значень параметру k

максимальна група є шестипараметричною.
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Висновки

Основнi результати дисертацiї можна пiдсумувати таким чином.

1. Одержано повний розв’язок задачi класифiкацiї (1+3)–вимiрних

рiвнянь Шредiнгера з вектор–потенцiалом електромагнiтного по-

ля, що допускають вiдокремлення змiнних, в результатi якого

отримуються звичайнi диференцiальнi рiвняння, одне першого та

три другого порядку. Запропоновано конструктивний алгоритм

побудови всiх систем координат, в яких (1+3)–вимiрне рiвняння

Шредiнгера з фiксованим вектор–потенцiалом допускає таке вi-

докремлення змiнних та вiдповiдних розв’язкiв цього рiвняння з

вiдокремленими змiнними.

2. Доведено, що всi вектор–потенцiали i системи координат, якi за-

безпечують вiдокремлення змiнних (в рамках сформульованого

означення) для (1+3)–вимiрних рiвнянь Шредiнгера з вектор–

потенцiалом, також забезпечують вiдокремлення змiнних i для

(1+3)–вимiрного рiвняння Гамiльтона–Якобi з вектор–потенцiа-

лом.

3. Повнiстю розв’язано задачу класифiкацiї (1+3)–вимiрних рiвнянь

Паулi для частинки зi спiном 1
2 в електромагнiтному полi, що до-

пускають вiдокремлення змiнних, в результатi якого отримуються

матричнi звичайнi диференцiальнi рiвняння спецiального вигля-

ду, одне першого та три другого порядку, за додаткової умови

комутативностi.

4. Одержано необхiдну умову того, щоб (1+3)–вимiрне рiвняння

Фоккера–Планка зi сталою дiагональною матрицею дифузiї до-

пускало вiдокремлення змiнних, в результатi якого отримуються
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звичайнi диференцiальнi рiвняння, одне першого та три другого

порядку. Отримано новi конфiгурацiї вектора зносiв, для яких да-

не рiвняння допускає таке вiдокремлення змiнних. Для кожної iз

них знайдено всi нееквiвалентнi координатнi системи, якi дозво-

ляють здiйснити вiдокремлення змiнних, та побудовано вiдповiднi

розв’язки з вiдокремленими змiнними в явному виглядi.

5. Повнiстю розв’язано проблему вiдокремлення змiнних в (1+2)–

вимiрному рiвняннi Крамерса, що допускає нетривiальну групу

симетрiй. Знайдено всi системи координат, в яких рiвняння Кра-

мерса розв’язується методом вiдокремлення змiнних, та побудо-

вано вiдповiднi розв’язки рiвняння Крамерса з вiдокремленими

змiнними в явному виглядi.
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