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Вступ

Однiсю з найважтrивiших задач математичноi фiзики с знаходжеЕня
точIIих розв'язкiв диференцiапьних рiвнянь, якi оrrисують реальнi фi-
зичнi Iтроцеси, Бiльшостi таких процесiв притаманнi властивостi ре-
гулярностi (симетрii). Вэагалi, принщиши симетрii посiдають основне
мiсце в науковому вивченнi cBiTy - закони эбереженЕя енергii, iмпуль-
су) моменту кiлькостi руху с наслiдками однорiдностi та iэотропностi
чотирьохвимiрного rrростору-часу. I тому можна розгпядати симет-

рiю як rrринцип, за яким э ycix можливих cTaHiB (рiвнянь) фiзичноi
системи вiдбирасмо тiпьки Ti, яким вJIастива симетрiя. На сьогоднi
створено веJIику кiлькiсть спецiальних методiв для розв'язання рiз-
них тигIiв звичайних диференцiальних рiвнянь - таких) як однорiднi

рiвняння або рiвняЕня в IIовних диференцiапах, а також ефективних
методiв для роэв'язання диференцiапьних рiвнянь в частинних rто-

хiдних: вiдокремлення эмiнних, сгrецiапьних пiдстановок, iнтеграпiв
енергii, ГIуасона, розкладу до рядiв Фур'., оберненоi задачi Teopii
роэсiювання) сtIуску Адамара та iнших. Bci цi методи розв'язання
диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних засновани на iдеях
симетрii i застосовуються дпя розв'язку тих задач) рiвняння яких
мають симет.рiю.

IЦодо звичайних диференцiальних рiвнянь, то всерединi минулого
столiття видатний норвезький математик Софус Лi эробив вiдкрит-
тя) яке мало великi наслiдки. I]e вiдкриття попягапо в тому, що Bci
спецiапьнi методи с тiпьки частинними виrтадками загапьноi rтроце-

дури iнтегрування, яка основана на iHBapiaHTHocTi диференцiапьного
рiвняння вiдносно деякоi EeIIepepBHoi гругlи симетрii.

KpiM Teopii симrетрii диференцiальних рiвнянь Софусом Лi бупи
також затrропонованi i розробленi ocHoBHi методи досJiiдження гру-
IIових властивостей диференцiапьних рiвнянь в частинних похiдних.
Вивчення симетрiйних впастивостей рiвняння дозвопяс одержати ва-

_*-Jrr>



-,Ii.ltrIB\: iнфорr,rатtiю про процес,. яrtrrй TIe рiвнянн.я опшсу€.

Фr.ндirл,rент,:tльне вiдrtршття Лi полягае в To\,Ir''. шдо складнi непiнiйнi
\,1Iови iHBapiaHTHo c,Ti дIIфер енцiа.пьншх рiвнянь вiдносно перетворень
,] гр)..плI \Io)IiHz], y вIIпtrJIiч непсрервнIIх гр_yп залriнrrти еrtвiвалентIIимш,

a.le знt1IIно III)остiшrдлrrт .пiHilIHIlrIII vfIoBa\Iш. ятti вiдобраIiають "iн-

фiнiтезiь,rаJьн\I iHB;rpiaHTHit,Tb" цiс,i сrlt:теми вiдносно шеретвоJ]ень.

\Iаш,ке для Ko-,KHoi сr,rс:теьIII MaTcN{ilTtrILIHoi фiзr,rкш цi чшrовш iнфiнiте-
эittапьноi cr,rMreTpii - влlзна-Iапьнi 1эiвняння псlвноi гр\,,пII сr,rшлетрiй си-
(,те\,{и - \{oxiнa рсlзв'язати явно в зaMKHeHo\,I\r вrrглядi, тобто наiiбiпьш
i]аtга.пьна гр\:па неперервнIIх сшNIетрiлi сшстеNIш NIo)Ite бчти вшзначена
явно.

Iiолш знаI,rдено повнl, гр}rп}r crrrreTpilr (,IIс,тс\{ш :lтференцiапьнлтх

1liвнянь. \IoБHal ро|зв язyвzlтIl TaTci задаrri:
- роз\Iно,t{ення 1_1озв' язrtiв.
- знахоJ}кення iHBapiaHTHmx розв'язrtiв за ix сшл,tетрiйнишtI,1 в.цаст?Iво-
(,т я\,Itrт:

- Itпас,rIфiка-lцi.я дIтфеilенцiа.шьнrтх 1liвнянь вiдносно даноi гр}rпи пере-
тв()рень:
- знаходriення заrtонiв эбеllсlrIrення. iнтеграriв pl,xy.
- |l\,Iеншенвя кiлькос:тi змriннr,rх дшференцiа.lrьного рiвняння
та деяrti iншi.

Взаtгtrпi кажvаIш. теорiя неперервнIIх гр\"п симетрirт \Iа€ значнi пе-

1)евагII э:L iншi \IeT,ofII. яIti п1.1IIдатнi до розв'язtlння дшференцiаrпьнrrх
1liвнянь в .Iас,тtrIнншх похiднIIх. Ще rrorItлlrBicTb одеI)/i:lння To.IHIIх

1_1сlзв'язкiв сlJно - та багатовт,тлriрнrтх 1liвнянь та сI.Iс!геNII не Ti.lTbrtT,T

riHilrHrIx. a.Icl II тшх. в с,It.-Iад flклIх входять довiльнi HeлiHiliHocTi. На
ilia.]Ib. вIIнIIIIають певнi скJIадностi знаходrriення розв'язкiв рiвн.янь з
Bl)ilx\,,BirHHя\I конкретншх грil,нпчншх )l\IoB.

Б:Lгатсl досriJнлrкiв BrrrtopllcToвvв?lлIl i 1_1озвrтвапII тt]орiю Софl,са
li. Вперше tiого iдсi бl.пlл застосовirнi Пчанкаре (1905 р.) до сп-
(,те\{II 1.1iвнянь N{аltсвела. В 1918 роцi Е. Ньотер дов(,.ltr двi 91rдсlвi

TeopcNIII. яrti гIов'яз\.вIIпII гI)I,пII cI,I\IeTpii :з заIIона\,IIт эберелtення. Г.
Беrrтlrzrн ефектlтвно BIlIioplIcTaB сишrетрiю лiнiлiного хвIд.rIьового piB-
няння для ()дср/iання iтого то.Iншх ровв'язкiв. Роботrr B.I. Смирнова
i C.J. Собопс:вtr (1932 р.) бчллI прлIсвя-]сlнi гrобlцrэвi Ttr, r]а].стос\iванню

фr-нкцitlнtl.trьно iHBapiaHTHIIx розв'язтtiв .riнiIтного хвLI"]ьового piB-



_-,1ння. Пршнuттпово HclBi iдеТ знаход}кення iHBapiaHTHиx 1,1озв'язкiв
-.-lII загIропонованi Г. Бil>кгофолr. Пtlдальшrдli poзBI,IToTt теорiя с. ,]i

._ai_lvJa в роботах .I.B. ()вr:яннirtова i rrого школI1. Нrrrцrт б}'оu (,творена

_ г:{)Рiя iHBapiaH.THI,Ix i чаtстrtово-iнварi:_r.нтнI4х розв'flзкiв длiференцiаль-

-lra рiвнянь. Важпr,rвi резч.rIьтатлr бy.;rr,r одерiканi н,х, Iбрагiмовим

l+. i6, 15. 17],п.Опверолr [26. s2]. гI. BiHTepHiueM [в5,8з,81]. Бпу-

_:еHO\,I Tar Iiочпол,r [70" 68,69]. а тако}к багzrтъм:-r iншттмII автора\,{ш.

Новшш пiдхiд до доспiд}Iiення а.rгr.]бр iHBapiaHTHocTi лшференцiа.lIь-

_-ttx рiвнянь розробпено B.I. Фr-шIIаI(,\I i riого шIiопок) [з9, з7. з8, 41,

=2. 4з, 45. 65, 40]. Так гоj]овна вiдrriннiс,ть не.лiiвс,ького },Iетоду до-

ri:rкення clI}{te TpifT дшф ер енцiаr.rьнrlх рiвнянь вiд класш,Iног о поляга€

з то\{ч, шо базлrgнi елелrентII апгебрш iHBapiaHTHocTi данIlх рiвнянь с

_нтег1.1одиференцiа.trьнrlл,rи ош€]ратораN{II. Цеii лrетод доспiд}Iiенн,я си-

_ tt,трiшних BjlacTllBoc.Telr рiвнянь доввопIдв эHailTlr HoBi c:r,rbreTpii ба-

-ilтьох доСlрt вiдолrr4х 1liвнянь KB?rHToBoi лцеханiкп: lipirKa [58]. }Iartc,-

зе.Iа [а6]. .1Iалле i60] тошо.
Tartorrt B.I. ФrrrцIт.Iе\I та iiого Yчня\,,II1 1_1озроблено \,Iетод _YмовIlоi cll-

, rr:Tpii [65, 39]. За допо\Iогою цього \Iетод\r },IoiKHa ОДеР?Катlr TaKi пiд-

_ IH9;11IIHи 1tозв'язтtiв длтференшiа.тlьнt,Iх рiвн.янь. сШN{еТРiЯ ЯКIIХ ШШРШеt

а iнодi i зовсirш вiдрiзняеть(,я вiд c,lTr,teTpii BcicT brHo,KlTHm ро3в'язкiв.
PeBt..TbTaTI,I досхiд;кс,нь члцовноi c,lrlreTpii деякIIх конкретнrrх рiвнянъ
предс.тавrенi в роботах [.+9, 50. -1-1. 62, 73]. Др}rгшli роздi.т даноi дис-

с]_lТаЩii пр1I(]вя-Iетlо вшв.Iеннк) Til зil,стосчванню Ca\,Ie цього \,IетодY.

Поряд э вишезгадаЕнII\,III \IетодаNIи школою ФlrшшT а провод.яться

а6<:.riд;кення не.цоrtальнсli i негрr,повоТ crrrдeTpili дlтференrдiальнlтх 1эiB-

нянь [47. 53].

ОсновниЙ об'скт доспiдження
]ис ер тацiя гrрисвячена до слiдженню симе трiйних властивостей одно-

вимiрних та багатовимiрних нелiнiйних диференцiальних рiвняIIь та

систем математичноi фiзики парабоrriчного тиIIу. Го;товна увага зосе-

реджена на кпасифiкацii цих рiвнянь i систем вiдносно гругrи Галiпея

та конформноi гругrи i застосуваIIню методу yMoBHoi симетрii дпя

доспiдження iHBapiaHTHocTi i класифiкацii диференцiапьних рiвнянь,



.Щля Bcix рiвнянь, якi доспiджено в роботi, энайденi iнварiанти, по-
будованi анзаци, шроведена редукщiя; для бiпьшостi рiвнянь одержанi
точнi розв'язки. Анзаци, за доIIомогою яких бупи редукованi дифе-
ренцiальнi рiвняння, побудованi як за пiiвськими оrrераторами, так i
за операторами yMoBHoi симетрii. Також бупи побудованi формупи
ро3множення розв'язкiв деяких непiнiйних диференцiальних рiвнянь.

Структура i обсяг роботи.
.]исертацiя складасться 3 вступу) двох роздiлiв i пiдсумкiв, загальним
обсягом 94 сторiнки. Список лiтератури мiстить 90 назв.

КороткиЙ змiст роботи
Перший роэдiл дисертацii присвячено вивчеЕню лiiвськоi симетрii не-
пiнiйних рiвнянь i систем парабопiчного типу - узагальнених рiвнянь
нав'с - Стокса та рiвнянь Нав'с - Стокса для потенцiалу, непiнiйноi
системи рiвнянь двофазноi рiдини, рiвнянь Бюргерса та Кортевега -
де Фрiза.

в 
''ершому 

параграфi цього роздiлу проведена симетрiйна кпа-
сифiкацiя узагальнених рiвнянь Нав'с - Стокса:

яIi в одно -. ,TaIt i в б;rгатовrrrlillно\{\,r вIIпадках.
Розг.шяда.]Iися Yзагальненнfl двох тrrпiв: f - l(р,f2) i J - .f (p.i),

З резr,лЬтtrтiВ дtlс,"riд;lrення c,II\{eTllir цr;тх рiвНянь BIIплtrIBtIe. шо. якlцо
прIтп\,с,тLIтI,I. TTIO тLIсI{ 1liдrлнrr запе)IiатtrI]\Iс не тiльrtш вiд гl,стини рiдини.
aLre r'i вiд швrтдкос,тi зrtiни г\ICTI,IHII або вiд швIIдкостi pvxy caMoi pi-
.]IIнII. то прлI Tii,i carMriii cltмreTpii. rцо ir для класtrIчного влIп?lлку* (TlTclt
:liIJIe}KtrITb Ti.пbrtrT вiд гr,с,тинrI рiдrтнlт) Itпас, He.пiHiiiHocTeli в 1_1iвн.яннях
Нав'с, Стокса стас значно шшршIIN,I.

[ 
оо * (rY) ,7 + .rд';: -}йч,

] rо + div (pt7) _ Q;

Ip-f(p,i),

il
б



В другому параграфi вивченi симетрiйнi властивостi системи На-
з с, Стоrtr:а J.тя потенцiа.lrl,:

I ш,u * !,,rоrо* .,\ttroo - Н(р);
)

[ /r,, + pall,,t 1 1,tt,,,n - 0.

IIю c'lTt,TcN{y oJel)Ii.tнo з IiлacIIaIHlIx 1эiвнянъ HutB'c -Стокса прII пr:рехtlдi
BiJ веrtторного поJя Й ло lIого потенцiалч l0. Бч"rtl проведена редчктtiя
ilici t,rrсте\,tIд в TpboxBlllripHol.rv просторi п1_1Iт Н(р|) - mр2l|З до сIIсте\,{и
:IIференцiа.rьнrrх рiвн.янь в -Iастшннr,rх похiдних з меншою rtiпькiстю
зrtiHHlTx. Вrrкорп(,тавшIl 1_1озв'язIII,I ред\iIiовtlнLIх с:шс,,тL.\,I i зроблтвшлт
перс,хiд вiд потенцiа.lтl. .t, до векторного по.ця t7 бr..пrт побrцованi Ttэ.rHi

1)()|]В Я3liri РiВНянь HzrB'c'- CToItt,ar, В параграфi T,aкojt бt.ltrt пtlбlцtэванi
iф орл,rч.пш р оi]\Iноiriення 1.t озв' язкiв 1liвнянь Нав'с-Стокса],.

В настl,пноNIl,, TpeTboxll, пtlраграфi дослiдхtенi сr,Iлtетрirlнi в.rrастr,r-
BocTi багатсlвиl,riрноi не.цiнiliноi crrcTel,tIT рiвнянь двофазноi рiцIлни

Бrrла проведеНt-L rirаt,rrфiтttr,цiЯ цлтх 1_1iвНянь В За.]Iеr{нОс.тi вiц вIIг.rIяду
HeriHirTHocTi. В T,pь,oxBlIlri1-1Hollr, вIIпадк\i, пlэтт f (,r,) -- )rr-alb бч;тш
знаirденi iHBapiiLHTII. за якI,IN{II побlцованi анзаци. За iх допомrогою 6ш-

Tc,},Ia двофа:зноi рiдIIнrr бt,ла I)едYIIована, шо дозволIд.по знайтrr точнi
1)озв язкII. Пplr. olrr: прII знаход}Itеннi iHBapiaHTiB BIIKopLIc,TaHo iзо-
_,rорфiзмr \,Iаксш\,Iапьноi ;rлгебрт,т iHBapiaHTHocTi Ас,(3) с.rтстешrш

| ,,u - )r,r/5Arl:
\л
[ /'rl : l_\U,

t ,,u - /'( t, )А tl:

I '',, 
: А",

алгебрi Ао(1,4), I]ей iзоморфiэм здiйСнюсться за формулою

.{ - .]4 - j0

шеl)сходОмr вiд прост,ор}r,r" € Лз ДСl простор). _- : : (:u, J.:.+) € Лr++.
В T eTBepTo\I\: паl)агрirфi розг.rrяда€ть(]я l,загtlJlьнене рiвняння Бюр-

геl)са

tto * ?_111 - Л(t_r. u1).



Пlltlведt,на кllа(,шфiкаruiя не.;riнiтlнос,теII Л(rr" tl1). прлт яких зберiгастьс,я
iHBtrpiaHTHic,Tb вiднtlснt_l а.пгебрr,т Гir,тi.iтея. Jос:.riд;кено ред1кцiю цього
1liвняння при деякIIх знааIеннях фчнкцii Л(tr. tr1).

В ocTaHнbo\,fv п'ятоlt1r пirраграфi псlршого роздi.lтr. гrроведена кла-
сIIфiltt_rцiя cIIMeTpiiiHlIx властIIвос,теII \-заIальненого рiвнянн.я IiopTe-
вега - де Фрiза

Lltl *,,\ttui * utl1 : Л(?1. u1)

в эалежностi вiд He.цiHiT,lHoc,Ti Л(tl.111). ЗнаIrденi iHBalliaHTm i п1_1ове-

_]ена редvrtцiя цього рiвняння прп Л(ri. il1) - Л,,?/". rto,-III 1liвняння lrac.
наliбirьш шшрoli\r с,илrетlliю.

rрr,гиri розli.-I дшсс]рт,апii прlrсвячено вивченню та за(.тосуванню
r-uовнсli c,шlreTpii До дсtс.тiд}кення дсяких парабоriчних рiвнянь i сrт-
(,Tc,\d -не.цiнiт,iного 1эiвняння дифl,зil, рiвнянь Har,B'c-CToцca та CIICTeд4I,I
:вофазноi рiдrrни.

В першсlмv паl)ztграфi дос:лiд;кено l,N{oBH\i CITNIеTpiTo не.lIiнirrного 1эiB-
няння дrтфчзii

H(tt)uo*tlit-Л(u)
:Знаrтденi опс,раторш l,NIoBHol iHBa1_1itr,HTHocTi, побlЦованi анэа;ци. про-
веJена РеД}Iкцiя i сlдс,р;rrанi To-THi розв'яIlзIitrI рiвняння. fоведенi Tecl-
1)e\IlI про \,,x{oBH\, iHBapiaHTHicTb рiвняння дrтфчаii прlт деяIiIлх особ;тrт-
Brrx не.цiнiiiностях.

В дlrr..t,х{\,, пzlраграфi розг.Iян\iто с.шстелr-ч. 1эiвнянь Нав'с: Сток-
с,а. Бl-;rо '3наIIдено ряд оперi_l.т()рiв r,rroBHoi c:rrlцeTpii одновшшriрнлIх Tal
ll - BrTrripHIIx 1.1iвнянь. :за яIiII\Irт гrобr;ованi анзаци i редуков:r,но си-
(,Te\I],- HaB'c,-CToIica до cllcTе\II,I эвII.IаIтних лшференцiа.trьнrтх 1liвнянь.
шо да.lо з\,IогY знаiiтII To.IHi I)озв'язIiш. ВиявилоСя. шо де.якi одно-
BIIlripHi операторi,I не пiдпягають l?,-BII\lipHoMr. l.заlга.цьненнк). а деякi
- }IO7K\ITb бt,тtt }.вага.пьненi rti.цbrtoMa рiэнIIN,Iш способал,,rrт.

В TpeTbo\I\, пtlраграrфi rцс раз зBt]pTa(,\IOCb до He.пiHiiiHoi системrrт
1liвнянь двофазноi рiдlIни. Ъ,т булаr дсlс,лiдлtена \,r\,IoBHa С]II]vIеТрiя цiсi
(,IIсте\II,I. Знаriтденi операторI,I да.]ш R\,Iог\: rrобlцчват}I анзацлI i проре-
-]\]Ii\'ВаТШ ВrrХiДНl. сШСТеNIv. Вдалсlс,.я знаi,Iтrт деякi HoBi K.II?.1(.LI ToaIHIIx
l)o:lB я,зrtiв.

r



Апробацiя роботи.
i'.зl-пьтатII. якi вrrк.шаденi в дIIсс]l)татtii. нtrдрчItованi в 8 1эоботах.
] rHII доповiд:r.rlшсь Htr cer,riHirpax вiддiлч прикпt].дншх дос]лiдтtень IH-

,IIT\iT\I \Iате\tа:гlткrт НАН }kраiнш. Hil наvкових celriнal)ax кафедри
..lшоi \,IIITe\IalTrTrtr,r По.птавсьIiого технi,Iного r.нiверсште,тv. H:r наy-

:. rBIIX конференцiях ГIо.tттавського Т}' Tzr Полтавс:ького дерiкавного
--_]агогi-lного iHcTrTTvTy, нё мirrtнароднili конференцii " Sуmmеtr}, in
., itrlineaг \,{attrematica1 Physic,s" (Киiв. 1995).

Вrтсловrюю IцIIр1,- вдячнiс:ть i подяIt\i \,Ioi\I Hal-KoBI,I\,I rtcpiBHrrrtal,r
._,тенl,-Iiор. НАН }трtr,Iнш Ф1,,шшчr. Вiльгс.rьrrr. Iп.пi,I\: та гlрофесоlэу-
,_ еров},, \{тттrо.пi IвановtIч)i за постановIt\: задач, постir,tнч чвагy до ро-
' 1_1TII. HilVIiOBe с,пiвробiтнI,Iцтво. виN,Iоглrrвiсть та пiдтрIINIкV.



Роздiп 1

СиметрiЙна класифiкацiя i
розв'язки непiнiЙних рiвнянь
параболiчного типу.

.liiBc,brta стrлrет1_1iя дlrференцiа.тьнлтх рiвнянь зас:тосов)/€]ться дпя роз-

в я:]ання баг:rтьох рiзнIIх |]zlJLl.I. Однiс,ю з натrбi.rьш BiIrt.-IIIBIIx задач

с зн?Iход}IiенЕrr iHBiLpittHTHIIx 1)Ol]B язrtiв 1_1iвнянь,

IJerT роздi.r пршс,вяrIено доt,riд,riеннк) пiiв<,ькоi c,rTbreTpii деякшх не-

riцirlgrTx рiвнянь паllабоriчногtl TIlШ,v, а TaIioIt CrrlureTPiйHiil кrасифi-

каuii rдшх рiвнянь.
За допол{огок) iHBapiaHTiB г11l,п Гапi.пея. ПrraHrtape та конфорl,rноi

цgfiудовzrнi анзашII. проведенаL редl,rtцiя i знаr,iiденi rtпаrСТ,r ТО-{НШХ РОЗ-

в'я,зкiв нелiнiшнrIх 1liвнянь Нав'с, CTortc,ar, ДВофазноi 1liдrrнrr. Iicl1-1Te-

вегi1 - де Фрiза. Бкlргерса.

ý 1.1 Узагальненi рiвняння Нав'е-Стокса

Роэгпянемо систему рiвнянъ Нав'е - Стокса

,\Ari - -}f7,;
0;

/ / +\l i, + (,7г)й*
| 

,U 
\ 

,/

) ], l +\

) рu + (ti\-t/)uJ -l-,
[ 1,- J \r,).

10
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-- й- й(r) С Л'. {) :р(r) С Rl:р-р(r) € fir;J : (ro;i) € fit+,,.
]_свсъка с:лтлrетрiя рiвняння (1.1 ) добре вивтIена (дlтвrтсь. наприк.]ад.
='l. РезупьтатlI цIIх дос.uiдх<с:нь \.to}Itнa сфорш{улк)вати }, виглядi

._ 1( Т\:пного тверДженН.я.

Теорема 1.1 ]V[a;KctrмлЛ|l]-La а,лzебраiнварiанm:нос:,пъi уliв,няння ( 1. 1 )
- .tuс)ас:,пtь(:я з oll,e,palTt,clpiв :

]. Ju : ,d Dо: + . G,, : .1.,,), l (),,,." о J'tl - U (),l' ,, 
-

.Inb - -t,o,Ob - .1:|)аа +,LL"O',, - ,,ЬОr,,,.

2.

3.

l,

|з : 2rOOg а l:,,O,, - ;hrO,, - LloOuo.

- с)овi,п,ьне);

Dl : 2.L,tl)of .t:oOn - п,р0, - Ltu Ou.|

симетрiйних властиво-в
стей

CTlr,reTpir,rHi B;racTrTBclc,Ti CIICTeNI (1.3)
__,_lc,Ti Bi.] виг.rяд.y ф.vнкцii /.

я,й:l,I|о F(р) - \р? .

ць с)],d.v паl)аграфi пр ов eJeнa к лtLс:лrфirt ацiя
\,-заIа.lrьнених рiвнянь Нав' с:-Стокса

[ гu + (гf) й+.lд n - _.tf,,,
| " \ / l),,
{ t,u + tlit, ( 1li) - Q:
lt+\

[ ,,- / (l,, Гr,)

П : .r']dg f .l:6r'nOo - Пl.оРОр* ("r:o - Jg?_lo) Еr.,

l+l\--7 r 1':

(1.3)

( l +\

lйоf (йг)й+^Аi-
|\/
] r,, + tlit,( ll|i ) : 0:

[1,-.f'(1,:i1 .

(1.1)

та (1.4) дос,пiдirtенi в за.]Iеж-

1]

як,Lцо F(р|)-с)овiл,ьна елсld,нrt, фун,нu,iя. de F(р) _ +,

dO, 0rr,

E,Kull|o F(р)

d9. 0о,

ях:,Lцо tr ( rr)

d9. 0,,.

G,r- Jnb-

-0;
Gn-, ,Iob.

- \рl .(Д:

С oi Jnl,|

D1 : рOr,

(1.2)

Dl:2l:900 * lоOо - LL",О,,,о,



1. t.

Роз.
J-

,1 СиметрiЙна класифiкацiя рiвнянь 1.1

гпянемО сIIочатКу одновИмiрниЙ випадок системи (1 3). Якщо
(rо;{r) ,ц: u(r) та р - р(х), то система (1.3) мас вигляд

I uo + uut * )urr * Лlptt : 0;

1 ( 1.5)
IPo+up1, Iput:0,

FU \р: pl) - |,' 
'll| 

|l1\ .

F' (,,, pt) : |,' '|l| 
sl1) .

Jltrc л,,riсце Talie твсрд}Itення.

Теорема t.2 Ма,ксllлt(7льн0 ал,еебра ,i,н,сзаlliсl,нпtнслс:,пъi, 
рi,вн,ян,ь

t".,t, cl,d а,спt,lэ С.{ з оп, е р сt rп,орiв

(1 6)

(1 5)

1. 0о, d1, С _ rо0l * 0,,"

.я,K"LLl|o f (p, pt) - c)o Bi,,rtb,Hc.t d,Lt,ф с:рен,tу|Гtслв,на б чн ь:tt iя :

2.0о. dl , G.

Dt:2.тl,Оц* ,rOr + }nlO, - ttO,,,(A : r:ortst).

lъол,а f - рОН (,,r,,-Ч) .11 € С'-;

|, )tl d1, G, Dz :2э:gО0 * rr0r - рOр - ltO.u,

П - ;:fidg f ;r:g.r:101 - t:g[lOr l (r.r - tr.,Гg) 0,,,

,h:о.п,,LL 1- 1ilН{Цr} ,Н сС'*;ltt')
4 0о. 01, G, Dz, П. Dз : рОr,

,b'(),п,,l,L f - ^4|,
Jоведення. HexaTr

_\ : {U (..n ,il 1;р, rr)d1; * €'(rо ...t:1, [),t-r)Or *
+,lo (J:g..1.1 , p. L.l,) О, * ry1 (.,.о ,.1.|., [).U)а" (1 7)

12



iнфiнiт tlзш\Iальнrrri огrс.р ат ор а.тг е брr,т iHB trpi arHTHo с Ti
-,t \-\IOBII lHBaPl;lHTHO('T1

сшcT(.\,ItrI (1.5)

is, - ().
v)

,) | -t,

,5'u =L)

-0;
,]|-i/

5': =[)

(1.в)

(1.9)

( 1.10)

функцii

r^Sz

-,,i - rrродов;,Itення оператора х (дrrв. [65, 24, 25]), а ,S1 i ^9z вiдповiдно
_ррше i дlэуге рiвняння ClIcTe\{I,I (1.5), ОДеР}ItJ--€_:\ло вIlзнача.пьнi piB-
:яння д,jIя IiоордшнаТ оIIератора (1.7) та фl,нrtцiIl Ло (l,' п) i F' (р; рr),

1.1) _ r0 _ lU _ (t. yl _ г| _ rl _ л. ct] _ .lcl.ql - Ч/, - (,,: t/: (0 : (,]: (,,: U: (u - Zqi:

Ii3 : 0; ry.1u - 0;

tlU : р(ц|" -,/,| - (/),

|,ll| : Л (,ll ,, l l,t,t|,,,) .

/ir+./€i - €l+p,,7)_ g,

т3+ury? +д,l7] -9;

ц[ + u,ц| +,\,iir * ЛOr7! + Лl4?r : 0;

Р'(цО, - TJ) + tr;,70 + F);, (,z? + ич|, _ rri€i) :0.
го (ц|,- rt!,+ €/) * Ff,r10 + 4', (,i? + Оtп0, - p,€i) +

+Л (2ц]р 1- pltT1),) + Дr (zrft,, * pp1Nr) _ g.

jага.тьнлrNI pOl]B язко\I с,IIсте\III вIIвнатIа-IJънIIх рiвнянь (1.9) с.

{0: ol"|+2Klgf rlg:

{' : (l.t,6"l:1 * H-r:t * 9.r:0 -l dr;
rl0 : -p(cL.l:s1* н * т):
tll : rz (r,1 - u.t,g) + g - Ktl

(1.11)

фl"нrtцii F.' (р, р1) та FI (р: р1 ) задово.тьняю.l.ъ },,\,IoBa\,I

( ,tr'+ pF;(ar:о 1 Kl т) * дг},(2аrt)*2к * т) _ g.
l

i -Лu (о.,о + k - т) + рFl(rl.rg f к+ т)*
[ +l,,|u,' (2tt.t,11* 2ь * г) _ 0.

(1 . 12)

|.)
-Li)



В тош,tЧ випадк\l, Iioлll фчнкцiЯ .f (p,pt), а TaItoj{ вiдпоВiдно i функцii
i' (,р:р1) та Л'(/r, [lt) , будуть довi.,тьниNIш. то" яIi вLIдно з (1.12). мак-
,Ifla.rTbнa а.пгебра iHBapiaHTHoc:Ti бl.ле скпадатис.я з операторiв 0о, dt
(т_

Шоб знtrr,iтrr ф}rнкцii лi)"Г' ,u ./. п1)II яIIIIх \IaK(:I,I\{alJIbHa алгебра
-BalliaHTHoc,Ti с,IICTеI,ILI (1.5) вIIзнаtlIit€:ть(,я опt,ратоl)а\IП Oo, 0t, G T;l
J , треба розв'язzIтI,I (,IIсте\,{y

1 
(3- k)F| +2рtr} + (k * 1)р1$ _ g;

l ,(, - k)trО + 2рF! + (k* 1)р1{0 - g.

jвi:rtи. враховYю-Iи ч\,Iовш (1.6). знаходшl,r. .f' - pk Н {оrо-+}

}'вrтпёдкy. Ii()лифчнItuiя S - р:]Н(r), д" о: Ч, erf/ € СО, cIIc,TeNIa

_ iвнянь, Uf,O вI.'начzlю,ть фrrнкцir Лt] T.r д'. ,ruоd'uа€.вIIг,lяд\,,

l рri -l 2pf}, _ g,

I лО - рFl - 2р,Гr9, - О.

(1.13)

(1.14)

(1.15 )

, ]rIidIiCII\{a.TbHa :rпгt:брtr iHBapiaHTHocTi рiвнянь (1.5) вII;IютIа6. в себе
]lel)aToplт d6. dt, G, D.l та П.

З форrrr,л (1.11) вип;тI,Iвас. lцо базrтс наiiбiльш шцI)оrtоi алгебрт,r iH-
зalliaHTHoсTi 6,14.relrlr рiвн.янь (1.5) задас,ться операторамI,I d6, d1, G.
)r.Dз та П. При цьо\,Iy ф}rнтtцii л0 i л1 повлтннi задовольнятrl сlrсTelri

рF; +2plF},_ g1

ДО- рry,-2рlF!,,_ 131

Л1 + рtr;+иtri,- 0,

Л() +рг|] +49,-о.

_,i;IгаJьнIINI розВ'явIIоNI ( 1. 15) бlд.чтЬ фr,нкцii

pi _эt/'l д0_ ,Pi ,_rP'i l\! : Zz\1. Г - -Л-i. / _,\-. (,\
Jl' li' /)

_, il1-1t 1,1l, доведенс).

11

- const).



вивчимо тепер симетрiю багатовимiрного узагапьненого рiвняння:faB'c CToTtca (1.3):
| +\

J ;, * (йг) й+

| ,,,u + ,ii,,црi: :
-i]

,\Ай+Л()fr+ (Лf )(fr,) :О;
\,/

t,.

г0:1r.
1l.t l)'F_ 1'l - |,lTp,

СправедJIIIве Tilкe тверJ}ксння.

Теорема 1.3 Mctl;clt,l,t,(lлblla сt,пzебра, i,,н,ва,рiанrrlнслспъi, сuсm,еJvlд
бНЯ?гtl ( 1. 16) с:кло,dаепLьс.{ з о,пе,ра,m,оlliв

1.0о, 0о.

прu r)овiл,ь,нi,,il, ф,ун,н,tlil| f : .f (rr, Йр) -

!. 0О, 0,,,' Jo!: ,r:0!; r:60,, * uоОЬ - trbO,,, Go - l:g1o+ au".
E,lt,.t_tJ,tt J : f (l,, (Гl,)-J..

|. 0о. 0о, Job. G,,.

Dt:2r:9d1; *.t.,, О,, l }аr,О, - u,''O,,,,,л.

l;()лlt, .f - р^ Н(*,).*, : (fr)'r,-''*''. А + Ц:+2. с)е н € C,n;

*. do, 0n. Jot,, Go. Dl,

ц -:r:fr09 f .1.6.i.oJ, - ;Т.rрlрОrl (l,, - t1,o.rg )Ou..

нолll- I - р^Нц*,l;,- (f,,) 1гlД,-',. ,),,Д. _ u-*2; H C(l\..
i. 0о. 0,,, Jol,, Go. D1. П. D2: рОr,\ u - 12

ь,.()л,u J : ?,(V,,)
]rlведення даноi Teopе\,III ана.lогi.тне д()вс.дснню теоl)е\{II ( 1.2 )

(1. i6)
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L ,1,.2 Симетрiя рiвнянъ 2.1

_ ,i:]Г.]яне\,Iо одноВrтшriрн'rтл Вr.ПаДОк \rэаIа.пьнених рiвнянь Нав'с: Сто-.. .L ( 1.4):

t uu * t1l11 f .\tr11 f Fо ,r+ лl.rr,1 _ Q;

l ,,u * tt1l1 * 1ltt1 - (J. ( i.17)

FU 
ц 1l: [)l) - tr r,'1l: tt\ .

tr'(р, pt) : 
|,.f ,,r1l: tt| (1,1В)

_\на.цогi.rЕо. .як i д.lтя 1_1iвнянь (1.5). доводиться така теорема.
Теорема L,4 Mcr,пc:tt,,ro(L'bHa алеебра i,нварi,сtнrtуноспъi, рiвнянь (1,17)

- l tt t)tt€ пlt,(.я 3 о ll г pu гtt t_lp ib

j do, dl.
rt,yltl, )овi.пьнiй rfiu,HK,tti|,. .f : J (rr, pi;

! 0о, dt, Gl -.t.oOt * О,,,
b',O,пll,./ : ,\t tL * Н (,р). с)е н (ri € с,*,.

' )tl. 01. G,z:.r:9d1 f )1роr* Ou"
|;ол,LL J - pH()1tr { lnp) 1 \2, de Е(,\ru * 1rl р) с С'*:

,, ,0 , Ф, D1- 2.r'odo * .r,lJ1 + 7\ t,O, - uOu, (k - r:on st),
l,,.о,п-tt l - 1,k Н 

{,, 1,-} *' н с'сl'^.
,. )tl. 01, Dz - 2l:gOg * l:1O1- ild.,,;

h:о.пlL f _l,2Н (р) + \z,H € с,-,.
l. Ju. al . D.,. f),, - ,i)

-l;o,tlt,/': ),t,,,'' + 
^r, 

t'"P'

i 0о, 0t, G . ?n : 2.rgOg * .rld1 * рОр- tlа,, .

ь,о,1 ll,/ : А,,, + } а l,r.

lb

,



В вlrпаrдк1, дсlвi.tтьноi ltiлъrtостi пlэоt,тоI)()вIдх змriннr,rх z] С Л,, ClIcTeNIa
i.]) rrzrc: вIIгляд:

I йu + [йй) о* .lАй+ л.,fr+ (Fi) й - 0;

Lо* г]ir,(rlй) -9.
(1.19)

Л0: I|,
пJ t,,

t,-
pJ tl ,

Теорема 1.5 Макс:lt,лl,альн,а, а,пzебра, ,iнвс.ьрiсtн,пъноr:пъi, 
cLl,cгll,(|,л,,t1l,

i с, нtнь ( 1, 1 в ) в,uзltа,чOrcrгLься о,п,ер0lпъор(LмlL

1.0g.0o,
tt,ptt, dовi,,пьнirt, ф;цнlнцii| J : f (р; Й):

). 0о,0,,, Jnb - .l:r,06 - xbOn * uоOь - u,bOn;
,Nо,п,ll, f : f (р; (й)') € С'-;

|. 0o.0,,..I,1,.Dt :2.r'006 * rodn * 7\r,O, - Ll,"О,,о.(Д, : r:оllst),

кол,ll, J - pr'H(*,)..",- (й)'r,f . с)е н € с,-:

dtl, du, Jnb, Dz - 2.rg0g f .t:oO,, - L!''Or,o.
r r -,2 .

ь,,олlt, J : (i)' Н(р) +..\1,11 € С'-;

0о, 0n . Job. D,r, Dз - Yl01,,

b,,o,п,Il,.l - ..\, (й)' |l l \z.

феб:l вiдллiтrrтIl) Iцо сIтшlетрiя рiвнянь Нав'с-Стокса (1.1) в бага-
_ ,,Brrrri1_1Ho\IY вuПадIi\,' " бiднiша заt oдHoBII\IipHlIli. Одновr,rмiрнi piB-
;_яння с: оt,об.irлlвII\,I вLIпадко\t рiвнянь (1.а).

:З 1leBl,.TbTarTiB дос,пiд;кень вIIпдIIвilе. що, яIilцо пршпVстлIти. шо т,II(]к
-:tIHrr ЭаЛСЖШТЬ Не ТiПЬrtlr Вiд ii Г\:с,:гини. a.Ie li вiд злriни гу(:тIIнI1.
: TаI{O}K вiд швrтдкостi p}rx.r' рiдrтнлr. то прш тIдх са\,Iих c.Il\{eTpiiiHTrx

-- lас,тIIвостях. rцо II J.fя кха(,IIчного вIIпадItv li.-Iac HeпiHi1,IHocTer1 в piB-
_-_]]ннях HaB'c-CTOlic,a вдarсться знааIно розширIIтш.

F-

.|

5.

l7



lrrmo в cllcTe\.ri ( 1.1 )

I 
ur,, + (rf) й+ .\А n - -if,,,

] r,u + tlir, 1рй) : 0:

[ /,: f (р\.

_(,рсI4ти вiд всrtторного поля Й до Його
lalrriHv

++
]/ 

- 
\,11,.

'_ I.2 Рiвняння EIaB'e - Стокса для потенцlалу.

потенцiапу tu, тобто зробити

- пiс.тя цього гilэоiнтегI)}iватrт одерiltанi рiвняння. To

.IядатII\,Iе T,aIt

(1
J ,,,u*furou_,.f )L0..,,, -Н(р),
)

I l,u + р,,U,п f y)lt,,,,, - 0.

(1.20)

c,ITc]Te\,Ii1 ( 1.1) ви-

TTt , ] ll,, Н (1;) - -v}trr),
В uьолrч пirраграфi провс.Jено rt:Iас,шфirt;rцiю clTlreT1,1iI,1HIIх в.]тастш-

вOстеII (,IIсте}Iш (1.21) в эапс,-,riнос,тi Bi.] вrrг.пя-ч1' фvнкшii 11(р). Побrr-

:oBaнi trнзацш i п1_1овецена рс_]\-Itцiя uic,i cIIc,Te\IrI Jo звлrT аi;iншх дrrфс-

ренuiапьнrrх рiвнянь прш l? - 3 та Н(р) - tltli2"'. z1 TaIio;It зналiденi

1lоэв'яэltr,r вrrхiдноi c,rтc,TerrrT Ha-LB'c CTortca ( 1.1).

Теорема 1.6 Mc.tx,,c,tt,M,cL,пbъa а,п,zебуlаiнва,рi,сl,шrrtlносm,i, рiвня,нь (1.21)
,, b,.t rrdпc, пl b(,,n з о Il ( 1lu tпollit, :

1. 0о; 0n, 0u,, Go:.t:il8,,*,rnO.,,,; .Iol,:160,1 -;r:,,06', J22)

Dl :2.t,000 * "rudп - rърOr:

(1.21)

П - .l']ag f ,rg.t,,,с) 61 - ll.гg|.)dr* (+ - )/?"1,0) au,,
\, /

No,пLl, Н(р): пlр2l||:

2 . 0о, 0 ni 0u, i G o'. ,I,,b|

,l;o,п"lL H(rl -,r,.pk. А + *,
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l , 0u; 0о, 0u,, G n,

riо,пu Н(р) - ]lLlnp f А;

J.b, Dg : rпшOOrч l РOр,

4 do; 0i 0...,,, G о, ,Iob,

ьо л;u Н ( р) - с) о в iл,ьнсl, z ла, d ь,, cl, ф,у н,,н;;,цi я .

]оведення. Hexair

r _ €" (rо,.TI,P,tt,)dr+,/0(.гg..t'l.P../')Or*'71 (.,,0..f l,P,m)Ou,(1.23)

iнфiнiтеЗI,IМалЬнилi опеlэ:Lтор а,пгебртт iHBa1_1iaHTHocTi с,lтс:темш (1.21).
j r-rrовш iHBrrpiaHTHclc,Ti

[,,,о 
* }u,,,,,,., *,\tt,,,,, - Н(d1 -0

u,,r-)' (Л-u,11,-|too,u,o )-(,шz:+",*,rr,,,r)

pt]= {) о LL) о- {))-' ( Л- u,9- } u,,, tl,., )

_i
l

,

ý

ц; lil., : 0; ц'|, : ?7Р, : 0; rt|, - €il: €'i : {.l : 0;

(,Y :0, (i : {i:...- (ii, {,i - -{!,, (3 : 2(i,

ц0 - 1lr7|: ,/3 + р1),, - 0;

.\r7]" - trryО + цЬ - 2F€i : 0.

(1.25)

(1.26)

Рtlзв]я з},,ючлI cIIcTe]I\; ( 1.25) сiдер;ttr,с:rrо

{О : y,r'N -| 2K.r,i1 f r19:

€' : p.l]g"l,u * с,,1).t,ь * н.|,,, * 9,,.rо -|

'i0: -пр(н {7lrll))l
|-') \

tl| :1,{ + - )lr.,,, ) * !l,,.l,,, l,.
\- /

\ [ро l 1l,,L{,u * l,tt,on)

-]ePiI\\,'€'\,IO ВШЗНа'Iа.IЬН

- r]

lr, 1 t - )' ( Д - .u - | f 2ll о Lt,,,) - ( rll22 { ",f tr,,.,, )

11 =pol! n t,Д- 
]{Г-rr -|-'ltt,,,u,n1

,i рiвняння д;тя коордлIнат оператора (1.2+)

(\.24)

та
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(1.2i)

З ,за;тсiкнtlстi вiд знааIе_,нь пapaN{eTPiB7.,. T,,rt..k рiвняння (1.27) l,rac: рiзнi
,зВ я3IiIт. ГIроаналiзr,вавшrт ix. ОДеР"Ii\r€,ьrо Bc,i випаJкI4 Teope\fll(1 6)
Tt.opc,ltt, доведено.

fK вшплlтвil€] R TeopeN{II (1.6), базlrс, \,IaKcmNIaIbHoi алгебри iHBapiaHT-
:_lr('Ti c,I,I(,Te\lm ( 1.28) зtlдас_:тьс:я опсраторz1\{II (I.22). Iiоординати iH-
I i нi т е эп\Iа.lьног о операт о1_1а Tli c.i .1.-II с] брLI вIlr.лядат I,IмYть так

€О :7r.,,fr + 2Kr:6 * do.

€" : P.lJg:.I:r, ! Сr,1,.7:6 * K.tn * gr,:l:g l (,]r,.

'rl0: -3р(о *7l:16).
, /}2 \ll' :1,|''.г -:]).r, )*с,.,., +;.\- |

BrrrtoprTcTaс\,.to c,r,rl,reT1_1iKl CLI(,Tе\III (1.28) до, знаход/tеЕня ii iHBtrpi-

- iHBapiaHTHI,INI вiднос:но алге6l,lrr

( 1.29)

(L22). яriшо вI,Iкон\.€.тьс,я yN{oBa

Ф0=0

Ф1 =0

(1.30)

Iiолтт rl - 3 та 11( |l): пlр2l:l с,ш(,те\Iа (1.2I) набr.ваg вIlг.-Iяд.ч

t1

I U',, + $?l',,l{',_, f ,\tt,,,,, - ttl{l2l:|J,.

1 _ л (1.28)
[ р,, * {)||lt,,J | 1ttt,,,,, : 0.

t.::HTIILIX РОЗВ ЯЗКlВ.

Розв'язок cIIcTcNIlT ( 1.28)

I Ou t;.u..1. 1l. u.) - 0:
)
\

[ Ф' t to..i. /,,.u,) - 0

Ф'r=0

<D1=0

хФ0 -0: хФ1

20
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,, 1

ФU : at'tl * },,,..,,.,О f ,\tr,on - lTt р2l:З,

Фi - рп * 
"роrr,о 

* 1ltt,rr,,.

Зага"rьниil 1_1озв'явоIi (,I,IсTc}III ( 1.30) лтас вI,Iгляд

Ф01./; - g. Ф'(./) : 0.

rl.L' ,, 1 lт: tlт,
(,

Ttlfi c:lrcTe:,rtr (1.32) перехо.]IIть в 1эiвняння:

rl.r9 2

;; -p,l;fi * 2ы.t:g * rlrl.

, pI().To | (:,,1,1:6 -l Hro l g,,L:s1 l clo^

-3р(к * рr0),

(1.31)

(1.32)

--_а.rьншх рiвнянь
tl.r1, rl.r,, tl1, ,ltt,

l)-|cU сг1(" (, ц, ll,

]aTt як c,I,IcTeNIa (1.32) HeriHiliHa i зzr.пе}Itить вiд багатьох rrapaMeTpiB,

_()знаштrт ii розв язкII Jo(,IITь Bzliltкo. В uьолцr, зв'явIi_\,, в [а0] запропtl-
:,)Bilнo \{етод ровв я|]i]ння TaIiIIx cIIcTe\,I ва допо\,Iогокl пiдгр),rпового

iHtI.-Ii:]\I. ]ашIiт \{eTof f-lr-ro вIдкорII(,:гilно в роботаrх [28]-[30] i засто-
,)вдно д;тя 1)озв явilння ряд}. вад?1]I. Тlей tчrетсrд баrзr;с:ться на вIIко-

_)IlcTaHттi спеrrizr.пьншх аrrгt,браi-IнI,Iх шrетодiв, .яIti розробляються авто-

_liI\Iш вказанI,Iх 1lобiт. Рtllзв'я/iс,\I() сшсте\дy (1.32) iчrетодоN{. яIIшII осно-
зсlн() Hzt iнтегрчвzrннi с,IIс,те\,Iи пiнiiIншх дифсренцiа.rьних 1эiвнянь зi

TII.]II\{II коефiuiснтаflll. \Ic,T()JII 1)озв язання якIIх добре вiдолri. Першi
.,l)oIiII в цьоNIl,напря\IIir,бчшl.t зробпенi в [71]; докладнiше цеII ]IeTOJ

Г-у"lrпII(,itно в L1 )].
Iiлю.rовrт\I },Io\IeHT о] I з ilшр опонов аног о NIe т ода с введення допо\,Iiiк-

-{ого пара\Iетрl, l TariII\I -IIIHo\I:

( 1.3з )

clr n

tlt

clp _
d,t

( 1.34 )

( 1.35 )

(1.36)
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(1.37)

]аl, яrt рiвняння (1.31) за;те)IIIIть тiпькrт вiд.t:g. то rlого \до}Iiна проiнтс-
_ i)\-BaTI,I незапе)Iiно вiд iншrтх ;шферс:нцiirльнrтх 1_1iвнянь. В залеiкностi
эi: коефiцiентiв 1l. H.clg rrrlTtrrTBi шiсть 1lilзних BalliaHTiB:

i. р_ 1. ý:0, 116-g;

]. ],:1. ý-0, d.,:1;

" ,+;) \
cl tt, l .1'' \

-'- : /, l л - 3).t,u | +,1,,.,,u + Т.dl \2 ",l

'j, р:1,

]. р:0,

н-0. r19--1,
1

д'-l. ,|,, :0,
,2

j. р:0, к:0. cl6_];

6. 1]:0, н-0. r1i1-Q.

Пiдставляк).Iш в 1_1iвняння (1.35) одсрIiанi 1_tозв'язltи рiвняння
i.31) BiJHocHo .1,g. }IiITII},Iе},Io cIIcTe\I\,, пiнiIiнIlх рiвнянь з зrчлiннт,rмш

._r lефiu'€ HTaNIII

dl',,

Й - 1,:(1).l,,, I r,,,1,.1,1,* H.t,n l gu:(1) + d,,,

-,, :(/) :.,,о - розв язоIi iliвняння (1.34). JaHtr сшстс\Iа пiдс,тановкою

( .i: ltцt)j.
( t_ (1.38)
I nl,) - /E(il ехр(-ы1)

]воJI,Iться до лiнiшноi неоJнорiдноi cLIc,Te\,III з ст,а.]III\rш rtоефiцiснтамlr
зi_]носно невiдсlлтlrх фr,нItтliш й:

,'l 
- 

,. ,,l, 
1

9n:(-,l,!l|, lb!lt,*п, \!J,:\l)+/,). (1.39)

[_'Irстелца (1.39) ), шIатри,IноNI_I, заплtсi вIIг.[ядати\,Iе так

}'- J)'+ D(1). (1.10)

| о (,|.) r 
,r:r \

]е A-I-,,, л, (,]з 
ll,

\ -''tз -(',l:з h /

22
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- 
ПiС.т.я заътiни с2:з : -В1, сз1

( н Вз -В,\A-i-B:l ь Bl 
I

\ в, -в1 д, )

- Bz,C12: Вз

( or(f) \
aD(t) :IDzU) l, D"(t) ::

\ л,u) )

9.:(,t) + d,,,

h (1)

: r,IzlTK},, розв'язу6,ц19 tlднорiдн),, с,II(,Te\I)-

}, - l}-.

._rадасшIо характеI)шстш-lне 1liвняння

-0

( 1.41 )

| .{ - 
^д 

|-
Н-r\ Р,:з -В2
-fi:1 Б-..\ Bt
Вl -В1 Н-)

'зв яз},ючш .яIiе. знахо.]II\Iо впаснi -{IIспа лrатрrIцi -{:

\ -,.. \ л,{rrа_ьi.iв,z\1 :h ,\2.з_ h l1Vl_

_ To\Iv вI,IпадIir." копII В + 0 в"т;Iсни\III BeKTopatrIII }IitтрIIцi -{ с векторШ
+++

1r1 -1]; 1f2-,:-ilr. It-,1 -i-ib.

-.]шC простор}' Лз. тобто
+

i'2 : |,'2 - i2 :1.il, - il - bi:0.

-_ ()T/ie. розв'явко\{ однOрi:ноi сш(,темII (1.41) бчлс,

г,-ь,| rl +
lJ : r lttt l C'.l"o'(r"t os l *|,>irrl; l ('зе'''(Ьt,оs/ - rrsirl/). (1,+2)

В тошrч влIпадк}r. колш В - 0. ровв'язок однорiлноi clIcTe\III (1.]1)

lrlTII\Ie TaKY форtчl.ч
\

b,l l ,^, " -, _\
li : t"' [С rri * C'zl'* ( :rr ) ."\/

ПoTirr ?астосов\iкlчIт \tетод BalriaTtii довiльнrlх (,Ta.rlшx I.знахоДII\,IО

-, )зв'язоIi сlтстеNtш ( 1.40). Вrrrtоршс!гавшiт ( 1.3в). одер}к\,(,\Iо розв',явок

.-),
j.)

+{rrri#rl



рiвняння (1.35). Пiдставляючи розв'яэки рiвнянь (1.3а), (1.35) в (1.36)

та (1.37) будемо мати два рiвняЕIня э вiдокремленими змiнними.
Виключаючи параметр f з системи (1.34)-(1.37) знаходимо розв'яэ-

::II (,I,Ic,TclrrIT (1,32 ):

Jt: 'r (rо, У) , , , , , J,, : фrt (rо, J) ,

l_PT,l ,t l:,l ;--,. ,ltl .'2-
, t l*, ) '/1' - {,2 (*]) ,

.] (1.31) ,u (1.43) ()дер}к\rе\.,Io

l r, : r,r ( .t );0 (*- ),

I,-l,.z(.l,) +;l(,j).

f(, ,p0(;).11(;) - дtlвi.iIьнi гладrti фунrtцii.

HaBe.]erro п1)IIIi.lirд внtrходItенн.я iHBt-r"piaHTiB в вшпадrtу 1.

Сшстешца ( 1.31)-( 1,37) вIIг.пяд?I!гш\Iе TаlK

,., 
-- l,tU - 1()

i: .r:crf - Ё * "rr + y'.r,g 1 j
,о

[l - -,).L,g |l

(1.13)

( 1 .11)

(1.45)

(1.46)

(1,17)

(1.48)

.]*,rэ4й:Ь.i'+d.i- 3).l,f о

Пiс.пя зlrlriHlr (1.38) ,= - lol: -|u,
,1- .t' t)

i - -Б х ! - ti
, оР
[): .)т

,,, 1 J2,3лtt : -L*f l'j + о

Р озв'я;rrс,хIо с,II(,тс\{\,
,. э +

i : -В х j - td
fтt вrтплrIвас з (1.+2). 1lоэв'язIiо\{ однtlрiдноi

t+
.: 

- 
12 xzlJ--LJxll

t_l\-](]

+,r-1 Jl++
у - L 1tL 1 C'2(ctcos t + bsin l) * Сз(Ё,l cos f

системи

2+

- c*sin f ).

.J



Ii орис, тriю,Iшсь \Ie т одо\,r в api :ruii дtlвi.тьнIIх ( ]TaJTIIx.

_]о (,шстеъти ( 1.17 ), одерiIiче\,Iо

r:l(f) - -tГii:
сz(f)sirr/*lз(f )t,osf - -tЁi;
,u (1)c:os1- r'll(l)sirr t : -tii.

:]вiдItr,r

l.r (1) - -tгii,
l,z(1) - -tЁi"trr/ - fdjcos1

с,з(1) - -tЁ,iсos1* 1djsirr1

_\бо

-.//\- 7:jrzL,..,(,l\/ / - -2lll]l -г ( l.

,,z(t) - -(ёrit + dа,],i"/ + (Ёit +.*сГ) со, t { r:2;

,.з(1) : -(iа - ф.i,,f - (a,it + Г,Г; сo.f * сз

Пiдс,тав.rяю,ftrI (1.50) до (1.18). oJep-,Ii\:c\Io

,,l:ii+\l;,iг',
+

,"l : ll,i,,ilr l *,ft,os l:

,,, - _.Fisirr 1 * Бу*соs 1.

,Jвiдс1,1 знаходиl/Iо iHBzrpiaHTII т а анзатII,I

пiдставивши (1.48)

р - (1+ .rfr)-Зlz oo1j)

(1.19)

(1.50)

1.

,:., :

Ь;цо+ Д
1*л]

/l.?, - ('./'.t'(t

1*r]

"з2.i. ll.i." - 2(t+,i)
-qih(r1,.3) +fl(.;)

них анзаци у формi (1.44) дrrя iншихIHBapiaHTи,i та вiдповiднi до
випадкiв наведенi нижче:

1+x;E
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,,l .

-..

i 1 /у -*u,.'l : _а,| -a,l,

ilt.ll 7- t\ l 
''*,.] : _{'" (-1l.y',in_{ + ji( (,s_-l) 

J 
l

\ 11,il,l li- - l_._{ +;i,irr ]) lJ,J - _l . - \U,l. 
(,( 

t

_{ : artlr.r:ll

{ -- А ,)

| *'t : (l .l'- 1.t'r,
lt- ) 1+

- , l *'.2 : //.1' COS -l:0 - CJ: Slll;i;g
|_
[ *,,, : brr sirr .l]o * сТ cos .r,i;

I
l.

(
l t'1 -.r()
Il+
l _ /,з 

l э+ | 1-
. { ф"2 : a/.l'S'l]I (.I.1' + a.?'C'OS t.l.?'

l_
l , _ ++ ++ . ++
l. *'з : ().?'CoS а.1: - c-l: SiI}{1.1]

ni д,*|-.1.1r | ),.'2" -,,(l

*,л- -b;,i,, .fi+fi,o,{
-c,:l : {.i .", * + *; ,',, 1.,

,d] : Д|l2di
\

tll')lt-, t t\
*\,2 : .].' - 

[t'.t'slll 
_{ t t'.l'('()S _{/

;,J- jl/' (Б.i c.os_{ - i.isinJ)
J - 1rr.t,1;

-:t п/ +\
|) - .I'0 "i"(*'/

:) 7 ++

lr, : J} + l'!++ 3^1rr.r,u*
z,,l 0 .rб

r .1tit
l у ,,,*,l

-,Щ312рO(d)

- -$i'roi -
+р'(й)

} r" _4+

р _ 1Iз7,1l0(;)
], +,

u' - l'(* )

.r0 (; )

kгi,il:g- *r,3 + ,pl(j)

Il , +,
1l - ;'\u-l)

l, +,
t(' - t''(-')

ll, +.

7l - Р"(*')
, ++\l
((.1.?: } l,,,_ ff*;'(.j)L.| \)

I
t

I,,-
I,,,-

I

I

(
l 9U'l 

- 
.l ()

| +э ++
- J*..,_|l.t,, (tJ' -- (Ll'

l _ il''пt('.l'('0S'1.0
|+-ээ
l ;* (l.r =-+ 

, LlJ'
t *',t - /,t.l,(,os ,u - (-J,Sll) п

2б

].



8.

Ф1

tn2

++1
)i l r. .t ,l-1 

- 
l

n -.l
.l l] -.{ ilv t]

r}, +,
Jl - р"\а)

+ р'(й)

(l/ +\2: f"(*'J
l,+,ll, 

- 
a,i ,,\

\w /

,,- 1 лU/]t
l, - ..:]у \w i

,' ()

,,,_Гr, i, , .у2
" -4-зЛ-г2п

-3) lrr .i,o * ;' (*- 
)

l l t ,.,l \ :t/2 
.U1 1,

\1 -г .,,0/ f '(*' 
/

+')
.l'0J'- l

'Е+ 
Iil-

+q}h(r+,.3) +;'(j)

l) - (r - ,3)-:t7- ,ulj)

11, - .,''tt,y'' .,, +
2 (1 - .,6)

+ 
q} 1rr (1 - .,'3; + ;' {*- )

р - рO(а)

,,, : J, jli2 + А],i,,.u * ;'(j)

:frO

-ьi
-сх

:ff(]

-аtr
+)

-.l

2+ /'-+ T ''(l
.r - llt

2

]IJl
n1

U2

LiJз

I
l

i0.

11.

12,

[):

)rl 
-

( -:]l2 ll,-
) ,, : ,0'"',^"(.j)

| ,,,- i l(j)

I
l

i{.

.)т
Ll



. - тавляючи анзацлт 1 -
j=ЯННЯ 

ДЛЯ ВИЗНаЧеННЯ

14 до рiвняння (1.21) одержиN{о редукованi
невiдомих функщii, рО, 9d вiдповiдно:

I ^^; 
+ i (f ,')'*

l л.,Аrr1 + й,рOi,,, l +

[ 
^д,-1 

+ .] (гr')'1/
[ ;uA;' + f;uf ;'

I=, _
2u

0

I rд,-, + } rг;' )- -
I

[ ;'A;l + i;uf ;l -

)А*-'+ 1 rг_ l)'- .l;l*,, -l- _^l (,,, - +)-ztцr 
' ] \. . ) '2 1'|*l t ?2 \*,J 2 ]

-..! (*,_ - +] : (,L,,,ll:з

;0Al' + f; f ;' - b'y,,r +;! (*,,, - +) -

I)A;' +}(f;')'-,. i - \

[ ;uA,jl + f ;'f ;I -

лl л] ,7-z _, лUr2;lr.2LJ- r|lе,)-т2* -l\r l

,,:l]t,, - :Ч ,., 
- ()r 2ф:з r |]ф'2 -

Plrz

PЗ'z

л] , l л1 , l

-,)*.{ -г -,t;./ -г

л(], l л0
/,)u:з -т 'Y:lw,2 -

tl.,-tлOt2/З-г гt.i1 
- \/ )

- 
i'\

- 
t,

(po)'/u

].

-р! (,,+?) -}яO-о

.l , l "l . l l. _, лUr2/jlr,2&:|T тза'2-Г h*l - \ 7 )

л(J, l лU
r )*:\ -Г r:i* Z - 0

(r +*,i) (r,l, * 1,.l,') + (r +*,;, (^r,1,, + 1, ;,',)') +;i-
-2*..r*,, (l;l,, +,l,,l) - ) ['-.)*,, * -,|*,,,) - (- 12l:t

(t + *,i) (;' .J, + ,,y;j) + (t + *,]) (;о;,1, + lЧ;j) + ;?-
-*,2;,:l (];";.j,, + l9,,l *;l];j) -.,r" (;Jr-,r*;j-,з) - g

2tj



!{

(*,i +-,,?) (l ;!,.,* $t;!") * (-,l + *,i) (l,,,,{, * L,rl|) +,\
r лl .'2 .), , i t лl | лi -i\-Г;I*/I - /-:,l*'J l,.\r 2;t t т .2/з ) -

r / лl , l лl , \ _ 1 .U12l;l ;4
-^[т.l*,l-гr3*;l -*l)-\г l u|

t i2,у ,2\ / .U лl l _U _l) + ( :| _L .2i / -0 лl.. + -U лl\ r
\*'r -t -':l/ \r т'2'2 l 7'lг')l | \* l -Г *z/ \r rllJ Т т.Jтз) -Т

rлu 
"2 

,л/,).u.l t -"-! _д _uл|)_
tr l*l - ;,2*|l \Lr г2з Т ?,чr3 | т:\Y,2J

.{) i.l I лl ,)_п
7 \-,z*2-T T:l*:,i - --|) - "

\(.l .-l-лI..)+1,'лlr2 li _l12r 1 ,\ _, U)2,;t,\\r22-tlзз)-r2 i(rz) f 1r:l l r*.lTJ -l

.U/_l Iлl \_l_rr лl _ц_,] -l_-',' +r-()r \ryy -Г r:t;ti Т r'2T':- r',',г'., r l | ./,,, - "

\рЬr+ }r ;],l' + J*,; 
[.\,-,l,, - },;,l ,') *

{_l*,.,(л*.,,,,++ лl л.I.) _+_ лI +r1^l - 1 -Ui2,:t
\,-,, ,T'1.3)-T rlT:,/\r'\ -\7 J

;u ;!,,+ ;;.,l * {*,з (;o;l,, + ;l]li) +

10.14

11.12

1 ^^r' 
* } (f ,r)'+ lij

t ;"А; rf ;uf ;| :0

1^o; + j(f,',)'
t ,'Д ;' -+ f ;uf -''

I.),r.)-Uлl _L.rr .l ,.rt _l\l_Urол{) лl _0
tz*"l \Z.' -zзt r2r;t t тзr,l) -Г ? l -Т Ll r:i -

- l .U 12/:1
- \r l

* t:, _ 1 лu12/:t| '2* \r /

-/l-t,'

tё л1- , лr)r2l3
- т\ r'j: (r ),

1э'-)IT- ,0-1 ,) л(l_ (J-2\. --2f
Якшо розв язатII сшстеNIII рс]дчкованIIх рiвнянь 1 -14. то за допоNIо-

r) вiдг{овiднrrх анзацiв \,IOжHil побlцчватI,I розв,язки cI,IcTe\III (1.21).

, l)A;, **(fr)'-')' 
1 r,,A;' + i,-uf ;'

r.

I



:]1lrlбивштт пiдстановкч ( 1.20) знахоцшN{о ро3в'язкIт 1_1iвнянь Нав'с

i.'TclTtcat (1.1). Ншrк,lе наведенi деяrti з ншх,

/1\,,,,
\Tl

.1.'',,
1-Т ],)

.,.-;t/] r1 t.) r.,\ tl .,,, -l Г. l?- э+ \
(l t i;)-'- {j tli + 

^i) 
+ (t + ,3) ' Lr, (h.i - 

*..о)

.\,, (;l 1Гl,u)+ #l}""" \ l . ))
l г /1 ,\ /+ \-l

(r + ,3) ' 
|n,,u * lu (n.., * ,J + r., (Ь - а, u)]

-"2] lп-,i А |''l
_ l- -J- _l
.r,fr [l'u 2., fi J

+1+.]: , h,0
.l'l r ' ,,l

" i()

р-

?_1 -

, ", -') l'2rl -- {1 * L,A) '
, \ , v/

+ (1 -.t,3)

р-

ll-

р-

)l 
-

э)
.l

(l + ,3)'/'

l^r-- 14 \2

|z [o.r: - C.l:llJ) + +(df)' (r *,,,3)]

(Бi-l + (й-))]

,,-- ?"'' [, (f;)]-'
i-+;i,,*,(й)]
zx (zy+ .*у) + у' + 1 _ Ц}t1-2l:з

30



Отлtе. з.r(,то(,\:вання переход\, вiд веltторного попя й до його потен-
:I,-I\- u' в 1liвняннях Нав'с, Стоrtс;r доi]во"пя€, энаriтrт HciBi rt"rac,II ToaIHIIx
,зв'язтtiв.

Зауваження. Скiнченнi пеllетвореЕня, ятti породr(Yються опера-
.)afIII аЛГебРИ iHBapiaHTHor:Ti рiвнянь Нав'с Стокса \,Io}K1'Tb б)rr"

__r,t]pmc,TaHi д"тя rrобvдовi,r форлтrrл роз\{ножсння I)озв'язкiв рiвняння
_ 1l.

-;ь -{.1 + / ,Т2 
1о no 1n,'.,u * r/u) *

-|-3)lrro {,tlg:

l ( t)

|) :,1r.{ /,;.i.,u + + а (lti)2 + (,Т)2+
.l i t (.

t,

О |(ti.l)' - (ii)'2) , о, |,, * ziп.r,,,, :_]}

n: \{*/> [(a,Tl -iti.tl) ,i,, fl + (,1 irl +itr.rl) tos*] */б ( L,

, , *l
t./,./,u J- л,OJ

Зl'2 г / +., i1-1,,:i, L,(й)]
,r: \LF* ,.,[n l ilt({ - *)]}
)у+Ьо'*]::с|у-2l:З

'о) 
l

-]-г
о

*|"-Чl+d+

део-l-рн(lr1;*а),
-. (t.p.O11.0u, t,L). L,c_, - довiпьнi параrtстрII.

,,] 9l lo\,)
]\N/

А - довiльна стала матриця.

3]

K_{.r" + d+ r] (ы2r:о + бо)



{I {/9 -,f(,,)A,,:
[ ,,n : а,," (1,51)

_],е ir - u(.r:) € лr,.,: t,(.r:) с Лr,I - (rо,r-) € Лr+з.А - папласitl"н../(tr)
- _]oBi.rbHa дrrференuilrовна фl-нтtuiя.

] 1.3 ЕIелiнiЙна система рiвнянь двофазноТ рiдини
Рсl'зглянеlrо багатовттл,riрн\. Hc,лiнiliHl. сIIст€]му рiвнянь теп"]опJ]овiд-
_-Tt_lt:Ti

В Цьolir'рсlздi.ri проведена кпчrс,rtфiItацiя clTr,reTpitiнllx впастrдвос.тerl
_,iвнянь (1.51) в зarre,KHclcTi вiд фr.нкuii /(L,). В тоь,rу Випадкl.. Коли
II(,TeNIil (1.51) iHBapiaHTHa вiдносно тtонфорлrноi алгебри АС(3), ми

зIIIIорLI(,та€NIо Ti сIIlrс,трiю д.пя побrцовrт анзацiв тtr редчкцiТ щiс,i си-
тс]\Iш до диференшiаrьнт,lх 1эiвнянь в LIaсTиHHI,Iх похiднIIх,

\Iac: л,riсце наст\-пне твt]рд}Iiення

Теорема L,7 l[a"t,:ctt,пtъ,,пb?Lт, uлzебрсt, ilнварiсrнпl,нос,rп,i c,LLc,пLe,л1,1t pi,B-
, ян,ь ( 1.5 1 ) с:к,пс.tс)ас:пl,ься з о,rlераmорiв:

1. _{ь :( do.0,,. J (.i) a.,,.,I,,|,: .тоOь - lb)o,Do:2.1909 1rndn ),
de ) (i) - .,l,,iH,iti,Ho, фц,ньтui,я"

у вlt,tt,аdr,:,ц irlBi,l,t,Hoi,' йt,фере,н,,Ltiйовн,оi,' фllн,ь:,цii" .f (t,) ;

!. .\l.D-.t,ti)t - +ttO,, 
_"t2,,1,.

hол,1!, ./( ., ) - .\ схр i,.,

_1;,_Di - tl1.l,ilOu - (rrz f 1)trO,, * (rn - 1)ud, ,

ъlолLL,/(") - .,\L,"'. пt f -r+t tt *'/.'

,4ь, D.1{., - )l:,,D - .|'On.

l;:о,п, t],,/( i, ) -,.\'l.,# .

]ове:дення цiс,i Teope\Iш ан;t.-rогi-Jне до довсдення тсорс\,rш 1.2. а вII-
jjatlaлbHi рiвняння для KoopJIIHtLT iнфiнiтезr,rшrа.пЬного оператора та

- l,нrtцii .f вlтгпядаIоть такш\I LIIIH()}I

!(l_ rll _(l. сU_п. (t,чrl - ч, - U. ч11 - \.l . (,ti : 0:

r/l;u : 0; ,i,1,, - ,i3. 2t|,,, - {|7,:

f (zc:; - €3) - jцО: /i!i -,/: - ,f ц2-2Ё:+€3:0.

п,).

+.

{! : -c'i. i/,] : 0:

цl-fц8,

,l.)
lr_



Iiоrи п:3 та l(,t,) : )tl-al5 систеNfа (1.51)r,tac виг..lяд

t ,,n - ),,|/''Arl:
'| 

'',, 
: А,,.

li.: вr,rпливас з теоре\,III (1 7). N{акс,IIN,Iа.rтьною а.lrгеброю iHBalliirHTHocTi
.:с,теN{и (i.52) с а.пгебраr

_,l - {_{С'(3), 0о , Do, C(i)E.,,} : \0", J.b. D. Iin,0o, Dу J(r)a'} .

-,..It ятt irлгебра -{С'(3) с, He.пiHirlHtlKl Bi_]Hc.lcHcl .i. то не вдасться застосy-
: ,.тII NIс]тод знаходлiсння iHBalэiaLHTiB. tlпrrсанIIII в [6;]. Як вiдолцо (див..
__,iпрлIклад, [-10]), аrгсбра _].С'(3) i:зоrrорфна алтебрi -{О(1, -1). Цеrr iзо-
_,)рфiз\{ здiлiснюсть(,я зtl .]опоfIогою переходrr вiд rrростор\l .i € Лз до

_])остор}- ; - : (:о. :-. :+) € Лt++ т,акшNI aIIIHON,{

( 1 .52)

(1.53)

(1.51)

lз яtsок ъriж базIIснII\III оператора\III аr,лгебр -{С'(3) та -{О(1, .1) вIIзна-
, с1€,ться ф орл,rчлалrrr

{ do - .I1,, - .f 1.1,,,,
Il J,, : .J,,t,.

I D : .I,,;
I

I L-,, : ,l lu l ,lo,,,

-,rгебра _{О(1.1) реалiзованzL .riHiIIHIIlvI IIредставлення\,I i тошrч vro-
]_,IIIBO ЗаСтоС),'ВаТI,I \,{етод Знахо.]iltенн.я ii iHBapiaHTiB, запропонова-
-_-tlI [[i.l].

L)т;кс. Koo1)JIIHaTII а.rIгебрш _{О( 1. +) BIIBHaaI()ттi так

| {' : tt.t,u l J.
\ ,. _ ., ^ tl (1.55)
[('-(7ri,-

,)J



, ]iпIIшел,{о еIiвlвалентЕ\r си(:теNIч .lТагранrка-Еr,rпера

rl.rр 1l, 
.1

liU.r,,1 * d ('1,u|Y

;Iс,теллч (1.56) шrожна податш у виг.rтядi

(

J ,"u : b't1,1'n * r/,
) -' .t,
\ --lt 

- 
( 

;tt, -

'il \l NIilТрlIчН()\IY ВIIГ.ЦЯДi

(

J ."о - Ku.1,9 f d.

\ z - -ц. z,

де Z-

Zg

Z1

7о

Z4

(1.56)

ал

А

матрищя
(_)

С]01

-| Coz

Сrlз

С04

вiдповiднок) до
Сj02 r_'0з ('04

С12 r:tз ('д

0 С2:] С2+

- С2з 0 С;\\

-С24 -('з+ 0

гебрII JО(1,4)

(1.57)

( 1 .58)

(1.59)

rti.пькiс-

0. де Д-

-{ с,

(:01

i)

-| l,)

-(:l?

- ('tц

_ л _ TbKic,Tb неза.це}кнIIх розв'язкiв crTсTel,rlr (1 .58 )

_ : l 1liзнлтх Ttcli_leHiB хаl)irктерIIстI/Iчного 1liвняння
-IIншт]на I,IirтрIIця.
,, r бI,Iвшт.т заrriнl. зtiiHHltx

(,1 1,, - .J.o1rl : ]_.З): t,ut : /,': (.,,l,: В,... (.tt_l

--F]рr{ч€\Iо характерIIстичне рiвняння cшCTeN,III

вIIзнааIаеться

| _1 - .\д l-

- С,r.

(1.58)

иЕ)'] : о
(1.60)

.) l.)+



-- -а r:r<оро,IеЕIЕIfl заIIпсI,, введехю позна,Iення

_\1 :_iz- fiz-(zaд:2:
/ ++\'2 / -з\2 | + 

= :i2
\- - (_+в) - ( вс,\ + (_] х с,+kв)

\i\/\;

Тодi 1liвняння (1.60) вzIпtrIшеться Tzllt

^5--1.,r^3-,\,\':0.
Це рiвняння NIa€, п'ять rtope:HiB :

lT
.\t : (): .\, , : -t i Itl + vt7'-+ r_\=l :

--),.:+v.} \1- Лiт+lтl.
З запе,riнос:тi Bif знаIi\: дIIcKplIl,tiHaHTa -D : \,,I2 + 4дI вiдповiдногсl
-,iIrвад}lат,ного 

1liвняння ltopeHi );. z - 2J turollt}rTb бутш дiйсниr'tr,r або

:.l rfIп.[€кснII\лш. Вттпlrшсл{о сVтт€во рiэнi вшпадкI,I:

1. D:0
11 :0._\-:0 + ); - 0,(i - Tl.-,):

_]-f2 - -+_\-.-\1 ) 0._\'< 0 +,\1 - (],

(.) \[2 - -]_\-._]1 < 0.N < 0 +,\l :0,

,\з - ,\5 -

]. , > 0

(о) ,\-[: -VT'+ {\.-11 < 0 + ..\r - )2: )з :0.
)t:iv{Ц. .\г,:-iftV|:

(l,,) \[ - /_11'+{Y.-11 > 0=+..\1 - )а: ).,:0,

(1.61)

(")

(ь)

,\4-)ь:-

-i

\ -\/\,2 - "l,.l -

п7
I

\2

,\2-1+-l

П.Ц\ z'

\,[
т

.]х
l),)

)z : J-M, )з_ : -J л4;



(.)

(d)

l.T
,\] u : *,\j ; Lv - x/_ltr+ +_v]:

te) l ]1 l< /_V'l + ]r. _\1 < 0 =+ ), - 9.

ll,-\ -+,| t 1.1l+ Vlt, +]_\-|./\,2,:l- -\rL ,.-,J.

д4 ,, : *',l : L\' - rZ_'r' * OJ ,

\2 L l

_{авс:демrО ШРШIi.]Iа.] знаход}ItенЕя iHBirpiaHTiB в деяIIIIх влIп?IдIi?rх,
Вшпtlдоrt (1").
BcrtTollrr А. В. С' i стtr.цr, А вr,rбере\,Iо тzlliлIллlт. шдоб вонш задовоJьняли

_ I()Ba,1, I

-jz- 1jl-ir+Ё2-0:
1 - -r'2 7 + +\ 2 -,2(.-{В) -(вС'\ +(.]х(,+дв) -0.\/\/\/

B.racHlrllи веIiтора\,III r,tатрIIшi _{ бl,J\.ть

St : Cz; Sz:.з; Sз: er * r(ео - ец);
т2 -2S.,: Tezlr:r *T(r11 -r1): S;:i, l+eo*;(eu-"t)./. ,2

- ep.(l-' - 0;]) - довiпьнi upToHoP\IoBaHi вектори про(,тоР)' Лl++,
, ,riTo TaKi. дпя якшх вIдкон\r€.ться 1эiBHic,Tb

ii(|l(I,-g"^

зtj



J.e gij - \{етрлIчнлIII тензор простор.чfrt++ з с:iгнатчрою (+, -.-.- -)
Розв'язс,к др,r'гого 1эiвняння cIIcTe\,III (1.58) \,Iac виг.цяд

Z - c*,z{ r:2ез+ сз [е1 * т?ч-,,,)] 1,,n|rrr* ез * !{"о- "n)] 
*,LZ-J

+,,, Г., t *eu + ;(ru - -,,l .

Ljj
-л, , ()

-2tgZ - (,l,-| )|ч*с:)*,,,,l
elZ - сз-т(r:аf c:5)l

e2Z - с:1;

,, 7 
- 

л(:\z- 
- 

. ,2,

-2,7-,,-|l,,-(41, 
- 

(J/ -гт,.,.

l фоlэлt1:.Iil\Iш (1,53; та (.1. j]) повер,тilс\tось до старих элtiннr,тх

l.г-.t,u: 2.T- 1ll .,,,,: :].T-ii. (1.63)

, IIс,Te\rrr ( 1.62 ). врir\овyючIr ( 1.63 ), олержy€,х1. iHBapiaHTII сIIстеN{и

- i2). якi ваписано в таб.rrrцi пiд HoNIcpa},IIi 1.1.1.2. i.3.

_:паJоIi (1.L + +
BeKToplI _-t. В. С' i стirпа А вадово.rIьняIоть v\IoBa},I

-iz-ljz-ё'+A,'<0;

/ 4+l d.t' - r,1 f r:
l.-
l Б.t - (..,,i (1.62)
|**
[ Г'.Г - ('ч.

_- Гi.Ё.а - op,ToнoprtoBaHi BeIiTopII простору Лз.
В залеrrtностi вiд коефiштIс,нтiв н0 i r/9 ru,ro;K.TrTBi TpI4 c\rTTcBo рiзнrлх

, ++\'2 t --l 2 /+ -,2
(.-tB) - (ВС') + (_+ х С'+ ДВ) ( 0:

r2 Г/-+r'2 t +-r2
[_+2_ 3.z_с,2+д2) --]l(.lB) -(ВС\\/L\/\/

з7

+ -r 2'l

C+kB) 
)

+ (,{'.



В залежнtlсlтi вiд кос:фiциснтiв ýg Т? r/i] МОiКлIIвi три c)rTTcBo ])iзних
, ir tзв'язки гrершого 1liвняння CI,Iс,Tел,rлr Лагранжа-Елiлера:

-|-- .-)- l .) il:1,r - J,U] !,г - Il1 .t,,,: .l. / - itt,r,tg_ .,- li
З.lаснrтлли BeIiT op:r\,Iи

:..теr,tенТш ьrатрт,rцi Z . яItаl с, розв'язIiоN{ ДрYгого 1liвняння CIICTS\,I1I
i. j8) . \IaTI4\,I\ITь вtrтг.IяJ

St :"о' Sz:
Sц:с1 fzea;

egZ - с:1',

etZ - c,2cosT
ezZ - {_-4 cos r
€зZ - с5 cos r
€:4Z - сз (,os i-

л,rаrтрrтцi --l бr-fr.ть

С1 - iС,1: Sз : е2 - ie.;1i

S;:c:*zcз.

(1.64)

( 1.65 )

f r:з sirr ;-:

f r:; sin;-:

- .]1Sin т:

- r,.,,sin r.

_1L]ВеРТаR)чI,Iсь зzi фоllrr\-.lа\{Il (1.53) ,а (1.51) Jо CTapI,Ix злцiнних. ма-
-_I()

-' ,,33'яз\,к)-III CIICTC}I\, riHiIIHrrx рiвнянь (1.65) вirн,_rс.но C-.z. (|g,(..4 Tit r_:5.

: )аХОВ),ЮаIII (1.51) i пi_]с,тав.rяючll (1.61) в розв'язки цiсi сI,Iсте\,{и,
,epr{yс\,Io iнBapizrHTrr с.IICTe}III (1.52). Тlс poз\,IiTTIeHo в таб.тlтЦi пiд

_ r],ICl)it\Im 3. 1 . 3. 2 . 3. З.
В iНШlrХ ВIТПаДках iнтег1,1\-вilння с,IIстемIш (1.58) проводIIться анапо-

_ --IH().

l3tr дсlполIоIок] оператОрiв аrгсlбрш _{С'(3) бr,дl,с.\,Iо анзацII. aкi i р.-
_-к\-ють (,IICTеNI\,, (1.52) до crrc,Te\,III дшференцiа.пьнлтх рiвнянь в ча-

_IIIтHIIх псlхiднrтх |] \{еньшоrо rti.TbrtiсTro злtiннrтх.

(),ielurraHi рез_v.пьтати - iHBtrpia[.{T ш. ?IHзitI]lI та ред\.Iiованi рiвняння
-зг,.]енi до таб.тIIцi.
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11 Iнварiанти днзацтт редlrкованi рiвняння

1.

t| ++
l ,Ut - (/.t' - .Ii;
l+
4 u,2 - bi
l*-
[ *,з : ,"t,

,! 
- 

.0/ ,\\* /

rr - 11(;)
[лl :)r_u) l';л{]
., rl-,.\y ) тl
l лu_ r, л1( -r1 - лу

].

х (c-;1sirr 1f
cos /) - сos 1

2i.UJ - _r-- Л,г-ft

х ( 0.t'cos lпlf

+ сТsirr пr1)

{ - J0

/ ,.\ \ 
-:\ 

l /

- (.г,+l) ,/,
\ , -/

., .0/ ,\,,Y \w )
1 /,1

l -/ , а \ ,| !

- l'.t,- t 1/
1хt',(.')

аýЬ- 
"D2,р+ f rпrэjх

" (1 - ,'i)"' :
- .l (;о)-о'' |r,rЬ-
-ozpl1 rn.'2jx

х 11 - *|\'l'1х ''/ J

аýg - а2р1* m9э!х

" (1 _ ,''.)'l' :
- -3р' - 21(r,р1+

+ оrяi) - t2*,зя,1*

+-t (t - ,:) .?:,,_

-8 (..,,,1,,,,2 p|z * с"r,zзРlз
l . л1 \-ТJ,'2w:Зv'):! 

J

39



[ 
,, - a;i - ln.r.u

\ az - Ll.il -*[ .rз - С.r

- 
.I - -ly _ л1_1/.0\ь

] rl- rr\r )

., Г5 ло _0]^L]" -yij
О.0 л0_ л лl
]r - гI : Аf

2
+')
"r'- + r

х (df cosf-

-s/??/) + sin t

.2' ,f'+I
х (aii sirr /*
cos /) - cos /

2
w.1 

-+')-/л,t,'+ 1

Х { D.i'c,os /7?1+
\

+ ёi sirr rnf )

1 - ln.ro

r,- (.Гr *11-"tz
х .l,;/1rU (".l )

L, - (.d2 +1)-|l2

х.,,..]/''р'lr;

пl;r- n,? | + -;jx
>< (1 - ,'|,)'l' :
_\/л0\-415г.,.j_
- 't 1| ) Ln, t,z

-,,. "1 rw',r\- r --r-Ll l'

+/nl:| (l' - оZ)"' +

*fo')] - to'
,t;Oz-n2l? +rn;!x

" (1 - ,:)''' :
- -3f' -21(r,rr1+
l ,sziJ) - t2,1зр!з*

++ (l - ,i,) ;:"-

l , л1 \ 5* ;.z*'з;iз) - j;0

.10



2*1 - .Р +1
х (di cos 1-

- sfutt) * sirr 1

2' ,|'+I
х (c7rrsin 1*

cos t) - cos /

t-Jз 
- -?:g

-+
/ - r-r?l,c,ts!/

U, +
l ).l'

r /п/-,) , "\-)/z- 1,t,- t 1rl

х 9r0(.",,' )

- (J,2 + 7)-Il2

х яl (-.)

l \ z nr--1,/5;i:^(;u)-''',!
л() _ rл]

уз - -J/ -

'.(з*т_*Э) *

+1р{, (1+

+, n'|i о+ ,?) +' 1 - oi - ri ' *') -
+a;!,z (--s:эL_*

\а *| - w2

I] _ ,2\ ол1-гI - "z)- zfi.z*'trzX

"(*-,-#-)

/ --, _l rl.t,-]-l
wl 

- 
'-.- 

_l-г
\ 1-;l.-

,1\-t1 / еХР оr

i ...,с.2 - i--- 4- Х1 - .l,-

(h.г t os 1-|

*cTsin/) -
1 ..(,J 

- ;----э Х1-.r-

[1l.t'sttr 
/-

-c-Тcos f) -
+-r - -(()

/. -,,, -,, l'2.,: (I-.r.)
х.r0(""')

/. -ох -l l'2tt: (1 -.(.)
х рl (.')

o-,l/l --3'; +oz;j

- t / ,o\-,|i5 /л лu-^\l/ lCI,;l?i-
-азрg +,rр3)

n*,li? -*Jзл9 + rz;З
3;' + 12Г;l*r1

+8 (-' lu',li',, * ,r *.з; iз
L, , ^]\ I |,2^| l-Г*.2;3 r.zз) t +n,,?)ot
l л1 r _l
l \у,),) l ч,]D

.)

6.
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7,

LOl:

"(-
+14
{).I:- 1-.r,'
++
( .l

уу.1 4 -/- I-1-

" - 
/ l а,2-,-ч',)(,- 1.,!_-J j

Xf0(.l)
l ,)

/l -']\-'u-\r-,L )

Xfl(J)

z л, -J/5;l :^[;o)-",,"l?

,. лU _ 1 лl r лl r(l;lгl-.)r -Гт.22Т

+уiз + 12Vрlj+
I_1 ,r ,,,,,,,1,I LwawOYOb

8,

-] : .TOrg Х
/ э:! , ,l l \

|-Ч*i=i++)
\ 1-J,- -l

+тэ
l ).l,

l'l\-_

-- l 1 -/l - -t,-
++(.l,

- t - .?,-

( /о
ll :2\ ''l-

-\,-,, )Г,l1 l|,Х.rп'l"(*')
1/i

l l :2\-'l '
-\,-,,)

1 14 (l,
х.?,о, ,"(J)

.1 
]

+ + rl;,1/j -
f

r i л0\ -411 15 :о+-^\yi Lf\
лl

f rtи1,2i]

j ло l .- лU_
Jf -Г(rrLlr1 -

- 3р' * 12V,pl-] * p}z

r ^l I1,, ,, 1l-Г r it.i -Т -t-d uU- uY чЬ

9,

tu'] : .l:0
+1+
( ).lI

Ilrf 

-_
- l-.1,,

++
( |:I|

-,,) 1 -/l-.r-

/ а -,l , -|' l'2t,-[1 -.l,,)
X,i(r(*')

-r, - | l'2t/: (l -.l:')
х .,; 

1(,r)

лl_r/лu\+.0
r l - " \r / 7l

;? : 3.;' + 12 (,l2;|

+-з;,l) * ]-uz-",з;jз*

+ (1,n'i + t) яiz+
+ (4",,3 + l) яlз
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10.

l

I

l

uJ|: Iо
+,+

i2 : il.t,

а:з: ёi

I

1

u - .,r0(.)

u - ?1(r)
I
l

.1_\/лО1-+7;у1 -''\7/
лU _ л1 , л1/| - /z,t -Г чзз

л0yl

11.

++
-1 : at;l]

+.t 
-) , 4+')

.L.) 
- 

|1,1 _г ( .{

+
,+,l ),

*'jJ : аr'с'tqЧ--- - r.,l.

-(r.t'g

I
l

.| - \ / лU\-ll; .Uy;з- "\? / rJ

_л.0_ tлl r лI l(|r:l 
- 1r2т 11]-Г

l | лl , 1 лl-l-,t-L2/22 -т ,:"- lзз--z

12,

фI : а:х

l +') ++r)U)2: 0х, + сr

чdз : аrсtgЩ-- " с:1:
,l

- CY I11 Jб

I
I

u - J3l1.,r0(0J)

u - .r,lll*f 1(,,r)

л l _4

1 - n;J - .\ (;о)-

х [lru -,,r!)\+' ',,,/

J лu . лU t л[ ,jr -(l7;t : +r2t

ll + 4rr;!,r+ |Д,
13.

tn1 - ul,

1 -') ++')

- U:r' * cl,'tп2

.l 
- 

.] r\,) \l

I
t

,, -,,01 :\, r \--,/

tr - .,э 
1(с,,)

лl _ 1 1 _rr1-]/:' лgr:l :^(l- / rjl

.0 _ l л1 r л1r:J - аr,2 -Т .7-l l*
l ! лl-т1w,)Y22
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_+.

,_(-t-\

++) ,.

1 +,)\ Jl'2
i, : l I - .1.- )

х*i'J(J)

*.)\ - | 12t/: (I -.|.)
хrl(*')

.l _ \ / .O)--lli .{)l *.,/ о \, ,/ l ,\

_,9 : 3;' + 8*,t.,."r;]r*
/ л'2.2\

, /, ,'2, О-*'i\ лl l-г l*;l -Г -l /rtl-Гх *') /

+ (1ni + t) я}z+

+ (,2*, * +) ,i+\ - !'\ф2/

+ (t2*, , + 1) ,.',' \ JJ)/ l z

_,!.

Q1

(-

1..]_.)- _л- 1-.t,-
Ib.lcos /-i-
\

fciisirr/)-
1..

ф:З 
- 

1 +) l\
1 - .?,-

17 +

[1)./, 
S11} t -

-d.z"cos 1)

1 - 1п.то

/ - -,, , -|, l'2,! 
- 

i l _ T,L I.-\rл)

lll ll,XJ'tl /"(-')
/- J.,\ ll'2u: (l -.,'')
1/+ l,X.l'tl' l'(*')

(}rrlр1 - ,црЬ +.,:zfi
\ / ,,r-4lil ,- 
^ 

(;u)-"'(,_,rl;Y-

-*.зlУ lu,,tlЯ +iu')
1лr-Jl
, .t} {j , л0О;t/Т-;Jз;i+П2;з

3i' + 12V;lj1
+8 (*'t*"zr |, + 'r*',rli,r
* s.zn, з;Jr) + 4,1'|, ;l",,*

*;j.,*;l,-?-o+,
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i рiвняння
розв'язки

.) ,_r:]B я.:}ilвШI,I р ецYкоВан

,rriB олер}кч€jNIо тсlчнi
._ ,з ншх.

t г )"lol. |3\.,,, 1l a 
- 

|_ -- , Il l /7-\' I] L('n", ]
] г ll/ll l.,, 

ll ,, - ;,\ | J^'1":, 
lI l (Б.r)"lt L\" / ]

t' г-).,,-llll
l ,,: L-7."j :

l -, г-l.,,..]l/llu-rlАl-#'l\ L .l,- J

1 - 15. за допо\,IогоIо вiдповi,т,ншх

сII(:теNtш (1.52). Ншхt-те наведеN,{о

г l'/'l А.,," l

| ,) l ,

l / t +\ , 1++\l IllD.l, l +((,.?,) l

L\ / -Jг l'''-,l .\.l',, 
I

')l\ |-- '-7- 
|

I l7-x, --.2 l

1цt,l, ) -+- tr,.l, ) 
.]

г li l

,_ l 12).l," 
Il 

- I ...rl
L(1 - r,)-]

I lll
tl - |l I д"'''' 

, ,, l

L,z (l - i,)-]

г 1bl4
| -12)"r,,, l
I- 

-- 

iтl .

l (t + ".-')']
г _ ,.ll'l

- l -)'..n l.J l - --,-- --- 
l

[12 (1 + -r,)-]

tr,-
| ,,:

5l4 i/tl' у'I
] /ll/+

il,\л9' у,

y(-l)- розв'язок 1эiвняння ,\у" + уау' - }иu-о
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I.4 Узагальнене рiвняння Бюргерса

- 1ре BIIBTIeHa-I i ошrтс:ана в лiтерд1,1.1_1i \{zilic,m\,Iaпbнa zrлгебра iHBapiaHT-
Ti rt.lrасrrчного рiвняння Бюргерса

U9f)uut*utt:0,

, ;ll 
- tr(r). Jl - (.1,U. ,1,1). tllr : 0,,'-L.0,, :

\(1.66)

(1.69)

( 1.70 )

гlг"лU"r,,
: 0.1.

ф,ч,н,н:цiя;

Базrr<:нr,r}/Iш e.rTe\,IeHTa\III цiс,i irrгебрш с операторlI

JL, : *, а, : ,*, Ci : .rоО, + }0,,,

D - 2.r,g09 * 1,1d1 - lL),,: (1.67)

П - .,,3Ео * .t,u.r,rJr * (+ - ..,,,,) а,,.

--bol.,t\i параграфi провеJена к.lrаrсr,rфiкацiя сr,rшlетрiйних властивостей
:.гдльненого рiвняння Бюргерса

t/11 f u1l - Л(tl. tl1) (1.6S)

. Г( u. u1)-довiпьна :шферентtiiтовна фчнrrцiя,
: -c,leliнocTi вiд шici фr-нтtшii Д(ш, ,u1); Tartoxt доспiдхtена ред)rкцiя piB-
]:ня (1.68).

,, Iac лдiс,це тве1)_]-,кення.

-:ОреМа |.8 ]|[а,t;сu.\40.пьн,сl, сl,,пz.ебрс.t i,нва,рi,uнrn,ног:,пt,i, уli,внян,пя (1.6S)
, lj () 0еm,ьс.я з o1,1,e,pc-t,пt,opi в

dg, dl.

ялi,Lц() Л(tr. ut) - dовiль,нrl, с)Ltфере,нцi,il,овна

(о) do, 0r. G.
яblulo Л(u.tl1) : /(,,r) - .,\tttt1.

,), f (ul ) - dовi,,пьна с)ttфr:llr:нtti,ii,ов,на ф

(ь) D0. Оl, С - gllr'o (*r,* r,,) .

я,h:,ll|о F': .f (rrr)* /l?tl, -,\ttu1

,y,)t 
Б: L'xя :
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(|.72)

(1.75)

'i , d6. Z)1 .

яh,/LLllo Л(,u,,rr1)

0g, dl 
"

ilъ,lLllo Г( u. rl 1 )

.оведення.
flrt i в ýl.а iнфiнiтезrтьrапьнIIII оператор \Iac виг.lтяд

r - €"(r, u)Оо * {'(r,.tl)d1 f l7(r:. tl)O,,,

: )ва iнBilpiaHTHclcTi рiвняння (1.68) вiдносlно оператора
- _JaTeMe тат(:

i ["о * uti - Л(tr. ir1)]

Utt:Д-uo

- (t)ry - цF.,- |цFч,+ tl ry) :0,
'Lll i=f -1..,

i/ Та l l7 TarKi c,arti. яIi i в попеI)едньON,I\r параграфi, u

G. D"
, ( |''2 \.:,,\l1 l Itl ,' - lt,\ J

G, D^ п.

- -.,\ttu1.

(1.73)

( 1.74)

(1.74) вт,r-

/i r7tt f 2111,,rLI l tl,, tl1 f |]uцtt - €i,u1 - 2(11tl11 - 2{|,tr]-

-4,1,,t,| - З6,|Lltil11 - €?, rr11 - 2{!,,u9,t11 - {!,,ш|trg - ý,!u9tl11-

-2(iult/g1 - 2(|llu1.

_]il:lШ(]ПлюIочII (1.75) за с,тl,пеня\ItrI Ut, О!€Р}к},,€N{о вIдзначальнi 1эiB-
:-_j]Я J.Ц.Я коордIIНат оперirтора (1.7]) та фуНкцii Л(tl, tl1):

t() _ L{l _ n. гl _ п. ci] _ .lc l.\,/ - чl - U. (,,: U: ( - r(i:
F(п" - 2с+) - цF,, - J",(rl, + Tutlt - €i",)+ (1.76)

l(2tlt - €J),zr + |luuui* то + //tt - 0.

з я3\:ю-{и гrершi .1 рiвняння системrтr (1.76), \Ia€:\{o

[ (О - 2tr(.r,u):
)cI- ,,,..

i (':,)r,, + i3(.r:6); 0'7)
[ ,/ - t1(l. tt).

+7

lпr



]е rr. iJ - довiJьнi диференцiiiовнi фчнкчii аргrrл,л€IIтlr iгtl. Фчнтtцiя
,7( .r:. tl ) за.lтиша€,ться невIIзна-{еЕок).
Jерс:д TlI\d. .як роl]в'я,]\rватII ()CTi-tHH€, 1liвняння (1.76)" викоllи.,таt€]NIо ко-
_ tr-TaTtirTHi спiввiдношеЕня rli;it сlпсl1_1атора]Iш ;r,.пгебрrт iHBalliaHTHocTi.

()cTti;TbrtrT ВLIП?]rДок 1 с- TpLrBia.цbHII\{. то на його доведеннi зl,пинятIIся
зе бlцемо.

Вrтпадоrt 2,

Р о:зг.пяне\Iо опе] )а т оl)ш

ai)du:., . Ot: 
= 

G- /(.,,o)dr *t1(,r.ч)D,,.Ol'o ,).,,l

_,,_l\I\.lTД,цiT,iHi спiввiJнсlшення rri,It цш\Iш оператораNIIт

[0n,0,]: 0;

ld1;, G] - iJOt f l7i;O,,:

[0,, G]: lll1u.

будуть такими

" Ki"fblim оператор. шо с рез}.[ьтатоNI дii д.чтtоrt Пчасона на, опера-
_ ,1)II а.trгебllrr iHBalliaHTHoc:Ti. повIIнен бl,тлt пiнir,iною кошrбiнацiсто опе-

-.TolэiB цiеi;r.rгеб1lII.то |f коN{}:тацifiнrтх с.пiввiцношень (1.7S) вrтпливас.
-за вIтпадклI:

\#а;

//0 - /?tri. ?/1 - Q; rп f 0.

17 - o(tr);

/i - Ф(tl)e/??r'll.

( 1.7в )

( 1.79)

(1.80)

(1.в1)

_ о(u)- довiльна гладка ф\,нItтliя.
Отяtе. оператор Га.lriлея \,Iоже \IатIд двi 1эiзнi форrли

1. G- Aro0l *q,r(tr)d,,;

l i| _ ,i
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ПредставJIення операторiв (i.81) локально еквiвалентно до такого

:- ertBiBaпeI{Tнicтb здiшс,ню€,ться за доп()},tогою лoц;1,]1,цot заr,шtiнI,r

r du
l 

"цц 
------+ t1. (1.В3)

iiоор:lrнати iнфiнiтезrrlrа.rrьнлIх опс.раторiв алгебр iHBapiaHTHocTi
0,1, 0t , G > та ( Оо. Оr. G > вiдповiдно \,IaK)Tb виг.цяд

(r0-,l , (tu_-
| ("-rlu: I ч -rlui
{ {' - \!J.,.,, f r/1: J д' - )I t.,, fr/]l i(,-лgеm'.О: (1.B-l)
| Ц - !J, [ ,/ - !eПl1,o.

=_ ,с,та-LвившLI (1.8-1) в rlс,таннс, рiвняння сшстепtr,r (1.76). одерiки\{о

_. Лtl * )u1 - 0:

(1.85 )

]. Лtl -.i- .,\rz,1 - tll - О.

lB язкол,I (1.В5) с фr.нтtшii

(1.86)
] Л - -)t;ut * rru tz -| /(,,, ).

_ t( tt1) - довi.пьна дrтференШilt,)вна ф)-нrtцiя.
Еlrпtrдок 2 доведено.

(1.s2)

Еllпадок 3,

Р озг.пянеN,{о операт орш

t),r :Д,,), 
' 

/1 ,..' l-
u,l,u ,- Й,,O':,r'"r)t * iJ",

D - 2lo0g f ;rldr * 17(-r.. tr)d,,.
(1.в7)
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. -I1JeNIo ко^,I\Iтацiйнi спiввiдношення операторiв (1.S7):

|с70, а,1- 6,

[0u, G]- )0r i

[d1, G]- 9;

[do, D] - 20о * r7od,.,;

[d,, D]- 0t i

G, D1- -.rоdt * (,ullr * { tl,,) Ou,\ л,,/

\

t Цg:0:

| )ru,7, * ryu - -1
язкоNI ctrIcTе}/III (1.SS) бl:е

(1.88)

(1.89)

(1.90)

l] : -,u.
aIlIHo\I.

D _ 2:tоOо * rrOt - Lt),,.

j (]I)дIтнатш (1.77) набl-д-ть вIIг;Iяду
( cU - 

.э,.,.
l (" : 

'lb,L,g f r/u:

i *' - b,.r,t * Д9.,u { tl1:

[,/--Ktt\y.
тавIIвшII (1.90) до (1.76) oJe1)/(lI\,{o

l ЗГ * F,, * 2F.,rul : 0:

I л" + ,\ir1 - 0.

ко tIереконатися, що загальний розв'язок

(1.91)

(1.91) мас вигляд:

Л-,\r?/2-,\rr1.

']-rпадотt 3 доведено.
3ауваження. оператори 0o,0t ,G i D не можуть утворювати

;р\,'. Т&К ЯК

tG D]- ,\(2,m,.tg - 1)G - 2e"'*,,Ou.



Вшпаrдок 4.

Те.пер розгпяне\,Iо п ять оператtllliв :

do : jfr,a, - #,.С' :.1udr * *r,,,
\(1.92)

eb,rr. дифе-

(1.93)

D - 2r()00 *.TrOr - u1u;П: rij0о * rort0r * 17(r,,u)0".

. Iасъrо TaTti rtолдr,тацiйнi спiввiцношення операторiв:

[09,01]- g.

[0о, G]- )0r i

[01, G1- g,

[Eo,D] - 20о,

[Е,, D]- 0t,

[G, r]- -G:
[ао.П] - 2to0o f .r:ld1 -[ r/od";

[dr, П]- rjoEt I 1710,,:

[G, П1- (,\r9r71 * li,)0,,:

[Л. П1- 2П + (2ro,i1; * r:Lrlt - tLl]tl - ц)0",

lIIоб вIIзначитл rl(r. u ). треба розв'язатI,I нескладнy cllcT
:цiальних рiвнянь

( цо - -u;| 1.
1 //1-r.
] )r,,r,7, * l/,, : 0:

[ 2.,о,7о *.-t,t l|1 - l1,1|,,- // - 0.

-Iст,еNIи (1.93) виппивас) шо

:L: I
4:т-;Гi;u,

:_{ie. коордлIнатлI оператора (1.71) бl.дчть такими

[ (u : u.,,j -| 2кtu * /о:

,l {' - (о.о + Kzt * )9rо * rlr,l (.r, \
[ ,/ -,,[i - -rg,,)- Ktt I g.
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фr-нrruiя F(u, u1) повлrнна зirдовопьнятш сшс:,те\,ri трьох рiвнянь

l ЗГ + F"ч * 2П,,u1 : 0:

l Г, * )lrt :0: (t.g+)

[Л,, *)u-0.
' :]в'язко\d с]истелrш (1.94) с;

F - -r\ tt tлt,1 .

Teopelury доведено.

BlIKo1_1mcTtI€:\,Io опеI)аторlт аrгебрш iHBapiaHTHoсTi д.rя внаход)Itення
чних розв'яэкiв 1эiвняння (1 68)
.lотtа.пьно HeertBiBa.reHTHi анзаци, яrti побrдовано за допоNIогою опе-

-opiB алгебр (1.69)-(1.73). вiдповiдно мають вI,IгJIяд

) \ ,, _ l,., \.(l) ll: , {.l',, - b'.t't,l.

Il ,_2l,',. , _lt_ 2 \U) 11 - Т,/' -Г ; l,TJ'; -./ l/ .

\

3.\ а)
ь)

]. а)

ь)

с)

ц : ,-\.t.l - l,..r.1 1:

LL - l;r ""' * ; (A,^e'П,'( f A;lr;0 - J1),

p(ro - krt);

(1.95)

T..+;(b..N -r,r) ;

А' 1 л/ .\А- 1

.\ , ,fi,
__, 

_ .l'l - /,',l',, 
.

V,' [l

а) 1-p(;r:6-Ё.r,1):
, ')l. .) \ll) ,, - .i.l,u * ,", (l,,,; - .,,t ) ,

..\ ,,_Lr l ./.,t-Д,.,,,\.() ''-r- Л,\-7-7.
11) ,,_$+ ,l'()*'_+ _1 лr ,).(l/ "-r\А, 1 ' r /Т, l ' |.,l*иr\*J,

,..tf 
.l'1 t ь'1 V,

, _ J', - п.''u

)l 
-

ll 
-

,1,1, 

-

)l,

:).

х.)
t)L



- ; - JoBixbнa дIIференцir,rовна фrrнкцiя.
flrtTTIo анзаци 1.3-1.7 пiцставити вiдповiдно в 1эiвняння

-. Uо * ul1 : Л(u,,tl1).

Itоли Л(,r, u, ) - довi"тьна длrференшirrовна ф).нкцiя;

]. uб -l .\utr1 -l tll t - ./(,ir1).

коли /(", ) - довi.пьнir дIтференrrirrовна фчнкцiя;

]. uо *.,\ttlt1 * trtt - f (.11J+ /?/tl;

=. ,uо * ,\,u,ui * tltt : rr?'2:

-,. Llo * )ilu1 f tz11 - 0.

ofep'imx,{o c_,\,KvlTHoc,Ti peJ\-IioBaHlrx рiвНянь длЯ знаходrriення ф},,rru-
-" Y,

-. Д';+,-:Л;.;,:
l

k2; + .' : Г\ ,_,. ,- )l

ф-^;i++-.l(уl);

), r.) ..А';+r':Л( ..)),
; - );;+ lt, - llli - .ft;),

(1.96)

r .) ..l.,- л l л 
-пr-Гr-

'i_\'."-L
у "Yr I

'ir \'. l-Y l "YY \,p"l';

I]. Гl л l\./ \r. г /.
.) /.Lh 

- 
/'l lt.

^ 
- J \r ),

.1
|Yw, - )ч -

trr)
t)t)



, 1.5 Узагальнене рiвняння Кортевега -де Фрiза
,згlянеNIо Yзагi],льнене рiвняння Ксiртt:вега - де Фрiза

trg f z\ilt/1 f |1111 : Л(tr. tr1), \

- *,,Л:0, 1:

(1.97)

F - довiльна_ l1 - u(r). -r : (16, t]1). t/ll - 0,,,Lt.0,,

_-, ф еllенцiлiсlвна ф).нкцiя.
Jобре вiдошrа NIilKcII\{a.rTbHa аr.lтгебра iHBapiaHTHocTi класичного piB-

: ]цня Коllтевега - де Фрiза

(1.9в)

(1.101)

D - 31906 * .гt 01 - 2tt"Ou.
(1.99)

В uьом1, параIрафi проведена класшфirtацiя сиш,lетрiйЕих властIlво-
lI 1_1iвнянн.я (1.97) в r]a.leliнocTi вiд фl.нrtцii Д(u, tl1): сил,tетрiя цього

f няння вIдкорIIста-Iна J.lя побlцовr,т анзацiв i 1эед1,.кцii 1эiвняння (1.97)
_звшаIаIIнIIх дtтференrriа.пьних 1liвнянъ.

_tIac ллiстr€] тверJr{L.ння.

-еорема L.9 Mr_Lнc,ll,,lvt,Oлbшcl, а,леебра iHBcl,p,icbHm,Hocmi рiв,няння (1 97)
,I 

l iп | mь(,я 3 о tle p(l пt o1l ib

-, do, d1, (1.100)

я,к,ll]/о Л(tr",,r ) - ioBi,,,tt,H u i),ur[)cpe,H,tti,ttoB Ha, rfll,нхtуiя ;

!, Ео, 0l . G.

ялiu]p Л(,r, ,r, ) : f (rrr) ,

d, f (rr) - dовiльнсt duфе,ренttiitовна фунжцiя;

як,Lцо Д(tl1) : ,\,r?/'.
-- r)вещення. НехаЙ

{ - €О(,,., u)Oо * €'(r, ,u)Er * ,r7(r, u)d,,.

(1.102)

( 1.103)



ЗIIItорrтстаемо vNIoBv iHBapiaHTнocT1

-ора (1.103)

r [,,1., *..\utl1 + u111 - Л(rr. u1)]

рiвняння (1.97) вiдносно опера-

tt111-Л-u9-),uut

: (Оry + т (,\tt1 - Л,)+ 1ll(ltl - Л,,,)+ 11177) -0.
u111-Л-?t0-)tl,al1

.]е

url lh * ц,,uо - {Ju, - €JtllLlg - €3,,u - €!r3,
1ц чt * l]u,,1. - €i,,, - €,1(,rr)' - {?rо - {!trulii;
11177 - r7ttt * 3,/urrrt1 f Зry,,,,1,t,] + 3l7,,, tl11 * //u..,.uu? + 3ry.,,,tllrrtt*

*l7,,tl111 - 3ý!tr611 - 3ý?,tlgi - 6{!,,lrt UtlL - {?trtr11 - €,1,,,_,,,1-

-3€9,tu0 ut - 3€l],,1,,],,g - 3{!1 tlil111 1 - 3{!,, tr?,u11, - 3(!,ul tttot -
-3€!t/lug1, - 3€!,tllrlg11,, - {l]u9Li111 - €:""rlg,u,] - 3{irurr-

-3€i r.r rrr€irr u1 - 3ý|,,, tl? - 3€i.,," r,f - Э1|" t/t ut t - 6{},,rr]?ltt -
-3€i"?, - ЩJrlltl111.

_ ЗШеппк)к)'Iш (1.10+) ,за степсня\III t/1, ощ€рzlivе\Iо вIдзначапьнi piB-
- lння дпя коордIIнат оператора (1.103) та фrlнтtтrii Л(,rr. tzr) :

с1 - п. с0 - с0 - rt. с0 _,rc|.(,l - U. (u - (l - U. (rr - o(l.

l/r" - €]r, li,,,, : 0l th l tlltt : 0:

l7(..\t1,1 - Fч) + ()11 - Д,,) (,l, + /i.t11 - €i ,,,) +

+ ()uul - Л) (3€i - ,/.) 1tl1 (3171,. - €о'- €i,,) :0.
Tofl\,: вIIпадк\:. IioJII \IaIicII\{t-1.1bHa zt.лгебра iHBzl,piaHTHocTi шредста-
, на оператор2[]III 0u. dr. IioopJIIHaTa\III оператора (1.103) бrцуть

с0 
- 

.t с|ч -trUl ч :d], //-0.

(1.104)

(1.105)

( 1,106)

]

_-:став.пяючи (1.106) до (1.105), бачlтлцо, шо воно задовоJIьня€ться
.: ]oBiлbHiii фчнкцii F(,u.,rr1).
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Iiо.цш \{lLKсTT\Itl.]IbHit а.lтгебllа iHBapi:rHTHocTi рiвняння (1.97) складас
-ься i] oшepaTopiB dg, Et, G, то пiдстzIв.]тяюаILI коордпнати

(":0. {l:ru. ll :I
: , (1.105). одерж\.сtчrо рiвняння д.ця визнааIення функцii Д

гrпItt-U.

-,,1гё.]IьнIIл'I розв язItо\I 1liвняння (1.108) с,фl-нкцiя (i.101).

( 1,10s)

В TpeTbo}/Ir' вIlпадк\.,

.0 .)_ .l( : .)./'U. ( : .?, l. ll _

,_:с,тавляютIп (1. 109)ru ( 1.101 l :u
:- rc,Ho фчнтtшii /:

ittlj-j.l:0.
_ лга.fьнII\I розв язIiо]I (1.110) с фr.нтtцiя (1.102).

Ъореr,tr, доведено.

.lокально нееrtвiва.lентнi анзаци. яrti побlцованi аа а;rгебра\III
_.100), (1.101) та (1.102). вIIг;]ядатIINIутrь так:

i. rr: /(J-з - Ar.l);

].
а) tr : /(.Ig - A,.rr );

1l) u: /(А".3 -2"r:1) *A.r:6;

(1.111)

,-)
.).

а) tl: .,-(.r.u - A..l 1):

l,t) u: р( kl,i - 2.r:1){ А,.r9;

с.) ,r, - .ri'l''я[r,u ''''(r, - krg)] * k,

- : - довi,lтьнzr дlrференцirтовна ф,чнItцi.я.

Пiдстав"tтяючll анзацLI ( 1.111 ) вiлпсlвiдно в рiвняння

^. lro * tl11l : Л(,rr. tr1).

колш Л(tr. ul ) - дсlвiльнаr дтлференцiйовна фчнrtцiя:

-')tt. (1.109)

( 1.1()5 ). прrrходIIN,Iо до рiвняння вiд-

(1.107)

(1.1 10)
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2. u9f .,\tltr1 }tz111 - f(ut),
Ko.пlI ,f (",) - довi.пьна лIlференцiilсlвнil. функцiя;

,]. rjo * )tttt1 * ttttt - ,uil;З.

:Pp}It\,I€,Nro Ttlrti c,\rIi\.пHoCTi редr.rtованIIх дlтференцiальнrтх рiвнянь вiд-
:- ,('НО ф},нкцii ,,r:

р - kpp - Р:З ф- Л(я. ;).1.

2. (1.1 12)

?.J.

,l
1

д,

-т

_рЗ
k-2

,ь5/3

ф

4

.7
ч 

- 
л!U

r " r .l,лJ у -гr r

'.- r-, л ;,\.
ч- l l l,r,YJ,

I-r l,_ z \r ].

'-- 
Гl л :\,

v- l L l\r.ril
г'\

- r \ т l,,'л .)_"+_*;_0.
.J .J,

- kрф

у +ff
-L b,n 

-| ,YY

_.,rцо розвtязатII I)efтKoвilнi рiвняння (1.112). то. викоршстовyючII
.,rповiднi анзацrr. o.]eI)iItIIfIo розв'язкш рiвняння (1.97) з вiдпсlвiдни\,{и
._ riHiliHoc,Tя\{ш.

57



Роздiп 2

Умовна iHBapiaHTHicTb деяких
рiвнянь параболiчного типу.

.-,_,Ёяття ),l,roBHoi iHBapiaHTHoc,Ti розроблялося в роботах [1], а де-
_ 1.-тbнo цеr1 l,reToJ опII(,ilнсJ в \Iонографii |65]. \,{етод y\,IoBHoi сшшrс,трii
--.t, \Ioilt.lrrBiсTb oJepilizlTTr TaTti пiдл,rноrrtIIнII розв'язкiв дlIференшiа,rь-
.__х рiвнянь. c,Il\reTlliя яItIlх шIIршit, а iнодi BoBcibr вillэiзнястьсlя вiд
.::,reTpii Bc:ic,i \,IHo;{IIHII розв'язrtiв.

Цеr1 роэдiл lITc,e1_1Taцii прIIсвя.Iено вlIвченню i зас:тосуванню yNIoB-

. r iHBapiaHTHclt-Ti. З шiс,i To-IIII,I зор},r доспiдженi HeлiHii,iHi 1эiвняння
_-lфl-вir. Нав'с, CToKc,tr. _lвсlфtrзнсli рiдlтнш. lЗа опеllатора\,{ш }rlt,IoB-

- i clrшrclTilii знаIIfснi iHBaliialHTIr i побl;ованi анзатIII. ва допоNIогою
1:.IIX Не.ТIlНlИН1 РlВНЯННЯ O\-.III РеД\iliОВаН1, ШО ДаЛО 3N'IОГУ ОДеРЖа,ТИ НОВ1

]. _ilc]trI TO.Iнtrlx розв ,Iзкiв цrrх рiвн.янь.

2.L НелiнiЙне рiвняння дифузii
_' r;зг.тIflнслдсl He"TiHiITHe рiвняння дIIфr.зiI

Ёl(tr)ug -l rrlL : F(tr), (2.1)

_- tl - rr(r) € Лl,r - (r:11.r1) € fr2.fl(tr) i Л(tr) - довiпьнi гладкi
_,.,нтtцii.
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Час,то 1эiвняння (2.1) доспiд;iчють в еквiва.центно\,Iy вrтгп.ядi

trg f 01 (f (r,)trl) - g(tr). (2.2)

art. нап1-1иIi.пад. в роботах [2а]. [11] доспiдхtена лiiвська iHBapiaHTHicTb
_эr)г(l рiвняння.
З 1lоботах [39] T:r [-19] Q-vr,roBHa iHBapiaHTHic,Tb 1эiвняння (2.1) бч.trа

_ }с.liджена прII H(tL)- 1 i довirьнiiт фr-нкrrii Л(rr) та ff(tr) - } i.
_' rr) - g.

Нсхtrй

Q = .4(л. tr)d0 + B(.l.. tr)di + С'(.т, u)d,,.

-, -f , В. С,'- гладrti фr,нкuii. :ттферсlнцiшншлi ошсраlтор першого порядк\,r)
]::rIш дiс, на \IноговII:i (.r,. u) С Rз.

_\налогi.Iн() до |29] :оводI,Iтъся Teol-le\ta.

Теорема 2.L Рiв,н,gн,но (2.1) Q - у,hl,овн,о iHBapia,HmHe Bi,dHoc+,o оп,е-
,llll,o,pa (2 ,У). я,h,,lI1|о фчньпцi,| А. В.С,' зас)сlво.пь,ня]о,пlll пl,аwllло ,у,л4овам,:

Еипадок 1.
,tltt, А - I):

А + 0 (не в,mрачаючu заеальносrп,i ,лпоэtснсL покла-

В.,., : 0, Cuu: 2(Вr,"+ НВВr),
\ВuF :2(См+ НВ"С) - (нво * Brr +2HBBt-l НВС), (2.4)

Ctr - (С, - ZBi F _ НС0 + С11 + 2HCBt * НС2;

Вrrпадок 2.
,rttt, В - 7):

_{ - 0 (н,е впt,рrl,,ч,а,ю,ll,Ll, за?O,п,ь,ноr:пt,i, ,л,tож:на п,оNла,-

(2.з)

(2.6)

сF-с:"F - HC,o*C,11{2C.C;tu*C2C;,,,,*+(д - с,с,,, * C,t) (2 5)

_]оведення. Запrдшел,Iо yмов\. Q-)rMoBHoi iHBapiaHTHocTi

,5'=0

Q u=0

QS - (_),
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re .9 - Н(u)uо
ВrIпадок 1.

З 1liвняння
.IaTmMe вIIг.fяJ

*,rrt1 - Л(lr). Qtt, - --lu,o -| Btt1 - С,',

ШО L/g : С' - Blt1. тьдi умова (2.6)Qu - 0 виппива€,

ГН o,i+ rrr7 * (Ё"о - Л) С'] :0,
-. r, D--{/l]-t -, U1

п1l-F-Н(С'-Д,r,)

-t r

Or1 - Со * C'r,Lt,g - B,,l11ltl1 - Bgtl1.

IIц - Crr* 2C:lutt1 f С',,,,.1? - Bllt"1 -2Вбi| - B,',,tl|+

* (C'u - B,,ll1)lrtr - 2LЛr * B,,tt1) ,,tt.

_]ilс:тавпяю.III (2.8) Jo i 2,7). o-tc:pжLI\Io

Вчuu'| * (2Bt,, + 2I-I ВВ,, - С',,,) ,,] + (3В.л - 2Сп,-

- 2Н В,,С| а Н Bt. * Btt * -l2H В Bt * Ё/ВС') ul + (2 9)

+С:i - (C'u - 2Вt)r - НС'о - С'п - 2нс,в1 - нс2 :0,
)c,Tii"TTbKr,r фчнкшii В.С.'не !]a.le)IitrTb вiд u1, то э (2.9) виплLIвас (2.а).

ВrIпадоrr 2.

З рiвняння Q r, -
{/ [l : C't * с,с,.,.
lл{g : H-r (F, _ C:I

]iючш ана.лtlгi-tно яlt i
Teollerrr. Jоведено.

0 ofep}ItшNro С'- u1. Тодi

(2.7)

- с,с,,,) .

д.lя BIlпat.]rtr, 1. одержусл,,rо рiвняння (2.5).

(2.8)

(2.10)

Теорем а 2.2 PiBH,,s,H,,HlI (2. 1 ) Q
,1пLора

Q:Ooftr01 +Рз(tr)d,,"

yJйoBHo iHBap,iaHmHe BidHocшo опе-

- it.1_1.1, BOI-LO лtае в,uzляс)
\
,\,l

(3.\r * -)rlu f u11
t/

" Рз(tt) - )1tl:] * )u,u2

,\,,

- (2)r * ')&(,,).
U

*,\зu * А+. ),i - Оовd,п,ьнi, сm,алi, ,i

( 2.11 )

-l l
- 

rr I.

б0



.Щоведення.

Cuu : 2UН,

_]з]_]IilI знаходи^4о

н-з..\1 1'\2.
L{

ПiдсT:r,B"тяк-l-ттт В
lF--()н-.)\

L-)

: Il,^(,'' - C'(tt) в (2.а). 
^дaтlllreшIo

u Н ,,)С.' . lLH ,,.,, + 2Н ,, - ().

),F: |2.\r -| :;Pllrl).
tl

- - ()1) €\,I\' ДоВеДсно.

ВикоlэистасN{о оператор (2.10) :rя знахо.:rliення розв язIiiв рiвнян-
__:r (2.1i). Анзац, яKllli оцер,ttано за .]опо]Iогою оператора (2.10), \,Iа€

..1ГiIЯД

t tttl tL
" l 

-.-(*'),'l 1- J Р.,,(ч\-
r гttt.. l

ll ," J P1(ll)
(2.12)

iнэац (2.12) I)ед\-к\-(, I)iвняння (2.11) до звtт-IаI,lного дшферецiа"цьного
_вняння

_зтегрl.вання рiвняння (2.1З) запе-,ltrтть вiд виг.тяд)r i(opeHiB полiноN{ч

i,,. \4о;лtллtвi c,irr с\-тт€,во вiдlriнншх вI,IпадклI. Наведешrо гIо одномv
_рпк.хаду д.тIя Iiо}Itного з ншх. Iio;rteH прIIкпад rтодано TaKIINI чшном:
]IIгпяд полiноъrv Pl(tl). pe,t.vKoBaнe рiвняння i розв'язок рiвняння (2.1)
, вiдповiднII\ILI Hc:.riHiI,1H0 стя\,,III.

1. Лr(rl ) - (il - ] )'t. (r^ - *, \') - 
,2"L.

(2.13)

2. Рз(r) - (rl f 1)1rr - 1)2. tlr(я--",)-1-

1\
-l- ;,r -l- --r----- ) tr -, U - I/

-th(ro-.r);1JotJ'lt6_1 -tl,

pla'

('о

б1
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ехр3 (rr - .r:o) * 3ех1l (,r:1 1.r9) 1 2'

3. P;lQt,) : (tL - 2) (u'- l) , ех1l3 (р - -) - 3ехр(f -l *,) : -2,

ехр 3 (rr - ло) * 3 ехр (rr +.ro) - 4

Рз(u,) : (u - 1)(,r'+ 2LL | 2).

3сos2(p -*,) + -1sirr 2(; -;) + 5 - 2ехр ( -2{2р* 3-,)),

1

5.

ь.

&(,r) -(u-1)'.
&(t,) -u2-1.

&(u) -."+1.

i : -,: + ln;.

l : 1rr ch;,

l : 1rr COS !{r',

u _ 7 + ехр (r, - "о) ;

сhrg - expr1
shzg 1

{. t/_ - cos rо * ехр tr1

sin.rg

Теорема 2.3 Рi,вняння

t1,0 + .lt_111 - z\ltt f z\2. i,\1. r\2 - С:ОПst)

. - !/"\NoBH,o iнвсtрiанпt,н,е BidHocHo операmюра
a.1

Q : do* -dr + (^1ll f .\-, с),.
.I]1

Jоведення. Яrtrцо знаrlти проfов}кення оператора (2.15)
:-_,_,I нё рiвняння (2.14). то бtце\Iо \IaTII

Q(,,о * urltr - )tu - )z ) - (']',',- jЦ 
+ ]), + 1Ч),\,i ,/'1 -' t u l ,

х (rlu * tttttr - )tu - ).: ) - (Ц -Ц +.\l * +) "\ .,,f J'l 'l ,, l "
( , lr \х (llu + iiur * Аru * lz) .

(2.14)

(2.15 )

та подiяти

, :обто

Фs _ 0,S + ýQu,

ехр(-3.rо - 2.гr)-l 3sin(;r:9 - r,,) - cos(r9 - J1
ехр (-3.r:0 - 2.1,t') - 2 sirr (r:g - ,r) - c:os (rГ:Б

6,2

].



,r,, i т}леба б,ч.;Iо довестII.
_\нза-r.ц

)1rr f )z : ехр ()1:rg)p(";).

Io одер;Itано за JопоNIогою оператора (2,15), редуцlrе 1_1iвняння
-, ) звtrIтIайногtl дIлферецiаrьногtl рiвняння

; : 0. Q.I71

_)ilзв'язёвши 1liвняння (2.17) i заr,тсlс)/вавши анi]:tц (2.16). знаходrтrtсl
, l;3g'gljбrt рiвняння (2.1-1):

(2.16 )

( 2.11)

(2.1s))ltr,*,\2 - exp(..\1r,;) 
[., 

(,,- z\2t]9 - 
^,+) 

+.,]

Наведешrо ше деяtii р ез\,.тьтатт,r Q-rrl,toBнo; iHBapiaHTHo cTi l)iвняння
!,1) Реlзl:.lьтtlтIl ,запттс,анi в TaKoNIr' поI)ядItll: рiвняння (2.1). вiдповi;-
_;III опеl)атор. анtsаш. 1)cJ}-troвirHc рiвняння. розв'язотt рiвняння (2.1).

1. (),,r'* r.2) tl11 f tl11 : ,'\зrt3.

Q :,\.:.,,idu + 3"гld1 f 3,tt0,,,

.. ),z ..Z(l -.l lг,__, _.|{) _T.,t.

\]
Д t-2; * + .' : ,\,, .,".

(,.\1,r2 *,\r) ttg f tllt : ,\зtrЗ + 2tl.

Q : \l (1 1 c:os 2.r,r ) Oil - 2 sirr 2:c1O1f бu0',,

tt - ctg.t,r'i(;),
,l

*, - t ,,u f lrr birt .i,1 .

: Q.: lол,2)1 .'z,_ \ .:t
r - Jr ,I- LT - "Бr r ._ ,\j{r

()ru' * ,tr) ug * ttlt = ,\з,,'j - 2,,.

() - \l}o * 3tlr.r,, О, - }{-О".
C'll- . t' 

1

tt - cth.r:rf (-), , - *.,,g - 1rr shr:1.

2.

D.J.

; + З; + 2,-- + 3+ ;''; - l,,,".



.1. е''ug * tl 11 - 6''/.

Q -- .t:1O1 - 2О.,. ?l - f (.],u ) - lrr.t,f .

.,;' r .) -.i. tl _ltr':!2, rt/-| . {1:IIII

Q : Ot+ tg+r". tl - ;(.rl0 ) - 21rr.о, Д.2",'r\.'U/_---\]tJ"2.

1 e,t'rl ,1
пт'^ l -,J. u_ltr' -,,2,( r -г - - 

r . U 
- 

III- ,),1,|l (.u=- т

Q : О,1 lJLlr,, ч: i("/.u) - 2ln c.lr}.2 " 2'
1 eJ -+l-'-- --{;. t1 -1l'r .) ,ТТ

.,\ttt.t,6 -l trtt - ,\tz2.

(а)

(ь)

(.)

(u)

(ь)

Q - оо+ (,,* *) '",
,?;-6(2)-1)р-0.

1
tl: r ,r*"''";(l.r).

^.r,l

_: II'(r,) - фrlнкшiя Веlтсlэштрас,а. л\(.,-) - фr-нкцiя Ламе (дшв. [18])

б4



ý 2.2 Рiвняння flaB'e - Стокса.

Як бупо зазначено в ý1.1, пiiЪська симетрiя рiвнянь Нав'с - Стокса
(1.1) добре вiдома з [6а]. В цьому гrараграфi доспiджено yMoBITy си-
метрiю rдiсi системи.

Р сl вг.п яне\,Iо с, п о -I a-t T,Ii\: о JHOB I,I\ Ii 1э ншr1 в LIп адок .

Прш.,,- (.г0..t-r) ,u.1, - 1_1(;r) crrc,Teпra (1,1)мас вигпяд

I uu + ut/1 f Au11 f F(р)ц - Q;

\

I ll,, * lll)| - plr1 - 0.

Огrеlэато1) v\Iовнсti iHBapiaHTHocT,i бlцемrо шyка:глI ), вигпядi

Q :,{ (.., р. rr) d11+B ( JJ. [),u) 0r *С' (r, р, u) 0r+ D (r, р,,u) Du,Q,20)

-е -{. B.C:.D - гrа:rti фr.нктtii. .ЩлrференцiальнI,Ir1 оператор першого
_()рядк1, Q дiс, на ]Iноговлrдi (,]:. p.ll,) С Л.r.

_ Iac лriс,це наст\:пнi1 Teope\Ia.

Теорема 2.4 Рiвнян,ня (2,19) Q-yJvLoBrLo iH,Ba,piaHпl,Hi BidHoclo опе,ра-
|ор0, (2.20), ,яNll|о фу"п,Lli,i'-Ч.В,С i D зu)ово,пьняlоrпь c,ucme,vti d,Ltфе-

,,H,LliO,пb,Hu,r рiвня,нlэ б сld,но,м,,ц з H,a,(:пI,yt,L)t,ll,,:I| вuп,о,с)ъ,,i,в:

- -:+ 0 (,не в,mрOч,аючlL зl,?шпьнасmi JчLож:н(I ,rlo+лacmtt ,Ц - 1):

1. BfLL (2.2|)

-Bl{|rc"(B-ti) - с,(,в"+1)] *с,,} -в0 -BBt+D+
BDu - Bur) + (Dpp - D,,iz) - g,

=+{ [r*f,,U-,, l] +i-,'B(, lDoll) (}. -fC',,-
-D)+ {}n,,,C'" * ,)r'' 

(D,,,, -2Bl)+f,[Bl,.r - D+Bo * FC,,*

-.\Brr _ 2^DIu*2Bt(B - ")] 
+D11* DlLl- FC't+ADrr*2BlD} :9;

- 
-_С|,,(В 

- ?l) - С' (В,,+ 1)] l С'о + C:,,D* Cr Lt. I Dlp {
-С' (Br * С',,- Du) : 0,

(2.19)

б5



F t* (в', - 2) + 2с,,] * b[zc, 1в - u) + }*@, - Bl) -
-rci] +зD+f*}*7о"UТ@-u) * o]rB-,,) +гс,}+

-в4ао,{Ьrr,(в - u) - с (2 - в,,)] * с,,,- Br * +} -
-+|Fр + (В - LL) (2В - ,,)] * ){ 

#В,,ю'' 
(u - а) + Т", lB - tr) (2Bl,_, - D,,'1 - С;В,,,,1 +bl2c'(Blp Dp,,) + (В - tr) х

, i2Dy,- в1,)] + zпr\в,-с,F - Fс!р+ D"F - +В0- D+

-FС|',,) : 0:

З р'а (2Br,,1l) (В - rr)-l В.," (В - ,,)2 + Вrр(2 - В.,) -
-BLaO|o2 - 0:

,f(В - ,,)' n,t-rг uu,, -| |rz tB - u) Du, + Q - в,) Dr] + пrr| +

\В- tt |3C'(B-ttlo .)г;-xft_B,,,, L'2L2('Bru- Btu(B- rl)] *

- 1l|2CBrr-2Brr(B - tu l]}- g,

- l Dtu - Fсу + 1(Fс:,, - зD) + .\ (#n,,,,- Тоr"+,,,) - о.

' 
+C;,,D - C|'D,,- C|C'plC'llLI Dlp -'$ _ О,

f + Du - с,,,) (,г - 0.

1i -{ - 0 (r, вm,ра,чсLючu зсl,?.а,л,tlltостпi,lчl,о:жlLа по,N,пасm,u В - 1),

В-u



Dil * FC|D,, l Dtu - С'2i - DDrp+ (,\Dp - л) (Сl f C|',,D -f СС11 а
-l [D, t * D (2Dt" * DD.,u a2C.Dy,u) + C'(2Dtp+ C'Dpt)] + л'- о.

гс;с,, - лс:,, (Dr -]- DD,, + CuDt,) + л (2с' + D"t)) * Со *
-('1tl * Dt1l:0.

Щоведення.
Вппадок 1. ГIрlr А - 1 оператOL, (2 20) r,rac: вIIгпяд

Q : 0о + В (I . |). LL) 0r -| С' (r. д.,, tl) 0, -| D (", р, u,) 0u,

тодi

Qp - [lo* Bl,, - С':0,
Q,u- tlg*Btr1 -D:0.

(2.22)

(2.23)

Загrишемо умову iHBapiaHTHocTi системи (2.19) вiдносно оIтератора
t 2.22) :

QSr -о,711 lL7ltt |..\ l1lil l Dlt1 - C|,iPr - Л 1ryO - 0

QS,, _О1701 Lll0tz* IцI[l* Dpr+ Ctr1 - 0.

_]е

(2.21)

St : uо * tlt11 f )tzt1 f F(p)pt;

Sr: ро l LLp1 ! ptt1.

ur/' Do * D,,ug l Drpo - Bout - B,,tt,gu 1- Br7lout;

'ri' Dt * D,,tL1 * Dppt - Blut - B,,tL| - BrцtLt:
оriо Cir * C',,1-1g 1 С'rро - Bopt - BuLIgp1 - Brpg{l1,

' 
r/о C|t -| C.',,LL1 | С,',,р1 - Btflt - B.Lltpt - ВrрЗ,

'rri ' Drr * 2D1.,t1,1* 2Dtppt * D,,,,tll12Dpupttrt f D,,ttllf
*Drrpi * Dpptr - Bttut - 2Btuu| - ZBlp[ltl,!l2Bp,11 - B,,.u,t_t,]-

-2Bp,,p1|,,i - Brr|riul - Bpptltlt - 2Bryllull - З-Вuulu11.

ГIереходя-ItrI на NIноговшд (r, р. u) rracш,ro

/lоо* ВРrrr- L1, [)01 l BPt|- L2,

?loo*B,tzg1 -Lз, U01 *Brrl 1:L4.
pot*LLptt*puп:LB.

б7
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-]€,

Ll: Сu * Cn\o l C'619 - Pt(Bo * BrТg * ВuUо),
L.l: Cr * С|rр, { C',,ttl - t\(Bt * Bppt + B,ur),
L:з: Dо f D,,Jl11 + D"tlg - llr (Во * Brllg * Л..116) .

L+: Dt * Dopt l DuLl1 - ?-l1 (Br * Bo[lt f B,.,lr1).
r-1-г, : - |) 1llц - 1lU ll 1 ,

т - о-.Lri : -'[)1lt1.

_к,lаде\{о CLI(,Te\I\- riHiliHrIx рiвнянь (2,2rэ) вiдносно дрYгих похiднr,Iх
|r-Hrtuilr р та U. Ця crrcTerra бrце сl-Mic,Ha. KOJI,I вIIконYватшNIеться
],IoBa

L5 - L1 - LtLz * BLB - рLц: 0.

Зrrберешrо вiльнl. зrriннr, р11. Тодi

(2.26)

{)00:L1 -BLl*B'|rr,,
Pot: L2 - Bl,rt.

?/00: Lз- BLl-| #Г16- L2 + ( В - u)prr] ,

t/i_11 - La - |rr, - L2+ (Д - u)plr] ,

tt11 - |lrп - L2 + (В - il)prr] .

Шоб BIтзHtITIIITII пеI)шi похi:нi ф}rнкцiлi {) та u. ск.цада€.\1о CtrICTeN{\,,,

-]р\"гого 1эiвн.яння (II(,Tе\III t2.19) та с:истечrlт (2.23). OcKi"rbrtlr ранг
-epr(?lнoi сис:теtчrIr 3. а ltirbKic,Tb зш,riнних - .1" то буде одна Bi.TbHa
. -liHHa. За як}i BBaiItaTII\Ie\IO 7;1. OT;tte. NIa€\Io

( |'u: (' - Вr,
I

{ 
,,,: |,KO-tt)pt-C'1 (2.28)

| В ', r-[,,u- D-i, [tB- ttl7t1 -('],
Розв'яэr,ючII одноаIасно перше 1_1iвняння сIIсте\ш{ (2.19) та ос:таннс

зняння с,I1ст€]\,,Iш (2.27) 1 визнааIае\,{о

(2,2i )

,,, - В,,р1) [(В - tt)и - С']+ (2.29)

ptl - 
"Чi* 

[r, + (В - ")'] + {(с" - Dp- вс)+

++t(Л - Lt)pt -С'] +

*C'l*C'rpl-B1[.ll-Bp
bt,

,чl

/,1 l
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Пi;ставЛяючII Plt З Q.29) в (2.27). одерr(.Ч€j},Iо BJrpaR Bcix iHmzrx др_чгих
rохiднr,rх аIеРеЗ Pi. Потiл,t, пiдстав.lтяюаIII вшразI,1 Bcix похiдншх аIерез

'l В (2.21) Та \:\{Ову c),'lцiсHoc,Ti (2.26) i розшеплк)юаIлI цi рiвняння за
тегIеня\,Iтт р1, одер}к\rсл,ло 1liвняння ( 2,27).

Вr,rпадrtи I Б Tzr, II доводятьс,я анtr.погi-лно.
l_ r: ор €NI\,' ДОВеДеНО.

].пя того, rцоб вшпIIса,тI,I оператсlр (2.20) необхiцно знайти розв'я-
)Ii CIlCT€Iurrr (2,2I), шо. o,IeBIIJHo. в загальноN{\r вIIпадк\r зробити не-

.:iJ/tJиBo.

Г{рlI деяIiих 3натIеннях фl,нrtцii F(р) вда.]]ос:я энаi.iтlт частковi роз-
: яЗIiш цLIх сшс]теr,t i за HII\III побrцчватлr Talrti ошераторII:

r

Д - .,\;

Д -.,\;
Л - ,\/.,;

F - -k2p,

Л - )р3;

F - f(p);

Qt : do * tl0r * kp27r:

Qr:.r'odl * iaar* Eu;

(),, :,,,u0t - Ч\0, * d,,,
,l,,l)-

Q, : (,,3 +,,,2) ф + ТOr* roE,;

Qb:3.r,;d1 * #U,,+ d";
|.

QB:.t-ldl f tld,,:

(2.30)

F - f (р); Qr: Л(7,10r t Jг.
-- ), п,t,. k - довiльнi константII
)ператорШ Q; BIIKOpIICTaс\,IO .]rя псlбrцовII анзацiв. ред}.кцir та зна-

- rJzIl€HHЯ ToaIHIIx РОЗВ'ЯЗIiiВ crrсTerrlI (2.19). Orep;KaHi I)езyльтатI,I на-
:,feHi ншжче в TaKoNI\I порядIil: - анзац. PeJ}.IioBaHi рiвняння; розв'.язок
-])rKoBaHIlx рiвнянь i розв'rIзоIi (.II(.т(.\rrт (2.19).

r ,. l - .U
)Y -Y
I ;'- -)r,r,1;0

Oпt,11aTtl1l Ql Л-l.

1 
.l,оu - /] : р1 (,,)

l,u*}:.U{rl)
l р'- Ф(u)

I яu - Ф/(&)
t ,оr, - .li1 - Ф(tr)

lr,о+?-Ф(u)
б9



i )ператrlll Q.z: Л - ).
.l'l t .U ll, - 

--------I -I- т \.r Uii/i.t,a
,, 

- 
.?'l , л)t ,.u: .,\, +;,{.?,lJ l

_l 1, l _ _]/,. \,- - й \. - m tпrOf

;U: ,+,[,- ){(lr r, +ri] +

,А,-г )n

!
t

)ператор Qз;

( Ё - _п.гll т - -,lг
{ - Ju
| .l'l , лl
|.":,,trt,

t

k
"tg

lll .r,, )

,.2 ..0 l ,. _0 , 1 ,l,l tJr -Г ,{ 0r Т ttl,
,.3,,;'+rо',э1 +#:

.1 '#,Р : i?о [,,, -
х (lrr.r]11 * 1)+ с] +

1/ _\1,, :й (,,.*.''r -,р

-0
0

F -)р.

)ператор Qц. F - -|,,! [l,

/]].l'r , ll
|) : _-__:_----_L- t r- i,l,, 

)' А, |r( -l tlt')
Ill.t'l 

lu - --D---:------rТ -г
,1'a + ni - ;l(,r'u )

01
l]:_Ykm

.1 _Ci*r'z"i'ttУ ..| + nr2

^U-fr; + a.U:0
;l + J _ .][lii _ gr t J.() .tfl

l)2 m r.1 ( Л,lt n,2т- -;г\r;г-
/??.Г r \- ,Г + r',l)

,,: l (.r, _ _Vrlr\.{uг r0 )

,,'0 (.r,fr 1 rn2) 1.rбр0*
lil/лl_п-Ттr, - u

',э 
r 

(r,fr + -,') +.rо,э1-

-krzzpO - 0

m2r| - qro
krп (r| + -')

,,о9'-91 :0
3.,,u;" + ],u + Z (;')'

+ рO(rо)

(rо)

( ^t 1 ( _l1llr \
);: п\'|- ,,\, )

] ,,:,1 (Чil- - +f *,,)

I

1

iператор Qь; F:р3.
{ r,' _ ., ] , '2)| .,., , .(l,

JT-#l+'-fi#*;u( lu)

l ,, _ _,1_L + ;l(..o )Iu-зп

I

t

l) -
)l 

-

c:2tlt2 - C|i{
rfi * rTl

/ l.J

-0



I+:
l":,

tr"+
l lt-\r

|[o'p),|p-.l 1 -+-(l/0

1 ,, 
: (": - .L,|l

I j* d(cТ.ir) * .Ц{ _ о
) * lll--,") .'' л()

| (l.?, _L L _L ..0 _ п| ,,-Г-. -Гr 
-U\ iп_с,- w

+
0

+

[,'-frt ,,l

l лu_ /Т 
|

[,
( -',l

Ll.)

,
.r1

-l

9.,j
),1

iT- -,),l'tl

Ж+р0(,о)
Cz

l /,

i()

()пер:rтор Q,r'

я0 (r,u )

.t,ri1(.r,il)

(.l

rg f r-1

1

пТ rr

tr - J(p)

F - f (р).

+ я0(.о)

;О

.1
|о
Io

|о
I"

l р-
I u-

л0_
Y

_]

nl
ll

(я')' - о

(|2

Jo*cl

ro*cl

f]:0
-1

')перtrтор QT:
(r
) l Гt;l\tl 1l,: ,t,,

l 
,-;'(,l l

I
l

I
l

LIерез Ф позначено .]clBirbHr. гпадIiv функтtiю.
}' вrrгrадrt1,, цовi.пьноТ Ttirbltoc,Ti зrtiнних в рiвняннях (1.1) доспiджен-

__я l,NIoBHoi c:mмreTpii пов'язано з гllсlлtiздки\ли перетворенн.flми.-т_ :

JeflIi1 з опеl)аторlв \:\IoBH()] (,II}Iс,Tpti tz-BlTmripHlrx рiвнянь (1.1) lro-
:t\'Ть б}rrrп одер,t{анi безпсlс,г,llе:нirt \-вага.lьненняl,I операторiв (2.30).
-arti rrзагаJьнення Еаведенi HllrK-Te.

Оператор Q n : ./'uOо * ,!-, лJ -г J,, '] F : |l .

л _ 
']*r] - .0il'- .') l 7 t*')

lllф

+ ,i (п*.1) э,: -Ё+J(,-')
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Оператор Qo : Qп * 1).r:rliJ., + !{аr* E,u.i F:р'З
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I.0/,,\Iy \wi
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- (iJr +

+k -iciro + k

+\+
t1 -,\-O/tl

Треба BaзHaI}IIITII. шо n-BrrlripHe \:зага.lrьнення оператора Qr энаЙти
_1t, вJа.rIося, а операт()р Qb \-эага.lьнено чотLIllьrа 1liзнш\Ill способалшr.

Такилr чIIно\I. наrведt,нi peB\:.]ь,TitTII вIitlз\:ють на те. шо рiвняння
i]aB'c-CToкca \,It-lють cxoBaHi cшrreTpii. якi не \{or{l.Tb бу-lц одерхtанi
l,,I Jопо\Iогою а.хгорIIтлrа .li. L[i crlrreTllii rroxrHa вда.IIо BLIKoplIcTaTи
-.Iя знilходження To.IHIIх розв язIiiв .]анrrх рiвн.янь.

rЗ_
2f t tпlап

! j - i -.-о
\ ,, ,;) i-
[;":}-Дrr-,
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ý 2.3 НелiнiЙна система рiвнянь двофазноi рiдини
Лiiвську симетрiю багатовимiрноi непiнiйноi системи рiвнянь теппо-
провiдностi (1.51)

I uo - /(u)Au:
I uo-A,z

бупо розглянуто вище. В цьому параграфi доспiдимо умовну си-
метрiю одЕовимiрноi сис:геми

/ л-

I ,о _ /(u)r,,;
I Uo : utt,

Огlератор yMoBHoiiHBapiarтTнocTi шукасмо у вигпядi

Q : ,l (r,.u,t,)0o * В (r, u. t,)dt + C'(jr. ?l),Ll)d" + D (r. u, u)a", (2.32)

fe J, B,C',l) - г.rrадкi фу,нкцii. ЩlrференцiальнштI ошератор першого
поI)ядк\I Q дiс на \{ноговlIдi (.t,. tl. ?,) С Лt.
\Iarc, rriс:це наст\:пна Teope\Ia.

ТеОРема 2.5 Рi,вн,я,н,нu (2.,91) Q-ц,м,ов,|Lо iн,вttрiсt,нrп,,нi Bi,c),Hoc,rLo oll,ep(L-

пLора (2.,92). я]t,u+о фунх:лtii' _4. В.С.' i D заdоволl,,1tяк)тпtl cLLcйLe,пbi i)uфе-
peH,tt,i,a,,п,bH,tm piBH,.яH,b б оd,н,о,пtу з н,O,спl,,цll,,нlt,:L: вuпсtс)хiв:
I -+ + 0 (,н,е об"lаеж,tlк) lLlL 3(l,?lt,л1нос:,rп,i, ,мож:,н,0, п,оь,,.п,Qсrlr,,tl ,{ _ \ ):

1. в +0

.f с|о - Dtr * nЁtn - ./с) : 0;

.f с,,, * F'с,,,- D,, - D,,f +.iC|+ #(в, + B,f)(D - /с) :0;

.f'' (f В,,,, l2Bu,) + /,в,,, - jB,,: 0;

C'g- Dtt-$tBu*2Dt,.,) - В(2Dп- Вl) - ыЦ(D'ч- 2вtч-

-Bo"'rт",g') -#(D.,,, -Btu) -#(r,,,, - Bu.,#) *

+# (Bn,- r, ) [(.,, - +) "+ 
с (с,, - +)+ л (с,,, - ?) -

+ # (+ -с,) tвв, + с:в" * DB,,l] - о,

(2.33)

/t)



В (C;,,.f - Du + С:,, l 2Bt) - С (fВ,, - В,,) + во * 2Dt, + 3DB,, +

+J (2I)l,,, - вlr) + 2ff (BD,,,, - 2BBIu - DBu,_, - 2с,в.,, ) -
- ыЦ 

( f В.,о I 2в,,,,) + Ь G'.f + D) (D"" - в1,,,) - Sf в,,,, +

+# (BD., - DB,,,,) _ # (B,D _ BD,) 
[(.,, - +) -

+f (с,,,-+)+# (+-с,) {в, +.fв,,)-+(л,+ .)]

-+ [(.,- +) r+с (с. - +)+л (с,, - ?) -
-Ъ (? - с) (вв, + св"+ лв,;] - 0;

в,,,, - 2f в, - в,, * fi QввL, - BD,," + зDв.,,,12с в,,.,)

(Du, - В1,) +2#В,,,, - fi tnn', - DB,,.,) -

4Df
-вт

){
-в

ir (I)B,, - BD,) * u# 
[с,, - 

Da + t (:r," - +) -
с,) tл, + f в,,) -t (оtB\7- | (u, - ,)] -0.

2, в-0
Р - fC:
D,,: D,,,,_, : Dtu :0i
С'о * C'C'u - Dtt :0. ( 2.31)

П. -l:0 (не облtеж:уюlL,LL зO,еа,пь,носrп,i ,l|,l,oжlta поNласm:u В - I): Dg-
tC|uy (Dr * DD,,+C:D,,)(f п,,*D.,- jc,- f'rc,u- fC,") -0;
с,о - Dtt - 2DDL, - 2CDl,, - D2Duu - 2C,DDrrr,- C"rD,,,, * 

(2'35)

* (Dr I DD,, + CD") (fC"* С',, - Du) - D., (C'r * C'Cu *DС',u; - g.

_1оведення Teopе\III аналогiчне до доведення теорепли 2.4.
Роэв'язати cIIcTeNIIl (2.33)-(2.35) в загаJIьномy випадкy складно. а

oT)Ite не вдалося вI,Iши(,ати оператор (2.32). а.ше бчллr знайденi деякi
час,тrtсlвi 1эозв'язrtи цлIх сис,те\,,I i эа нrтtчrи побlцованi оператори:
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J-
^.

)
т

Q t : .,,,l 0о + 12л \/iа, + 12\2 О":

Qz: dо * 2,\Ш(r1 )liа,,,+ 2^2I4r(-ri)Ou,

де II'- ф}.нкцiя Веrlсрштраса

Qз: dr * du * (,,'- r,|') О,,:

Qц :0l * 0', + (u f ,то )d";

л Ф,,1,,,)
Qb - dr * й;tfr'{,J, + Ф( l 1 )0,,:

QB : exp(-tr)dr -| u0u * d'';

деЛ(r,) : f fa,,,

Q.r - 0о * 0l -|vDцu а f ;а,,,;

Qю :0о * :rtdt - 2tlOu - 20ui

Qtl :0о * .r:tdt * Тua,, t }r,"+16,,.

()п: Oо*rr0l * 20u* 2exptr8,;

Qtз :0о * :r'|01 _ 3rllr,du - 3"1.1 ,'-1liЗО,,,

Qш: k,,]Og - .r.rdr - |а, - FО.',,

.l : l,'i

f - ),,../ - "(

r _ ).J-l"

"\+ 
- 

,\,J-T.
г.

./ - довl.цьЕа

/ - дtlвiльна

,/ -:oBi.rbHa

t!i

_. i] .t, ,

ехр ?.l;

1 /)
U-''l':

(2.36)

f-
l-

f-
+-.J-

f-
rЛ2 + 3,k) '(l

де Л(u) : f ra".

Оператори Ql були використанi для побудови анзацiв та редчкцii
системи (2.31). Нижче наведенi вiдповiднi до кожного оrтератора ан-
зац i одержанi за допомогою цього анзацу редукованi рiвняння.
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Оператор Qz; /-довiльна.

u: l0(.T0 -.r1)
tr: Л(r,,) +,\.r:| * rlfl(r,о - rr)

; .f -довi.чьнtl.

- .l:1 )

.r,t *;|(.,,u-rr))'+

Qg, /-довiльна.

,,:/0(..o-.r)
,,- 1 i.l'l 1" - 2.\ Т - l * ill.i,,l -.,,,)i +

*.t,l - Л(t:)

Q lo, t,l : L,,

, t' ,fО (1п r:1 - ,о.)

-2l:g *''(1rr.r1 _;ro)

OпeptrTopl Qrr, J : t"',

I ,, _ .,.2,1" ,u(hr,r.l - ./.,l)

[ " -,+at,"*1 + ;11lrr.?,1 - ;?:g)

()гrерато1_1 
Q,.r;

I

"/ 
: ехр a,.

.l
,.r _ r)

|- -v

(3лr'1;u) (,*3-?9)
,2,^0 r ,:()Tltr tr f ;0('U)-n:0

[;'-0
I

j / (lu) ;о + / (;о) (iu)' -
[-;"*2)-0

I
I

OTrc.1l:a,:r.<l1l С}в

( ,, 
- 

лtl, _.

|'-r l',/',j

) _ 1 r,i ,,- л (^
I( +Гi,,;

|я]-о
l У (;") l0 + j (;,) (uo)'

l. ;1 _ 0

l ,';u) Ju + f (;О) (;О)'+

[ +2\я" - о

t.';1 -:1 _ ;.0
) y Y -Y
l эu - :0(2 + ;ll\ r Y \L I У |

-0

то1)Опера

I

t

Оператор

t ,, -
|,,-

;U(ln l t -.lo) lu)+;l11rr., l_J.u, 
1

+| ,, _ 21rr.r1

] ,, - exp(.l.f

.l
lr-f)

;О+(;О)'+2+
+й0[3*ехр(-рt)] -0
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ч-4lз()перато1l Qrз: .f -
( ,,_,.-з^о[I , -\
| ,-./| / \п-г.,u/
),- r..,лU,-llJ,
\ (1 

- -._1.1 l\ r ] -г

| | { I +,,.,,)|.*' rп /

-0

,.l _пr -w
J, iU,2 л0,:{) r i.Ul лr]r7lЗ
3\, ) -т 7 t? lr ]

()перато1l Q tr

Iяt-0
\ rzl.;0 - -0(l0)2 _ 0

- (r,д' + зk) '

[ Лt ,,) : .l,i;U(*,)

] ,, - rr;u(j)+ ll(*.)
[ *, - бl,.,:| l I2L.u

РоЭв'язtlвшII редvliованi рiвняння i застосувавшI1 вiдповiднi анзаци.
()fep}Kll\Io розв язкII одновил,riрноi сшстеtiII4 рiвнянь теп.]Iопровiдностi
l2.31). Нилt.rе нirведенi деякi з нIдх.

( - .')'

)/Т -Й;'t,,)+6^+
\

|,,-;l(.,r]*12Л+.|. l,T

fe 11 (r,r )- довiльна дIIференцiiiовна фчнitцiя.

( 
- 

'ilt,,,l

) /Т Я#,i- * ),,,ll'1 l1)
l

I u - il(.,,r) + 2,\2,rоiI.-(.r1)

fe .,э] (rr )- довi.пьна дlтференцiтlовна фчнrtцiя,
nTpac,a.

IzИ-функцiя Вейср-

: Jl f с:1 ехр 2лg

- ,{ 1{r, f r:1 ехр 2.,,u)'' - ,f] + ,,1

;гt*zg{r:1

$tZro *.rt +,,r)2 - l,| +,,z

I,
I"

Iu-
I,-

81



|"

l"

I

l

- Ф1 (.,,r )(jr;g + 
^ 

)

- / Ф(.1,1 )d.i t * )r 1rr(.г9 + 
^)

| ,,' - r 1 - 2.\(.t.u -.l.t)

|,, - -i ii(, t - 2)(,ru -, r) )'|l'' +] r,,

lir tт)rlт _

2 1Г.r,,
fIl 

- 
-2^ L2

\ / _,\-(.t'ut.t'tJ
tl:lrl' l--'Л-(.,,u*,,r)

.f0 - /t

- 2)(r:6 - ,, ))n]

l,,, - ; (..\.r,1 1,\,)' + Л(ч)

, f(T\J \ / ^l-

-(1 

l:.l.|-./.1
Uсt - l

- 2,\Л(r,) l- r_.1(,.о - ,,,;J + r,
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Пiдсумки

ПереiэахусNIо oc:HoBHi результатш. одерiканi в дисертацii:
1, Проведенtl clrrreTpiйHa к.]IасIтфiкацiя узага.цьненIIх рiвнянь Нав'с

CTrlrtc,a в cl_]Ho- Tat Сlаrатовлтллiрнr,rх ВIТпадках д.тя двох рiзнrтх
тrтпiв \,:эага.lьнс,нь.

2. Jос.цiд,ttенi c,TrlreTpiriHi BлtrcTrTBoc:Ti (_,истеNIII Нав'с, Стокса для
лoTeHui;r.lr-.

Знаrlдс:нi HoBi к.цас]ш то-]нIдх ровв язIiiв 1эiвнянь Нав'с Стокса.
Псlбlцсlв;rнi форп{\.,.]тII роз\Iноження розв'язrtiв цього рiвняння.

3. Щослiдженi симетрiйнi властивостi i проведено класифiкацiю не-
лiнiйноi системи рiвнянь двофазноi рiдини.

,1. За допо\Iогоtсl iзоrлорфiзrrу а;rrебрr' ,1с,(3) до алгебри Jо(1,4)
б\"rrr знапденi iHBallizrHTи цiеi алгебрлr. Тх вrтrtсlрIIстання дало з\{о-
Гv РеД\iК\"-ВаТII С'ШС'Т€'\I\: ДВОфаЗНСli рiдлrнrт i знаliтrт ii точнi роз_
в'язкtrI.

5 . Пр овс:дена Ii.тас,IIфirt t-Lцiя не riHir,jHcl с т eli,
BapiaHTHic,Tb BiJHot.Ho а.rгс:бри Галiлея
Бюl.lгr.рr:а.

6, Проведена класифiкацiя симетрiйних впастивостей узагапьнеЕо-
го рiвняння Кортевега - де Фрiза вiдносно апгебри Ълiпея.

7. .щослiджена умовна симетрiя та одержанi точнi розв'язки не-
лiнiйного рiвняння дифузii.

8. Одержано ряд oпepaTopiB yMoBHoi симетрii одно - та багато-
вимiрних рiвнянь Нав'с - Стокса, за якими побудованi iнварiанти
та проведена редукцiя. Знайденi деякi точнi розв'язки цiсi си-
стеми.

при яких зберiгасться iH-

узагальЕеного рiвняння
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9. Дос,.пiц}кена vNIoBHil с,rrrтет1_1iя Hc.TIiHiliHoi сrтстемrI рiвнянь двофаз-
ноТ рilIIнш.

Bci рсlзчльтаtтII. якi сlдср;Itанi в дII(]еl)т.Iцii. HoBi i ш,rожr.ть бчти ви-

KopI cTaнi в пlэIIк.lа.]ншх заJаIlах TeopeTll.tHoi фiзrткш, газо- та гiдро-
:rrHabriKrT т()шо.
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щулупова Л.д."лиевская и усповная симметрия непиней-
ных уравнений парабопического типа" ,щиссертация на соискание уче-

ной стеrrени кандидата физико-математических наук по специапъности 01.01.03 - матема-

тическая фиэика" Институт математики НдН Украины, Киев, 1997.

Защищается диссертация) посвященная иссJIедоваIIию симметрий-

ных свойств Еепинейных уравнеЕий параболического типа. Прове-

дена кпасиФикация ряда параболических уравнений относительно аJI-

гебр Галилея и конформной. Исспедованы их симметрийные свойства.

Лиевская и условная си\лметрии быJIи испопьзованы дJIя нахождеЕия

инвариантов алгебр Галиrrея AG(I,3) , конформной АС(3). С по-

моIIдью иЕвариантов быпи построены анзацы и tIроведена редукция
этих ypaBlIeниil к обыкновенным дифференциапьЕым уравнениям или

к диффереЕциальным уравнениям в частных производных с меньшим
количеством переменных. Найдены новые кпассы точных решений
HeKoTopbix уравнений математической физики, а также построены

формупы размножения решениЙ.
Trrlupova L.O."Lie's and Conditional Symmetry of Nonlinear

Equa_tions of Parabolic Туре"
Thesis for the dеgrее of candidate of physicai and mathematical sciences, speciality 01.01.03

- mathematical physics. Institute of \Дathematics, National Academy of Sciences of Ukraine,

Kiev, 1996.

This thesis is devoted to investigation of symmetry properties of non-

linear equations of parabolic type. The classification of а пumЬеr of
parabolic equations was conducted with lespect to the Galilean's and

сопfоrша1 algebras. Тhе symmetry properties weIe investigated. Lie's
and conditional rymmеriеs wеrе used fоr finding invariants of the Gali-
lean's algebra AG(\,3) and сопfоrmаl аlgеЬrа АС(3). These invariants
wele used fоr Ъuilding anzatses and reduction equations to ordinary оr

partial differential equations with а lesser пumЬеr of unknown values.

}dew classes of exact solutions of sоmе equations and fоrmulае of gепеrа-

ting solutions аrе received.

Ключовi спова: симетрiя, iHBapiaHTHicTb, алгебра Лi, апгебра

Гапiлея, алгебра ГIуанкаре, конформна алгебра, нелiнiЙниЙ, рiвняННЯ)
система., розв'язок, iHBapiaHT, анзац, редукцiя, оператор.




