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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

A∼(L|S) алгебра Лi групи еквiвалентностi класу L|S
A∩(L|S) алгебра Лi ядра основних груп класу L|S
Amax, A(L) максимальна алгебра лiївської iнварiантностi (МАI)
CV(L) множина векторiв, що зберiгаються, системи L
CV0(L) множина тривiальних збережних векторiв системи L
CL(L) простiр законiв збереження системи L
Di, Dxi оператор повного диференцiювання за змiнною xi

G∼(L|S) група еквiвалентностi класу L|S
G∩(L|S) ядро основних груп класу L|S
Gmax, Gp(L) основна група (лiївських симетрiй) системи L
Jk простiр джетiв порядку k
L система диференцiальних рiвнянь
Lk потенцiальна система k-го рiвня
L(k) многовид системи L у просторi Jk

L|S клас систем з довiльними елементами з множини S
Q(r) r-те продовження оператора Q
scoLQ (wscoLQ) (слабкий) копорядок сингулярностi оператора Q

вiдносно диференцiальної функцiї L (рiвняння L)
T(L|S) множина допустимих перетворень у класi L|S

Якщо не обумовлено iнше, iндекси i, j i k пробiгають вiд 1 до n, iнде-
кси a i b — вiд 1 до m, iндекси s, σ i ς — вiд 1 до p. Додатковi або iншi
зв’язки на iндекси вказано явно. По iндексах, що повторюються, йде пiд-
сумовування, якщо не вказано iнше або з контексту очевидно, що iндекси
фiксованi. ∂i = ∂/∂xi, ∂ua = ∂/∂ua.



8

ВСТУП

Актуальнiсть теми. Груповий аналiз диференцiальних рiвнянь, запо-
чаткований як самостiйна галузь теорiї диференцiальних рiвнянь С. Лi,
почав iнтенсивно розвиватися з 60-х рокiв ХХ столiття. Бiльшiсть про-
блем групового аналiзу допускає формулювання у виглядi задач класи-
фiкацiї певних об’єктiв чи властивостей, асоцiйованих з диференцiальни-
ми рiвняннями, вiдносно заданої еквiвалентностi. Фактично такi задачi
займають центральне мiсце у груповому аналiзi i саме вони стимулюють
розвиток його методiв.

Дослiдженню з симетрiйної точки зору важливих класiв диференцi-
альних рiвнянь, що виникають при моделюваннi явищ i процесiв у теоре-
тичнiй i математичнiй фiзицi, бiологiї, фiнансовiй математицi та iнших
науках, присвячено багато робiт. Практика застосування симетрiйних ме-
тодiв показує, що модельнi рiвняння часто мають нетривiальнi симетрiй-
нi властивостi. Групова класифiкацiя дозволяє видiлити з класу рiвнянь
тi, що допускають алгебру симетрiї певної структури чи найвищої розмiр-
ностi. У рамках єдиного iнфiнiтезiмального пiдходу iснують два основнi
методи розв’язання задач групової класифiкацiї, якi тiсно переплiтаю-
ться мiж собою у застосуваннях. Перший метод бере свiй початок з робiт
Л.В. Овсяннiкова i представникiв його школи. Вiн базується на прямо-
му iнтегруваннi системи визначальних рiвнянь на коефiцiєнти операто-
рiв симетрiї з точнiстю до перетворень еквiвалентностi. I хоч цей метод
продовжують широко застосовувати, вiн дозволяє ефективно класифi-
кувати лише простi класи диференцiальних рiвнянь з малою кiлькiстю
довiльних елементiв, що є або сталими, або функцiями одного аргумен-
ту. Основним елементом другого — алгебраїчного — методу є вивчення
можливої структури алгебр лiївської iнварiантностi. Вперше його вико-
ристано ще С. Лi для класифiкацiї звичайних диференцiальних рiвнянь



9

другого порядку, а значно пiзнiше розвинуто i застосовано до рiвнянь
з частинними похiдними, зокрема, у роботах П. Вiнтернiца, Л. Ганьона,
Р.З. Жданова, В.I. Лагна, Б.А. Магадєєва, А.М. Самойленка. Класи рiв-
нянь, вивченi цим методом, хоч i мають просту структуру, але мiстять
значнi довiльностi у параметрах i вiдповiдних групах еквiвалентностi.
Вiдомi методи не дозволяли розв’язувати задачi групової класифiкацiї
у класах складнiшої структури, якi також виникають у застосуваннях,
наприклад, у класах так званих нелiнiйних рiвнянь реакцiї–конвекцiї–
дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами. Для забезпечення розв’язностi i
прийнятного формулювання класифiкацiйних результатiв необхiдно та-
кож модифiкувати постановку задач класифiкацiї у таких класах.

Для побудови точних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними поряд з лiївською редукцiєю широко використовують i
некласичний метод, запропонований Дж. Блуменом i Дж. Коулом. У рiз-
них версiях i термiнах (метод некласичної, умовної або Q-умовної симет-
рiї, прямий метод, метод редукцiї тощо) цей пiдхiд розвинуто у роботах
В.I. Фущича, I.М. Цифри, Є.М. Воробйова, Р.З. Жданова, В.I. Лагна,
П. Олвера, П. Вiнтернiца, П. Кларксона та багатьох iнших авторiв. Вiн
дозволяє отримати точнi розв’язки, якi неможливо побудувати методом
лiївської редукцiї. Задача пошуку некласичних симетрiй i тим бiльше їх
класифiкацiї в класах диференцiальних рiвнянь технiчно i теоретично
є бiльш складною, нiж аналогiчна задача для лiївських симетрiй. Тому
iснує незначна кiлькiсть прикладiв вичерпного опису некласичних симет-
рiй у класах диференцiальних рiвнянь. Багато проблем теорiї некласич-
них симетрiй не є достатньо вивченими. На деякi питання, що виникають
у цiй теорiї, лише недавно знайдено вiдповiдi, бiльшiсть же таких питань
i досi залишаються вiдкритими. Зокрема, тривалий час не було вiдомо,
чи можна якимось чином поширити вже вiдомi “no-go” результати що-
до операторiв редукцiї еволюцiйних рiвнянь на iншi класи рiвнянь. Для
факторизацiї множини операторiв редукцiї (що є важливим етапом у їх



10

знаходженнi) використовувався емпiричний пiдхiд до розбиття цiєї мно-
жини на пiдмножини, а це, як правило, приводило до iстотного ускла-
днення всього подальшого розгляду. Бiльше того, iснуюче означення не-
класичних симетрiй є цiлком коректним лише для спецiальних систем
диференцiальних рiвнянь, включаючи окремi диференцiальнi рiвняння.

Поряд з дослiдженням симетрiй, важливим є використання симетрiй-
них методiв для класифiкацiї законiв збереження диференцiальних рiв-
нянь. Закони збереження мають низку застосувань, а саме, для контролю
чисельних похибок, як показник можливої iнтегровностi, у теорiї асим-
птотичної iнтегровностi та для опису нелокальних перетворень симетрiї
чи еквiвалентностi. Iдея використання законiв збереження для iтератив-
ної побудови потенцiальних структур над диференцiальними рiвняння-
ми, а також поняття псевдопотенцiалiв i загальних накриттiв виникли
у роботах Х.Д. Уолквiста i Ф.Б. Естебрука. Ця iдея створила пiдґрунтя
для введення понять потенцiальної симетрiї i потенцiального закону збе-
реження. Незважаючи на низку цiкавих результатiв щодо потенцiальних
симетрiй i законiв збереження конкретних класiв диференцiальних рiв-
нянь, отриманих у роботах С. Анко, Дж. Блумена, Е. Пуччi, Дж. Сако-
мандi та iнших, питанням теоретичного обґрунтування достатньої уваги
не придiляли. Серед таких питань — вибiр вiдношення еквiвалентностi
для класифiкацiї, застосовнiсть методу характеристик для знаходжен-
ня законiв збереження потенцiальних систем, критерiй еквiвалентностi
потенцiальних законiв збереження локальним тощо.

Початок розвитку теорiї груп та алгебр Лi нерозривно пов’язаний з
груповим аналiзом диференцiальних рiвнянь i, зокрема, задачами гру-
пової класифiкацiї. Теорiя Галуа розв’язання алгебраїчних рiвнянь на-
дихнула С. Лi на iдею створення унiверсальної теорiї iнтегрування зви-
чайних диференцiальних рiвнянь. Для реалiзацiї цiєї iдеї ним було за-
пропоновано теорiю неперервних груп точкових перетворень, а невдовзi,
пiсля класифiкацiї неперервних груп перетворень на площинi, викона-
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но групову класифiкацiю звичайних диференцiальних рiвнянь другого
порядку. Взаємопроникаючий зв’язок деяких роздiлiв теорiї алгебр Лi з
груповим аналiзом диференцiальних рiвнянь продовжує iнтенсивно по-
глиблюватися через розвиток алгебраїчних методiв у груповому аналiзi
i застосування його методiв до алгебр Лi. До таких роздiлiв можна вiд-
нести теорiї iнварiантiв (узагальнених операторiв Казiмiра), реалiзацiй i
контракцiй алгебр Лi. Опис реалiзацiй алгебр Лi у рiзних класах вектор-
них полiв принципово важливий для розв’язання задач групової класи-
фiкацiї. Граничнi переходи (контракцiї) мiж алгебрами Лi з’являються
при дослiдженнi зображень, iнварiантiв, спецiальних функцiй i диферен-
цiальних рiвнянь. Найбiльш вiдомим прикладом контракцiй алгебр Лi у
фiзицi є сингулярний перехiд вiд алгебри Пуанкаре до алгебри Галiлея.
Вiн надає симетрiйне обґрунтування граничного переходу вiд реляти-
вiстської до класичної механiки за умови, що швидкiсть свiтла прямує до
нескiнченностi. Полiномiальнi базиси iнварiантiв напiвпростих i неодно-
рiдних алгебр Лi знайдено у роботах I.М. Гельфанда, А.М. Пєрєломова,
М. Чайчiана та iнших. Настiльки ж повних результатiв щодо iнварiантiв
розв’язних алгебр Лi у лiтературi немає. Для побудови таких iнварiантiв
використовують, як правило, iнфiнiтезимальний метод, у рамках яко-
го необхiдно iнтегрувати громiздкi перевизначенi системи квазiлiнiйних
рiвнянь першого порядку, що можна зробити лише для деяких простих
класiв алгебр Лi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.Ди-
сертацiю виконано у вiддiлi прикладних дослiджень Iнституту математи-
ки НАН України у рамках тем “Аналiтичнi та симетрiйнi методи дослi-
дження диференцiальних моделей математичної фiзики” (номер держ-
реєстрацiї 0198U001993), “Теоретико-груповий аналiз нелiнiйних проблем
математичної фiзики, хiмiї, бiологiї та економiки” (номер держреєстрацiї
0101U000098) та “Симетрiя та iнтегровнiсть нелiнiйних моделей” (номер
держреєстрацiї 0106U000436).
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Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є вдо-
сконалення iснуючих i розробка нових методiв групового аналiзу дифе-
ренцiальних рiвнянь та сумiжних галузей теорiї алгебр Лi, а також засто-
сування цих методiв у рiзних класифiкацiйних задачах. Основну увагу
придiлено задачам групової класифiкацiї, що не розв’язуються класи-
чними методами, та узагальненню постановок класифiкацiйних задач.
Об’єктом дослiдження є загальнi класи диференцiальних рiвнянь, нелi-
нiйнi рiвняння Шрьодiнгера, еволюцiйнi рiвняння та їх спецiальнi типи,
узагальненi рiвняння Гамiльтона–Якобi, нелiнiйнi хвильовi рiвняння та
алгебри Лi. Предметом дослiдження є групова класифiкацiя, допустимi
перетворення, потенцiальнi симетрiї, оператори редукцiї, закони збере-
ження i точнi розв’язки зазначених вище рiвнянь, а також узагальненi
оператори Казiмiра, реалiзацiї i контракцiї алгебр Лi.

Методи дослiдження. Iнфiнiтезiмальний метод Лi–Овсяннiкова та
алгебраїчний метод групової класифiкацiї доповнено методами, запро-
понованими у дисертацiї, — такими як метод калiбрування довiльних
елементiв перетвореннями еквiвалентностi i вiдображеннями мiж кла-
сами диференцiальних рiвнянь, метод розбиття класу на нормалiзованi
пiдкласи та метод розгалуженого розщеплення. Прямий метод у термiнах
скiнченних перетворень застосовано до знаходження повних груп еквi-
валентностi i множин допустимих перетворень класiв диференцiальних
рiвнянь. Точнi розв’язки побудовано методами лiївської та некласичної
редукцiї. Для опису законiв збереження використано оригiнальну моди-
фiкацiю прямого методу, що залучає групи перетворень рiзних типiв.
Для обчислення узагальнених операторiв Казiмiра алгебр Лi запропоно-
вано алгоритм, який базується на методi рухомих реперiв Картана.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi
визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1. Запропоновано поняття умовної, розширеної i узагальненої розши-
реної груп еквiвалентностi, нормалiзованого класу диференцiальних



13

рiвнянь, подiбних класiв i вiдображення мiж класами, породженого
точковими перетвореннями. На основi цих понять обґрунтовано i роз-
винуто iснуючi та розроблено новi методи групової класифiкацiї (ме-
тод калiбрування довiльних елементiв i вiдображення мiж класами,
метод розбиття класу на нормалiзованi пiдкласи, метод розгалужено-
го розщеплення). Розвинутi методи застосовано до низки важливих
класiв диференцiальних рiвнянь.

2. Побудовано iєрархiю вкладених нормалiзованих класiв нелiнiйних рiв-
нянь Шрьодiнгера у випадку довiльної кiлькостi просторових змiн-
них. Виконано повну групову класифiкацiю у класах (1+1)-вимiрних
рiвнянь Шрьодiнгера з потенцiалами та модульними нелiнiйностями,
(1+2)-вимiрних кубiчних рiвнянь Шрьодiнгера з потенцiалами, рiв-
нянь Шрьодiнгера з довiльною нелiнiйнiстю, залежною лише вiд не-
вiдомої функцiї i спряженої до неї.

3. З точнiстю до контактної еквiвалентностi описано закони збереження
(1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь другого порядку.

4. Доведено теорему про закони збереження двовимiрних потенцiальних
систем, iндукованi законами збереження вихiдних систем. Узагаль-
нення цього результату отримано для багатовимiрних абелевих на-
криттiв, багатовимiрних потенцiальних систем, псевдопотенцiальних
систем та загальних розшарованих систем.

5. Запропоновано необхiдний i достатнiй критерiй для визначення того,
чи є закон збереження абелевого накриття чисто потенцiальним за-
коном збереження вихiдної системи. Використовуючи цей критерiй,
проаналiзовано iєрархiю потенцiальних законiв збереження рiвнянь
конвекцiї–дифузiї.

6. Введено поняття сингулярних i регулярних операторiв редукцiї. Дове-
дено, що особливi випадки редукцiї спричиненi пониженням порядку
розглядуваного рiвняння на многовидах, заданих вiдповiдними умо-
вами iнварiантної поверхнi у просторi струменiв.
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7. Описано сингулярнi оператори редукцiї (1+1)-вимiрних еволюцiйних
i хвильових рiвнянь, а також знайдено зв’язок таких операторiв з
сiм’ями розв’язкiв вiдповiдних рiвнянь.

8. Доведено “no-go” теорему про сингулярнi оператори редукцiї копоряд-
ку 1 диференцiальних рiвнянь з двома незалежними змiнними, що до-
пускають модулi векторних полiв першого копорядку сингулярностi.

9. Проведено розширений симетрiйний аналiз (1+1)-вимiрних лiнiйних
еволюцiйних рiвнянь другого порядку, що включає вивчення стру-
ктури нормалiзованих пiдкласiв, локальних i потенцiальних законiв
збереження, звичайних та узагальнених потенцiальних симетрiй i опе-
раторiв редукцiї. Знайдено оператори редукцiї багатовимiрного лiнiй-
ного рiвняння теплопровiдностi.

10. Застосовуючи оригiнальний пiдхiд, що залучає метод рухомих репе-
рiв Картана, побудовано iнварiанти (узагальненi оператори Казiмiра)
серiй розв’язних алгебр Лi, нiльрадикали яких iзоморфнi алгебрам
строго верхньотрикутних матриць, зокрема серiй алгебр верхньотри-
кутних та спецiальних верхньотрикутних матриць.

11. Запропоновано новi необхiднi критерiї контракцiй алгебр Лi i критерiй
нееквiвалентностi реалiзацiй алгебр Лi, якi дозволили прокласифiку-
вати контракцiї i реалiзацiї алгебр Лi до розмiрностi чотири включно.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робо-
та має теоретичний характер. Отриманi результати та розвинутi методи
можуть бути використанi у подальших дослiдженнях нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь. При вирiшеннi прикладних проблем цi результати
можна застосовувати для вивчення конкретних модельних диференцi-
альних рiвнянь.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на за-
хист, одержано здобувачем самостiйно. В роботах, якi опублiковано ра-
зом з iншими авторами, розподiл особистих внескiв такий.
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У статтях [10, 35, 37, 180, 181, 234, 240–242] спiвавтори дисертанта не-
залежно виконували обрахунки та/або перевiряли отриманi результати
i приймали участь у їх обговореннi та iнтерпретацiї. Постановка задач у
цих роботах, розробка методiв для їх розв’язання та доведення резуль-
татiв належать дисертанту.

У циклi статей [84–88] щодо iнварiантiв алгебр Лi В.М. Бойку нале-
жать загальний план дослiдження, розробка основного варiанту алгори-
тму, що базується на методi рухомих реперiв, та виконання основного
обсягу обчислень, особливо при побудовi iнварiантiв алгебр Лi низької
розмiрностi, дисертанту — модифiкацiя алгоритму з залученням про-
цедури нормалiзацiї, спецiальна модифiкацiя алгоритму для розв’язних
алгебр Лi з нiльрадикалом, iзоморфним алгебрi строго трикутних ма-
триць, та обчислення, в основному, при побудовi iнварiантiв певних се-
рiй розв’язних алгебр Лi. I. Патера приймав участь у обговореннi ре-
зультатiв. У статтi [191] M.В. Лутфуллiну належить побудова реалiзацiй
розглянутих алгебр, дисертанту — введення поняття мегаiдеалу, визна-
чення плану дослiдження та перевiрка обрахункiв. У роботi [232] ди-
сертанту належать загальний план дослiдження, удосконалення технi-
ки класифiкацiї реалiзацiй на основi поняття мегаiдеалу та класифiка-
цiя реалiзацiй простих алгебр Лi, В.М. Бойку — перевiрка класифiкацiї
алгебр Лi, порiвняння одержаних результатiв з результатами iнших ав-
торiв, М.О. Нестеренко виконала класифiкацiю реалiзацiй алгебр Лi в
просторах з чотирма змiнними, M.В. Лутфуллiн — класифiкацiю реалi-
зацiй розв’язних алгебр в просторах з довiльною скiнченною кiлькiстю
змiнних. У препринтi [233], що є розширеним варiантом статтi [232], ди-
сертанту додатково належать алгоритми для обчислення алгебраїчних
величин, а М.О. Нестеренко — їх знаходження та впорядкування; решту
результатiв розподiлено, як у [232]. У роботi [204] М.О. Нестеренко побу-
дувала всi реалiзацiї нерозв’язних алгебр Лi, а дисертант запропонував
доведення нееквiвалентностi реалiзацiй та застосування iнфiнiтезималь-
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них операторiв для знаходження допустимих перетворень змiнних мiж
реалiзацiями. В роботi [205] М.О. Нестеренко належить повний опис кон-
тракцiй низькорозмiрних алгебр Лi та поняття багатопараметричної кон-
тракцiї; дисертант знайшов новi необхiднi критерiї iснування контракцiй
та довiв їх, як i твердження про властивостi повторних i багатопараме-
тричних контракцiй.

У роботах [160,235–239] дисертанту належить постановка задач, роз-
робка методiв дослiдження та застосування прямого методу до знахо-
дження перетворень еквiвалентностi, паралельний обрахунок, перевiрка
та iнтерпретацiя iнших результатiв; Н.М. Iвановiй — доведення резуль-
татiв класифiкацiй, симетрiйна редукцiя та побудова точних розв’язкiв.
У роботi [236] дисертант також вивчив потенцiальнi закони збереження
лiнiйного рiвняння теплопровiдностi та лiнеаризовних рiвнянь конвекцiї–
дифузiї. Х. Ешрагi в роботах [237, 238] виконав перевiрку складних те-
хнiчних обчислень.

У статтi [250] Х. Ешрагi запропонував застосувати формалiзм багато-
вимiрних простих хвиль у випадку слабо дисипативних рiдин, сформу-
лював метод для виведення основного модельного рiвняння та виконав
фiзичну iнтерпретацiю частини знайдених точних розв’язкiв. Основний
обсяг розрахункiв при виведеннi модельного рiвняння та фiзичнiй iнтер-
претацiї його точних розв’язкiв належить Л. Раджаї. Дисертант виконав
симетрiйний аналiз, провiв редукцiю i побудував точнi розв’язки модель-
ного рiвняння.

У роботi [27] А.Г. Нiкiтiн поставив задачу i порiвняв результати з
аналогiчними, що iснували у лiтературi. У статтi [36] I.А. Єгорченко по-
ставила початкову задачу для пiдкласу розглядуваного класу рiвнянь i
розв’язала її. У роботi [38] Р.М. Чернiга поставив задачу i виконав огляд
лiтератури щодо її актуальностi. Узагальнення постановок задач у цих
роботах, розробка нових методiв групової класифiкацiї та доведення ре-
зультатiв належать дисертанту.
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У статтi [297] Р.З. Жданову належить план дослiдження, загальне
означення умовної симетрiї, бiльша частина доведень i наведений при-
клад, I.М. Цифрi — означення умовної симетрiї у випадку одного опе-
ратора та участь у обговореннi результатiв, дисертанту — спрощення
доведення тверджень через використання леми Адамара, унiфiкацiя по-
значень i введених понять.

К. Софоклеусу в роботах [163, 275–277] належить початковий вибiр
класiв рiвнянь для дослiдження, а також перевiрка знайдених дода-
ткових перетворень еквiвалентностi i випадкiв групової класифiкацiї,
в [243] — нетривiальний приклад оператора редукцiї з нульовим кое-
фiцiєнтом при ∂t, у [161, 162, 164–166] — перевiрка побудованих законiв
збереження i потенцiальних симетрiй. У статтях [275, 276] А.Г. Джон-
пiллаi виконав часткову перевiрку групової класифiкацiї дослiджува-
них класiв. Н.М. Iвановiй у роботi [244] належить опрацювання лiте-
ратури, що стосується точних розв’язкiв рiвняння швидкої дифузiї, а
також перевiрка виконаних обчислень; у [159] — обрахунок локальних
законiв збереження i визначальних рiвнянь для потенцiальних симет-
рiй; у [162] — класифiкацiя законiв збереження i потенцiальних симетрiй
першого i другого рiвнiв; у [161] — класифiкацiя законiв збереження вiд-
носно звичайної групи еквiвалентностi; в [163] — паралельне виконання
групової класифiкацiї; в [164] — побудова точних розв’язкiв i некласич-
них симетрiй; у [165,166] — основний обсяг обчислень законiв збережен-
ня, потенцiальних симетрiй i точних розв’язкiв. О.О. Ванєєва виконала в
роботах [162,243,244,275] основний обсяг обчислень по груповiй класифi-
кацiї, побудовi додаткових перетворень еквiвалентностi, точних розв’яз-
кiв, потенцiальних i некласичних симетрiй i законiв збереження. У ро-
ботах, згаданих у цьому абзацi, дисертанту належать постановка задач
або її коригування, розробка методiв дослiдження, введення нових ти-
пiв еквiвалентностей, вивчення їх властивостей, паралельне проведення
обчислень тощо. Так, у [159] дисертантом було сформульовано критерiй
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iснування нетривiальних потенцiальних симетрiй для лiнiйного рiвняння
теплопровiдностi i встановлено зв’язок мiж потенцiальними симетрiями
цього рiвняння i рiвняння Фокера–Планка. У [277] доведено твердження
щодо загальних властивостей вiдображень мiж класами, запропоновано
iдею застосування вiдображення мiж класами диференцiальних рiвнянь
для виконання групової класифiкацiї i класифiкацiї операторiв редук-
цiї, знайдено нестандартне калiбрування довiльних елементiв i описано
допустимi перетворення у вiдображеному класi. Виокремлено з класу
рiвнянь дифузiї мiж пластинами рiвняння, побудовi точних розв’язкiв
якого присвячено статтю [243]. Побудовано повну групу еквiвалентнос-
тi i додатковi перетворення еквiвалентностi в [276]. Запропоновано ме-
тод для доведення теореми про некласичнi симетрiї нелiнiйних рiвнянь
фiльтрацiї та знайдено зв’язок мiж звичайними i потенцiальними опе-
раторами редукцiї в [244]. У [162] описано iєрархiю потенцiальних за-
конiв i потенцiальних симетрiй лiнiйних i лiнеаризовних рiвнянь з роз-
глядуваних класiв та знайдено додатковi потенцiальнi перетворення мiж
випадками класифiкацiї. Введено поняття розширеної групи еквiвалент-
ностi, контракцiй алгебр лiївської iнварiантностi та законiв збереження,
знайдено розширену групу еквiвалентностi класу рiвнянь конвекцiї–ди-
фузiї зi змiнними коефiцiєнтами, запропоновано метод групової класи-
фiкацiї i класифiкацiї локальних i потенцiальних законiв збереження та
потенцiальних симетрiй i виконано групову класифiкацiю цього класу
в [163–166]. Також у [161] запропоновано класифiкувати закони збере-
ження вiдносно розширеної групи еквiвалентностi i виконано цю кла-
сифiкацiю.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiда-
лися на I–VII Мiжнародних конференцiях “Symmetry in Nonlinear Math-

ematical Physics” (Київ, 1995, 1997, 1999, 2001, 2003, 2005, 2007), Укра-
їнському математичному конгресi (Київ, 2001), X Мiжнароднiй конфе-
ренцiї “Symmetry Methods in Physics” (Єреван, Арменiя, 2003), XI Ре-
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гiональнiй конференцiї “Mathematical Physics and Mathematics” (Теге-
ран, Iран, 2004), Мiжнароднiй конференцiї “Nonlinear Partial Differential

Equations” (Тегеран, Iран, 2004), X Мiжнароднiй конференцiї “Modern

Group Analysis” (Ларнака, Кiпр, 2004), I–IV Мiжнародних симпозiумах
“Group Analysis of Differential Equations — Integrable Systems” (Нiко-
сiя, Кiпр, 2005, 2006, 2007 та Протарас, Кiпр, 2008), IV Мiжнародному
Симпозiумi “Quantum Theory and Symmetries” (Варна, Болгарiя, 2005),
V Мiжнароднiй школi-семiнарi “QFT and Hamiltonian Systems” (Калi-
манештi, Румунiя, 2006), конференцiї “Симетрiя i iнтегровнiсть рiвнянь
математичної фiзики” (Київ, 2006), Мiжнароднiй конференцiї “MM-VII
Symmetries and Mechanics” (Новий Сад, Сербiя, 2007), секцiї “Symbolic

Symmetry Analysis and Its Applications” Мiжнародної конференцiї “Ap-

plications of Computer Algebra” (Гагенберг, Австрiя, 2008).
Результати дисертацiйної роботи неодноразово доповiдалися i обгово-

рювалися на науковому семiнарi вiддiлу прикладних дослiджень Iнститу-
ту математики НАН України (керiвники семiнару — член-кореспондент
НАН України, професор В.I. Фущич, 1992–1997, i професор А.Г. Нiкiтiн,
1997–2008). Крiм цього, результати дисертацiї були предметом доповiдей
на науковому семiнарi вiддiлу звичайних диференцiальних рiвнянь та
теорiї нелiнiйних коливань Iнституту математики НАН України (керiв-
ник — академiк НАН України, професор A.M. Самойленко, 2002, 2009),
науковому семiнарi Лабораторiї теоретичної фiзики iм. М.М. Боголю-
бова Об’єднаного iнституту ядерних дослiджень (Дубна, Росiя, 2003),
науковому семiнарi факультету математики та статистики Кiпрського
унiверситету (Нiкосiя, Кiпр, 2004–2008), науковому семiнарi Центру ма-
тематичних дослiджень Монреальського унiверситету (Монреаль, Кана-
да, 2004), наукових семiнарах Iнституту дослiджень у теоретичнiй фiзи-
цi i математицi (Тегеран, Iран, 2003–2004), а також наукових семiнарах
математичного факультету Вiденського унiверситету (Вiдень, Австрiя,
2006–2008).
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Публiкацiї.Основнi результати дисертацiї опублiковано в 50 роботах [1–
50], з них 30 робiт, а саме [1–30], вiдповiдають вимогам ВАК України до
публiкацiї результатiв дисертацiйних робiт у фахових виданнях, 8 робiт
опублiковано без спiвавторiв.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi змiсту,
вступу, семи роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, що мiс-
тить 297 найменувань, та трьох додаткiв. Повний обсяг дисертацiї стано-
вить 396 сторiнок, з них список використаних джерел займає 31 сторiнку,
а додатки — 57 сторiнки.

Короткий змiст основної частини роботи. Основну частину роботи
складають сiм роздiлiв i доповнюють три додатки. На початку кожно-
го роздiлу подано стислий опис результатiв, що мiстяться в ньому, а в
кiнцi — висновки.

У першому роздiлi виконано огляд лiтератури за темою дисертацiї.
Другий роздiл присвячено теоретичним основам симетрiйного аналi-

зу у класах систем диференцiальних рiвнянь. Проаналiзовано поняття i
об’єкти, асоцiйованi з груповою класифiкацiєю диференцiальних рiвнянь
(класи диференцiальних рiвнянь i їх властивостi, рiзнi типи груп еквiва-
лентностi i симетрiї тощо). Класичне формулювання проблеми групової
класифiкацiї подано у строгий спосiб i вказано низку можливостей для
його модифiкацiй i узагальнень. Новi поняття, пов’язанi з класами дифе-
ренцiальних рiвнянь, природно виникають при такому розглядi, зокре-
ма як аналоги вiдповiдних понять для окремих систем диференцiальних
рiвнянь. Так, подiбнiсть систем розширено до подiбностi класiв систем i
вiдображень мiж класами, породжених точковими або контактними пе-
ретвореннями, а поняття умовної симетрiї мотивувало введення поняття
групи умовної еквiвалентностi. Iснуючi поняття звичайної i узагальненої
груп еквiвалентностi доповнено новими поняттями розширеної та уза-
гальненої розширених груп еквiвалентностi, якi вiдiграють важливу роль
при груповiй класифiкацiї у складних класах диференцiальних рiвнянь.



21

Виокремлено спецiальнi класи систем диференцiальних рiвнянь, якi
названо нормалiзованими. Вони характеризуються властивiстю, що кож-
не допустиме перетворення в такому класi породжено деяким перетво-
ренням з групи еквiвалентностi. У залежностi вiд типу групи еквiва-
лентностi (звичайна, узагальнена, розширена, узагальнена розширена)
кажуть про нормалiзованiсть у вiдповiдному сенсi. Додатково введено
поняття сильної нормалiзованостi i напiвнормалiзованостi. Запропоно-
ванi поняття нормалiзованостi використано для обґрунтування застосу-
вання алгебраїчних методiв до розв’язання задач групової класифiка-
цiї. Показано, що саме нормалiзованiсть класу систем диференцiальних
рiвнянь, для якого виконується групова класифiкацiя, а не значна до-
вiльнiсть у його параметрах чи iнша характеристика гарантує ефектив-
нiсть алгебраїчних методiв. Також можна стверджувати, що результат
так званої часткової групової класифiкацiї спiвпадає з результатом пов-
ної за умови, що класифiкований клас є нормалiзованим. Доведено, що
iєрархiї нормалiзованих пiдкласiв природно виникають при груповiй кла-
сифiкацiї у нормалiзованих класах. Поставлено проблему про класифi-
кацiю допустимих перетворень у класах систем диференцiальних рiв-
нянь та запропоновано розв’язувати її через класифiкацiю максимальних
груп умовної еквiвалентностi i максимальних нормалiзованих пiдкласiв.
Як iлюстрацiю введених понять вивчено властивостi нормалiзованостi
(1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь та систем таких рiвнянь. Зокрема
доведено, що для квазiлiнiйних еволюцiйних рiвнянь будь-яке контактне
допустиме перетворення iндуковано точковим.

Розробленi методи застосовано у третьому роздiлi до класiв нелi-
нiйних рiвнянь Шрьодiнгера. Побудовано iєрархiю вкладених нормалi-
зованих класiв таких рiвнянь у випадку довiльної кiлькостi просторових
змiнних. Останнiй з побудованих класiв мiстить клас нелiнiйних рiвнянь
Шрьодiнгера з потенцiалами та модульною нелiнiйнiстями i є зручним
для виконання попередньої групової класифiкацiї такого класу. Для пов-
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ної групової класифiкацiї у (1+1)-вимiрному випадку використано метод
з розбиттям на нормалiзованi пiдкласи. У кожному з пiдкласiв, утворе-
них вiдповiдно рiвняннями з загальною, логарифмiчною та степеневою
нелiнiйностями, виконано класифiкацiю вiдносно його групи еквiвалент-
ностi за допомогою алгебраїчного метода, що ґрунтується на дослiдженнi
структури алгебри еквiвалентностi. Аналогiчно прокласифiковано лiїв-
ськi симетрiї найбiльш цiкавого у розмiрностi 1+2 випадку кубiчної не-
лiнiйностi з потенцiалом. Вiдповiдний клас також є нормалiзованим.

Задачу групової класифiкацiї у ненормалiзованому класi нелiнiйних
рiвнянь Шрьодiнгера з довiльною нелiнiйнiстю, залежною лише вiд не-
вiдомої функцiї i спряженої до неї, розв’язано за допомогою оригiналь-
ного метода розгалуженого розщеплення у випадку довiльної кiлькостi
просторових змiнних. Комбiнований метод, що включає i дослiдження
рiзних випадкiв iнтегрування системи визначальних рiвнянь, i вивчення
можливої структури алгебри iнварiантностi, застосовано для групової
класифiкацiї класу систем двох нелiнiйних рiвнянь Лапласа на двi невi-
домих функцiї вiд двох незалежних змiнних. Такi системи можна роз-
глядати зокрема як зображення стацiонарних двовимiрних нелiнiйних
рiвнянь Шрьодiнгера.

Четвертий роздiл присвячено класифiкацiї локальних i потенцiаль-
них законiв збереження. Вивчено перетворення законiв збереження i по-
тенцiальних систем при локальних перетвореннях мiж вiдповiдними по-
чатковими системами. Сформульовано проблеми щодо класифiкацiї за-
конiв збереження i потенцiальних симетрiй у класах диференцiальних
рiвнянь. Введено поняття потенцiальної групи еквiвалентностi. Прокла-
сифiковано закони збереження (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь дру-
гого порядку вiдносно контактної еквiвалентностi. Властивiсть конта-
ктної нормалiзованостi класу таких рiвнянь виявилась принципово ва-
жливою для повного розв’язання цiєї проблеми i лаконiчного форму-
лювання кiнцевого результату. Розмiрнiсть простору законiв збережен-
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ня може дорiвнювати 0, 1, 2 або нескiнченостi. Для ненульових значень
розмiрностi описано вигляд рiвнянь, якi мають такi простори законiв
збереження.

Iншим важливим результатом у цьому ж роздiлi є теорема, формулю-
вання якої об’єднує у собi дослiдження законiв збереження рiзних типiв
розширених систем, якi включають вихiдну систему як пiдсистему. Дано
означення загальних розшарованих систем, що узагальнюють властиво-
стi потенцiальних чи псевдопотенцiальних конструкцiй над диференцi-
альними рiвняннями. Доведено, що наступнi твердження про закон збе-
реження двовимiрної потенцiальної системи (або системи, що визначає
абелеве накриття, або багатовимiрної стандартної потенцiальної систе-
ми без калiбрувань) еквiвалентнi: 1) цей закон збереження iндуковано
законом збереження вiдповiдної вихiдної система; 2) вiн мiстить вектор
густини, не залежний вiд потенцiалiв; 3) деякi з його розширених харак-
теристик iндуковано характеристиками вихiдної системи; 4) вiн має ха-
рактеристику, не залежну вiд потенцiалiв. Еквiвалентнiсть трьох перших
властивостей також має мiсце для законiв збереження загальних розша-
рованих систем, включаючи багатовимiрнi калiброванi потенцiальнi сис-
теми та накриваючi системи. Доведення вимагало розробки версiї леми
Адамара для розшарованих просторiв, введення навантажених просто-
рiв струменiв i модифiкацiї поняття цiлковитої невиродженостi систем
диференцiальних рiвнянь. На основi доведеного у випадку абелевих на-
криттiв отримано критерiй для визначення того, коли закон збережен-
ня потенцiальної системи є чисто потенцiальним законом збереження,
тобто не iндукується локальними законами збереження вихiдної систе-
ми. Цей критерiй застосовано до аналiзу iєрархiї потенцiальних законiв
збереження рiвнянь конвекцiї–дифузiї. Для тих же рiвнянь розгляну-
то потенцiальнi перетворення еквiвалентностi. Знайдено цiкавий зв’язок
мiж невизначенiстю потенцiалiв з абелевих накриттiв та їх законами збе-
реження.
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Оператори редукцiї диференцiальних рiвнянь (якi в лiтературi нази-
вають некласичними або умовними симетрiями) вивчено у п’ятому роз-
дiлi. Для них також сформульовано задачi класифiкацiї вiдносно рiзних
типiв точкової еквiвалентностi у класах диференцiальних рiвнянь. Про-
класифiковано оператори редукцiї нелiнiйних рiвнянь фiльтрацiї, всi з
яких можна вважати потенцiальними операторами редукцiї для нелiнiй-
них рiвнянь дифузiї. Встановлено зв’язок мiж звичайними i потенцiаль-
ними операторами редукцiї загальних (1+1)-вимiрних рiвнянь конвекцiї–
дифузiї. Вичерпно описано оператори редукцiї лiнiйного рiвняння тепло-
провiдностi з довiльною кiлькiстю просторових змiнних.

Усi iншi результати у цьому роздiлi пов’язанi з сингулярними операто-
рами редукцiї ДРЧП з двома незалежними змiнними. Введено низку по-
нять, необхiдних для розбиття множини операторiв редукцiї на сингуляр-
нi i регулярнi i подальшого дослiдження сингулярних операторiв (син-
гулярне векторне поле i сингулярний модуль векторних полiв, слабкий i
сильний копорядок сингулярностi та iн.). Також показано, що особливi
випадки операторiв редукцiї спричиненi пониженням порядку розгляду-
ваного рiвняння на многовидах, заданих вiдповiдними умовами iнварi-
антної поверхнi в пiдхожому просторi струменiв. Якщо диференцiальне
рiвняння з в двома незалежними змiнними допускає модуль векторних
полiв першого копорядку сингулярностi, то це рiвняння обов’язково має
сингулярнi оператори редукцiї копорядку 1, що належать цьому моду-
лю. Система визначальних рiвнянь для таких операторiв складається
з одного диференцiального рiвняння з трьома незалежними змiнними
такого ж порядку, як i вихiдне рiвняння. Визначальне рiвняння зводить-
ся до вихiдного нелокальною замiною. Вичерпно дослiджено сингулярнi
оператори редукцiї (1+1)-вимiрних еволюцiйних i нелiнiйних хвильових
рiвнянь. Показано, що традицiйне розбиття множини операторiв редук-
цiї для факторизацiї є природним для еволюцiйних рiвнянь i не є таким
для нелiнiйних хвильових рiвнянь.
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У шостому роздiлi виконано розширений симетрiйний аналiз (1+1)-
вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Проаналiзова-
но структуру нормалiзаних пiдкласiв таких рiвнянь, знайдено локальнi
i потенцiальнi закони збереження, описано потенцiальнi симетрiї, уза-
гальненi потенцiальнi симетрiї i оператори редукцiї. Зокрема доведено,
що всi потенцiальнi закони збереження таких рiвнянь iндуковано локаль-
ними. Це дало змогу побудувати повну iєрархiю потенцiальних систем.
Потенцiальний фрейм розширено через уведення модифiкованих потен-
цiалiв i визначення рiзних типiв зображень для потенцiальних систем та
асоцiйованих з ними окремих потенцiальних рiвнянь. Основним iнстру-
ментом дослiдження (модифiкованих) потенцiальних структур є багато-
кратне двоїсте перетворення Дарбу, тому значну увагу придiлено його
властивостям. Перетворення еквiвалентностi вихiдних рiвнянь продов-
жено на весь потенцiальний фрейм. Запропоновано критерiї iснування
нетривiальних потенцiальних симетрiй. Для деяких рiвнянь знайдено ал-
гебри потенцiальних симетрiй довiльного порядку. Вивчено i регулярнi,
i сингулярнi оператори редукцiї. Доведено, що проблеми побудови всiх
однопараметричних (двопараметричних лiнiйних за параметрами) сiмей
розв’язкiв кожного такого рiвняння i опису його операторiв редукцiї з
(не)нульовими коефiцiєнтами при ∂t повнiстю еквiвалентнi. Визначальнi
рiвняння на коефiцiєнти операторiв редукцiї обох типiв зведено за допо-
могою нелокальних замiн до вихiдних рiвнянь. Дослiджено лiївськi си-
метрiї та лiївськi редукцiї визначальних рiвнянь i допустимi перетворен-
ня мiж ними. Доведено, що алгебри лiївської iнварiантностi i групи точ-
кових симетрiй визначальних рiвнянь, а також групи еквiвалентностi i
множини допустимих перетворень їх класiв iндуковано вiдповiдними об’-
єктами для вихiдних рiвнянь, а лiївська редукцiя визначальних рiвнянь
дає такi оператори редукцiї, що кожна з асоцiйованих сiмей розв’язкiв
вихiдних рiвнянь або складається з лiївських розв’язкiв, або породжена з
фiксованого розв’язку дiєю групи лiївських симетрiй. У результатi отри-
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мано вичерпну вiдповiдь на питання про межi застосовностi операторiв
редукцiї для побудови точних розв’язкiв вихiдних рiвнянь.

Сьомий роздiл присвячено сумiжним проблемам теорiї алгебр Лi.
Використовуючи оригiнальний алгоритм на основi методу рухомих ре-
перiв Картана, знайдено узагальненi оператори Казiмiра (тобто iнварi-
анти коприєднаного зображення) серiй розв’язних алгебр Лi, нiльрадика-
ли яких iзоморфнi алгебрi строго верхньотрикутних матриць. Розгляну-
тi серiї включають алгебри строго верхньотрикутних матриць, нестрого
верхньотрикутних матриць, спецiальних верхньотрикутних матриць та
алгебри з одним нiльнезалежним елементом. Запропоновано низку не-
обхiдних критерiїв контракцiй алгебр Лi i критерiй нееквiвалентностi
реалiзацiй алгебр Лi, що дозволило виконати класифiкацiю контракцiй i
реалiзацiй алгебр Лi до розмiрностi чотири включно. Вивчено багатопа-
раметричнi i повторнi контракцiї.

У кiнцi основної частини дисертацiї зроблено загальнi висновки.
У трьох додатках наведено результати, що iлюструють i доповнюють

результати основної частини.
У додатку А проаналiзовано iєрархiю потенцiальних законiв збере-

ження рiвнянь конвекцiї–дифузiї вигляду ut = (A(u)ux)x + B(u)ux. На-
ведено результати щодо узагальнених розширених i умовних груп ек-
вiвалентностi, законiв збереження, допустимих перетворень, лiївських
i потенцiальних симетрiй, точних розв’язкiв (1+1)-вимiрних рiвнянь
конвекцiї–дифузiї та реакцiї–дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами. Цi рiв-
няння дають приклади класiв з нетривiальними узагальненими розши-
реними групами еквiвалентностi. Також знайдено прихованi симетрiї i
точнi розв’язки (1+2)-вимiрного рiвняння Бюргерса.

Доведення теореми 4.2 у випадку абелевих i загальних накриттiв та
багатовимiрних потенцiальних систем з калiбруваннями i без них роз-
мiщено у додатку Б разом з обґрунтуванням для таких структур коре-
ктностi поняття характеристики закону збереження. Крiм цього вивчено
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закони збереження загальних накриттiв, що мiстять збережнi вектори,
лiнiйнi по псевдопотенцiалам.

У додатку В на прикладi узагальнених рiвнянь Гамiльтона–Якобi
продемонстровано, що i для ненормалiзованих класiв можна використо-
вувати алгебраїчний метод групової класифiкацiї, наприклад, розбиваю-
чи вихiднi класи на нормалiзованi пiдкласи i потiм вивчаючи можливу
структуру алгебр iнварiантностi.

Подяки. Автор висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому консуль-
танту академiку НАН України, доктору фiзико-математичних наук, про-
фесору Анатолiю Михайловичу Самойленку i завiдувачу вiддiлу прикла-
дних дослiджень, члену-кореспонденту НАН України, доктору фiзико-
математичних наук, професору Анатолiю Глiбовичу Нiкiтiну за постiй-
ну увагу i допомогу в роботi та кандидатам фiзико-математичних наук
Вячеславу Миколайовичу Бойку, Оленi Олександрiвнi Ванєєвiй та iн-
шим спiвробiтникам вiддiлу прикладних дослiджень за плiдну довголi-
тню спiвпрацю i пiдтримку.
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РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури

У цьому роздiлi проведено детальний огляд та аналiз результатiв, що
iснують у лiтературi i пов’язанi з темою дисертацiї.

1.1. Групова класифiкацiя

Групова класифiкацiя дає ефективний засiб для вiдбору фiзично реле-
вантних моделей з параметризованих класiв диференцiальних рiвнянь.
Iнварiантнiсть вiдносно певної групи перетворень є фундаментальним
принципом багатьох фiзичних теорiй. Так, всi нерелятивiстськi теорiї
повиннi задовольняти принцип вiдносностi Галiлея, тобто їх базовi фiзи-
чнi закони мають бути iнварiантними вiдносно групи Галiлея. В реляти-
вiстських теорiях галiлеївський принцип замiнено принципом спецiальної
вiдносностi, що вiдповiдає iнварiантностi вiдносно групи Пуанкаре. Тому
фiзичнi моделi зазвичай зв’язанi апрiорними вимогами щодо їх симетрiй-
них властивостей. Це природно приводить до загального формулювання
так званої оберненої задачi групової класифiкацiї для систем диференцi-
альних рiвнянь: для заданої групи перетворень (реалiзацiї алгебри Лi)
у просторi фiксованої кiлькостi залежних i незалежних змiнних опи-
сати всi системи диференцiальних рiвнянь, що допускають цю групу
(алгебру) як групу (алгебру) симетрiй. Дослiдження багатьох задач та-
кого типу представлено, наприклад, у [48,124,125,132,137]. Як правило,
для їх розв’язання необхiдно залучати методи теорiї диференцiальних
iнварiантiв [30,117,118,136,213–215,218].
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Диференцiальнi рiвняння, що моделюють реальнi явища, часто мi-
стять числовi або функцiональнi параметри (так званi довiльнi елемен-
ти), якi визначають експериментально, а тому вони не є наперед фiксо-
ваними. Водночас вибранi моделi мають бути достатньо простими, щоб
пiддаватися систематичному вивченню. Симетрiйний пiдхiд виступає як
унiверсальний метод розв’язання таких нелiнiйних моделей. Крiм того,
широка група симетрiй системи диференцiальних рiвнянь вказує на на-
явнiсть iнших цiкавих властивостей цiєї системи i пiдказує шлях для
застосування специфiчних методiв, адаптованих до вiдповiдної конкре-
тної проблеми. Тому властивостi iнварiантностi моделi можуть слугувати
для визначення її придатностi. Стратегiю вибору серед усiх можливих
моделей тих, що допускають найширшi групи симетрiй, можна викори-
стовувати для виокремлення “правильних” значень довiльних елементiв
у модельних рiвняннях [30].

У рамках групового аналiзу диференцiальних рiвнянь ця стратегiя
приводить до постановки (прямої) задачi групової класифiкацiї [22, 29,
30]: для заданого параметризованого класу систем диференцiальних рiв-
нянь у просторi фiксованої кiлькостi залежних i незалежних змiнних
визначити спiльну групу симетрiй усiх систем з класу i з точнiстю
до вiдношення еквiвалентностi, породженого групою еквiвалентностi
класу, описати тi системи, що допускають ширшi групи симетрiй,
нiж спiльна. (Докладнiше обговорення постановки цiєї задачi представ-
лено у пунктi 2.1.5.) Деякi проблеми групового аналiзу (наприклад, вибiр
рiвнянь з параметризованого класу, якi допускають реалiзацiї фiксованої
алгебри Лi) виявляють властивостi i прямої, i оберненої задач групової
класифiкацiї. Класичними прикладами розв’язання задач групової кла-
сифiкацiї є класифiкацiя С. Лi ЗДР другого порядку [186], яка дозво-
лила С. Лi описати рiвняння з цього класу, iнтегровнi в квадратурах, а
також його ж класифiкацiя двовимiрних лiнiйних ДРЧП другого поряд-
ку [16,156,187,256].
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Групова класифiкацiя в класах диференцiальних рiвнянь є набагато
складнiшою задачею, нiж знаходження групи лiївських симетрiй окре-
мої системи диференцiальних рiвнянь, оскiльки зазвичай вона вимагає
iнтегрування громiздкої перевизначеної системи ДРЧП (визначальних
рiвнянь), до якої входять i коефiцiєнти операторiв iнфiнiтезiмальної си-
метрiї, i довiльнi елементи класу. Для її розв’язання за останнi десяти-
лiття розвинуто рiзноманiтнi методи, якi можно умовно об’єднати у два
основних пiдходи, причому основою обох є iнфiнiтезiмальний критерiй
iнварiантностi [22, 30,31,75].

Перший пiдхiд є бiльш алгебраїчним i ґрунтується на пiдгрупово-
му аналiзi групи еквiвалентностi розглядуваного класу диференцiаль-
них рiвнянь. Якщо клас є достатньо загальним i має широку групу ек-
вiвалентностi, то задача зводиться до опису нееквiвалентних реалiзацiй
алгебр Лi у певнiй множинi векторних полiв. Вiдповiдне теоретичне пiд-
ґрунтя докладно представлено у [22, 61, 293, 295]. Саме цей пiдхiд за-
стосовано С. Лi до розв’язання найвiдомiшої класичної задачi групової
класифiкацiї — класифiкацiї ЗДР другого порядку [16, 187, 256]. В його
рамках було класифiковано багато класiв загальних або квазiлiнiйних
(1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь i iнших важливих класiв диферен-
цiальних рiвнянь [1,21,22,25,61,144,151,160,182,183,234,237,238,293–296].
Незважаючи на це, причини, що лежать в основi ефективностi цiєї те-
хнiки, i межi їх застосовностi тривалий час залишалися нез’ясованими.

Незалежно вiд загального алгебраїчного пiдходу в [3,155] було запро-
поновано так званий метод попередньої (або часткової) групової класи-
фiкацiї, що залучає пiдгруповий аналiз групи еквiвалентностi i побудову
диференцiальних iнварiантiв отриманих нееквiвалентних пiдгруп. Вiн є
простим i ефективним у випадку, коли групi еквiвалентностi вiдповiдає
скiнченновимiрна алгебра Лi. Питання про те, коли результати попере-
дньої i повної групової класифiкацiї спiвпадають, також залишалося вiд-
критим.
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Другий пiдхiд до задач групової класифiкацiї ґрунтується на дослi-
дженнi сумiсностi i прямому iнтегруваннi, з точнiстю до вiдношення ек-
вiвалентностi, породженого вiдповiдною групою еквiвалентностi, визна-
чальних рiвнянь, що випливають з iнфiнiтезiмального критерiю iнварi-
антностi [30]. Цей пiдхiд застосовують найчастiше, але вiн ефективний
тiльки для класiв простої структури, наприклад, тих, що мають малу
кiлькiсть довiльних елементiв, якi є сталими або функцiями одного-двох
однакових аргументiв i допускають скiнченновимiрнi групи еквiвалент-
ностi. До задач, вперше розв’язаних у цьому пiдходi, можна вiднести кла-
сифiкацiї С. Лi двовимiрних лiнiйних ДРЧП другого порядку [111,187] i
нелiнiйних хвильових рiвнянь загального вигляду d2z/dxdy = F (z) [188],
а також класифiкацiя Л.В. Овсяннiковим нелiнiйних рiвнянь дифузiї [28].
Саме з останньої статтi розпочався сучасний етап розвитку групового
аналiзу. Велику кiлькiсть результатiв щодо проблем групової класифi-
кацiї, вивчених в рамках цього пiдходу, зiбрано в [30, 75, 111, 112, 196].
Одним з “еталонних” i вiдомих прикладiв є групова класифiкацiя нелiнiй-
них рiвнянь реакцiї–дифузiї [12]. Вiдмiтимо також групову класифiкацiю
систем двох нелiнiйних рiвнянь реакцiї–дифузiї зi сталою матрицею ди-
фузiї [208], яка за складнiстю, трудомiсткiстю i рiвнем виконання сильно
вирiзняється серед вiдомих класифiкацiй подiбного типу.

Водночас класи простої структури, в яких класифiкацiю можна отри-
мати прямим застосуванням одного з iснуючих методiв, не вичерпують
усiх класiв диференцiальних рiвнянь, цiкавих для застосувань iз матема-
тичної точки зору. Вiдомi методи не дозволяють розв’язувати задачi гру-
пової класифiкацiї у класах складнiшої структури, наприклад, у класах
так званих нелiнiйних рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузiї зi змiнними кое-
фiцiєнтами. Для забезпечення розв’язностi i прийнятного формулювання
класифiкацiйних результатiв необхiдно розвити новi потужнi засoби i ре-
левантнi поняття, а також модифiкувати постановку задач класифiкацiї.
I такий процес вже частково розпочався. Так, у [26, 195, 196] запропоно-
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вано поняття узагальненої групи еквiвалентностi, хоча певний час воно
не знаходило iстотних застосувань. Додатковi перетворення еквiвалент-
ностi, перший нетривiальний приклад яких знайдено в [20] для класи-
фiкацiї з [12], почали регулярно застосовувати для спрощення складних
класифiкацiйних спискiв [103, 208, 235]. Подальший рух у цьому напря-
мi вимагав розвитку загального теоретичного пiдґрунтя задач групової
класифiкацiї.

Багато зусиль докладено також до розробки алгоритмiв i пакетiв про-
грам для виконання групової класифiкацiї за допомогою комп’ютерiв.
Незважаючи на певний прогрес, значних успiхiв тут, на вiдмiну вiд зна-
ходження лiївських симетрiй конкретних систем диференцiальних рiв-
нянь [152], поки що не досягнуто [189,190,286–288].

1.2. Лiївськi симетрiї нелiнiйних рiвнянь
Шрьодiнгера

Нелiнiйнi рiвняння Шрьодiнгера є важливими об’єктами для дослiджен-
ня завдяки їх цiкавим математичним властивостям, низцi застосувань
у рiзних галузях фiзики i iнших наук: оптицi, нелiнiйнiй квантовiй ме-
ханiцi, теорiї конденсацiї Бозе–Айнштайна, фiзицi плазми, iнформатицi,
геофiзицi тощо. Вони також виникають у застосуваннях у виглядi так
званих рiвнянь рiдини Маделунга, якi пов’язанi з стандартною формою
через перетворення Маделунга ψ =

√
Reiϕ, де R i ϕ — новi дiйснознач-

нi невiдомi функцiї. Кубiчне рiвняння Шрьодiнгера є однiєю з найбiльш
вивчених iнтегровних моделей математичної фiзики.

Рiвняння Шрьодiнгера також iнтенсивно вивчали за допомогою симе-
трiйних методiв. Маловiдомо, що першi дослiдження рiвнянь Шрьодiн-
гера з симетрiйної точки зору виконано С. Лi. Бiльш точно, його класи-
фiкацiя [187] лiнiйних рiвнянь з двома незалежними комплексними змiн-
ними мiстить у неявному виглядi розв’язок класифiкацiйної задачi для
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лiнiйних (1+1)-вимiрних рiвнянь Шрьодiнгера з довiльним потенцiалом.
Цiлеспрямовано вивчати лiївськi симетрiї рiвнянь Шрьодiнгера розпоча-
ли значно пiзнiше i теж з лiнiйного випадку [197,206,207]. Згодом симе-
трiйнi дослiдження було поширено на нелiнiйнi рiвняння Шрьодiнгера.
Всi рiвняння з класу (3.1), iнварiантнi вiдносно пiдалгебр алгебри лiїв-
ської симетрiї (1 + 1)-вимiрного вiльного рiвняння Шрьодiнгера, побудо-
вано в [83]. Пiзнiше загальнiшу проблему опису рiвнянь з класу (3.1), що
мають одно-, два- та тривимiрнi алгебри лiївської iнварiантностi, розв’я-
зано в [296]. Було помiчено [83,126], що (1 + n)-вимiрнi нелiнiйнi рiвнян-
ня Шрьодiнгера з нелiнiйностями вигляду F = f(|ψ|)ψ вирiзняються
симетрiйними властивостями, оскiльки кожне таке рiвняння iнварiан-
тне вiдносно зображення (1 + n)-вимiрнiй групи Галiлея. Розширення
групи iнварiантностi можливе для логарифмiчної [49] i степеневої [126]
функцiй i тiльки для них [27]. Степiнь γ = 4/n є особливим, оскiльки
вiльне рiвняння Шрьодiнгера i нелiнiйне рiвняння Шрьодiнгера з нелi-
нiйнiстю |ψ|4/nψ виокремлюються з багатьох подiбних рiвнянь тим, що
допускають повну групу Галiлея, розширену масштабними i конформ-
ними перетвореннями [126]. Це нелiнiйне рiвняння Шрьодiнгера має i
iншi винятковi властивостi, через якi значення γ = 4/n тепер називають
критичним степенем для нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера.

Завершуючи серiю робiт [140–144] щодо групового аналiзу i точних
розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера, Ганьон i Вiнтернiц [144] до-
слiдили загальний клас (1 + 1)-вимiрних кубiчних рiвнянь Шрьодiнгера
зi змiнними коефiцiєнтами. Дойбнер i Голдiн застосуванням симетрiйно-
го пiдходу отримали новi рiвняння, якi узагальнюють рiвняння Шрьо-
дiнгера i їх можна застосувати у нелiнiйнiй квантовiй механiцi [114]. Цi
рiвняння детально вивчено з симетрiйної точки зору багатьма автора-
ми [115,123,200]. Дослiдження щодо умовної iнварiантностi i методу пря-
мої редукцiї привели до розширення множини нелiнiйних рiвнянь Шрьо-
дiнгера, для яких точнi розв’язки було побудовано симетрiйними чи спо-
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рiдненими методами [50, 106]. Багато точних розв’язкiв нелiнiйних рiв-
нянь Шрьодiнгера зiбрано в [32]. Лiївськi симетрiї векторних нелiнiйних
системШрьодiнгера вигляду iψt+4ψ+S(t,x,ψ·ψ∗)ψ = 0 розглядались
у [286–288] за допомогою пакету символьних обчислень, щоб продемонст-
рувати його ефективнiсть при розв’язаннi перевизначених систем ДРЧП.
Тут x i ψ — набори n просторових змiнних i m невiдомих функцiй вiд-
повiдно, S — дiйснозначна гладка функцiя своїх аргументiв. Зокрема,
обчислено максимальнi розмiрностi алгебр лiївської iнварiантностi для
невеликих значень n i m. Було також запропоновано використовувати
визначальнi рiвняння для лiївських симетрiй певних систем наведеного
вигляду у якостi еталону для тестування алгоритмiв i пакетiв програм,
що працюють з перевизначеними системами ДРЧП.

Як видно з огляду, загальний об’єм вiдомих результатiв щодо лiїв-
ських симетрiй нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера значно менший нiж, на-
приклад, для еволюцiйних рiвнянь. Навiть для важливого класу рiвнянь
Шрьодiнгера з нелiнiйностями вигляду F = f(|ψ|)ψ вичерпну групову
класифiкацiю представлено порiвняно недавно [27], незважаючи на вели-
ку кiлькiсть попереднiх часткових результатiв, а рiвняння Шрьодiнгера
з потенцiалами i модульними нелiнiйностями вивчали тiльки для спе-
цiальних значень потенцiалiв. Це i обумовлює актуальнiсть подальших
дослiджень нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера в рамках групового аналiзу.

1.3. Закони збереження

Пiсля того, як робота Е. Ньотер [210] стала загальновiдомою, бiльшiсть
авторiв шукали закони збереження, використовуючи симетрiйний пiд-
хiд на основi (узагальненої теореми) Ньотер [15, 31, 75]. Цей пiдхiд має
ряд переваг. Вiн зводить побудову законiв збереження до знаходження
симетрiй, для вiдшукання яких iснують добре розвинутi методи. Крiм
того, симетрiйнi властивостi вже вiдомi для багатьох систем диферен-
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цiальних рiвнянь. Проте такий пiдхiд можна застосувати лише до рiв-
нянь Ейлера–Лагранжа, якi утворюють нормальну систему i допуска-
ють групи симетрiй, що задовольняють додаткову “варiацiйну” умову
збереження варiацiйного iнтегралу [31], що обмежує область застосов-
ностi цього пiдходу. Водночас означення законiв збереження безпосе-
редньо дає шлях до їх знаходження. Технiка обчислень при цьому по-
дiбна до класичного методу Лi дослiдження симетрiй диференцiальних
рiвнянь [111, Роздiл 6]. Згiдно традицiям групового аналiзу, цей метод
називають прямим [172, 289]. Можна виокремити двi основнi його вер-
сiї [289]. Перша — бiльш пряма — ґрунтується безпосередньо на означеннi
збережних векторiв [111,236,289], друга залучає характеристичну форму
законiв збереження або два її наслiдки, тому для неї iснує три модифiка-
цiї [54–56, 73, 77, 79, 279, 289]. Недолiком першою версiї є додаткова неви-
значенiсть збережних векторiв порiвняно з характеристиками, пов’язана
з iснуванням нульових дивергенцiй, що значно ускладнює обчислення,
але вона немає суттєвих обмежень щодо властивостей систем, до яких
може застосовуватися. Другу версiю можна використовувати тiльки для
цiлком невироджених систем, i як додатковий крок вона включає обчи-
слення збережних векторiв за знайденими характеристиками. До обох
версiй можна додатково залучати вiдношення еквiвалентностi, породже-
нi групами перетворень на множинах збережних векторiв i характерис-
тик, але такi еквiвалентностi у лiтературi регулярно не розглядалися i
вiдповiднi задачi класифiкацiї не ставилися. Те саме твердження справе-
дливе i щодо потенцiальних симетрiй.

Iдея iтеративної побудови потенцiальних структур над диференцi-
альними рiвняннями через використання законiв збереження, поняття
псевдопотенцiалiв i загальних накриттiв [283] створила пiдґрунтя для
введення понять потенцiальної симетрiї i потенцiального закону збере-
ження [76, 116, 148, 253, 280]. Незважаючи на низку цiкавих i змiстовних
результатiв щодо таких симетрiй i законiв збереження конкретних ди-
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ференцiальних рiвнянь чи деяких їх класiв (iнодi сформульованих у iн-
ших термiнах) [3,7,70,71,73,75–77,79,80,148,246,253,280,294], питанням
теоретичного обґрунтування достатньої уваги не придiлялося. Не вико-
нувалося аналiзу вiдношень еквiвалентностi, якi можна було б застосо-
вувати. Збережнi вектори для введення потенцiалiв вiдбирали на основi
емпiричних мiркувань. При застосуваннi методiв, що залучають хара-
ктеристичну форму законiв збереження не перевiряли умову цiлковитої
невиродженостi потенцiальних систем. Не iснувало загального критерiю
для перевiрки еквiвалентностi потенцiальних законiв збереження. Тiльки
недавно було запропоновано необхiдний критерiй для такої перевiрки у
випадку характеристик, що є функцiями лише незалежних змiнних [77].

1.4. Некласичнi (Q-умовнi) симетрiї

“Некласичний метод побудови автомодельних розв’язкiв” запропоновано
Дж. Блуменом i Дж. Коулом у [72]. Значно пiзнiше цей метод почали
асоцiювати з термiнами Q-умовна [48], просто умовна [43,45,139] або не-
класична [185] симетрiя. Використовуючи результати з [297] як обґрун-
тування, також запропоновано термiн оператор редукцiї [10,244], який i
використовується у дисертацiї.

Справжнiй сплеск дослiдницького iнтересу до некласичних симетрiй
розпочався пiсля статей [135,216,217], що привело до iнтенсивного розви-
тку їх теоретичних основ упродовж двох останнiх десятилiть. Крiм того,
їх ефективно застосовували до знаходження точних розв’язкiв багатьох
ДРЧП, якi виникають у фiзицi, бiологiї, фiнансовiй математицi тощо.
Див., наприклад, огляди в [45,46,122,219].

У [72] “некласичний” метод описано на прикладi (1 + 1)-вимiрного лi-
нiйного рiвняння теплопровiдностi i пiдкреслено, що будь-який розв’язок
вiдповiдних визначальних рiвнянь дає коефiцiєнти такого оператора, що
анзац, побудований за ним, зводить рiвняння теплопровiдностi до ЗДР.



37

У [216] “некласичний” метод розглянуто пiд час порiвняльного аналiзу
широкого спектру рiзних пiдходiв до побудови точних розв’язкiв. Понят-
тя слабкої симетрiї систем ДРЧП, що узагальнює “некласичний” метод,
введено в [217]. Там же обговорено загальну процедуру редукцiї, а також
вперше виведено фундаментальнi тотожностi [217, рiвняння (23)], кри-
тично важливi для теорiї некласичних симетрiй. Першу версiю критерiю
умовної iнварiантностi, що явно враховує диференцiальнi наслiдки умови
iнварiантної поверхнi, запропоновано в [135]. Узагальнюючи результати
з [44, 135] i iнших попереднiх статей, у [43] введено поняття загальної
умовної iнварiантностi. Починаючи зi збiрника статей, що мiстить [43],
багато авторiв стали регулярно використовувати термiни “умовна iнва-
рiантнiсть” i “Q-умовна iнварiантнiсть” у зв’язку з методом Блумена–
Коула. Назву “некласична симетрiя”, здається, вперше використано
в [185]. До цього не iснувало нiякої спецiальної назви для операторiв, по-
рахованих при такому пiдходi, а iснуюча термiнологiя робила наголос на
характеристиках методу або iнварiантностi. Прямий метод редукцiї (ме-
тод анзаца) в явному виглядi i систематично вперше застосовано в [107]
до рiвняння Бусiнеска, хоча деякi приклади подiбних редукцiй для iнших
рiвнянь будувалися i ранiше (див. посилання в [107], а також [129]). Умо-
ва iнволютивностi для сiмей операторiв вперше введено у формулюван-
ня критерiю умовної iнварiантностi в [139, 281, 282]. Зв’язок мiж некла-
сичними симетрiями, редукцiєю i формальною сумiснiстю комбiнованої
системи, утвореної вихiдним рiвнянням i умовою iнварiантної поверхнi,
вiдкрито в [246] i пiзнiше вивчено в [212]. Проблему алгоритмiзацiї обчи-
слення некласичних симетрiй поставлено в [109]. Поняття узагальнених
або вищих умовних симетрiй запропоновано в [119,290] для класу (1+1)-
вимiрних еволюцiйних рiвнянь, а у бiльш широкому контекстi воно обго-
ворено в [212]. Еквiвалентнiсть некласичного пiдходу, що ґрунтується на
умовнiй симетрiї, та прямого (анзацного) методу редукцiї ДРЧП встанов-
лено в загальнiй формi в [297], використовуючи точне означення редук-
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цiї диференцiальних рiвнянь. Водночас, не зважаючи на тривалу iсторiю
некласичної симетрiї та надихаючi результати її застосувань, багато ба-
зових проблем цiєї теорiї дотепер залишаються вiдкритими. Так, iсную-
че означення некласичних симетрiй є цiлком коректним лише у випадку
окремих диференцiальних рiвнянь та для деяких спецiальних систем ДР-
ЧП. Задовiльного означення для загальних систем у лiтературi немає.

Вичерпно некласичнi симетрiї описано лише для незначної кiлькостi
окремих диференцiальних рiвнянь або одиничних їх класiв. Мабуть, най-
бiльш вiдомим i достатньо повним є дослiдження некласичних симетрiй
нелiнiйних рiвнянь теплопровiдностi з джерелом [39, 47, 59, 108, 109], але
i в ньому є певнi прогалини [277]. Задачi про опис некласичних симетрiй
не ставились як задачi класифiкацiї, тому для спрощення їх розв’язання
i кiнцевих результатiв не використовувались вiдношення еквiвалентностi
за групами перетворень, хоча в деяких випадках це є iстотнiм [244,277].
Тiльки у [185] було зауважено, що для будь-якого рiвняння його група лi-
ївської iнварiантностi породжує добре визначену дiю на його операторах
некласичної симетрiї, тому її можна використати для розбиття множини
цих операторiв на класи еквiвалентностi, але в цiй же статтi зазначене
спостереження не було регулярно використано при обчисленнi операторiв
некласичної симетрiї (1+1)-вимiрного рiвняння Бусiнеска. Бiльш строго
твердження про дiю перетворень точкової симетрiї на множинi iнволю-
тивних сiмей операторiв некласичної симетрiї сформульовано в [282] без
зв’язку з проблемами класифiкацiї. Рiзнi типи точкових еквiвалентно-
стей у класах диференцiальних рiвнянь у контекстi класифiкацiї некла-
сичних симетрiй у лiтературi навiть не згадували. Зазначимо також, що
iснуючi результати щодо некласичних симетрiй стосуються, як правило,
рiвнянь з двома чи зрiдка трьома незалежними змiнними (див., напри-
клад, [17]). Регулярне вивчення некласичних симетрiй багатовимiрних
рiвнянь (за вийнятком багатовимiрного лiнiйного рiвняння теплопровiд-
ностi [37]) взагалi не проводилось.
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Дослiдження так званих “no-go” випадкiв некласичних симетрiй бу-
ло розпочато з (1 + 1)-вимiрного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi.
У [284] в одному з випадкiв, що виникають при обчисленнях некласич-
них симетрiй, для частини системи визначальних рiвнянь на коефiцiєн-
ти вiдповiдного оператора вивчено лiївську симетрiю та знайдено нело-
кальнi перетворення, що зв’язують дослiджувану систему з рiвнянням
Бюргерса та рiвнянням теплопровiдностi з джерелом. Повне (у певному
сенсi) розв’язання задачi про Q-умовну iнварiантнiсть лiнiйного однови-
мiрного рiвняння теплопровiдностi дано в [134] (див. також [33,127,224]).
А саме, в обох випадках, що виникають, знайдено лiївську симетрiю сис-
тем визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q-умовної iнварi-
антностi i нелокальнi перетворення, що зводять їх до вихiдного рiвняння.
Цi результати було повнiстю поширено на клас лiнiйних рiвнянь перено-
су [33, 127, 224]. У [291, 292] помiчено, що теорема з [134] про зведення
визначального рiвняння для множини операторiв Q-умовної симетрiї з
нульовим коефiцiєнтом при ∂t до вихiдного рiвняння повнiстю перено-
ситься на випадок довiльного (1 + 1)-вимiрного еволюцiйного рiвняння.
Трохи згодом цю теорему вдалося узагальнити на iнволютивнi сiм’ї опе-
раторiв Q-умовної симетрiї спецiального вигляду багатовимiрних еволю-
цiйних рiвнянь [34] i навiть систем таких рiвнянь [10]. Однак узагальнен-
ня з [291, 292] було найважливiшим, оскiльки воно виконано для класу
рiвнянь, до яких некласичний метод пошуку iнварiантних розв’язкiв за-
стосовують найчастiше.

Усi згаданi “no-go” результати щодо операторiв редукцiї стосуються
тiльки певних — еволюцiйних — рiвнянь. Тривалий час не було вiдомо,
чи можна взагалi якимось чином поширити їх на iншi класи рiвнянь i
якщо так, то за яких умов це можна зробити. Їх значення для загальної
теорiї некласичних симетрiй i можливi застосування не були зрозумiлi i
еволюцiйнi рiвняння здавались особливими. Для факторизацiї множини
операторiв редукцiї (яка в дiйсностi є важливим етапом їх знаходження)
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використовувався емпiричний пiдхiд до розбиття всiєї множини на пiд-
множини, а це, як правило, приводило до iстотного ускладнення всього
подальшого розгляду.

1.5. Iнварiанти, реалiзацiї та контракцiї алгебр Лi

Однiєю з визначальних характеристик алгебр Лi є їх iнварiанти, якi ма-
ють численнi застосування в рiзних галузях математики i фiзики, де
виникають алгебри Лi (теорiя зображень, iнтегровнiсть гамiльтонових
диференцiальних рiвнянь, квантовi числа тощо). Зокрема, полiномiальнi
iнварiанти деякої алгебри Лi вичерпують множину її операторiв Казi-
мiра, тобто центр її унiверсальної обгортуючої алгебри [52]. Тому не-
полiномiальнi iнварiанти також називають узагальненими операторами
Казiмiра. Оскiльки структура iнварiантiв сильно залежить вiд структу-
ри алгебри i класифiкацiя всiх (скiнченновимiрних) алгебр Лi є “дикою”
задачею, здається неможливим створити повну теорiю узагальнених опе-
раторiв Казiмiра у загальному випадку.

Iснує багато робiт про властивостi i особливостi обчислення iнварi-
антiв алгебр Лi, оцiнку їх кiлькостi та застосування для рiзноманiтних
класiв алгебр Лi, або навiть конкретних алгебр Лi, якi виникають у фi-
зичних задачах [57,84,97,99,169,170,201–203,220,252,270,272,273].

Останнiм часом у якостi основного пiдходу до обчислення iнварiан-
тiв алгебр Лi використовувався iнфiнiтезiмальний метод. Ефективний у
простих випадках, для складнiших алгебр вiн приводить до iнтегрування
громiздких перевизначених систем квазiлiнiйних ДРЧР першого поряд-
ку [52,220,270]. Так, у [272,273] було вивчено розв’язнi алгебри Лi, нiльра-
дикали яких iзоморфнi алгебрi строго верхньотрикутних матриць, i зро-
блено спробу порахувати iнфiнiтезiмальним методом їх iнварiанти. Для
довiльних розмiрностей успiху вдалося досягти лише для серiї алгебр
строго верхньотрикутних матриць, а ще для двох серiй алгебр (зокрема,
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алгебр спецiальних верхньотрикутних матриць) iнварiанти було порахо-
вано лише для невеликих розмiрностей, пiсля чого висунуто гiпотези про
їх вигляд. Водночас у груповому аналiзi (а саме, теорiї диференцiальних
iнварiантiв i задачах еквiвалентностi) вже давно використовують суча-
сну версiю потужного методу рухомих реперiв Картана [117,118,154,218],
застосування якого дозволяє уникнути iнтегрування ДРЧП при побудовi
iнварiантiв алгебр Лi, див. пiдроздiл 7.1.

Вперше питання про опис реалiзацiй алгебр Лi векторними полями
поставив ще С. Лi, вiн же отримав найбiльш важливi результати, а саме,
прокласифiкував несингулярнi скiнченновимiрнi алгебри Лi векторних
полiв на комплексних i дiйсних прямiй i площинi. Проте це питання i досi
є складною математичною задачею та має широкий спектр застосувань,
зокрема до iнтегрування звичайних диференцiальних рiвнянь, групової
класифiкацiї рiвнянь у частинних похiдних, класифiкацiї гравiтацiйних
полiв тощо. Лише недавно було прокласифiковано реалiзацiї дiйсних ал-
гебр Лi розмiрностей до чотири включно у просторах довiльної кiлькостi
змiнних [232, 233] . При цьому суттєву роль вiдiграв критерiй нееквiва-
лентностi реалiзацiй, представлений у пiдроздiлi 7.2. У цих же роботах
виконано також огляд iнших вiдомих результатiв щодо реалiзацiй алгебр
Лi, їх застосувань i класифiкацiї низькорозмiрних алгебр.

Хоча вперше концепцiю контракцiй мiж алгебрами Лi запропоновано
в [258], загальновiдомою вона стала лише пiсля [157,158]. Iснуючi роботи
по теорiї контракцiй можна умовно роздiлити на два великi потоки — в
математичнiй i фiзичнiй лiтературi, — якi практично не перетинаються.
Але навiть усiх зiбраних у лiтературi необхiдних критерiїв контракцiй
виявилось недостатньо для опису контракцiй низькорозмiрних алгебр
Лi. Як правило, критерiї формулювалися для певного класу (наприклад,
нiльпотентних) алгебр Лi. Особливо нестача критерiїв вiдчувалася для
дiйсного, складнiшого за комплексний, випадку. Див. детальний огляд
у [205], посилання у пiдроздiлi 7.3 i особливо — зауваження 7.7.
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РОЗДIЛ 2

Груповий аналiз
у класах диференцiальних рiвнянь

Цей роздiл присвячено теоретичним основам групового аналiзу у класах
(систем) диференцiальних рiвнянь. У пiдроздiлi 2.1 з симетрiйної точки
зору проаналiзовано базовi поняття i об’єкти, асоцiйованi з системами
диференцiальних рiвнянь та їх класами, а також розглянуто рiзнi мо-
жливостi для їх розвитку i узагальнення. Вiдображення мiж класами
та їх потенцiйнi застосування у класифiкацiйних задачах дослiджено у
пiдроздiлi 2.2. Ключове поняття нормалiзованого класу систем диферен-
цiальних рiвнянь, яке може стати основою для перебудови теорiї групо-
вої класифiкацiї i iнших спорiднених роздiлiв групового аналiзу, запро-
поновано i вивчено у пiдроздiлi 2.3. Нормалiзацiйнi властивостi класiв
(1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь та систем таких рiвнянь є предме-
том дослiдження у пiдроздiлi 2.4.

Умовимося, що всi перетворення дiють злiва. Термiн “група точко-
вих перетворень” використовуємо як скорочення для термiну “локальна
(псевдо)група локально визначених точкових перетворень”. Областi ви-
значення i значень для вiдображень не вказанi явно. Припустимо також,
що всi функцiї є достатньо гладкими (як правило, дiйсноаналiтичними)
на пiдхожих вiдкритих множинах.
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2.1. Точковi перетворення у класах
диференцiальних рiвнянь

Щоб створити мiцне теоретичне пiдґрунтя для строгого введення по-
няття нормалiзованих класiв диференцiальних рiвнянь у параграфi 2.3,
необхiдно уважно переглянути основнi поняття групового аналiзу дифе-
ренцiальних рiвнянь. Розпочнемо з аналiзу базового поняття загального
класу (систем) диференцiальних рiвнянь. Потiм формалiзуємо поняття
точкових перетворень у таких класах i визначимо рiзнi типи груп еквiва-
лентностi. Також будуть строго сформульованi проблема групової кла-
сифiкацiї у деякому класi диференцiальних рiвнянь, а також проблема
класифiкацiї допустимих перетворень. Це дає основу для розвитку ме-
тодiв групового аналiзу з використанням поняття нормалiзованих класiв
диференцiальних рiвнянь.

2.1.1. Системи диференцiальних рiвнянь. Нехай L — систе-
ма L(x, u(p)) = 0 l диференцiальних рiвнянь L1 = 0, . . . , Ll = 0

для m невiдомих функцiй u = (u1, . . . , um) вiд n незалежних змiннх
x = (x1, . . . , xn). Тут u(p) позначає множину всiх похiдних функцiй u

по x порядку не вище p, включаючи u як похiдну порядку нуль. Зав-
жди вважаємо, що множина диференцiальних рiвнянь, якi утворюють
розглядувану систему, канонiчно зображає цю систему i є мiнiмальною.
Мiнiмальнiсть множини рiвнянь означає, що нiяке рiвняння з цiєї мно-
жини не є диференцiальним наслiдком iнших рiвнянь. Через L(k) позна-
чимо максимальну множину алгебраїчно незалежних диференцiальних
наслiдкiв системи L, що мають як диференцiальнi рiвняння порядки не
вище k. Ототожнимо L(k) з вiдповiдною системою алгебраїчних рiвнянь
у Jk(x|u) i пов’яжемо її з многовидом L(k), визначеним цiєю системою.

Нагадаємо, що Jk(x|u) — це простiр струменiв k-го порядку з неза-
лежними змiнними x i залежними змiнними u. Гладку функцiю, визна-
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чену на пiдмножинi простору Jk(x|u) для деякого k, тобто залежну вiд x
i скiнченної кiлькостi похiдних вiд u, називають диференцiальною функ-
цiєю вiд u. Позначення H[u] вказує, що H — диференцiальна функцiя
вiд u. Див. [31] для вичерпних означень.

Для того, щоб многовид L(k) дiйсно зображав систему L диференцi-
альних рiвнянь, система L повинна бути локально розв’язною у кожнiй
точцi многовиду L(k). Для застосування леми Адамара до диференцiаль-
них функцiй, що дорiвнюють нулю на многовидi L(k), потрiбно, щоб сис-
тема L(k) як система алгебраїчних рiвнянь, визначених у просторi стру-
менiв Jk(x|u), мала максимальний ранг у кожнiй точцi многовиду L(k).
Якщо для будь-якого k система L задовольняє обидвi цi умови, то її на-
зивають цiлком невиродженою. (Це означення трохи вiдрiзняється вiд
наведеного в [31].)

Для певних цiлей, наприклад, при дослiдженнi рiзних потенцiаль-
них i псевдо-потенцiальних конструкцiй замiсть поняття порядку зручно
використовувати бiльш загальне поняття ваги диференцiальних змiн-
них, яке враховує структуру систем диференцiальних рiвнянь, що роз-
глядаються. А саме, для кожної змiнної простору струменiв J∞(x|u)

нескiнченного порядку (що є оберненою границею башти з просто-
рiв струменiв {Jk(x|u), k ∈ N ∪ {0}} вiдносно канонiчної проекцiї
πk : Jk(x|u)→ Jk−1(x|u), k ∈ N) визначимо її вагу % за правилом:

%(xi) = 0, %(uaα) = %a + |α|.

Ваги %(ua) = %a визначають з урахуванням структури системи L.
(У роздiлi 4 наведено конкретнi приклади такого визначення.) Надалi
uaα позначає змiнну в J∞(x|u), вiдповiдну похiднiй ∂|α|ua/∂xα1

1 . . . ∂xαnn ,
α = (α1, . . . , αn) — довiльний мультиiндекс, αi ∈ N ∪ {0},
|α| := α1 + · · ·+ αn. Якщо %a = 0, то вага змiнної uaα очевидно спiвпадає
зi звичайним порядком похiдної |α|. У навантажений простiр стру-
менiв Jk% (x|u) включаємо змiннi з вагами, не бiльшими, нiж k. Простiр
струменiв нескiнченного порядку J∞(x|u) є оберненою границею башти
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навантажених просторiв струменiв {Jk% (x|u), k ∈ N ∪ {0}} вiдносно ка-
нонiчної проекцiї πk% : Jk% (x|u)→ Jk−1

% (x|u), k ∈ N.
Технiка роботи з вагами не вiдрiзняється вiд технiки порядкiв, причо-

му всi означення в термiнах порядкiв можна переформулювати у термi-
нах вагiв. Так, вага %(H) будь-якої диференцiальної функцiї H[u] дорiв-
нює максимальнiй вазi змiнних, що явно виникають у H. Вага рiвняння
H[u] = 0 дорiвнює %(H). Повна множина незалежних диференцiальних
наслiдкiв системи L, якi мають ваги не вище, нiж k, i асоцiйований мно-
говид у Jk% (x|u) позначимо символами L[k] = L[k]% i L[k] = L[k]% вiдповiдно.
Систему L називають цiлком невиродженою вiдносно ваги %, якщо для
будь-якого k ∈ N у кожнiй точцi многовиду L[k] вона локально розв’язна
i алгебраїчна система L[k] має максимальний ранг. Лему Адамара мож-
на застосовувати у звичайний спосiб до диференцiальних функцiй, якi
визначенi в Jk% (x|u) i дорiвнюють нулю на L[k].

Усi мiсця, в яких використання навантажених просторiв струменiв
суттєве, будемо вказувати явно. В iнших мiсцях використано термiно-
логiю, що використовує порядки, хоча її можна замiнити на таку, що
ґрунтується на вагах.

2.1.2. Класи систем диференцiальних рiвнянь. Розглянемо клас
L|S систем диференцiальних рiвнянь

Lθ : L(x, u(p), θ(x, u(p))) = 0,

параметризований θ = θ(x, u(p)). Тут L — набiр фiксованих функцiй вiд
x, u(p) i θ. Символ θ позначає набiр довiльних (параметричних) функцiй
θ(x, u(p)) = (θ1(x, u(p)), . . . , θ

k(x, u(p))), що пробiгає множину роз’язкiв S
системи S(x, u(p), θ(q)(x, u(p))) = 0. Цю систему складають диференцi-
альнi рiвняння на функцiї θ, де x i u(p) виступають у якостi незалежних
змiнних, θ(q) — множина всiх частинних похiдних вiд θ порядку не вище q.
Iнодi множину S додатково обмежують умовою Σ(x, u(p), θ(q)(x, u(p))) 6= 0

нерiвностi нулю з деяким iншим набором Σ диференцiальних функцiй.
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(Ця нерiвнiсть означає, що всi компоненти набору Σ не рiвнi 0. Для про-
стоти набiр Σ можна замiнити окремою диференцiальною функцiєю, що
є добутком його компонент.) Надалi назвемо функцiї θ довiльними еле-
ментами. Також позначимо клас систем Lθ з довiльними елементами
θ, що пробiгають множину S як L|S .

Нехай Lθ,(k) позначає множину всiх алгебраїчно незалежних диферен-
цiальних наслiдкiв системи Lθ, якi мають як диференцiальнi рiвняння
порядки не вищi за k ∈ N. Ототожнимо Lθ,(k) з вiдповiдною системою
алгебраїчних рiвнянь у Jk(x|u) i пов’яжемо її з многовидом Lθ,(k), ви-
значеним цiєю системою. Тодi L|S можна проiнтерпретувати як сiм’ю
многовидiв у J (p), параметризованих довiльними елементами θ ∈ S.

Потрiбно зауважити, що наведене означення класу систем диференцi-
альних рiвнянь не є повним. Проблема полягає у тому, що вiдповiднiсть
θ → Lθ мiж довiльними елементами i системами (трактованими не як
формальнi алгебраїчнi рiвностi, а як справжнi системи диференцiаль-
них рiвнянь або многовиди в J (p)) може бути не взаємно-однозначною.
А саме, одна система може вiдповiдати рiзним значенням довiльних еле-
ментiв. Причиною цiєї невизначеностi є те, що рiзнi значення θ i θ̃ до-
вiльних елементiв можуть давати пiсля пiдстановки в L той самий вираз
вiд x i u(p). Бiльш того, для спiвпадiння Lθ i Lθ̃ достатньо, щоб асоцiйо-
ванi системи Lθ,(p) i Lθ̃,(p) вiдрiзнялися одна вiд iншої множником, що є
неособливою матриця, залежною вiд змiнних з J (p).

Значення довiльних елементiв θ i θ̃ назвемо калiбрувально еквiва-
лентними (θ g∼ θ̃), якщо Lθ i Lθ̃ є тою самою системою диференцiальних
рiвнянь. Для того, щоб вiдповiднiсть θ → Lθ була взаємно-однозначною,
множину S довiльних елементiв потрiбно факторизувати вiдносно вiдно-
шення калiбрувальної еквiвалентностi. Lθ i Lθ̃ формально розглядають
як рiзнi зображення однiєї системи з L|S . Iнодi можливо виконати калi-
брування неформально через змiну вибраного зображення роглядувано-
го класу (через змiну кiлькостi k довiльних елементiв i замiну диферен-
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цiальних функцiй L i S, хоча це може призводити до бiльш складних об-
числень). Оскiльки класи часто не факторизують, зокрема, через вiдсу-
тнiсть природньої факторизацiї, це призводить до необхiдностi розгляду
калiбрувальних допустимих перетворень i калiбрувальних перетворень
еквiвалентностi (див. наступнi пiдроздiли).

Пiдкласи в класi L|S виокремлюють за допомогою додаткових допо-
мiжних систем рiвнянь i/або умов нерiвностi нулю, що приєднують до
основної допомiжної системи.

Перетин скiнченної кiлькiсть пiдкласiв класу L|S завжди є пiдкласом
цього класу:

L|S1∩ · · · ∩ L|Sj = L|S∩, S1, . . . ,Sk ⊂ S, S∩ = S1 ∩ · · · ∩ Sj.

Додаткова допомiжна умова на перетин S∩ — це система, що склада-
ється з усiх додаткових допомiжних умов для множин S1, . . . , Sj, що
перетинають.

Ситуацiя з доповненнями, об’єднаннями i рiзницями пiдкласiв класу
L|S складнiша. Вони будуть пiдкласами класу L|S у визначеному ви-
ще сенсi тiльки за спецiальних обмежень на додатковi допомiжнi умови.
Складнощi виникають при наявностi одночасно i рiвнянь, i нерiвностей
як зв’язкiв для пiдкласiв.

Так, доповнення L|S ′ = L|S ′ пiдкласу L|S ′ у класi L|S також є пiдкла-
сом класу L|S , якщо або додаткова система рiвнянь, або додаткова сис-
тема нерiвностей порожня. Якщо S ′ задано системою S ′1 = 0, . . . , S ′s′ = 0,
то додатковою допомiжною умовою для S ′ є |S ′1|2 + · · ·+ |S ′s′|2 6= 0. Якщо
S ′ задано нерiвностями Σ′1 6= 0, . . . , Σ′σ′ 6= 0, то додатковою допомiжною
умовою для S ′ є Σ′1 · · ·Σ′σ′ = 0.

Об’єднання L|S ′∪L|S ′′ = L|S ′∪S ′′ i рiзниця L|S ′\L|S ′′ = L|S ′\S ′′ пiдкласiв
L|S ′ i L|S ′′ у класi L|S також є пiдкласами класу L|S , якщо або додатковi
системи рiвнянь, або додатковi системи нерiвностей цих пiдкласiв спiв-
падають. Додатковi допомiжнi умови вiдповiдно будують з додаткових
допомiжних умов для S ′ (S ′1 = 0, . . . , S ′s′ = 0, Σ′1 6= 0, . . . , Σ′σ′ 6= 0) i S ′′
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(S ′′1 = 0, . . . , S ′′s′′ = 0, Σ′′1 6= 0, . . . , Σ′′σ′′ 6= 0) у наступний спосiб (спiльна
частина умов зберiгається):

S ′ ∪ S ′′ : або |Σ′1 · · ·Σ′σ′|2 + |Σ′′1 · · ·Σ′′σ′′|2 6= 0,

або S ′iS
′′
j = 0, i = 1, . . . , s′, j = 1, . . . , s′′;

S ′ \ S ′′ : або Σ′1 · · ·Σ′σ′ 6= 0, Σ′′1 · · ·Σ′′σ′′ = 0,

або S ′ = 0, |S ′′1 |2 + · · ·+ |S ′′s′′|2 6= 0.

Для замкненостi множин пiдкласiв вiдносно всiх операцiй над множи-
нами, поняття пiдкласу необхiдно розширити, вважаючи, що об’єднання
будь-якої скiнченної кiлькостi пiдкласiв деякого фiксованого класу за
означенням також є пiдкласом цього класу. Ще не зрозумiло, чи знайде
таке розширення застосування у задачах групового аналiзу.

2.1.3. Допустимi перетворення. Для θ, θ̃ ∈ S назвемо множину
точкових перетворень з системи Lθ у систему Lθ̃ множиною допус-
тимих перетворень з Lθ у Lθ̃ i позначимо її через T(θ, θ̃). Макси-
мальна група Gθ точкових симетрiй системи Lθ спiвпадає з T(θ, θ).
Якщо системи Lθ i Lθ̃ еквiвалентнi вiдносно точкового перетворення,
то T(θ, θ̃) = ϕ0 ◦ Gθ = Gθ̃ ◦ ϕ0, де ϕ0 — фiксоване перетворення
з T(θ, θ̃). Iнакше T(θ, θ̃) = ∅. Аналогiчно множину T(θ,L|S) = { (θ̃, ϕ) |
θ̃ ∈ S, ϕ ∈ T(θ, θ̃) } назвемо множиною допустимих перетворень сис-
теми Lθ у класi L|S .

Означення 2.1. Множину T(L|S) = {(θ, θ̃, ϕ) | θ, θ̃ ∈ S, ϕ ∈ T(θ, θ̃)}
назвемо множиною допустимих перетворень у класi L|S .

Зауваження 2.1. Множину допустимих перетворень деякого класу у
нетривiальному випадку вперше описано Кiнгстоном i Софоклеусом для
класу узагальнених рiвнянь Бюргерса [175]. Перетворення такого типу
цi автори називають формозберiгаючими [174–176]. Поняття допустимих
перетворень можна розглядати як формалiзацiю їх пiдходу.
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Зауваження 2.2. Поняття i результати, наведенi в цьому i наступному
пунктах, можна переформулювати в iнфiнiтезiмальних термiнах, вико-
ристовуючи поняття векторних полiв, алгебр Лi замiсть точкових пере-
творень, груп Лi тощо. Наприклад, див. [6] для означення “конусiв до-
тичних еквiвалентностей”, яке є iнфiнiтезiмальним аналогом означення
множини допустимих перетворень фiксованої системи у класi. Там же
у рамках iнфiнiтезiмального пiдходу дослiджено нетривiальний приклад
напiвнормалiзованих класiв (див. означення 2.10).

Зауваження 2.3. У випадку однiєї залежної змiнної (m = 1) всi попе-
реднi i наступнi поняття можна поширити на контактнi перетворення.

Елемент (θ, θ̃, ϕ) з T(L|S) називають калiбрувальним допустимим
перетворенням у L|S , якщо θ g∼ θ̃ i ϕ — тотожне перетворення.

Твердження 2.1. T(L|S ′) ⊂ T(L|S) для будь-якого пiдкласу L|S ′
класу L|S. Якщо L|S ′′ — iнший пiдклас класу L|S, то T(L|S ′) ∩
T(L|S ′′) = T(L|S ′∩S ′′).

Поняття, пов’язанi з допустимими перетвореннями у класах дифе-
ренцiальних рiвнянь, можна переформулювати у термiнах теорiї катего-
рiй [245]. Зауважимо, що в додаток до допустимих перетворень категорiї
параболiчних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, побу-
дованi в [245], також включають вiдображення редукцiї мiж рiвняннями
з рiзною кiлькiстю незалежних змiнних.

2.1.4. Групи еквiвалентностi. Групи еквiвалентностi рiзних типiв,
що дiють у класах диференцiальних рiвнянь, визначають у строгий спо-
сiб через поняття допустимих перетворень.

Так, будь-який елемент Φ зi звичайної групи еквiвалентностi
G∼ = G∼(L|S) класу L|S є точковим перетворенням у просторi змiнних
(x, u(p), θ), яке проектовне на простiр змiнних (x, u(p′)) для будь-якого
0 ≤ p′ ≤ p так, що проекцiя Φ|(x,u(p′)) є продовженням p′-го порядку пе-
ретворення Φ|(x,u), ∀θ ∈ S: Φθ ∈ S i Φ|(x,u) ∈ T(θ,Φθ). Трiйки вигляду
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(θ,Φθ,Φ|(x,u)), де θ ∈ S i Φ ∈ G∼, називають допустимими перетворен-
нями, iндукованими елементами групи еквiвалентностi G∼.

Нагадаємо, що точкове перетворення ϕ: z̃ = ϕ(z) у просторi
змiнних z = (z1, . . . , zk) називають проектовним на простiр змiнних
z′ = (zi1, . . . , zik′), де 1 ≤ i1 < · · · < ik′ ≤ k, якщо вирази для z̃′ залежать
тiльки вiд z′. Позначимо обмеження ϕ на z′-простiр як ϕ|z′: z̃′ = ϕ|z′(z′).

Якщо довiльнi елементи θ явно залежать щонайбiльше вiд x i u
(цього можна завжди досягнути формально, вважаючи похiднi нови-
ми залежними змiнними), то можна допустити залежнiсть перетворень
змiнних (x, u) вiд θ i розглянути узагальнену групу еквiвалентностi
G∼gen = G∼gen(L|S) [26, 195, 196]. Будь-який елемент Φ з G∼gen є точко-
вим перетворенням у (x, u, θ)-просторi, таким що ∀θ ∈ S: Φθ ∈ S i
Φ|θ(x,u) = Φ(·, ·, θ(·, ·))|(x,u) ∈ T(θ,Φθ).

Дiя перетворення Φ ∈ G∼gen на довiльнi елементи як функцiї вiд (x, u)

задається правилом: θ̃ = Φθ, якщо θ̃(x, u) = Φθ(Θ(x, u), θ(Θ(x, u))), де
Θ = (Φ(·, ·, θ(·, ·))|(x,u))

−1.
Грубо кажучи, G∼ — це множина допустимих перетворень, якi можна

застосувати до будь-якого θ ∈ S, а G∼gen утворено допустимими перетво-
реннями, якi можна розбити на класи, параметризованi значеннями θ,
що пробiгають множину S.

Розглядають i iншi узагальнення груп еквiвалентностi, наприклад
групи, елементи яких є точковими перетвореннями вiдносно незалеж-
них та залежних змiнних i включають нелокальнi вирази вiд довiльних
елементiв [161,275,277]. Дамо означення деяких узагальнень.

Означення 2.2. Розширена група еквiвалентностi Ḡ∼ = Ḡ∼(L|S)
класу L|S складається з перетворень, кожне з яких зображено парою
Φ = (Φ̌, Φ̂), де Φ̌ — взаємно-однозначне неперервне разом з оберненим
вiдображення на множинi S довiльних елементiв як функцiй вiд (x, u(p)),
а Φ̂ — точкове перетворення змiнних (x, u), що належить T(θ, Φ̌θ) для
будь-якого θ з S.
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Тут i надалi неперервнiсть за функцiональним аргументом розумiє-
ться вiдносно рiвномiрної збiжностi усiх похiдних на кожному компактi
з областi визначення.

Означення 2.3. Розширену узагальнену групу еквiвалентностi Ḡ∼gen =

= Ḡ∼gen(L|S) класу L|S складають перетворення, кожне з яких зобра-
жено набором Φ = (Φ̌, {Φ̂θ, θ ∈ S}). Тут Φ̌ визначається, як вище, а
{Φ̂θ, θ∈S} — сiм’я точкових перетворень змiнних (x, u), неперервно па-
раметризована θ, причому Φ̂θ ∈ T(θ, Φ̌θ) для кожного θ з S.

Множини, в яких шукають вiдображення довiльних елементiв, за-
дають у залежностi вiд дослiджуваних класiв систем диференцiальних
рiвнянь. Надалi по можливостi не будемо уточнювати конкретний тип
груп еквiвалентностi. Це означатиме, що можна застосувати будь-яке з
наведених понять.

Група еквiвалентностi породжує вiдношення еквiвалентностi на мно-
жинi допустимих перетворень вiдповiдного класу. А саме, допус-
тимi перетворення (θ1, θ̃1, ϕ1) i (θ2, θ̃2, ϕ2) з T(L|S) називають G∼-
еквiвалентними, якщо iснує таке Φ ∈ G∼, що θ2 = Φθ1, θ̃2 = Φθ̃1 i
ϕ2 = Θ ◦ ϕ1 ◦Θ−1, де Θ = Φ|(x,u) (або Θ = Φ|θ(x,u) у випадку з G∼gen).

2.1.5. Проблеми групової класифiкацiї Нагадаємо, що для фiк-
сованого θ ∈ S максимальна локальна (псевдо)група точкової симет-
рiї системи Lθ спiвпадає з T(θ, θ) i позначається Gθ. Спiльну частину
G∩ = G∩(L|S) =

⋂
θ∈S Gθ всiх Gθ, θ ∈ S, називають ядром максималь-

них точкових груп симетрiї систем з класу L|S . Зауважимо, що G∩

можна природно вкласти в G∼ через тривiальне (тотожне) продовження
перетворень ядра у довiльнi елементи. Асоцiйована пiдгрупа Ĝ∩ групи
G∼ є нормальною.

Проблема групової класифiкацiї для класу L|S полягає в описi всiх
G∼-нееквiвалентних значень θ ∈ S разом з вiдповiдними групамиGθ, для
яких Gθ 6= G∩. Розв’язком проблеми групової класифiкацiї є список пар



52

(Sγ, {Gθ, θ ∈ Sγ}), γ ∈ Γ. Тут {Sγ, γ ∈ Γ} — сiм’я пiдмножин множини
S,
⋃
γ∈Γ Sγ мiстить тiльки G∼-нееквiвалентнi значення θ з Gθ 6= G∩, i

для будь-якого θ ∈ S з Gθ 6= G∩ iснує γ ∈ Γ таке, що θ ∈ Sγ mod G∼.
Структури групGθ подiбнi для рiзних значень θ ∈ Sγ при фiксованому γ.
Зокрема, Gθ, θ ∈ Sγ, мають однакову довiльнiсть у групових параметрах.

Проблеми групової класифiкацiї в наведеному вище формулюваннi
дуже складнi i, в загальному випадку, нерозв’язнi, оскiльки приводять
до систем функцiональних диференцiальних рiвнянь. Ось чому зазви-
чай розглядають тiльки зв’язану компоненту одиницi Gp

θ для кожного θ
замiсть цiлої групи Gθ. Gp

θ називають основною групою (симетрiй) сис-
теми Lθ. Генератори однопараметричних пiдгруп групи Gp

θ утворюють
алгебру Лi Aθ векторних полiв у просторi змiнних (x, u), яку називають
максимальною алгеброю лiївської iнварiантнiстi (або основною алге-
брою iнфiнiтезiмальних операторiв симетрiї системи Lθ). Ядром основ-
них груп класу L|S є група G∩p = G∩p(L|S) =

⋂
θ∈S G

p
θ , для якої алгебра

Лi є A∩ = A∩(L|S) =
⋂
θ∈S Aθ.

Будь-який оператор Q = ξi(x, u)∂xi + ηa(x, u)∂ua з Aθ задовольняє
критерiй iнфiнiтезiмальної iнварiантностi [30, 31] для системи Lθ

Q(p)L(x, u(p), θ(x, u(p)))
∣∣
Lpθ

= 0,

тобто результат дiї продовженого оператора Q(p) на L дорiвнює нулю на
многовидi Lpθ. Q(p) позначає стандартне p-те продовження оператора Q:

Q(p) := Q+
∑

0<|α|6p

(
Dα1

1 . . . Dαn
n

(
ηa(x, u)− ξi(x, u)uai

)
+ ξiuaα,i

)
∂uaα,

Di = ∂i + uaα,i∂uaα — оператор повного диференцiювання за змiнною xi,
α = (α1, . . . , αn) — мультиiндекс, αi ∈ N∪{0}, |α|: = α1 + · · ·+αn. Змiнну
uaα з простору струменiв Jr ототожнюють з похiдною ∂|α|ua/∂xα1

1 . . . ∂xαnn ,
а uaα,i := ∂uaα/∂xi. Пiсля розщеплення за незв’язаними змiнними крите-
рiй iнфiнiтезiмальної iнварiантностi дає систему визначальних рiвнянь
на коефiцiєнти оператора Q, де довiльнi елементи класу виступають па-
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раметрами. Розширення лiївської симетрiї пов’язанi, як правило, з роз-
ширенням множини розв’язкiв цiєї системи.

ЗнаючиAθ, можна вiдновитиGp
θ . При iнфiнiтезiмальному пiдходi про-

блема групової класифiкацiї означає пошук всiх можливих нееквiвалент-
них випадкiв розширення для Aθ, тобто перелiк всiх G∼-нееквiвалентних
значень довiльного параметра θ разом з Aθ, що задовольняє умовi
Aθ 6= A∩ [3, 30]. Бiльш точно, розв’язком проблеми групової класифi-
кацiї при iнфiнiтезiмальному пiдходi є перелiк пар (Sγ, {Aθ, θ ∈ Sγ}),
γ ∈ Γ. Тут {Sγ, γ ∈ Γ} — сiм’я пiдмножин множини S,

⋃
γ∈Γ Sγ мiстить

тiльки G∼-нееквiвалентнi значення θ з Aθ 6= A∩, i для будь-якого θ ∈ S
з Aθ 6= A∩ iснує γ ∈ Γ таке, що θ ∈ Sγ mod G∼. Структури алгебр Aθ

подiбнi для рiзних значень θ ∈ Sγ при фiксованому γ. Зокрема, всi Aθ,
θ ∈ Sγ, мають однакову розмiрнiсть або однакову довiльнiсть у параме-
трах у нескiнченно-вимiрному випадку.

Процедуру групової класифiкацiї можна доповнити знаходженням
явних умов (наприклад, систем диференцiальних рiвнянь) для довiльних
елементiв, що забезпечують розширення лiївської симетрiї. Iншими сло-
вами, для будь-якого γ ∈ Γ потрiбно явно описати пiдмножину S̄γ ⊂ S,
що включає довiльнi елементи, G∼-еквiвалентнi довiльним елементам з
пiдмножини Sγ. Хоча цей крок зазичай пропускають, вiн може приводи-
ти до нетривiальних результатiв (див., наприклад, [5, 6]).

Якщо клас L|S не нормалiзований, тобто якщо множину T(L|S) не по-
роджено групою G∼ (див. пункт 2.3.1 для строгих означень), отриманий
класифiкацiйний список може включати рiвняння, взаємно еквiвалентнi
вiдносно точкових перетворень, якi не належать до G∼. Знання таких
додаткових еквiвалентностей дозволяє суттєво спростити подальшi до-
слiдження класу L|S. Їх явну побудову можна розглядати як ще один
крок алгоритму групової класифiкацiї [235]. Для виконання цього кроку
можна використовувати той факт, що еквiвалентнi рiвняння мають подi-
бнi максимальнi алгебри iнварiантностї. Бiльш систематичний спосiб —



54

опис повної множини допустимих перетворень. Зауважимо, що перший
нетривiальний приклад допустимих перетворень знайдено в [20].

Класичну постановку проблем групової класифiкацiї можна розши-
рити у двох напрямках.

Перший охоплює можливi варiацiї у вiдношеннях еквiвалентностi, з
точнiстю до яких виконують групову класифiкацiю. Можна використати
рiзнi типи груп еквiвалентностi (звичайнi, узагальненi, розширенi, уза-
гальненi розширенi). Всi такi групи складаються, у дiйсностi, з точкових
перетворень незалежних i залежних змiнних. Модифiкацiї торкаються
лише структури перетворень вiдносно довiльних елементiв. Якщо клас
допускає узагальнену/розширену групу еквiвалентностi, суттєво ширшу,
нiж звичайна, групова класифiкацiя у такому класi вiдносно звичайної
групи еквiвалентностi, як правило, занадто громiздка i класифiкацiйний
список далекий вiд оптимального або може навiть не iснувати у замкну-
тiй формi [163,275].

Iнша можливiсть модифiкацiї проблем групової класифiкацiї у то-
му ж напрямi полягає у розбиттi розглядуваного класу на сiм’ї пiдкла-
сiв, кожен з яких складається з рiвнянь, нееквiвалентних рiвнянням з
iнших пiдкласiв, i має групу еквiвалентностi, що не мiститься у групi
еквiвалентностi цiлого класу (так звана нетривiальна умовна група еквi-
валентностi, див. параграф 2.1.7). Кiнцевий класифiкацiйний список для
цiлого класу буде об’єднанням класифiкацiйних спискiв для пiдкласiв.
Пiдкласи з розбиття i їх групи еквiвалентностi є необхiдними елемента-
ми у представленнi отриманого результату. Саме цей пiдхiд використано
у параграфi 3.2 для групової класифiкацiї нелiнiйних рiвнянь Шрьодiн-
гера з потенцiалами i модульними нелiнiйностями.

Включення додаткових перетворень еквiвалентностi до фрейму гру-
пової класифiкацiї також є способом змiни вiдношення еквiвалентностi,
що використовується. Пiсля знаходження всiх додаткових еквiвалентно-
стей класифiкацiя з точнiстю до G∼(L|S)-еквiвалентностi перетворює-
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ться на класифiкацiю з точнiстю до T(L|S)-еквiвалентностi, тобто з
точнiстю до еквiвалентностi, породженої всiма можливими точковими
перетвореннями. При наявностi спецiальної властивостi, яку назвемо на-
пiвнормалiзацiєю, у класi L|S гарантовано немає нiяких додаткових еквi-
валентностей. Тодi цi класифiкацiї спiвпадають (наслiдок 2.1 нижче).

Крiм еквiвалентностей, породжених точковими перетвореннями неза-
лежних i залежних змiнних, у випадку однiєї залежної змiнної (m = 1)
можна використовувати також контактнi перетворення. Потенцiальнi пе-
ретворення еквiвалентностi виникають для деяких класiв з двома неза-
лежними змiнними [239]. При дослiдженнi наближених симетрiй природ-
но застосовувати наближенi перетворення еквiвалентностi.

Другий напрям для модифiкацiї проблем групової класифiкацiї —
застосування критерiїв вибору, вiдмiнних вiд розширення лiївської си-
метрiї. Перетворення мiж рiвняннями (або класами рiвнянь) зберiгають
багато їх властивостей, iндукують перетворення мiж об’єктами, спорi-
дненими з ними, i тому породжують рiзнi вiдношення еквiвалентностi
на множини пар вигляду “(рiвняння, об’єкт)” (або “(клас рiвнянь, об’-
єкт)”). Отже, специфiкацiю таких об’єктiв або їх властивостей можна
використати як критерiй вибору рiвнянь (або класiв рiвнянь) з точнiстю
до введених вище вiдношень еквiвалентностi у спосiб, подiбний лiївської
симетрiї. Коло таких об’єктiв досить широке. Воно включає некласичнi
(умовнi) симетрiї [225,244], закони збереження, асоцiйованi потенцiальнi
системи i потенцiальнi або квазилокальнi симетрiї [3,89,161,236,239,241],
узагальненi симетрiї (симетрiї Лi-Беклунда) [90], контактнi i наближенi
симетрiї, допустимi перетворення [228,275,277] i т. iн.

2.1.6. Калiбрувальнi групи еквiвалентностi. Група еквiвалентнос-
тi G∼ класу L|S може мiстити перетворення, що дiють тiльки на довiльнi
елементи i фактично не замiнюють системи, тобто такi, що породжують
калiбрувальнi допустимi перетворення. Зазвичай перетворення цього ти-



56

пу можна вважати тривiальними [189] (калiбрувальними) перетворення-
ми еквiвалентностi, причому вони утворюють калiбрувальну пiдгрупу

Gg∼ = {Φ ∈ G∼ | Φx = x, Φu = u, Φθ
g∼ θ}

групи еквiвалентностi G∼. Бiльш того, Gg∼ — нормальна пiдгрупа в G∼.
Застосування калiбрувальних перетворень еквiвалентностi рiвносиль-

но переписуванню системи в iншому виглядi. На вiдмiну вiд звичайних
перетворень еквiвалентностi, їх роль у груповiй класифiкацiї зводиться
не до вибору представникiв у класах еквiвалентностi, а до вибору ви-
гляду цих представникiв. Як правило, калiбрувальне вiдношення еквiва-
лентностi на множинi довiльних елементiв класу диференцiальних рiв-
нянь породжено його калiбрувальною групою еквiвалентностi. Будемо
вживати назву “калiбрувальнi перетворення еквiвалентностi”, оскiльки
iснують зовсiм тривiальнi перетворення еквiвалентностi, якi фактично
не перетворюють навiть довiльнi елементи. Такi перетворення виника-
ють, якщо допомiжна система приводить до функцiональної залежностi
довiльних елементiв, i утворюють нормальну пiдгрупу вiдповiдної групи
еквiвалентностi i вiдповiдної калiбрувальної групи еквiвалентностi. Буде-
мо нехтувати цими перетвореннями i вважати, що групи еквiвалентностi
спiвпадають, якщо вони мають однаковi фактор-групи за тривiальними
пiдгрупами еквiвалентностi.

2.1.7. Умовнi групи еквiвалентностi. Поняття умовної еквiвалент-
ностi виникає як розширення поняття перетворень умовної симетрiї
окремої системи диференцiальних рiвнянь [45] до перетворень еквiва-
лентностi у класах систем. Воно навiть бiльш природне, нiж поняття
умовної симетрiї, оскiльки опис будь-якого класу включає як необхiдну
складову допомiжну систему (умову) на довiльнi елементи. Накладаю-
чи додатковi зв’язки на довiльнi елементи, можна виокремити пiдклас у
розглядуваному класi, група еквiвалентностi якого не мiститься у групi
еквiвалентностi цiлого класу.
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Нехай L|S ′ — пiдклас класу L|S , який виокремлено додатковою сис-
темою рiвнянь S ′(x, u(p), θ(q′)) = 0 i нерiвностей Σ′(x, u(p), θ(q′)) 6= 0 на
довiльнi елементи θ = θ(x, u(p)). (Або рiвняння, або нерiвностi можуть
виконуватись тотожно.) Тут S ′ ⊂ S — множина розв’язкiв об’єднаної
системи S = 0, Σ 6= 0, S ′ = 0, Σ′ 6= 0. Об’єднана система має бути
сумiсною для того, щоб пiдклас L|S ′ був непорожнiм.

Означення 2.4. Групу еквiвалентностi G∼(L|S ′) пiдкласу L|S ′ назива-
ють умовною групою еквiвалентностi всього класу L|S за умови S ′ = 0,
Σ′ 6= 0. Умовну групу еквiвалентностi називають нетривiальною тодi
i тiльки тодi, коли вона не є (з точнiстю до тривiальних перетворень
еквiвалентностi) власною пiдгрупою групи G∼(L|S).

Групу еквiвалентностi всього класу можна вважати (невласною)
умовною групою еквiвалентностi, асоцiйованою з порожньою додатковою
умовою. Умовна група еквiвалентностi може бути тривiальною не вiднос-
но групи еквiвалентностi всього класу, а вiдносно iншої (власної) умовної
групи еквiвалентностi. Дiйсно, якщо S ′ ⊂ S ′′ i G∼(L|S ′) ⊂ G∼(L|S ′′), то
пiдклас L|S ′ нецiкавий з точки зору умовної еквiвалентностi. Отже, мно-
жину додаткових умов на довiльнi елементи, якi необхiдно розглядати,
можна суттєво скоротити.

Означення 2.5. Умовну групу еквiвалентностi G∼(L|S ′) класу L|S при
додатковiй умовi S ′ = 0, Σ′ 6= 0 називають максимальною, якщо вона є
нетривiальною умовною групою еквiвалентностi для будь-якого пiдкласу
класу L|S , що власно мiстить пiдклас L|S ′.

Iншими словами, тiльки максимальнi умовнi групи еквiвалентностi є
цiкавими. Будь-яка максимальна умовна група еквiвалентностi нетривi-
альна.

Група еквiвалентностi G∼(L|S) породжує вiдношення еквiвалентнос-
тi на множинi пар додаткових допомiжних умов i вiдповiдних умовних
груп еквiвалентностi. А саме, якщо перетворення з G∼(L|S) перетворює
систему S ′ = 0, Σ′ 6= 0 у систему S ′′ = 0, Σ′′ 6= 0, то умовнi групи
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еквiвалентностi G∼(L|S ′) i G∼(L|S ′′) є подiбними вiдносно цього перетво-
рення i називаються G∼-еквiвалентними. Якщо умовна група еквiва-
лентностi максимальна, то будь-яка умовна група еквiвалентностi, G∼-
еквiвалентна їй, також є максимальною.

Ґрунтуючись на поняттi умовної еквiвалентностi, можна сформулю-
вати проблему опису T(L|S) аналогiчно до звичайної проблеми групо-
вої класифiкацiї. Нетривiальнi додатковi допомiжнi умови для довiльних
елементiв природно виникають при вивченнi T(L|S). Зазвичай для цього
необхiдно виконати наступнi кроки:

1. Побудувати G∼(L|S) (або G∼gen(L|S) i т. iн.).

2. Описати умовнi перетворення еквiвалентностi в L|S , тобто знайти
повну сiм’ю G∼-нееквiвалентних додаткових допомiжних умов Sγ,
γ ∈ Γ таких, що G∼(L|Sγ) — максимальна умовна група еквiвалент-
ностi класу L|S для будь-якого γ ∈ Γ.

3. Знайти допустимi перетворення, що не належать будь-якiй умовнiй
групi еквiвалентностi.

У дiйсностi запропонована процедура не є оптимальною. До її вдо-
сконалення повернемося пiсля введення поняття нормалiзованих класiв
систем диференцiальних рiвнянь.

2.2. Вiдображення мiж класами

Вiдображення мiж класами систем диференцiальних рiвнянь, породженi
точковими перетворення, вiдiграють важливу роль при груповому аналi-
зi цих класiв [226,240]. Вивчимо поведiнку трансформацiйних властиво-
стей класiв при таких вiдображеннях. Цi результати утворюють основу
для нового пiдходу до групової класифiкацiї у певних класах диференцi-
альних рiвнянь, для яких iснуючi методи не є достатньо потужними [277].
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2.2.1. Подiбнiсть класiв. Поняття подiбних диференцiальних рiв-
нянь [30] можна розширити на класи (системи) диференцiальних рiвнянь
багатьма способами. Найбiльш пряме й очевидне узагальнення подано у
наступному означеннi.

Означення 2.6. Класи L|S i L′|S ′ подiбнi, якщо n = n′, m = m′, p = p′,
k = k′ i iснує точкове перетворення Ψ: (x, u(p), θ) → (x′, u′(p), θ

′), про-
ектовне на простiр змiнних (x, u(q)) для кожного 0 ≤ q ≤ p, причому
Ψ|(x,u(q)) є продовженням q-го порядку перетворення Ψ|(x,u), та ΨS = S ′ i
Ψ|(x,u(p))Lθ = L′Ψθ для будь-якого θ ∈ S.

Тут i надалi дiя такого точкового перетворення Ψ у просторi змiн-
них (x, u(p), θ) на довiльнi елементи з S як диференцiальнi функцiї p-го
порядку задається формулою:

θ̃ = Ψθ, якщо θ̃(x, u(p)) = Ψθ
(

Θ(x, u(p)), θ
(
Θ(x, u(p))

))
,

де Θ = (prpΨ|(x,u))
−1, а prp позначає операцiю стандартного продовження

точкових перетворень на похiднi порядку не вище, нiж p. Грубо кажучи,
подiбнi класи складаються з подiбних рiвнянь з однаковими перетворен-
нями подiбностi.

Твердження 2.2. Подiбнi класи мають подiбнi множини допусти-
мих перетворень. А саме, перетворення подiбностi Ψ з класу L|S на
клас L′|S ′ породжує взаємно-однозначне вiдображення ΨT з T(L|S) на
T(L′|S ′) за правилом (θ′, θ̃′, ϕ′) = ΨT(θ, θ̃, ϕ), якщо θ′ = Ψθ, θ̃′ = Ψθ̃ i
ϕ′ = Ψ|(x,u) ◦ ϕ ◦Ψ|(x,u)

−1. Тут (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S), (θ′, θ̃′, ϕ′) ∈ T(L′|S ′).

Подiбнi класи диференцiальних рiвнянь також мають подiбнi групи
еквiвалентностi. Бiльш точно, якщо класи подiбнi вiдносно перетворень
певного типу (наприклад, точкових перетворень незалежних змiнних,
залежних змiнних, їх похiдних i довiльних елементiв), то групи еквiва-
лентностi, утворенi перетвореннями еквiвалентностi одного типу, також
подiбнi вiдносно цього перетворення.
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Очевидно, що списки лiївських симетрiй при груповiй класифiкацiї
вiдносно будь-яких наведених вище вiдношень еквiвалентностi подiбнi
для подiбних класи. А саме, якщо перетворення Ψ породжує перетворен-
ня подiбностi класу L′|S ′ на клас L|S i {{(θ, Aθ), θ ∈ Sγ},Sγ ⊂ S, γ ∈ Γ}—
класифiкацiйний список для класу L|S , то

{{(Ψθ, (Ψ|(x,u))∗Aθ),Ψθ ∈ ΨSγ},ΨSγ ⊂ S ′, γ ∈ Γ} —

класифiкацiйний список для класу L′|S ′. Тут (Ψ|(x,u))∗ — вiдображен-
ня, iндуковане перетворенням Ψ у множинi векторних полiв на просторi
(x, u) (пiдняття векторних полiв), Aθ позначає максимальну алгебру лi-
ївської iнварiантностi системи Lθ.

Множину перетворень, використаних в означеннi 2.6, можна розши-
рити за допомогою рiзних типiв залежностi вiд довiльних елементiв, як
у випадку груп еквiвалентностi. Зазвичай класи систем, подiбнi в розши-
реному сенсi, також мають подiбнi властивостi з точки зору групового
аналiзу. При точкових перетвореннях подiбностi властивостi фактично
спiвпадають з точнiстю до подiбностi. Якщо Ψ — точкове перетворення
у просторi змiнних (x, u(p), θ), то вiдповiднi класи мають практично тi ж
самi трансформацiйнi властивостi.

2.2.2. Репараметризацiя класiв. Якщо перетворення Ψ тотожне вiд-
носно x i u, то L′Ψθ = Lθ для будь-якого θ ∈ S, тобто насправдi класи L|S
i L′|S ′ спiвпадають як множини многовидiв у просторi струменiв. Будемо
казати, що клас L′|S ′ — точкова репараметризацiя класу L|S , асоцiйо-
вана з репараметризуючим перетворенням Ψ. При найбiльш загальному
пiдходi Ψ можна вважати довiльним взаємно-однозначним вiдображен-
ням з S у S ′, що задовольняє умовi L′Ψθ = Lθ для будь-якого θ ∈ S.
Зауважимо, що кiлькiсть довiльних елементiв у S ′ може не спiвпадати
з кiлькiстю довiльних елементiв у S. Узгодженiсть трансформацiйних
властивостей може порушуватися при узагальненiй репараметризацiї.
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Приклад неточкової репараметризацiї, яку застосовують у груповому
аналiзi, дають класи {I = θ(I ′,J )} i {I ′ = θ′(I,J )}, де I i I ′ (J ) —
k-набори (l-набори) фiксованих функцiонально незалежних виразiв змiн-
них x i u(p), а θ i θ′ — довiльнi (k+l)-арнi k-вектор-функцiї з ненульовими
якобiанами за першими k аргументами, k, l ∈ N. Вiдповiдне вiдображен-
ня мiж множинами довiльних елементiв полягає у взяттi оберненої функ-
цiї до кожного елемента множини. Перевагою такої репараметризацiї є
збереження трансформацiйних властивостей класiв.

2.2.3. Загальнi вiдображення мiж класами, породженi точко-
вими перетвореннями. Подiбнiсть класiв приводить до взаємно-од-
нозначної вiдповiдностi мiж асоцiйованими множинами довiльних еле-
ментiв. Якщо знехтувати цiєю властивiстю, отримаємо бiльш загальне i
складне поняття вiдображення мiж класами диференцiальних рiвнянь.

Означення 2.7. Клас L′|S ′ назвемо точковим образом класу L|S , якщо
n = n′, m = m′, p = p′, k = k′ i iснує сiм’я ϕ̄ точкових перетворень
ϕθ : (x, u)→ (x′, u′), параметризована θ ∈ S, що задовольняє таку умову:
для кожного θ ∈ S iснує θ̃ ∈ S̃ i, навпаки, для кожного θ̃ ∈ S̃ iснує θ ∈ S
такi, що prpϕθLθ = L̃θ̃.

Будемо казати, що сiм’я ϕ̄ здiйснює точкове вiдображення класу L|S
на клас L′|S ′, i ототожнювати цю сiм’ю з вiдповiдним вiдображенням
класiв iз асоцiйованим вiдображенням множин довiльних елементiв. Так,
формулу prp ϕθLθ = L′θ′ можна скорочено записати як ϕ̄θ = θ′.

У випадку подiбних класiв сiм’я, що здiйснює вiдповiдне точкове вiд-
ображення, насправдi складається з єдиного елемента, тобто перетворен-
ня з сiм’ї не залежать вiд довiльних елементiв.

Точковий клас-образ успадковує певнi трансформацiйнi властивостi
свого класу-прообразу. Iснує також зворотнiй зв’язок. Наприклад, рiв-
няння з клас-прообразу еквiвалентнi вiдносно точкових перетворень тодi
i тiльки тодi, коли їх образи також еквiвалентнi.
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Твердження 2.3. Точкове вiдображення мiж класами диференцiаль-
них рiвнянь iндукує вiдображення мiж вiдповiдними множинами до-
пустимих перетворень. А саме, якщо клас L′|S ′ є точковим образом
класу L|S вiдносно сiм’ї точкових перетворень ϕθ : (x, u) → (x′, u′),
θ ∈ S, то образом допустимого перетворення (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S) є
(θ′, θ̃′, ϕ′) ∈ T(L′|S ′), де L′θ′ = prpϕθLθ, L′θ̃′ = prpϕθ̃Lθ i ϕ′ = ϕθ̃ ◦ϕ◦(ϕθ)

−1.

Бiльш того, подiбне твердження також є вiрним у зворотному на-
прямi.

Твердження 2.4. Множину допустимих перетворень вихiдного класу
L|S можна вiдновити з множини допустимих перетворень його то-
чкового образу L′|S ′.

Доведення. Припустимо, що сiм’я точкових перетворень ϕθ : (x, u) →
→ (x′, u′), θ ∈ S, вiдображає клас L|S на клас L′|S ′, (θ′, θ̃′, ϕ′) ∈ T(L′|S ′),
а Lθ i Lθ̃ — деякi рiвняння, вiдображенi у L′θ′ i L′θ̃′, вiдповiдно. Тодi
(θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S), де ϕ = (ϕθ̃)

−1 ◦ϕ ◦ϕθ. Кожне допустиме перетворення
з L|S можна отримати наведеним способом.

Якщо клас L′|S ′ є тiльки точковим образом класу L|S у сенсi озна-
чення 2.7 без подiбностi в сенсi означення 2.6, то подiбнiсть їх класифi-
кацiй може бути порушено. Тiльки у випадку класифiкацiй вiдносно цi-
лих множин допустимих перетворень завжди iснує взаємно-однозначна
вiдповiднiсть мiж класифiкацiйними списками для клас-образу i клас-
прообразу. Для того, щоб така вiдповiднiсть мала мiсце в випадку кла-
сифiкацiй вiдносно груп еквiвалентностi, потрiбно додатково вимагати,
щоб образ кожної орбiти групи G∼(L|S) у S спiвпадав з орбiтою групи
G∼(L′|S ′) у S ′. Цi властивостi можна застосувати для спрощення розв’я-
зання проблеми групової класифiкацiї. Якщо один з класiв є класифi-
ковним у простiший спосiб, володiючи, наприклад, множиною довiльних
елементiв (групою еквiвалентностi, множиною допустимих перетворень
тощо) простiшої структури, то спочатку можна виконати його групову
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класифiкацiю, а потiм використати її для отримання класифiкацiї iншо-
го класу. Саме цей пiдхiд застосовано в [277] для групової класифiкацiї
деякого класу рiвнянь реакцiї–дифузiї (див. пiдроздiл А.3).

Особливий тип вiдображень мiж класами диференцiальних рiвнянь
складають вiдображення класiв у їх пiдкласи. Якщо клас L|S вiдобра-
жено на його пiдклас L|S ′ сiм’єю перетворень ϕ̄ = {ϕθ, θ ∈ S}, то
(θ, ϕ̄θ, ϕθ) ∈ T(L|S). В окремих випадках вiдображення ϕ̄ асоцiйоване
з пiдгрупою H групи еквiвалентностi G∼(L|S). А саме, вiдображення по-
будовано наступним чином. Виберемо пiдклас L|S ′ класу L|S так, щоб
кожна орбiта дiї пiдгрупи H у S перетинала S ′ точно по одному елемен-
ту. Тодi покладемо ϕ̄θ = θ′, де {θ′} = S ′ ∩Hθ, тобто будь-який елемент
орбiти вiдображаємо в елемент з перетину орбiти i S ′. Як реалiзацiю пе-
ретворення ϕθ виберемо h|θ(x,u), де h — елемент з H, що вiдображає θ
у θ′. Корисно ототожнити ϕθ i h. Систему додаткових допомiжних умов
S ′ = 0, Σ′ 6= 0, що виокремлює пiдклас L|S ′ з класу L|S , називають ка-
лiбруванням довiльних елементiв, породженим пiдгрупою H. Прообрази
кожного довiльного елемента з S ′ вiдносно вiдображення ϕ̄, асоцiйовано-
го з H, є G∼(L|S)-еквiвалентними. При певних умовах на H вiдображен-
ня ϕ̄ також встановлює зв’язок мiж узагальненими розширеними група-
ми еквiвалентностi вихiдного i вiдображеного класiв.

Твердження 2.5. Припустимо, що H — нормальна пiдгрупа узагаль-
неної розширеної групи еквiвалентностi G∼(L|S) класу L|S i кожна ор-
бiта пiдгрупи H у S перетинає S ′ ⊂ S точно по одному елементу. Не-
хай ϕ̄ — вiдображення з L|S у L|S ′, асоцiйоване з H, i G∼(L|S ′) позначає
узагальнену розширену групу еквiвалентностi пiдкласу L|S ′. Тодi рiв-
няння з L|S G∼(L|S)-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли їх образи
при вiдображеннi ϕ̄ G∼(L|S ′)-еквiвалентнi.

Це означає, що групова класифiкацiя у класi L|S з точнiстю до
G∼(L|S)-еквiвалентностi зводиться до групової класифiкацiї у пiдкла-
сi L|S ′ вiдносно його групи еквiвалентностi G∼(L|S ′). Твердження 2.5
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можна поширити на випадок калiбрування довiльних елементiв, поро-
дженого пiдгрупою, яка не є нормальною.

Твердження 2.6. Припустимо, що {Hγ, γ ∈ Γ} — сiм’я пiдгруп уза-
гальненої розширеної групи еквiвалентностi G∼(L|S) класу L|S, кожне
перетворення з G∼(L|S) iндукує вiдношення подiбностi на цiй сiм’ї i
для будь-якого γ ∈ Γ кожна орбiта пiдгрупи Hγ у S перетинає S ′ ⊂ S
точно в одному елементi. Нехай ϕ̄ — вiдображення з L|S у L|S ′, асо-
цiйоване з Hγ0 для фiксованого значення γ0 ∈ Γ, G∼(L|S ′) позначає уза-
гальнену розширену групу еквiвалентностi пiдкласу L|S ′. Тодi рiвняння
з L|S G∼(L|S)-еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли їх образи при вiд-
ображеннi ϕ̄ G∼(L|S ′)-еквiвалентнi.

2.3. Нормалiзованi класи диференцiальних рiвнянь

Розв’язання задач групової класифiкацiї є значно простiшим у випад-
ках, коли розглядуваний клас L|S систем диференцiальних рiвнянь має
додаткову властивiсть нормалiзованостi вiдносно точкових перетворень.
На додачу дослiдження множини T(L|S) допустимих перетворень мож-
на поглибити вивченням умовних груп еквiвалентностi пiдкласiв з такою
властивiстю.

2.3.1. Означення нормалiзованого класу.

Означення 2.8. Клас L|S назвемо нормалiзованим (вiдносно точкових
перетворень), якщо ∀(θ, θ̃, ϕ)∈T(L|S) ∃Φ∈G∼ : θ̃ = Φθ i ϕ = Φ|(x,u).

Клас L|S назвемо нормалiзованим в узагальненому сенсi, якщо
∀(θ, θ̃, ϕ)∈T(L|S) ∃Φ∈G∼gen: θ̃ = Φθ i ϕ = Φ(·, ·, θ(·, ·))|(x,u).

Означення 2.9. Клас L|S назвемо сильно нормалiзованим, якщо вiн
нормалiзований i G∼|(x,u) =

∏
θ∈S Gθ, i назвемо сильно нормалiзованим

в узагальненому сенсi, якщо вiн нормалiзований в узагальненому сенсi i
∀θ0∈S : G∼gen|θ=θ

0

(x,u) =
∏

θ∈Sθ0
Gθ, де Sθ0 = {θ′ ∈ S | G∼gen|θ=θ

′

(x,u) = G∼gen|θ=θ
0

(x,u)}.
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Означення 2.10. Клас L|S назвемо напiвнормалiзованим, якщо
∀(θ, θ̃, ϕ)∈T(L|S) ∃ϕ̃∈Gθ, ∃Φ∈G∼ : ϕ = Φ|(x,u) ◦ ϕ̃, тобто

T(L|S) = {(θ,Φθ,Φ|(x,u) ◦ ϕ̃) | θ∈S, ϕ̃∈Gθ, Φ∈G∼}.

(T(L|S) = {(θ0,Φθ0,Φ|θ=θ0(x,u) ◦ ϕ̃) | θ0 ∈ S, ϕ̃ ∈ Gθ, Φ ∈ G∼gen}, якщо L|S є
напiвнормалiзованим в узагальненому сенсi.)

Грубо кажучи, клас L|S є нормалiзованим, якщо кожне допустиме пе-
ретворення в цьому класi iндуковано перетворенням з групи еквiвалент-
ностi G∼, i є сильно нормалiзованим, якщо додатково G∼|(x,u) породжено
елементами з Gθ, θ ∈ S. Множину допустимих перетворень напiвнор-
малiзованого класу породжено перетвореннями з групи еквiвалентностi
цiлого класу i перетвореннями з груп лiївської симетрiї окремих рiвнянь.

Твердження 2.7. Якщо клас L|S нормалiзований/напiвнормалiзований
(у звичайному або узагальненому сенсi) i пiдклас L|S ′ замкнутий пiд
дiєю групи G∼ (або G∼gen), то пiдклас L|S ′ нормалiзований/напiвнор-
малiзований у тому ж сенсi.

Перетин нормалiзованих пiдкласiв класу L|S з однаковою групою ек-
вiвалентностi G∼0 є нормалiзованим пiдкласом, причому G∼0 є пiдгру-
пою його групи еквiвалентностi, що породжує всю вiдповiдну множи-
ну допустимих перетворень. Дiйсно, нехай L|S ′ i L|S ′′ — нормалiзова-
нi пiдкласи класу L|S i G∼(L|S ′) = G∼(L|S ′′) = G∼0 . Якщо Φ ∈ G∼0 ,
то (θ,Φθ,Φ|(x,u)) ∈ T(L|S ′∩S ′′) для будь-якого θ ∈ S ′ ∩ S ′′, тобто
Φ ∈ G∼(L|S ′∩S ′′). В силу нормалiзованостi пiдкласiв L|S ′ i L|S ′′ для будь-
якого (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S ′∩S ′′) iснує Φ ∈ G∼0 таке, що θ̃ = Φθ i ϕ = Φ|(x,u).
Отже, L|S ′∩S ′′ — нормалiзований пiдклас. Доведення у випадку нормалi-
зованостi в узагальненому сенсi аналогiчне.

Властивiсть нормалiзованостi було встановлено (в явнiй або неявнiй
формах) для рiзних класiв диференцiальних рiвнянь, важливих для за-
стосувань. Як приклади згадаємо узагальненi рiвняння Бюргерса [175],
(1 + 1)-вимiрнi загальнi або квазiлiнiйнi еволюцiйнi рiвняння та рiзнi їх



66

пiдкласи [1,21,22,25,61,151,174,182,293,295] i системи таких рiвнянь [241],
(1+1)-вимiрнi узагальненi нелiнiйнi хвильовi рiвняння [183], рiвняння ей-
коналу в просторах розмiрностi один, два i три [5,6], рiзнi типи нелiнiйних
рiвнянь Шрьодiнгера [144,160,234,237,238,296].

2.3.2. Особливi приклади нормалiзованих класiв. Iснує багато
очевидних прикладiв нормалiзованих класiв. Так, iнтуїтивно зрозумiло,
що граничнi випадки класiв, утворених або окремою системою диферен-
цiальних рiвнянь, або всiма системами фiксованої кiлькостi незалежних
змiнних, невiдомих функцiй i диференцiальних рiвнянь з обмеженнями
або без обмежень порядку, є нормалiзованими. Покажемо це в рамках
наведеного формального пiдходу.

Розглянемо систему L(x, u(p)) = 0 з l диференцiальних рiвнянь для m
невiдомих функцiй u вiд n незалежних змiнних x, яка допускає макси-
мальну групу G точкових симетрiй. Вважаємо, що набiр θ складається
з єдиного довiльного елемента, який також позначимо як θ, i L є сталою
по θ. Допомiжну систему S для довiльного елемента θ можна вибрати
рiзними способами. Обговоримо двi можливостi.

Перша полягає у тому, щоб зв’язати θ єдиним (алгебраїчним або
диференцiальним) рiвнянням, наприклад, θ = 0. Тодi S — одноеле-
ментна множина, що складається з функцiї, тотожно рiвної 0 на J (p),
T(L|S) = { (0, 0, ϕ) | ϕ ∈ G } i G∼ = { (x̃, ũ) = ϕ(x, u), θ̃ = F (x, u(p), θ)θ |
ϕ ∈ G, F (·, ·, 0) 6= 0 }, тобто в силу означення 1 клас L|S є нор-
малiзованим. Вiн має непорожню тривiальну групу еквiвалентностi
G∼triv = { (x̃, ũ) = (x, u), θ̃ = F (x, u(p), θ)θ | F (·, ·, 0) 6= 0}, якою потрiбно
знехтувати, i G∼/G∼triv = { (x̃, ũ) = ϕ(x, u), θ̃ = θ | ϕ ∈ G }.

Друга можливiсть — не накладати нiяких зв’язкiв на θ. Тодi
S — вся множина диференцiальних функцiй вiд (x |u) p-го порядку,
T(L|S) = { (θ, θ̃, ϕ) | θ, θ̃ ∈ S, ϕ ∈ G} i G∼ = { (x̃, ũ(p)) = prp ϕ(x, u(p)),

θ̃ = F (x, u(p), θ) | ϕ ∈ G, ∂F/∂θ 6= 0 }. Отже, клас L|S нормалiзований,
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причому це приклад класiв без взаємно-однозначної вiдповiдностi мiж
довiльними елементами i системами диференцiальних рiвнянь.

Для класу всiх систем l диференцiальних рiвнянь для m невiдомих
функцiй n незалежних змiнних, якi мають порядок не вище, нiж p (тут
l, m, n, p — фiксованi натуральнi числа), лiвi частини рiвнянь мож-
на вважати довiльними елементами i взяти порожню допомiжну систе-
му S, тобто k = l, L ≡ θ i S — вся множина з наборiв l функцiональ-
но незалежних диференцiальних функцiй вiд (x |u) p-го порядку. Тодi
T(L|S) = {(θ, θ̃, ϕ) | θ∈S, θ̃ = prp ϕF (x, u(p), θ(x, u(p))), |∂ϕ/∂(x, u)| 6= 0,
∂F/∂θ|θ=0 6= 0 } i G∼ = {Φ = (ϕ(x, u), F (x, u(p), θ)) | |∂ϕ/∂(x, u)| 6= 0,

∂F/∂θ|θ=0 6= 0 }, що очевидно показує нормалiзованiсть цього класу.

2.3.3. Нормалiзованi класи i проблеми групової класифiкацiї.
Поняття нормалiзованих класiв неявно використано при розв’язаннi про-
блем групової класифiкацiї для багатьох класiв систем диференцiальних
рiвнянь. Найбiльш вiдомi класичнi проблеми групової класифiкацiї, такi
як класифiкацiї С. Лi звичайних диференцiальних рiвнянь другого по-
рядку [186] i двовимiрних лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними другого порядку [187], було розв’язано з суттєвим залуче-
нням сильної нормалiзованостi наведених вище класiв. Подiбнi класифi-
кацiйнi технiки, що неявно ґрунтуються на властивостях нормалiзованих
класiв, недавно застосовано при розв’язаннi проблем групової класифi-
кацiї багатьма авторами (див., наприклад, [6, 61,144,183,238,293,296]).

Твердження 2.8. Нехай клас L|S нормалiзований i Gi, i = 1, 2, — ло-
кальнi групи точкових перетворень у просторi змiнних (x, u), причому
S i = {θ∈S |Gp

θ = Gi} 6= ∅. За цих умов S1 ∼ S2 mod G∼ тодi i тiльки
тодi, коли G1 ∼ G2 mod G∼.

Твердження 2.9. Двi системи з напiвнормалiзованого класу перетво-
рюються одна в iншу точковим перетворенням тодi i тiльки тодi,
коли вони еквiвалентнi вiдносно групи еквiвалентностi цього класу.
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Наслiдок 2.1. У напiвнормалiзованому класi класифiкацiї з точнiстю
до еквiвалентностi, iндукованої дiєю групи еквiвалентностi, i з точнi-
стю до загальної точкової еквiвалентностi спiвпадають.

Твердження 2.10. Кожний нормалiзований клас систем диференцi-
альних рiвнянь є напiвнормалiзованим.

Твердження 2.11. Нехай клас L|S нормалiзований i припустимо, що
пiдмножина S ′множини S визначає пiдклас L|S ′, iнварiантний вiднос-
но дiї групи G∼(L|S). Тодi пiдклас L|S ′ нормалiзований (у тому ж са-
мому сенсi), а G∼(L|S) — пiдгрупа групи G∼(L|S ′), що породжує T(L|S ′)
i, якщо L|S нормалiзований у звичайному сенсi, спiвпадає з G∼(L|S ′) з
точнiстю до калiбрувальних перетворень еквiвалентностi в L|S ′.

Доведення. G∼(L|S ′) ⊃ G∼(L|S), оскiльки для будь-якого Φ ∈ G∼(L|S) i
для будь-якого θ ∈ S ′маємо Φθ ∈ S ′, тобто

(θ,Φθ,Φ|(x,u)) ∈ T(L|S ′),

звiдки випливає, що Φ ∈ G∼(L|S ′). Оскiльки T(L|S ′) ⊂ T(L|S), для будь-
якого (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S ′) iснує Φ ∈ G∼(L|S) таке, що θ̃ = Φθ i ϕ = Φ|(x,u),
Попередню частину доведення легко поширити на випадок нормалiзова-
ностi в узагальненому сенсi.

Кожне Ψ ∈ G∼(L|S ′) i кожне θ ∈ S ′ визначають допустиме пере-
творення (θ,Ψθ,Ψ|(x,u)) ∈ T(L|S ′). Отже, iснує Φ ∈ G∼(L|S) таке, що
Ψ|(x,u) = Φ|(x,u) i Ψθ = Φθ.

Зауважимо, що за зроблених припущень пiдклас L|S\S ′ має аналогiчнi
властивостi.

Для класу L|S i локальної (зв’язаної) групи G точкових перетворень
змiнних (x, u) такої, що G = Gp

θ для деякого θ ∈ S, розглянемо такi
пiдмножини множини S:

SG = { θ∈S | Gp
θ ⊃ G}, S̄G = { θ∈S | Gp

θ ⊃ G mod G∼},

S ′G = { θ∈S | Gp
θ = G}, S̄ ′G = { θ∈S | Gp

θ = G mod G∼}.
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Наслiдок 2.2. Нехай клас L|S нормалiзований. Тодi L|S̄G i L|S̄ ′G — його
нормалiзованi пiдкласи. G∼(L|S) є пiдгрупою груп G∼(L|S̄G) i G∼(L|S̄ ′G)

i породжує T(L|S̄G) i T(L|S̄ ′G).

Твердження 2.12. Пiдклас L|S0 iнварiантний вiдносно G∼(L|S), де
S0 = S ′G∩, G∩ = G∩p(L|S).

Доведення. Фiксуємо Φ ∈ G∼(L|S) i довiльне θ ∈ S0. Треба показати,
що Φθ ∈ S0. Маємо Gp

Φθ = AdΦG
p
θ = AdΦG

∩, де AdΦ — дiя Φ на групах
перетворень: G 3 ψ → ϕ ◦ ψ ◦ ϕ−1 ∈ AdΦG, ϕ := Φ|(x,u). G

p
Φθ ⊃ G∩ з

огляду на те, що Φθ ∈ L|S . Якби Gp
Φθ = AdΦG

∩ ! G∩, то G∩ ! AdΦ−1G
∩.

Але тодi б AdΦ−1G
∩ = Gp

Φ−1θ, Φ−1θ ∈ L|S i, отже, AdΦ−1G
∩ ⊃ G∩, що

приводить до суперечностi. Ось чому Gp
Φθ = G∩, тобто Φθ ∈ S0.

Твердження 2.13. Якщо клас L|S нормалiзований у звичайному сенсi,
то клас L|S ′G має таку ж властивiсть. Множину T(L|S ′G) породжено
групою G∼(L|S ′G) ∩ G∼(L|S), проекцiя якої на (x, u) — нормалiзатор G
в G∼(L|S)|(x,u).

Доведення. Фiксуємо будь-яке (θ, θ̃, ϕ) ∈ T(L|S ′G). Оскiльки T(L|S ′G) ⊂
⊂ T(L|S), то iснує Φ ∈ G∼(L|S) таке, що θ̃ = Φθ i ϕ = Φ|(x,u), θ, θ̃ ∈ S ′G,
а тому G = Gp

θ̃
= ϕ ◦Gp

θ ◦ ϕ−1 = ϕ ◦G ◦ ϕ−1, тобто ϕ = Φ|(x,u) належить
нормалiзатору G у G∼(L|S)|(x,u).

Розглянемо довiльне перетворення Φ ∈ G∼(L|S) таке, що його про-
екцiя ϕ = Φ|(x,u) належить нормалiзатору G у G∼(L|S)|(x,u). Тодi
(θ,Φθ, ϕ) ∈ T(L|S ′G) для будь-якого θ ∈ S ′G, оскiльки Φθ ∈ S ′G. Дiйсно,
Φθ ∈ S i Gp

Φθ = ϕ ◦Gp
θ ◦ϕ−1 = ϕ ◦G ◦ϕ−1 = G. Отже, Φ ∈ G∼(L|S ′G).

Твердження 2.14. Припустимо, що S ′G 6= ∅. Тодi G∩p(L|SG) = G,
G∼(L|SG) ⊂ G∼(L|S ′G) i, якщо клас L|S нормалiзований у звичайному
сенсi, проекцiї цих груп еквiвалентностi на (x, u) спiвпадають.

Доведення. Перше твердження тривiально випливає з означення пiд-
класу L|SG. Тодi в силу твердження 2.12, пiдклас L|S ′G iнварi-
антний вiдносно G∼(L|SG), тобто G∼(L|SG) ⊂ G∼(L|S ′G), а тому
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G∼(L|SG)∩G∼(L|S) ⊂ G∼(L|S ′G)∩G∼(L|S). Водночас G∼(L|SG)∩G∼(L|S)
мiстить усi перетворення з G∼(L|S), проекцiї яких на простiр змiн-
них (x, u) належать нормалiзатору групи G у G∼(L|S)|(x,u). В силу
твердження 2.13 це зумовлює, що

G∼(L|SG)|(x,u) ⊃ G∼(L|SG) ∩G∼(L|S)|(x,u) =

= G∼(L|S ′G) ∩G∼(L|S)|(x,u) = G∼(L|S ′G)|(x,u).

Зокрема, G∼(L|SG) ∩G∼(L|S) = G∼(L|S ′G) ∩G∼(L|S).

Зауваження 2.4. Взагалi кажучи, нормалiзованiсть класу L|S не при-
зводить до нормалiзованостi пiдкласу L|SG.

З огляду на наведенi твердження, проблема групової класифiкацiї у
будь-якому нормалiзованому класi диференцiальних рiвнянь зводиться
до пiдгрупового аналiзу вiдповiдної групи еквiвалентностi. Властивiсть
сильної нормалiзованостi є ознакою того, що значна частина пiдгруп буде
групами лiївської симетрiї систем з класу, що розглядається. Бiльш того,
пiд час класифiкацiї природно виникає iєрархiя нормалiзованих пiдкла-
сiв, що вiдповiдають випадкам розширення симетрiї.

2.3.4. Нормалiзованi пiдкласи i допустимi перетворення. Дослi-
дження нормалiзованостi класу L|S або його пiдкласiв необхiдне для опи-
су множини T(L|S), i його можна включити як крок у вивчення T(L|S).
Як i для умовних груп еквiвалентностi, тiльки частина нормалiзованих
пiдкласiв при цьому є значимою.

Означення 2.11. Нормалiзований пiдклас L|S ′ класу L|S назвемо ма-
ксимальним, якщо жоден нормалiзований пiдклас класу L|S не мiстить
власно пiдкласу L|S ′.

Означення максимальностi можна сформулювати в той же спосiб для
iнших типiв нормалiзованостi, тобто для сильно нормалiзованих i напiв-
нормалiзованих (у звичайному або узагальненому сенсi) класiв. Взагалi
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кажучи, максимальний сильно нормалiзований пiдклас не є обов’язково
максимальним нормалiзованим пiдкласом i максимальний нормалiзова-
ний пiдклас не є обов’язково максимальним напiвнормалiзованим пiдкла-
сом. Бiльш того, максимальний нормалiзований або напiвнормалiзований
пiдклас може бути неасоцiйований з максимальною умовною групою ек-
вiвалентностi. Однак жоден власний пiдклас нормалiзованого класу не
приводить до максимальної умовної групи еквiвалентностi.

Алгоритм опису множини допустимих перетворень можна модифiку-
вати через включення у нього як додаткового кроку дослiдження нор-
малiзованих властивостей пiдкласiв, асоцiйованих з максимальними гру-
пами еквiвалентностi, i побудови повної сiм’ї максимальних нормалiзо-
ваних пiдкласiв. Максимальнi нормалiзованi пiдкласи можна вивчати з
точнiстю до G∼-еквiвалентностi. Зауважимо, що при розв’язаннi пробле-
ми групової класифiкацiї, немаксимальнi нормалiзованi пiдкласи вини-
кають як можливi класифiкацiйнi випадки, а тому також мають бути
розглянутi.

Проблему класифiкацiї допустимих перетворень можна вважати
розв’язаною, наприклад, у таких випадках.

1. У силу означення нормалiзованого класу, множина допустимих пе-
ретворень вiдома, якщо клас виявляється нормалiзованим i пораховано
його групу еквiвалентностi. Тодi

T(L|S) = { (θ,Φθ,Φ|(x,u)) | θ ∈ S,Φ ∈ G∼}.

До цього випадку вiдносяться всi класи нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнге-
ра, вивченi у параграфi 3.1. Зауважимо, що будь-який нормалiзований
клас має, з точнiстю до тривiальних перетворень еквiвалентностi, єди-
ну максимальну умовну групу еквiвалентностi, яка очевидно спiвпадає
з групою еквiвалентностi цього класу. Пiдклас не може породжувати
максимальну умовну групу еквiвалентностi класу, якщо вiн власно мi-
ститься у нормалiзованому пiдкласi.



72

2. Припустимо, що клас L|S зображено як об’єднання неперетинних
нормалiзованих пiдкласiв, i допустимих перетворень мiж системи з рiз-
них пiдкласiв немає. Тобто S =

⋃
γ∈Γ Sγ, L|Sγ — нормалiзований для

будь-якого γ ∈ Γ, Sγ ∩ Sγ′ = ∅ i T(θ, θ′) = ∅, де θ ∈ Sγ, θ′ ∈ Sγ′, γ 6= γ′.
Тодi G∼(L|S) = ∩γ∈ΓG

∼(L|Sγ) i T(L|S) — об’єднання множин T(L|Sγ)
допустимих перетворень пiдкласiв, кожну з яких легко побудувати:

T(L|S) =
⋃
γ∈Γ

{ (θ,Φθ,Φ|(x,u)) | θ ∈ Sγ,Φ ∈ G∼(L|Sγ) }.

Виберемо пiдмножину Λ у Γ таку, що G∼(L|Sλ) 6= G∼(L|Sλ′) для будь-
яких рiзних λ, λ′ ∈ Λ i для довiльного γ ∈ Γ iснує λ ∈ Λ, що задовольняє
умову G∼(L|Sλ) = G∼(L|Sγ). Позначимо через Γλ пiдмножину тих γ, що
вiдповiдають фiксованому λ. Тодi множину максимальних нормалiзова-
них пiдкласiв класу L|S вичерпують об’єднання S̄λ =

⋃
γ∈Γλ
Sγ, λ ∈ Λ.

Групи G∼(L|Sλ) = G∼(L|S̄λ) вичерпують множину максимальних умов-
них груп еквiвалентностi класу L|S .

Множина допустимих перетворень класу нелiнiйних рiвнянь Шрьо-
дiнгера з потенцiалами i загальною модульною нелiнiйнiстю має наведе-
ну структуру для довiльної просторової розмiрностi [227, 234, 240]. Див.
також теорему 3.6 i зауваження 3.8.

3. Бiльш нетривiальна ситуацiя щодо допустимих перетворень вини-
кає, коли максимальнi нормалiзованi пiдкласи мають непорожнiй пере-
тин. Нехай S ′,S ′′ ⊂ S, S ′ ∩ S ′′ 6= ∅, пiдкласи L|S ′ i L|S ′′ нормалiзова-
нi, S ′ = G∼(L|S ′) S ′ ∩ S ′′ i S ′′ = G∼(L|S ′′) S ′ ∩ S ′′. Останнi двi умо-
ви означають, що будь-яке рiвняння з L|S ′ (або L|S ′′) еквiвалентне вiд-
носно G∼(L|S ′) (або G∼(L|S ′′) ) рiвнянню з L|S ′∩S ′′. Тодi будь-яке допу-
стиме перетворення (θ′, θ′′, ϕ) з θ′ ∈ S ′ i θ′′ ∈ S ′′ можна зобразити у
виглядi (θ′,Φ2(Φ1θ′), (Φ2 ◦ Φ1)|(x,u)), де Φ1 ∈ G∼(L|S ′), Φ2 ∈ G∼(L|S ′′) i
Φ1θ′ ∈ S ′ ∩ S ′′. Множини допустимих перетворень такої структури ма-
ють, наприклад, деякi класи рiвнянь реакцiї–дифузiї зi змiнними коефi-
цiєнтами [275].
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Наведенi випадки охоплюють тiльки найпростiшi ситуацiї опису мно-
жин допустимих перетворень у термiнах нормалiзованих пiдкласiв.

2.4. Нормалiзованi класи систем еволюцiйних
рiвнянь

Вивчимо властивостi нормалiзованостi загальних класiв (1+1)-вимiрних
еволюцiйних рiвнянь, їх пiдкласiв та деяких класiв систем (1 + 1)-
вимiрних еволюцiйних рiвнянь другого порядку.

Розглянемо клас (1 + 1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь n-го порядку

ut = H(t, x, u, ux, u(n,x)), (2.1)

де n > 2, Hun 6= 0. Тут uk = ∂ku/∂xk, k ∈ N, u0 = u, u(n,x) = (u0, . . . , un).
Добре вiдомо [25], що кожне контактне перетворення, яке вiдображає

рiвняння з класу (2.1) у рiвняння з цього ж класу, обов’язково має вигляд

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x, u, ux), ũ = U(t, x, u, ux). (2.2)

Функцiї T , X i U задовольняють умови невиродженостi

Tt 6= 0, rank

(
Xx Xu Xux

Ux Uu Uux

)
= 2 (2.3)

i контактностi

(Ux + Uuux)Xux = (Xx +Xuux)Uux. (2.4)

Перетворення (2.2) однозначно продовжується на похiднi ux i uxx за фор-
мулами ũx̃ = V (t, x, u, ux) i ũx̃x̃ = DxV/DxX, де

V =
Ux + Uuux
Xx +Xuux

або V =
Uux
Xux

,

якщо Xx + Xuux 6= 0 або Xux 6= 0 вiдповiдно. Права частина перетворе-
ного рiвняння дорiвнює

H̃ =
Uu −XuV

Tt
H +

Ut −XtV

Tt
(2.5)
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i (Xu, Uu) 6= (0, 0) в силу (2.3) i (2.4). Бiльш того, кожне з перетворень
вигляду (2.2) вiдображає клас (2.1) на себе, а тому його продовження
на довiльний елемент H належить контактнiй групi еквiвалентностi G∼c
класу (2.1). (Iнших елементiв у G∼c немає.) Iншими словами, група еквi-
валентностi G∼c породжує всю множину допустимих контактних перетво-
рень у класi (2.1), тобто цей клас нормалiзований вiдносно контактних
перетворень. Стисло сформулюємо наведенi результати.

Твердження 2.15. Клас (2.1) контактно-нормалiзований. Конта-
ктна група еквiвалентностi G∼c класу (2.1) складається з перетво-
рень (2.2), що задовольняють умови (2.3) i (2.4) i продовженi на до-
вiльний елемент H згiдно (2.5).

Зауважимо, що клас (2.1) також точково-нормалiзований. Його то-
чкова група еквiвалентностi G∼p складається з перетворень

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u),

H̃ =
∆

TtDxX
H +

UtDxX −XtDxU

TtDxX
,

(2.6)

де T , X i U пробiгають вiдповiднi множини гладких функцiї, що задо-
вольняють умови невиродженостi Tt 6= 0 i ∆ = XxUu −XuUx 6= 0.

Iснують пiдкласи класу (2.1), допустимi контактнi перетворення в
яких насправдi вичерпано точковими перетвореннями.

Твердження 2.16. Кожне контактне перетворення мiж квазiлiнiй-
ними рiвняннями вигляду (2.1) є продовженням точкового.

Розглянемо клас систем еволюцiйних рiвнянь другого порядку загаль-
ного вигляду

ūt = F̄ (t, x, ū, ūx, ūxx), (2.7)

де ū = (u1, . . . , um), F̄ = (F 1, . . . , Fm) i |∂F̄ /∂ūxx| 6= 0. Будь-яке точкове
перетворення T у просторi змiнних (t, x, ū) має вигляд

t̃ = T t(t, x, ū), x̃ = T x(t, x, ū), ũa = Ua(t, x, ū),

де |∂(T t, T x, Ū)/∂(t, x, ū)| 6= 0, Ū = (U1, . . . ,Um).
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Лема 2.1. Точкове перетворення T пов’язує двi системи з класу (2.7)
тодi i тiльки тодi, коли T tx = T tua = 0, тобто T t = T (t), де T — довiль-
на гладка функцiя вiд t з Tt 6= 0. Довiльнi елементи перетворюються
за формулою

F̃ a =
UaubDxT x − T xubDxUa

TtDxT x
F b +

Uat DxT x − T xt DxUa

TtDxT x
,

де Dx = ∂x + ubx∂ub + · · · — оператор повного диференцiювання по x.
Отже, клас (2.7) нормалiзований. Група еквiвалентностi класу (2.7)
складається з перетворень, визначених у просторi змiнних i довiльних
елементiв згiдно наведених формул.

Аналогiчно, розглянемо пiдклас класу (2.7), утворений системами з
довiльними елементами, лiнiйними по ūxx, тобто

uat = Sab(t, x, ū)ubxx +Ha(t, x, ū, ūx), (2.8)

де |S| 6= 0, S = (Sab), H̄ = (H1, . . . , Hm).

Лема 2.2. Точкове перетворення T пов’язує двi системи з класу (2.8)
тодi i лише тодi, коли T tx = T tua = 0 i T xua = 0, тобто T t = T (t) i
T x = X(t, x), де T i X — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв такi,
що TtXx 6= 0. Бiльш того, якобiан |∂Ū/∂ū| 6= 0. Довiльнi елементи
перетворюються за формулами

S̃ =
X 2
x

Tt

∂Ū
∂ū

S

(
∂Ū
∂ū

)−1

,

˜̄H =
1

Tt

(
∂Ū
∂ū

H̄ + Ūt −
Xt

Xx
DxŪ −

− ∂Ū
∂ū

S

(
∂Ū
∂ū

)−1(
DxŪx + uaxDxŪua −

Xxx

Xx
DxŪ

))
.

Отже, клас (2.8) нормалiзований. Група еквiвалентностi класу (2.8)
складається з перетворень, визначених у просторi змiнних i довiльних
елементiв згiдно наведених формул.
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Зауваження 2.5. Якщо S = diag(Σ1, . . . ,Σm) i S̃ = diag(Σ̃1, . . . , Σ̃m) —
дiагональнi матрицi-функцiї, то в силу леми 2.2 iснує перестановка σ ∈
∈ Sm така, що Σ̃a = X 2

x T
−1
t Σσ(a) i Uaub(Σ

σ(a)−Σb) = 0. (В останнiй формулi
пiдсумовування немає.) У випадку, коли Σa 6= Σb для будь-якого a 6= b,
з цього випливає, що Uaub = 0 при σ(a) 6= b.

Наслiдок 2.3. Пiдклас класу (2.8), утворений системами, лiнiйними
за похiдними, тобто визначений зв’язками Sabucx = 0, Ha

ucxu
b
x

= 0 на до-
вiльнi елементи, є нормалiзованим. Група еквiвалентностi цього пiд-
класу є пiдгрупою групи еквiвалентностi класу (2.8) i складається з
перетворень, в яких параметр-функцiї Ua додатково задовольняють
умови Uaubuc = 0, тобто Ua = Uab(t, x)ub + Ua0(t, x).

Наслiдок 2.4. Пiдклас класу (2.8), виокремлений зв’язками Sabucx =

= Sabuc = 0, Ha
ucxu

b
x

= Ha
ucxu

b = Ha
ucub = 0, тобто утворений лiнiйними

системами, є нормалiзованим. Група еквiвалентностi цього пiдкласу
спiвпадає з групою, описаною у наслiдку 2.3.

Зауваження 2.6. Iснує спiввiдношення мiж нормалiзацiйними вла-
стивостями загальних класiв неоднорiдних i вiдповiдних однорiдних
лiнiйних систем диференцiальних рiвнянь. А саме, розглянемо клас
Lhom однорiдних лiнiйних систем з l диференцiальних рiвнянь вигляду
Lθu = 0 для m невiдомих функцiй u = (u1, . . . , um) вiд n незалежних
змiнних x = (x1, . . . , xn). Тут Lθ = (Lµaθ ), µ = 1, . . . , l — матричний
диференцiальний оператор, параметризований θ, що пробiгає множину
функцiй вiд x. Нехай вiдповiдний клас Linh неоднорiдних систем норма-
лiзований i його група еквiвалентностi G∼inh складається з перетворень,
проектовних по x i афiнних по u, тобто перетворення для (x, u) мають
вигляд x̃ = X(x) i ũ = Uab(x)ub + Ua0(x) для будь-якого T ∈ G∼inh. Тодi
клас Lhom напiвнормалiзований. Група еквiвалентностi G∼hom класу Lhom

iзоморфна пiдгрупi групи G∼inh, складеної перетворення з (ÛabUa0), що
пробiгає перетин множин розв’язкiв систем з Lhom, де (Ûab) — обернена
до (Uab) матриця. Зазвичай з цього випливає, що Ua0 = 0. Додаткова
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умова на допустимi перетворення в Lhom полягає у тому, що (ÛabU b0) є
розв’язком вихiдної системи (з фiксованими значеннями довiльних еле-
ментiв). Отже, при обмеженнi на Lhom нормалiзацiя порушується через
лiнiйний принцип суперпозицiї. Це обґрунтовує розгляд неоднорiдних лi-
нiйних систем при дослiдженнi допустимих перетворень.

Комбiнування зауваження 2.6 i наслiдку 2.4 приводить до твердження
про властивостi вiдповiдного класу однорiдних лiнiйних систем.

Наслiдок 2.5. Пiдклас класу (2.8), утворений однорiдними лiнiйними
системами (тобто зв’язками на довiльнi елементи є Sabucx = Sabuc = 0,
Ha
ucxu

b
x

= Ha
ucxu

b = Ha
ucub = 0 i ucxHa

ucx
+ ucHa

uc = Ha), є напiвнормалiзо-
ваним. Група еквiвалентностi цього пiдкласу — пiдгрупа групи з на-
слiдку 2.3, яка складається з перетворень з Ua0 = 0. Точкове перетво-
рення T пов’язує двi системи з цього класу тодi i тiльки тодi, коли
T tx = T tua = 0, T xua = 0 i Uaubuc = 0, тобто T t = T (t), T x = X(t, x) i
Ua = Uab(t, x)ub + Ua0(t, x), де T ,X, Uab i Ua0 — довiльнi гладкi функ-
цiї своїх аргументiв такi, що TtXx|Uab| 6= 0, i додатково (ÛabU b0) є
розв’язком вихiдної системи. Тут (Ûab) — матриця, обернена до (Uab).

Зауваження 2.7. При зображеннi систем з класу (2.7), лiнiйних по ūxx,
у виглядi (2.8) кожне F a замiнено набором довiльних елементiв (Sab, Ha).
У цьому конкретному випадку рiзнi зображення дають еквiвалентнi ре-
зультати. Так, формули для перетворень елементiв Sab i Ha можна отри-
мати з аналогiчних формул для F a розщепленням вiдносно ūxx. Вiдповiд-
нi множини допустимих перетворень, а також групи еквiвалентностi —
iзоморфнi. З розглянутими вище пiдкласами класу (2.8) можна працю-
вати таким же способом. А саме, можна накладати зв’язки на функ-
цiї Sab i послiдовно замiняти Ha виразами Hab(t, x, ū)ubx + Ga(t, x, ū),
Hab(t, x)ubx + Gab(t, x)ub + Ga0(t, x) i Hab(t, x)ubx + Gab(t, x)ub. Формули
перетворення для нових довiльних елементiв можна знайти розщеплен-
ням формул перетворення для H̄ вiдносно ūx або (ūx, u). Групи еквiва-
лентностi рiзних зображень цих пiдкласiв iзоморфнi.
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2.5. Висновки

У цьому роздiлi розвинуто теоретичнi основи симетрiйного аналiзу у кла-
сах систем диференцiальних рiвнянь. Запропоновано низку нових по-
нять, пов’язаних з такими класами: розширена (узагальнена розширена,
умовна, потенцiальна) група еквiвалентностi, нормалiзований (напiвнор-
малiзований, строго нормалiзований) клас, подiбнi класи, вiдображен-
ня мiж класами, породжене точковими перетвореннями тощо. Вони до-
зволяють адекватно формулювати проблеми класифiкацiї для складних
класiв, узагальнювати постановки задач i отримувати кiнцевi результати
класифiкацiй у замкненому i простому виглядi. Новi методи, розробленi
на основi отриманих результатiв, iстотно розширяють коло розв’язних
класифiкацiйних задач.

Уточнено поняття цiлком невиродженої системи диференцiальних
рiвнянь, введено поняття цiлковитої невиродженостi вiдносно ваги, яке
є важливим у дослiдженнях потенцiальних структур над диференцiаль-
ними рiвняннями (див. роздiл 4).

Також введено нове поняття нормалiзованого (сильно нормалiзова-
ного, напiвнормалiзованого) класу вiдносно рiзних типiв групи еквiва-
лентностi. Показано, що алгебраїчнi методи групової класифiкацiї мож-
на прямо застосовувати до класу систем диференцiальних рiвнянь тодi i
тiльки, коли клас нормалiзований. Це визначає межi ефективностi алгеб-
раїчних методiв у чистому виглядi i природно веде до висновку, що для
використання у ненормалiзованих класах їх потрiбно додатково комбi-
нувати з iншими пiдходами, наприклад, розбивати такi класи на норма-
лiзованi пiдкласи або розглядати замiсть вихiдних класiв нормалiзованi
надкласи. Нормалiзованiсть також є вiдповiддю на питання, яку власти-
вiсть має мати клас, щоб так звана часткова групова класифiкацiя [3,155]
в ньому давала вичерпний результат.

Доведено ряд тверджень, з яких випливає, що аналiз нееквiвалентних
випадкiв при груповiй класифiкацiї у нормалiзованому класi природно
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веде до побудови iєрархiї нормалiзованих пiдкласiв. Це дає ще одну мо-
жливiсть для оптимiзацiї процесу класифiкацiї.

Вперше поставлено задачу про класифiкацiю допустимих перетворень
у класах систем диференцiальних рiвнянь та запропоновано розв’язува-
ти її через класифiкацiю максимальних груп умовної еквiвалентностi i
максимальних нормалiзованих пiдкласiв.

Для iлюстрацiї введених понять побудовано ланцюжки вкладених
нормалiзованих або напiвнормалiзованих класiв (1+1)-вимiрних еволю-
цiйних рiвнянь та систем таких рiвнянь, що знаходить своє застосуван-
ня у доведеннях роздiлiв 4 i 6. Зокрема доведено, що для квазiлiнiйних
еволюцiйних рiвнянь будь-яке контактне допустиме перетворення iнду-
ковано точковим.

Результати цього роздiлу опублiковано у роботах [160, 163, 226, 227,
234,240,241,277].
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РОЗДIЛ 3

Допустимi перетворення
i групова класифiкацiя

нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера

Мета цього роздiлу — на прикладi класу F (1 + n)-вимiрних нелiнiйних
рiвнянь Шрьодiнгера загального вигляду

iψt +4ψ + F = 0 (3.1)

та його пiдкласiв продемонструвати ефективнiсть розроблених методiв
групової класифiкацiї i можливiсть класифiкацiї множини допустимих
перетворень. Тут i надалi ψ — комплексна невiдома функцiя 1+n дiйсних
незалежних змiнних t i x = (x1, . . . , xn), 4ψ = ψjj, ∇ψ = (ψ1, . . . , ψn),
F = F (t, x, ψ, ψ∗,∇ψ,∇ψ∗) — довiльна гладка комплекснозначна функ-
цiя своїх аргументiв. Верхнiй iндекс “*” будь-якої комплексної величини
позначає комплексне спряження.

Сильну нормалiзованiсть класу F доведено у пiдроздiлi 3.1. Також
обговорено нормалiзованiсть ширших класiв i виокремлено два важли-
вих вкладених сильно нормалiзованих пiдкласи класу F. Менший пiд-
клас S все ще мiстить клас V нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера з модуль-
ною нелiнiйностю i потенцiалами. Тому нормалiзацiйнi властивостi пiд-
класу S суттєвi для груповою класифiкацiї у класi V, виконаної у пiд-
роздiлi 3.2 для розмiрностi 1 + 1. Оскiльки клас V не є нормалiзованим,
для повної класифiкацiї його розбито на сiм’ю нормалiзованих пiдкласiв
i кожен з цих пiдкласiв прокласифiковано окремо. Для того, щоб проде-
монструвати ефективнiсть пiдходу, що ґрунтується на нормалiзацiйних
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властивостях, у випадку бiльше двох незалежних змiнних, у пiдроздi-
лi 3.3 проведено групову класифiкацiю класу C (1 + 2)-вимiрних кубi-
чних рiвнянь Шрьодiнгера з потенцiалами. Задачу групової класифiкацiї
у ненормалiзованому класi нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера з довiльним
елементом вигляду F = F (ψ, ψ∗) розв’язано у пiдроздiлi 3.4 у випадку
довiльної кiлькостi просторових змiнних як приклад застосування мето-
ду розгалуженого розщеплення. Комбiнований метод, що включає i до-
слiдження рiзних випадкiв iнтегрування системи визначальних рiвнянь,
i вивчення можливої структури алгебри iнварiантностi, застосовано до
групової класифiкацiї класу систем двох нелiнiйних рiвнянь Лапласа на
двi невiдомi функцiї вiд двох незалежних змiнних у пiдроздiлi 3.5.

3.1. Iєрархiя вкладених нормалiзованих класiв
нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера

Розпочнемо розгляд з найширшого класу F. Послiдовно збiльшуючи
кiлькiсть зв’язкiв на довiльний елемент F , побудуємо серiю вкладених
нормалiзованих класiв (1+n)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера.
Останнiй клас з побудованих все ще буде мiстити клас рiвнянь Шрьо-
дiнгера з модульними нелiнiйностями та потенцiалами i матиме певнi
властивостi, якi дозволяють дослiдити цi рiвняння.

Для всього класу (3.1) допомiжна система на довiльний елемент F
складається з рiвнянь

Fψtt = Fψtj = Fψjk = Fψ∗tt = Fψ∗tj = Fψ∗jk = 0, Fψt = Fψ∗t = 0.

Зауважимо, що необхiдно враховувати також спряжене до рiвняння (3.1),
тобто у дiйсностi маємо систему двох спряжених рiвнянь для двох спря-
жених невiдомих функцiй. Усi умови iнварiантностi i еквiвалентностi по-
трiбно перевiряти тiльки для одного з рiвнянь (оскiльки тодi вони авто-
матично виконуються також для спряженого рiвняння), але на многовидi
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всiєї системи. Комплексних величин можна уникнути, замiняючи рiвнян-
ня (3.1) системою двох рiвнянь на двi дiйснi невiдомi функцiї, проте це
призводить до складнiших обчислень.

Будь-яке точкове перетворення T у просторi змiнних класу F має
загальний вигляд

t̃ = T t(t, x, ψ, ψ∗), x̃j = T j(t, x, ψ, ψ∗),

ψ̃ = T ψ(t, x, ψ, ψ∗), ψ̃∗ = T ψ∗(t, x, ψ, ψ∗),

де T ψ∗ = (T ψ)∗ i |∂(T t, T x, T ψ, T ψ∗)/∂(t, x, ψ, ψ∗)| 6= 0.

Лема 3.1. Якщо точкове перетворення T пов’язує два рiвняння з кла-
су F, то

T t
ψ = T t

ψ∗ = T t
j = 0, T jψ = T jψ∗ = 0,

|T t
t | = T 1

k T 1
k = · · · = T nk T nk , T jk T

j′

k = 0, якщо j 6= j′,

T ψψ∗ = 0, якщо T tt > 0 i T ψψ = 0, якщо T tt < 0, тобто T ψ
ψ̂∗

= 0.

Зауваження 3.1. Тут i надалi εT = signT i для будь-якої комплексної
величини β використовуємо позначення

β̂ = β, якщо T tt > 0 i β̂ = β∗, якщо T tt < 0.

Доведення. Перейдемо до неявного зображення хвильової функцiї ψ:

ψ = ψ(t, x), ψ∗ = ψ∗(t, x) ⇐⇒ H(t, x, ψ, ψ∗) = 0, H∗(t, x, ψ, ψ∗) = 0.

Пiдставляючи вирази для похiдних функцiй ψ, ψ∗ через похiднi функ-
цiй H, H∗ у кожне рiвняння вигляду (3.1), отримаємо спорiднений
клас FH систем двох комплексно спряжених рiвнянь на невiдомi функ-
цiї H i H∗, де t, x, ψ i ψ∗ вiдiграють роль незалежних змiнних, а F —
єдиний довiльний елемент. Будь-яке точкове перетворення T у просторi
(t, x|ψ, ψ∗) тривiально продовжується до точкового перетворення prH T
у просторi (t, x, ψ, ψ∗|H,H∗) (H i H∗ вважаємо тотожно перетворени-
ми). Бiльш того, продовження встановлює бiєкцiю мiж множиною до-
пустимих перетворень у класi F i множиною допустимих перетворень у
класi FH з тотожно перетвореними H i H∗.
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Припустимо, що два рiвняння з F пов’язанi точковим перетворен-
ням T , тобто асоцiйованi системи з FH пов’язанi точковим перетворен-
ням prH T . Виконаємо перетворення prH T у вихiднiй системi, виключи-
мо зв’язанi похiднi перетворених H i H∗, використовуючи кiнцеву систе-
му i розщепимо вiдносно незв’язаних похiдних. Пiсля громiздких обчис-
лень отримаємо систему рiвнянь на компоненти перетворення, наведену
у формулюваннi леми.

Застосування будь-якого перетворення T , що задовольняє систему з
леми 3.1, до довiльного рiвняння з класу F приводить до рiвняння з того
ж класу. Вiдповiднi значення довiльних елементiв пов’язанi у локаль-
ний спосiб, тобто перетворення T належить групi еквiвалентностi G∼F
класу F. Це дозволяє сформулювати твердження щодо G∼F .

Теорема 3.1. Клас F сильно нормалiзований. Група еквiвалентнос-
тi G∼F класу F складається з перетворень

t̃ = T, x̃ = |Tt|1/2Ox+X, ψ̃ = Φ(t, x, ψ̂),

F̃ =
1

|Tt|

(
Φψ̂F̂ − iεTΦt − Φjj − 2Φaψ̂ψ̂j − Φψ̂ψ̂ψ̂jψ̂j + (3.2)

+ i

(
Ttt

2|Tt|
xk + εTO

jc
t O

jkxc +
εTX

j
tO

jk

|Tt|1/2

)
(Φk + Φψ̂ψ̂k)

)
,

де T i X = (X1, . . . , Xn) — довiльнi гладкi дiйснозначнi функцiї змiн-
ної t, Tt 6= 0, Φ — довiльна гладка комплекснозначна функцiя змiнних t,
x i ψ̂, Φψ̂ 6= 0, O — довiльна n-вимiрна ортогональна матриця-функцiя,
гладко залежна вiд t.

Зауваження 3.2. Використовуючи аналогiчнi аргументи, можна довес-
ти, що ширший клас рiвнянь, подiбних рiвнянням Шрьодiнгера, загаль-
ного вигляду iψt +G4ψ + F = 0, де F i G — довiльнi гладкi комплекс-
нозначнi функцiї вiд (t, x, ψ, ψ∗,∇ψ,∇ψ∗), нормалiзований. Пiдкласи з
довiльними G = G(t, x, ψ, ψ∗) або G = G(t, x) або G, що пробiгають
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усi дiйснозначнi функцiї одного з наведених типiв, також нормалiзова-
нi. Можна накласти рiзноманiтнi зв’язки на довiльнi елементи, при яких
вiдповiднi пiдкласи будуть нормалiзованими.

Зауваження 3.3. Насправдi групу еквiвалентностi G∼F породжено непе-
рервною сiм’єю перетворень вигляду (3.2), де Tt > 0 i detO = 1, i двома
дискретними перетвореннями: просторовим вiддзеркаленням Ij для фiк-
сованого j (t̃ = t, x̃j = −xj, x̃k = −xk, k 6= j, ψ̃ = ψ, F̃ = F ) i вiгнерiвсь-
ким вiддзеркаленням часу It (t̃ = −t, x̃j = xj, ψ̃ = ψ∗, F̃ = F ∗). Подiбнi
твердження справедливi i щодо груп еквiвалентностi класiв, розглянутих
нижче.

Зауваження 3.4. Сильну нормалiзованiсть класу F можна легко довес-
ти. Згiдно означення 2.9 i зауваження 3.3, для цього достатньо показати,
що для кожного з дискретних перетворень I1 i It або iнфiнiтезiмальних
перетворень еквiвалентностi iснує рiвняння вигляду (3.1), iнварiантне
вiдносно його проекцiї на просторi змiнних (t, x, ψ, ψ∗). Проекцiя пере-
творення I1 є точковою симетрiєю рiвняння (3.1) тодi i тiльки тодi, коли
F — парна функцiя вiд (x1, ψ1, ψ

∗
1), тобто

F (t, x, ψ, ψ∗,∇ψ,∇ψ∗) =

= F (t,−x1, x2, . . . , xn, ψ, ψ
∗,−ψ1, ψ2, . . . , ψn,−ψ∗1, ψ∗2, . . . , ψ∗n).

Аналогiчно, рiвняння (3.1) iнварiантне вiдносно проекцiї перетворення It
тодi i тiльки тодi, коли

F (t, x, ψ, ψ∗,∇ψ,∇ψ∗) = F ∗(−t, x, ψ, ψ∗,∇ψ,∇ψ∗).

Проекцiя будь-якого оператора, генеруючого однопараметричну пiдгру-
пу групи G∼F , має вигляд

Q = τ∂t +

(
1

2
τtxj + χj

)
∂j + η∂ψ + η∗∂ψ∗,

де коефiцiєнти τ = τ(t), χj = χj(t) — довiльнi гладкi дiйснозначнi функ-
цiї вiд t, а η = η(t, x, ψ, ψ∗) — довiльна гладка функцiя своїх аргументiв.
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Iнфiнiтезiмальна iнварiантнiсть рiвняння (3.1) вiдносно Q приводить до
одного диференцiального рiвняння з частинними похiдними першого по-
рядку на довiльний елемент F , яке вочевидь має розв’язок.

Звузимо дослiджуваний клас до пiдкласу F′, припускаючи, що до-
вiльний елемент F не залежить вiд похiдних ∇ψ i ∇ψ∗, тобто доповнимо
допомiжну систему на F зв’язками Fψj = Fψ∗j = 0. Додатковi зв’язки на
F у пiдкласi F′ приводять до сильнiших умов на компоненти допустимих
перетворень вiдносно ψ i ψ∗. А саме, додатково маємо

T ψ
ψ̂ψ̂

= 0, T ψ
ψ̂a

=
iεTT kt Okj

2|T tt |1/2
T ψ
ψ̂
.

Пiсля перехресного диференцiювання копiй останньої формули при рiз-
них значеннях a отримаємо, що Obj′

t O
kj = 0, тобто Ot = 0 в силу орто-

гональностi матрицi O. Аналогiчно теоремi 3.1, маємо таке твердження
щодо класу F′. (Сильна нормалiзованiсть F′ доводиться у спосiб, подiб-
ний до зауваження 3.4.)

Теорема 3.2. Пiдклас F′ класу F, у якому довiльний елемент F зале-
жить лише вiд t, x, ψ i ψ∗, сильно нормалiзований. Його група еквiва-
лентностi G∼F′ є пiдгрупою групи G∼F i складається з перетворень (3.2),
де

Φ = ψ̂ exp

(
i

8

Ttt
|Tt|

xjxj +
i

2

εTX
k
t

|Tt|1/2
Okjxj + Θ + iΨ

)
+ Φ0(t, x),

i T , X = (X1, . . . , Xn), Θ i Ψ — довiльнi гладкi дiйснозначнi функцiї вiд
t, Tt 6= 0, Φ0 — довiльна гладка комплекснозначна функцiя змiнних t

i x, O — довiльна стала n-вимiрна ортогональна матриця.

Подальше звуження класу рiвнянь виконаємо у бiльш спецiальний
спосiб, а саме розглянемо клас S рiвнянь вигляду

iψt +4ψ + S(t, x, |ψ|)ψ = 0, S|ψ| 6= 0, (3.3)

який мiстить у собi клас (1 + n)-вимiрних рiвнянь Шрьодiнгера з потен-
цiалами i модульними нелiнiйностями i, у той же час, у деякому сенсi
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є бiльш придатним для попередньої групової класифiкацiї. Тут S — до-
вiльна комплекснозначна функцiя вiд t, x i ρ = |ψ|, причому вважаємо,
що Sρ 6= 0. Остання умова iнварiантна вiдносно будь-яких точкових пе-
ретворень у фiксованих парах рiвнянь вигляду (3.3). Зворотнiй умовi
Sρ = 0 вiдповiдає лiнiйний випадок, який потрiбно дослiджувати окремо
через його особливiсть. Тому накладена нерiвнiсть є природною.

Пiдклас S виокремлено з класу F через представлення F =

= S(t, x, |ψ|)ψ, тобто у пiдкласi S довiльний елемент F задовольняє,
додатково до вже наведених допомiжних рiвнянь, умови

(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗)(F/ψ) = 0, (ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗)(F/ψ) 6= 0.

Для зручностi надалi будемо розглядати S = F/ψ замiсть F як довiль-
ний елемент, який не залежить вiд похiдних i задовольняє умови

ψSψ − ψ∗Sψ∗ = 0, ψSψ + ψ∗Sψ∗ 6= 0. (3.4)

Теорема 3.3. Клас S сильно нормалiзований. Група еквiвалентнос-
тi G∼S класу S є пiдгрупою групи G∼F′, виокремленою умовою Φ0 = 0,
тобто складеною, у термiнах довiльного елементу S, з перетворень

t̃ = T, x̃ = |Tt|1/2Ox+X,

ψ̃ = ψ̂ exp

(
i

8

Ttt
|Tt|

xjxj +
i

2

εTX
k
t

|Tt|1/2
Okjxj + Θ + iΨ

)
,

S̃ =
Ŝ

|Tt|
+

2TtttTt − 3Ttt
2

16εTTt3
xjxj +

εT
2|Tt|1/2

(
Xk
t

Tt

)
t

Okjxj +

+
Ψt − iΘt

Tt
− Xj

tX
j
t + inTtt
4Tt2

.

(3.5)

Тут T , X = (X1, . . . , Xn), Θ i Ψ — довiльнi гладкi дiйснозначнi функцiї
вiд t, O — довiльна стала n-вимiрна ортогональна матриця.

Див. зауваження 3.5 стосовно доведення того, що клас S сильно нор-
малiзований.
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Наслiдок 3.1. Для кожного рiвняння з класу S величина ρSρρ/Sρ збе-
рiгається при будь-якому перетвореннi, що вiдображає це рiвняння у
рiвняння з цього ж класу, за вийнятком It. Зокрема, якщо ρSρρ/Sρ —
дiйснозначна функцiя, то вона є iнварiантом допустимих перетворень
у класi S.

З теореми 3.3 випливає, що перетворення з групи еквiвалентностi
будь-якого пiдкласу класу S з точнiстю до тривiальних перетворень еквi-
валентностi мають вигляд (3.5). Це твердження також вiрне для перетво-
рень лiївської симетрiї будь-якого рiвняння з класу S, якщо вважати, що
в (3.5) S — iнварiантна функцiя. Зокрема, теорема 3.3 разом з iнфiнiте-
зiмальним методом Лi приводить до такого твердження щодо операторiв
лiївської симетрiї рiвнянь з класу S.

Теорема 3.4. Будь-який оператор Q з максимальної алгебри A(S) лiїв-
ської iнварiантностi рiвняння (3.3) з довiльним елементом S (Sρ 6= 0)
можна зобразити у виглядi Q = D(τ) + κjkJjk +G(σ̄) + χM + ζI, де

D(τ) = τ∂t +
1

2
τtxj∂j +

1

8
τttxjxjM,

G(σ̄) = σj∂j +
1

2
σjtxjM, Jjk = xj∂k − xk∂j, (3.6)

M = i(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗), I = ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗,

κjk = −κkj — сталi, τ , χ, ζ i σ̄ = (σ1, . . . , σn) — довiльнi гладкi дiйс-
нозначнi функцiї вiд t. Крiм того, коефiцiєнти оператора Q повиннi
задовольняти класифiкуючу умову

τSt +

(
1

2
τtxj + κjkxk + σj

)
Sj + ζρSρ + τtS =

=
1

8
τtttxjxj + +

1

2
σjttxj + χt − iζt − i

n

4
τtt. (3.7)

Теорему 3.4 можна також довести прямим застосуванням iнфiнiте-
зiмального методу Лi. А саме, розглянемо оператор з A(S) у найбiльш
загальному виглядi Q = ξt∂t + ξj∂j + η∂ψ + η∗∂ψ∗, де ξt, ξj i η — гладкi
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функцiї вiд t, x, ψ i ψ∗. Умова iнфiнiтезiмальної iнварiантностi [30, 31]
рiвняння (3.3) вiдносно оператора Q приводить до лiнiйної перевизначе-
ної системи диференцiальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q:

ξtψ = ξtψ∗ = ξjψ = ξjψ∗ = 0, ηψ∗ = ηψψ = 0, ψηψ = η,

ξjk + ξkj = 0, a 6= b, ξtj = 0, ξtt = 2ξ1
1 = · · · = 2ξnn , 2ηψa = iξjt ,

iηψt + ηψaa + ξtSt + ξjSj + ρSρ Re ηψ + ξttS = 0.

Розв’язуючи цю систему, отримаємо твердження теореми 3.4.
ОператориD(τ), Jjk,G(σ̄),M i ζI, де τ , σ̄ = (σ1, . . . , σn), χ i ζ пробiга-

ють всю множину гладких функцiй вiд t, породжують нескiнченновимiр-
ну алгебру Лi A∪S зi звичайною дужкою Лi векторних полiв, а ненульовi
комутацiйнi спiввiдношення мiж ними вичерпуються наступними:

[D(τ 1), D(τ 2)] = D(τ 1τ 2
t − τ 2τ 1

t ), [D(τ), G(σ̄)] = G
(
τ σ̄t −

1

2
τtσ̄
)
,

[D(τ), χM ] = τχtM, [D(τ), ζI] = τζtI,

[Jjk, G(σ̄)] = G(¯̃σ), j 6= k, [G(σ̄1), G(σ̄2)] =
1

2
(σ1jσ2j

t − σ2jσ1j
t )M,

де σ̃j = σk, σ̃k = −σj, σ̃j′ = 0, c 6= a, b. Отже, пiдпростори 〈χM〉,
〈ζI〉, 〈G(σ̄), χM〉, 〈G(σ̄), χM, ζI〉, 〈Jjk, G(σ̄), χM〉, 〈Jjk, G(σ̄), χM, ζI〉, i
〈D(τ), G(σ̄), χM, ζI〉 є iдеалами алгебри A∪S , а пiдпростори 〈D(τ)〉, 〈Jjk〉
i 〈D(τ), Jjk〉 — її пiдалгебрами.

Зауваження 3.5. Алгебру Лi A∼S групи G∼S породжено операторами

D̃(τ) = D(τ)− τt(S∂S + S∗∂S∗) +

+
1

8
τtttxjxj(∂S + ∂S∗)− i

n

4
τtt(∂S − ∂S∗),

Jjk, G̃(σ̄) = G(σ̄) +
1

2
σjttxj(∂S + ∂S∗),

M̃(χ) = χM + χt(∂S + ∂S∗), Ĩ(ζ) = ζI − iζt(∂S − ∂S∗),

де τ , σ̄ = (σ1, . . . , σn), χ i ζ пробiгають всю множину гладких функцiй
вiд t. При доведеннi сильної нормалiзованостi класу S способом, подiбним
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до наведеного у зауваженнi 3.4, проекцiї операторiв мають вигляд Q =

= D(τ) + κjkJjk +G(σ̄) + χM + ζI, що збiгається з виглядом операторiв
з теореми 3.4. З огляду на класифiкуючу умову (3.4), Q є оператором
лiївської iнварiантностi рiвняння вигляду (3.3) тодi i тiльки тодi, коли
(τ, σ̄, ζ) 6= (0, 0̄, 0) або χt = 0. Тому A∪S = 〈

⋃
S A(S) 〉. Цього достатньо,

щоб вивести твердження про сильну нормалiзованiсть класу S.

Вважаючи S довiльною функцiєю i розщеплюючи (3.4) вiдносно S, St,
Sj i Sρ, отримаємо, що алгеброю Лi ядра G∩S максимальних груп лiївської
iнварiантностi рiвнянь з класу S є A∩S = 〈M〉. Повна група G∩S спiвпадає
з проекцiєю на (t, x, ψ) нормальної пiдгрупи Ĝ∩S групи G∼S , яка мiстить
перетворення (3.5), що дiють тотожно на довiльний елемент S (тобто
T = t i Xj = Θ = Ψt = 0, див. пiдроздiл 2.1.5).

Теорема 3.5. Ĝ∩S складається з перетворень t̃ = t, x̃ = x, ψ̃ = ψeiΦ,
S̃ = S, де Φ — довiльна стала.

Зауваження 3.6. Iнодi зручнiше замiсть хвильової функцiї ψ = ρeiϕ ви-
користовувати амплiтуду ρ i фазу ϕ. Тодi рiвняння (3.3) замiняє система
двох рiвнянь для двох дiйснозначних функцiй ρ i ϕ:

ρt + 2ρjϕj + ρϕjj + ρ ImS = 0, −ρϕt − ρϕjϕj + ρjj + ρReS = 0,

де S = S(t, x, ρ), а допомiжна система для S набуває вигляду Sϕ = 0,
Sρ 6= 0. У змiнних (ρ, ϕ) оператори D(τ) i G(σ̄) зберiгають вигляд (3.6), а
M = ∂ϕ i I = ρ∂ρ. Нижче змiннi (ρ, ϕ) i (ψ, ψ∗) вживатимемо одночасно.

3.2. Нелiнiйнi (1 + 1)-вимiрнi
рiвняння Шрьодiнгера з потенцiалами
i модульними нелiнiйностями

Перейдемо до пiдкласу V класу S, який складається з (1 + 1)-вимiрних
рiвнянь загального вигляду

iψt + ψxx + f(|ψ|)ψ + V ψ = 0, (3.8)
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де f — довiльна комплекснозначна нелiнiйнiсть, залежна тiльки вiд ρ =

= |ψ|, fρ 6= 0, а V — довiльний комплекснозначний потенцiал, залежний
вiд t i x. Довiльний елемент S зображено як S = f(ρ)+V (t, x), де fρ 6= 0.
Отже, цей пiдклас виокремлено з класу S умовами Sρt = Sρx = 0 i Sρ 6= 0

або, у термiнах ψ i ψ∗,

ψSψt + ψ∗Sψ∗t = ψSψx + ψ∗Sψ∗x = 0, ψSψ + ψ∗Sψ∗ 6= 0. (3.9)

У цьому пiдроздiлi розв’язано проблему групової класифiкацiї для кла-
су V. Хоча клас V не є нормалiзованим, пiдхiд, що ґрунтується на нор-
малiзованостi, застосовний до V завдяки його зображенню як об’єднання
нормалiзованих пiдкласiв.

3.2.1. Групи еквiвалентностi i допустимi перетворення. Щоб
знайти групу еквiвалентностi G∼V класу V, застосовуємо прямий метод,
тобто шукаємо всi точковi перетворення у просторi змiнних t, x, ψ, ψ∗,
S i S∗, якi зберiгають систему, утворену рiвняннями (3.3), (3.4) i (3.9).
Бiльш того, у той самий спосiб можна класифiкувати всi допустимi точ-
ковi перетворення у класi V.

Теорема 3.6. G∼V складається з перетворень (3.5), де Ttt = 0 i Θt = 0.
Клас V не є нормалiзованим. Пiдклас V′ класу V, який вiдповiдає до-
датковiй умовi, що значення ρfρρ/fρ ( ≡ ρSρρ/Sρ) не є дiйсною сталою,
має таку ж групу еквiвалентностi i є нормалiзованим. Iснують два
рiзних випадки додаткових (умовних) перетворень еквiвалентностi у
класi V (σ — комплексна стала):

1. ρfρρ/fρ = −1, тобто f = σ ln ρ.

2. ρfρρ/fρ = γ − 1 ∈ R i γ 6= 0, тобто f = σργ.

Для будь-якої дiйсної сталої γ пiдклас Pγ, що складається з рiв-
нянь (3.8), де ρfρρ/fρ = γ−1, нормалiзований. Мiж рiвняннями з рiзних
пiдкласiв, узятих з множини {V′,Pγ, γ ∈ R}, точкових перетворень
немає.
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Зауваження 3.7. Перетворення еквiвалентностi можна знайти iншим
спосiбом, вважаючи f i V довiльними елементами замiсть S. Тодi необ-
хiдно вiдшукати всi точковi перетворення у просторi змiнних t, x, ψ, ψ∗,
f , f ∗, V i V ∗, якi зберiгають систему, утворену рiвняннями

iψt + ψxx + (f + V )ψ = 0, ft = fx = 0,

ψfψ − ψ∗fψ∗ = 0, Vψ = Vψ∗ = 0,

а також нерiвнiстю ψfψ + ψ∗fψ∗ 6= 0. При використаннi зображення
S = f + V додатково виникають тiльки калiбрувальнi перетворення ек-
вiвалентностi вигляду f̃ = f+β, Ṽ = V −β, де β — довiльна комплексна
стала, а t, x i ψ не змiнюються. Нехтуючи цими перетвореннями, можна
вибрати f найбiльш пiдхожого вигляду. Наприклад, саме завдяки цьо-
му можна вважати, що f = σ ln ρ, коли ρfρρ/fρ = −1. Також покладе-
мо f = σργ з точнiстю до калiбрувальних перетворень еквiвалентностi,
якщо ρfρρ/fρ = γ − 1 ∈ R i γ 6= 0.

Аналогiчнi зауваження щодо опису допустимих точкових перетворень
та переходу до iнших довiльних елементiв справедливi i для пiдкласiв Pγ,
γ ∈ R.

Зауваження 3.8. Теорема 3.6 дає приклад другого типу множин допус-
тимих перетворень найпростiшої структури з тих, що описанi у пiдроз-
дiлi 2.3.4.

Групи еквiвалентностi G∼V′ i G
∼
Pγ
, γ ∈ R, вичерпують множину мак-

симальних умовних груп еквiвалентностi класу V. (Див. наступнi пiд-
роздiли для їх точного опису.) Оскiльки вони рiзнi, пiдкласи V′ i Pγ,
γ ∈ R, вичерпують максимальнi нормалiзованi пiдкласи класу V. До-
зволяючи розгляд узагальнених груп еквiвалентностi, можна об’єднати
пiдкласи Pγ, γ 6= 0, у повний пiдклас P̂ рiвнянь (3.8) зi степеневими не-
лiнiйностями. Пiдклас P̂ нормалiзований в узагальненому сенсi вiднос-
но своєї узагальненої групи еквiвалентностi G∼P̂ , яка є сплетенням груп
G∼Pγ , γ 6= 0, за параметром γ. Група еквiвалентностi G∼P̂ є узагальненою,
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оскiльки перетворення вiдносно ψ залежать вiд довiльного елемента γ
класу P̂. Отже, клас V має тiльки три максимальних умовних узагальне-
них групи еквiвалентностi G∼V′, G

∼
P̂ i G∼P0

, асоцiйованих з максимальними
нормалiзованими (в узагальненому сенсi) пiдкласами V′, P̂ i P0. Iнших
максимальних пiдкласiв класу V, нормалiзованих в узагальненому сенсi,
немає.

Оскiльки клас V не є нормалiзованим i має нетривiальнi умовнi гру-
пи еквiвалентностi, вся множина допустимих перетворень цього класу
набагато ширша, нiж її пiдмножина, породжена групою еквiвалентностi
G∼V . Тому при груповiй класифiкацiї за стандартною технiкою у кiнце-
вий класифiкацiйний список рiвнянь з розширенням лiївської симетрiї
увiйшло б багато G∼V -нееквiвалентних, але еквiвалентних вiдносно точ-
кових перетворень випадкiв, i для спрощення списку необхiдно було б
шукати багато додаткових перетворень еквiвалентностi.

Використаємо ефективнiший метод. А саме, виконаємо окремо гру-
пову класифiкацiю в кожному з максимальних нормалiзованих пiдкла-
сiв вiдносно вiдповiдної умовної групи еквiвалентностi, використовуючи
розвинутий вище пiдхiд до задач групової класифiкацiї в нормалiзованих
класах диференцiальних рiвнянь. Запропонований алгоритм застосовано
в рiзних пiдкласах у максимально унiфiкований спосiб, щоб продемонст-
рувати його можливостi. Класифiкацiйний список для всього класу V є
об’єднанням спискiв, отриманих для пiдкласiв; збереження розбиття ви-
падкiв на групи у вiдповiдностi з пiдкласами, для яких їх було отримано,
забезпечує його функцiональнiсть. Завдяки спецiальнiй структурi мно-
жини максимальних нормалiзованих пiдкласiв класу V, цей список мiс-
тить всi випадки розширення лiївської симетрiї, нееквiвалентнi вiдносно
точкових перетворень (i тiльки такi випадки). Його можна розширити
до списку G∼V -нееквiвалентних випадкiв розширення за допомогою вiд-
повiдних перетворень умовної еквiвалентностi, профакторизованих вiд-
носно G∼V .
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Зауваження 3.9. З теореми 3.3 i результатiв пiдроздiлiв 3.2.2–3.2.4 ви-
пливає, що групу G∼S породжують трансформацiйнi частини допусти-
мих перетворень класу (3.8). Точнiше, для будь-якого фiксованого γ 6= 0

кожне перетворення з G∼S можна зобразити як композицiю перетворень
з максимальних умовних груп еквiвалентностi G∼P0

i G∼Pγ . У той же час,
клас S не є мiнiмальним нормалiзованим надкласом класу (3.8). Ним є
пiдклас класу S, виокремлений умовою S = R′(t)f(R(t)|ψ|) + V (t, x), де
R i R′ — довiльнi гладкi дiйснозначнi функцiї вiд t.

3.2.2. Загальний випадок нелiнiйностi. В цьому пiдроздiлi прокла-
сифiковано тiльки загальний випадкок ρfρρ/fρ 6= const ∈ R (пiдклас V′).
Iншi пiдкласи стисло розглянуто у наступних пiдроздiлах. Класифiкацiї
у пiдкласах максимально унiфiковано для демонстрацiї унiверсальностi
запропонованого пiдходу до проблем групової класифiкацiї.

Не зважаючи на вiдсутнiсть розширень у групи еквiвалентностi, рiв-
няння з загальною нелiнiйнiстю можуть мати достатньо великi алгебри
лiївської iнварiантностi. Крiм того, спецiальнi нелiнiйностi такого типу
виникають у застосуваннях i математичних дослiдженнях [32,140–142].

З теореми 3.6 випливає таке твердження.

Наслiдок 3.2. Потенцiал V у (3.8) з нелiнiйнiстю загального вигляду
можна занулити за допомогою точкових перетворень тодi i тiльки
тодi, коли вiн є, з точнiстю до калiбрувальних перетворень еквiва-
лентностi, дiйснозначною функцiєю, лiнiйною по x.

Зауваження 3.10. Дiя групи G∼V на f зводиться до множення на не-
нульову дiйсну сталу i/або комплексного спряження. Отже, загальний
випадок можна розбити на нескiнченну кiлькiсть пiдкласiв, причому
кожний пiдклас утворено рiвняннями з нелiнiйностями, пропорцiйними
довiльнiй фiксованiй функцiї або спряженiй до неї з дiйсним сталим ко-
ефiцiєнтом пропорцiйностi, а тому вiн є нормалiзованим. Бiльше того,
можна навiть обмежити розгляд класом рiвнянь з довiльною фiксова-
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ною нелiнiйнiстю f(ρ), вважаючи f визначеною з точнiстю до дiйсного
множника i/або комплексного спряження i розглядаючи як довiльний
елемент тiльки V . Групу еквiвалентностi такого обмеженого класу Vf ,
де ρfρρ/fρ не є дiйсною сталою, позначимо як G∼f . Її елементи мають
вигляд (3.5) з Tt = 1 (Tt = ±1, якщо f — дiйснозначна функцiя) i Ψ = 0.

Пiдстановка зображення S = f(ρ) + V (t, x) у класифiкуючу умо-
ву (3.4) i наступне розщеплення при умовi ρfρρ/fρ 6= const ∈ R дають
рiвняння τt = 0, ζ = 0. У силу теореми 3.4 є вiрним наступне твердження.

Лема 3.2. Будь-який оператор Q з МАI Af(V ) рiвняння (3.8) у ви-
падку, коли ρfρρ/fρ не є дiйсною сталою, можна зобразити у виглядi
Q = c0∂t + G(χ) + λM , де χ = χ(t) i λ = λ(t) — довiльнi гладкi дiйсно-
значнi функцiї вiд t, c0 = const. Крiм того, коефiцiєнти оператора Q
мають задовольняти класифiкуючу умову

c0Vt + χVx =
1

2
χttx+ λt. (3.10)

Ядром максимальних груп лiївської iнварiантностi рiвнянь з класу Vf

є група G∩f = G∩V = G∩S , а його алгебра Лi — A∩f = 〈M〉.

Опишемо у загальних рисах ланцюжок тверджень, якi приводять, з
огляду на результати пiдроздiла 2.3, до повної групової класифiкацiї кла-
су Vf .

Множина A∪f = {Q = c0∂t+G(χ)+λM} є (нескiнченно-вимiрною) ал-
геброю Лi вiдносно звичайної дужки Лi векторних полiв. Для будь-якого
Q ∈ A∪f з (c0, χ) 6= (0, 0) можна знайти V , що задовольняє умову (3.10),
тобто A∪f = 〈

⋃
V Af(V ) 〉. Крiм того, просторове вiддзеркалення нале-

жить групi точкових симетрiй певних рiвнянь з Vf . Таке ж твердження
справедливе щодо вiгнерiвського вiддзеркалення часу, якщо f — дiйсно-
значна функцiя. Отже, Vf — сильно нормалiзований клас диференцi-
альних рiвнянь для кожної фiксованої нелiнiйностi f . (Це обґрунтовує
введення класу Vf , оскiльки клас V′ не є сильно нормалiзованим.)
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Група G∼f дiє на A∪f i на множинi рiвнянь вигляду (3.10), а тому по-
роджує вiдношення еквiвалентностi на цих множинах. Група автомор-
фiзмiв, iндукована на A∪f , i група еквiвалентностi, iндукована на множи-
нi рiвняння (3.10), iзоморфнi групi G∼f /Ĝ

∩
S . (Перетворення з Ĝ∩S дiють

на (3.10) як калiбрувальнi перетворення еквiвалентностi i ними можна
знехтувати.) Алгебра A∩f = 〈M〉 спiвпадає з центром алгебри A∪f i є iн-
варiантною вiдносно G∼f .

Нехай Ai —МАI деякого рiвняння з класу Vf i V i = {V |Af(V ) = Ai},
i = 1, 2. Оскiльки клас Vf нормалiзований, V1 ∼ V2 mod G∼f тодi i тiльки
тодi, коли A1 ∼ A2 mod G∼f .

Повний список G∼f -нееквiвалентних одновимiрних пiдалгебр алгебри
A∪f вичерпують 〈∂t〉, 〈G(χ)〉, 〈λM〉, де χ i λ — довiльнi фiксованi функцiї
вiд t. (Iснують додатковi еквiвалентностi в {〈G(χ)〉} i {〈λM〉}, породже-
нi зсувами по t i, якщо f дiйснозначна, вiгнерiвським вiддзеркаленням
часу It.)

Теорема 3.7. Повну множину нееквiвалентних потенцiалiв у рiвнян-
нях з класiв Vf , що допускають розширення МАI, вичерпують такi
потенцiали:

0. V = V (t, x): M ;
1. V = V (x): M, ∂t;
2. V = v(t)x2 + iw(t): M, G(χ1), G(χ2);
3. V = 0 або i: M, ∂t, G(1), G(t);
4. V = x2 + iν: M, ∂t, G(e−2t), G(e2t);
5. V = −x2 + iν: M, ∂t, G(cos 2t), G(sin 2t).

Тут v(t), w(t), ν ∈ R, (vt, wt) 6= (0, 0). Функцiї χ1 = χ1(t) i χ2 = χ2(t)

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв ЗДР χtt = 4vχ.

Доведення. Припустимо, що рiвняння (3.8) допускає розширення алгеб-
ри лiївської iнварiантностi для потенцiалу V , тобто Af(V ) 6= A∩f . Тодi
iснує оператор Q = c0∂t +G(χ) + λM ∈ Af(V ) такий, що (c0, χ) 6= (0, 0).
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Якщо c0 6= 0, то 〈Q〉 ∼ 〈∂t〉 modG∼f , тобто отримаємо випадок 1.
Дослiдження додаткових розширень зводиться до наступного випадку.

Якщо c0 = 0, то 〈Q〉 ∼ 〈G(χ)〉 modG∼f . З (3.10) випливає, що по-
тенцiал V має вигляд V = v(t)x2 + iw(t) + w̃(t), w̃ = 0 mod G∼f . При
(vt, wt) 6= (0, 0) отримуємо випадок 2, а за умови v, w = const — випад-
ки 3, 4 i 5 залежно вiд знаку v. При v = 0 i w = const величину w можна
звести за допомогою перетворень еквiвалентностi до 0 або 1.

Зауваження 3.11. Маємо на увазi, що алгебри iнварiантностi для ви-
падкiв 0, 1 i подiбних їм з iнших пiдкласiв є максимальними, якщо цi ви-
падки нееквiвалентнi вiдносно вiдповiдної групи еквiвалентностi iншим,
вужчим i з додатковим розширенням, випадкам з цього ж пiдкласу.

3.2.3. Логарифмiчна модульна нелiнiйнiсть. Розглянемо перший
пiдклас P0 класу V, введений у теоремi 3.6, який допускає розширення
групи еквiвалентностi i груп лiївських симетрiй порiвняно з цiлим кла-
сом V. Його утворюють рiвняння

iψt + ψxx + σψ ln |ψ|+ V (t, x)ψ = 0. (3.11)

Тут σ — довiльне ненульове комплексне число, V — довiльна комплекс-
нозначна функцiя змiнних t i x. Цей пiдклас виокремлено з класу S умо-
вами Sρt = Sρx = 0 i (ρSρ)ρ = 0, тобто ψSψt+ψ∗Sψ∗t = ψSψx+ψ∗Sψ∗x = 0,
(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗)

2S = 0.
Рiвняння Шрьодiнгера з логарифмiчною нелiнiйнiстю вперше запро-

поновано у [62–64] як можливi моделi нелiнiйної квантової механiки.
Хоча цю можливiсть пiзнiше ставили пiд сумнiв, цi рiвняння завдяки
хорошим математичним властивостям застосовують для опису нелiнiй-
них явищ у багатьох iнших галузях фiзики (теорiї дисипативних систем,
ядернiй фiзицi, оптицi i геофiзицi), див., наприклад, посилання в [65].
Максимальнi алгебри лiївської iнварiантностi таких рiвнянь з нульо-
вим потенцiалом знайдено в [49], а їх точнi розв’язки побудовано вже
в [62–64]. Розв’язки для iнших потенцiалiв також вiдомi [65].
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Теорема 3.8. Групу еквiвалентностi G∼P0
класу P0 складають перетво-

рення (3.5), де Ttt = 0. Вiдповiднi перетворення вiдносно σ i V мають
вигляд

Ṽ =
V̂

|Tt|
+

εXtt

2|Tt|3/2
x− σ̂ Θ

|Tt|
− 1

4

X2
t

T 2
t

+
Ψt

Tt
− iΘt

Tt
, σ̃ =

σ̂

|Tt|
.

Крiм того, клас P0 нормалiзований.

Наслiдок 3.3. Потенцiал V можна занулити в (3.11) за допомогою
точкових перетворень тодi i тiльки тодi, коли Vxx = 0 i коефiцiєнти
при x у V є дiйснозначними функцiями змiнної t.

Зауваження 3.12. Дiя групи G∼P0
на σ зводиться до простого множення

на ненульовi дiйснi сталi i/або комплексного спряження. Тому можна
зафiксувати довiльне значення σ, наприклад |σ| = 1 i σ2 ≥ 0, i вважати
тiльки V довiльним елементом. Групу еквiвалентностi G∼Pσ0 вiдповiдного
обмеженого класу Pσ0 складають перетворення (3.5), де Tt = 1 при σ2 > 0

i Tt = ±1 при σ2 = 0. Тут i надалi σ1 = Reσ, σ2 = Imσ.

Теорема 3.9. Повну множину нееквiвалентних випадкiв розширення
МАI у класах Pσ0 вичерпують такi потенцiали:

0. V = V (t, x): M, I ′;

1. V = V (x): M, I ′, ∂t;

2. V = v(t)x2 + iw(t)x: M, I ′, G′(χ1), G′(χ2);

3. V = iνx: M, I ′, ∂t, G
′(1), G′(t);

4. V = µ2x2 + iνx: M, I ′, ∂t, G
′(e−2µt), G′(e2µt);

5. V = −µ2x2 + iνx: M, I ′, ∂t, G
′(cos 2µt), G′(sin 2µt).

Тут v = v(t), w = w(t), µ, ν ∈ R, (vt, wt) 6= (0, 0), µ > 0, ν > 0. Дiйс-
нозначнi функцiї χ1 = χ1(t) i χ2 = χ2(t) утворюють фундаментальну
систему розв’язкiв ЗДР χtt = 4vχ. G′(χ) = G(χ)− χ̃I−σ1

∫
e−σ2tχ̃ dtM ,

де χ̃ =
∫
eσ2twχdt, а у випадках 3, 4 i 5 додатково w = ν = const.
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3.2.4. Степенева нелiнiйнiсть. Найбiльш цiкавим (i водночас най-
складнiшим) з точки зору групового аналiзу пiдкласом класу (3.8) є пiд-
клас, утворений рiвняннями зi степеневою модульною нелiнiйнiстю

iψt + ψxx + σ|ψ|γψ + V (t, x)ψ = 0. (3.12)

Тут σ i γ — довiльнi ненульовi комплексна i дiйсна сталi вiдповiдно,
γ 6= 0, V — довiльний комплекснозначний потенцiал, залежний вiд t

i x. Згiдно теореми 3.6 цей пiдклас допускає розширення групи еквiва-
лентностi i груп лiївської симетрiї своїх рiвнянь порiвняно з випадком
нелiнiйностi загального вигляду.

Можна розглядати весь клас P рiвнянь вигляду (3.12), де γ пробiгає
R\{0}. Недолiком такого пiдходу є необхiднiсть працювати з розшире-
ною групою еквiвалентностi (у якiй перетворення x залежать вiд γ, див.
теорему 3.10), оскiльки P — нормалiзований клас тiльки в розширеному
сенсi. У силу наслiдку 3.1, γ — iнварiант усiх допустимих перетворень
у надкласi (3.3), тобто рiвняння з рiзними значеннями γ не переходять
одне в iнше. Отже, бiльш природно iнтерпретувати (3.12) як сiм’ю класiв,
параметризованих γ, i тодi фiксувати довiльне значення γ. Вважатиме-
мо далi, що γ фiксоване i позначимо клас рiвнянь (3.12), вiдповiдний
фiксованому значенню γ, через Pγ. (Див. також пункт 3.2.1, де клас Pγ

введено вперше.) Його виокремлено з надкласу (3.3) накладанням умови
Sρt = Sρx = 0, (ρSρ)ρ = γSρ, тобто ψSψt + ψ∗Sψ∗t = ψSψx + ψ∗Sψ∗x = 0,
(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗)

2S = γ(ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗)S.

Теорема 3.10. Клас Pγ, де γ 6= 0, є нормалiзованим. Група еквiвалент-
ностi G∼Pγ утворена перетвореннями (3.5), де eΘ = κ|Tt|−1/γ, κ > 0.
Вiдповiднi перетворення вiдносно σ i V мають вигляд

Ṽ =
V̂

|Tt|
+

2TtttTt − 3Ttt
2

16ε′Tt3
x2 +

εε′

2|Tt|1/2

(
Xt

Tt

)
t

x+
Ψt

Tt
− Xt

2

4Tt2
+ iγ′

Ttt
Tt2

,

σ̃ =
σ̂

κγ
, де γ′ =

1

γ
− 1

4
.



99

Наслiдок 3.4. Потенцiал V у (3.12) можна перетворити у x-вiльний
тодi i тiльки тодi, коли

V = v(t)x2 + u(t)x+ w̃(t) + iw(t), (3.13)

де v, u, w̃ i w — дiйснозначнi функцiї вiд t. Зокрема, якщо γ = 4, то
будь-який дiйснозначний потенцiал квадратичний по x можна зробити
нульовим. У випадку γ 6= 4 потенцiал (3.13) еквiвалентний нулю тодi
i тiльки тодi, коли 16(γ′)2v = 2εγ′wt + w2.

Зауваження 3.13. З теореми 3.10 випливає, що будь-яке точкове пе-
ретворення в Pγ дiє на σ тiльки як множення з ненульовими дiйсними
сталими i/або комплексне спряження. Отже, можна далi вважати, що
σ — фiксоване при припущеннях, що |σ| = 1 i σ2 ≥ 0, i розглядати
тiльки V як довiльний елемент. Група еквiвалентностi G∼Pσγ вiдповiдного
обмеженого класу Pσγ утворена перетвореннями (3.5), де Tt > 0, якщо
σ2 > 0 i κ = 1. Тут i надалi σ1 = Reσ, σ2 = Imσ.

Теорема 3.11. Повну множину нееквiвалентних випадкiв розширення
МАI у класах Pσγ вичерпують такi потенцiали (тут W (t), ν, α, β ∈ R,
(α, β) 6= (0, 0), для кожного значення V наведено базис алгебри Aγ(V )):

0. V = V (t, x): M ;
1. V = iW (t): M, ∂x, G(t);
2. V = 2i(γ′t+ ν)(t2 + 1)−1: M, ∂x, G(t), Dγ(t2 + 1);
3. V = iνt−1, ν 6= 0, 2γ′: M, ∂x, G(t), Dγ(t);
4. V = i: M, ∂x, G(t), ∂t;
5. V = 0: M, ∂x, G(t), ∂t, D

γ(t) та, при γ = 4, Dγ(t2);
6. V = V (x): M, ∂t;
7. V = (α + iβ)x−2: M, ∂t, D

γ(t) та, при γ = 4, Dγ(t2).

Зауваження 3.14. На множинi потенцiалiв iνt−1, ν ∈ R, дiє дискретне
перетворення еквiвалентностi T вигляду (3.5) з T = −t−1, X = 0, Ψ = 0,
eΘ = |t|2/γ. Воно перетворює ν наступним чином: ν → 2γ′ − ν. Для того,
щоб випадки класифiкацiї були повнiстю нееквiвалентнi, вважатимемо
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додатково, що ν ≥ γ′ (або ν ≤ γ′) у випадку 3. Оскiльки It ∈ G∼γ при
σ2 = 0, то можна вважати ν ≥ 0 у випадку 2 i β ≥ 0 у випадку 7.
Крiм того, T — дискретне перетворення симетрiї для випадку 3 (ν = γ′),
а також (як границя неперервних перетворень, породжених оператором
Dγ(t2 + 1)) перетворення симетрiї для випадку 2.

Зауваження 3.15. При доведеннi теореми 3.11 виникає пiдклас W рiв-
нянь з Pσγ з чисто уявними потенцiалами, що залежать тiльки вiд t. Пiд-
клас W також сильно нормалiзований i, бiльш того, його група еквiва-
лентностi скiнченнопараметрична. Це дає нетривiальний приклад (силь-
но) нормалiзованого класу, група еквiвалентностi якого має лише скiн-
ченну кiлькiсть параметрiв.

Зауваження 3.16. Тiльки для степеневої нелiнiйностi (клас Pγ з γ 6= 0)
будь-яке розширення МАI еквiвалентне тому, що максимальна лiїв-
ська алгебра iнварiантностi є пiдалгеброю скiнченновимiрної частини
sch(1, 1) МАI (1 + 1)-вимiрного вiльного рiвняння Шрьодiнгера. Всi рiв-
няння з класу F′, тобто рiвняння Шрьодiнгера у загальному виглядi
iψt + ψxx + F (t, x, ψ, ψ∗) = 0, якi додатково є iнварiантами вiдносно
пiдалгебри алгебри sch(1, 1), було побудовано в [83]. Зауважимо, що в
багатовимiрному випадку аналогiчнi рiвняння не вичерпують навiть роз-
ширення випадкiв у клас кубiчних рiвнянь Шрьодiнгера з потенцiалами
(див. наступний пiдроздiл).

3.3. Кубiчнi (1 + 2)-вимiрнi
рiвняння Шрьодiнгера з потенцiалами

Щоб продемонструвати ефективнiсть запропонованих методiв також у
розмiрностях, вищих за 1+1, розглянемо клас C (1+2)-вимiрних кубiчних
рiвнянь Шрьодiнгера з потенцiалами

iψt + ψ11 + ψ22 + |ψ|2ψ + V (t, x)ψ = 0. (3.14)
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Тут i надалi x = (x1, x2), V — довiльний комплекснозначний потенцiал,
залежний вiд t i x. Iндекси j i k змiнюються вiд 1 до 2. Проблему групової
класифiкацiї вирiшено для C, спираючись на нормалiзацiйнi властивiстi
цього класу i його пiдкласiв.

Теорема 3.12. Клас C є сильно нормалiзованим. Група еквiвалентнос-
тi G∼C цього класу складається з перетворень

t̃ = T, x̃ = |Tt|1/2Ox+X,

ψ̃ = |Tt|−1/2 exp

(
i

8

Ttt
|Tt|

xjxj +
i

2

εTX
k
t

|Tt|1/2
Okjxj + iΨ

)
ψ̂,

Ṽ =
V̂

|Tt|
+

2TtttTt − 3Ttt
2

16εTTt3
xjxj +

εT
2

(
Xk
t

Tt

)
t

Okjxj
|Tt|1/2

+
Ψt

Tt
− Xj

tX
j
t

4Tt2
.

(3.15)

Тут T , X = (X1, X2) i Ψ — довiльнi гладкi дiйснозначнi функцiї змiн-
ної t, Tt 6= 0, εT = signT i O = (Ojk) — довiльна стала двовимiрна
ортогональна матриця.

Будь-який оператор Q з МАI A(V ) рiвняння (3.14) з потенцiалом V

можна зобразити у виглядi Q = D(τ) + κJ +G(σ̄) + χM , де

D(τ) = τ∂t +
1

2
τtxj∂j +

1

8
τttxjxjM −

1

2
τtI,

G(σ̄) = σj∂j +
1

2
σjtxjM, J = x1∂2 − x2∂1,

M = i(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗), I = ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗,

κ — стала, τ , σ̄ = (σ1, σ2) та χ — гладкi дiйснозначнi функцiї змiнної t.
Крiм того, коефiцiєнти в Q мають задовольняти класифiкуючу умову

τVt +
(τt

2
xj + κεjkxb + σj

)
Vj + τtV =

τttt
8
xjxj + +

σjtt
2
xj + χt, (3.16)

де ε11 = ε22 = 0, ε21 = −ε12 = 1,
Оператори D(τ), J , G(σ̄) i χM , де τ , σ̄ = (σ1, σ2) i χ пробiгають мно-

жину гладких функцiй вiд t, породжують нескiнченно-вимiрну алгебру
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Лi A∪C зi звичайною дужкою Лi векторних полiв. Ненульовi комутацiйнi
спiввiдношення мiж базисними операторами алгебри A∪C такi:

[D(τ 1), D(τ 2)] = D(τ 1τ 2
t − τ 2τ 1

t ), [D(τ), G(σ̄)] = G
(
τ σ̄t −

1

2
τtσ̄
)
,

[D(τ), χM ] = τχtM, [J,G(σ̄)] = G(σ2,−σ1),

[G(σ̄1), G(σ̄2)] =
1

2
(σ1jσ2j

t − σ2jσ1j
t )M.

Отже, пiдпростори 〈χM〉, 〈G(σ̄), χM〉, 〈J,G(σ̄), χM〉 i 〈D(τ), G(σ̄), χM〉—
це iдеали, а пiдпростiр 〈D(τ)〉 — пiдалгебра алгебри A∪C .

Вважаючи потенцiал V довiльним i розщеплюючи (3.16) по V , Vt i
Vj, отримаємо, що алгеброю Лi ядра G∩C максимальних груп лiївської
iнварiантностi рiвнянь з класу C є алгебра A∩C = 〈M〉. Повна група G∩C
спiвпадає з проекцiєю на (t, x, ψ) нормальної пiдгрупи Ĝ∩C групи G∼C , яка
складається з перетворень (3.15), що дiють тотожно на V (тобто T = t,
X = Ψt = 0 i O — одинична матриця).

Для будь-якого фiксованого значення довiльного елементу V з кла-
сифiкуючої умови (3.16) випливає, зокрема, лiнiйна система ЗДР на ко-
ефiцiєнти τ , σj i χ загального вигляду

τttt = g00τt + g01τ + g0,j+1σj + g04χ,

σjtt = gj0τt + gj1τ + gj,j+1σj + gj4χ,

χt = g40τt + g41τ + g4,j+1σj + g44χ,

де gpq, p, q = 1, 4, — функцiї вiд t, визначенi за V . Отже, для будь-якого V
очевидно маємо

dimA(V ) 6 9, A(V ) ∩ 〈χM〉 = 〈M〉, dimA(V ) ∩ 〈G(σ̄), χM〉 6 5,

dim pr〈D(τ)〉A(V ) ∩ 〈D(τ), G(σ̄), χM〉 6 3.

Перерахуємо спочатку всi можливi нееквiвалентнi випадки розширен-
ня МАI для класу C, тодi стисло опишемо процедуру побудови наведе-
ного класифiкацiйного списку, пiсля чого надамо додатковi пояснення
щодо випадкiв розширення.
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Надалi U — довiльна комплекснозначна функцiя своїх аргументiв або
довiльна комплексна стала, iншi функцiї i сталi є дiйснозначними,

|x| =
√
x2

1 + x2
2, φ = arctg x2/x1,

ω = x1 cos t+ x2 sin t, θ = −x1 sin t+ x2 cos t.

Кожний елемент списку класифiкацiї складається зi значення довiльно-
го елементу V i базису МАI A(V ) вiдповiдного рiвняння (3.14). Бiльш
точно, цi алгебри є максимальними для значень потенцiалу V , якi є G∼C -
нееквiвалентними таким, що мають додаткове розширення МАI. У ви-
падках, коли асоцiйованi умови нееквiвалентностi допускають простi
формулювання, їх явно вказано одразу пiсля значення потенцiалу.

0. V = V (t, x) : M .

1. V = U(x1, x2) : M, D(1).

2. V = U(ω, θ) : M, D(1) + J .

3. V = |x|−2U(ζ), ζ = φ− 2β ln |x|, β > 0: M, D(1), D(t) + βJ .

4. V = |x|−2U(φ) : M, D(1), D(t), D(t2).

5. V = U(t, |x|) + εφ, ε ∈ {0, 1} : M, J + εtM .

6. V = U(|x|) + εφ, ε ∈ {0, 1} : M, J + εtM, D(1).

7. V = |x|−2U , U 6= 0: M, J, D(1), D(t), D(t2).

8. V = U(t, x1) : M, G(0, 1), G(0, t).

9. V = U(ζ), ζ = x1 : M, G(0, 1), G(0, t), D(1).

10. V = t−1U(ζ), ζ = |t|−1/2x1 : M, G(0, 1), G(0, t), D(t).

11. V = (t2+1)−1U(ζ), ζ = (t2+1)−1/2x1 : M, G(0, 1), G(0, t), D(t2+1).

12. V = x−2
1 U , U 6= 0: M, G(0, 1), G(0, t), D(1), D(t), D(t2).

13. V = U(t, ω) + 1
4(htt− h)h−1θ2 + hth

−1ωθ, h = h(t) 6= 0:

M, G(h cos t, h sin t).

14. V = U(ω) + 1
4(α2 − 1)θ2 + αωθ, α 6= 0:

M, D(1) + J, G(eαt cos t, eαt sin t).



104

15. V = U(ω)− 1
4θ

2 + βθ : M, D(1) + J, G(cos t, sin t) + βtM .

16. V = hjk(t)xjxb + ih00(t), h12 = h21, (h12 6= 0 ∨ h11 6= h22) :

M, G(σ̄p), p = 1, 4, де {σ̄p = (σp1(t), σp2(t)), p = 1, 4} — фундамен-
тальна множина розв’язкiв системи σ̄tt = Hσ̄, H = (hjk).

17. V = 1
4αx

2
1 + 1

4βx
2
2 + iγ, α 6= β :

M, G(σ11, 0), G(σ21, 0), G(0, σ12), G(0, σ22), D(1),
де функцiї σ11 i σ21 (σ12 i σ22) вiд t утворюють фундаментальну
множину розв’язкiв рiвняння σtt = ασ (σtt = βσ).

18. V = 1
4αω

2 + 1
4βθ

2 + iγ, α 6= β :

M, G(σp1 cos t+ σp2 sin t,−σp1 sin t+ σp2 cos t), p = 1, 4, D(1) + J ,
де {σ̄p = (σp1(t), σp2(t)), p = 1, 4} — фундаментальна множина
розв’язкiв системи σ1

tt − 2σ2
t = (α + 1)σ1, σ2

tt + 2σ1
t = (β + 1)σ2.

19. V = iW (t) : M, J, G(1, 0), G(t, 0), G(0, 1), G(0, t).

20. V = i : M, J, G(1, 0), G(t, 0), G(0, 1), G(0, t), D(1).

21. V = iνt−1, ν > 0: M, J, G(1, 0), G(t, 0), G(0, 1), G(0, t), D(t).

22. V = 2iν(t2 + 1)−1, ν > 0:

M, J, G(1, 0), G(t, 0), G(0, 1), G(0, t), D(t2 + 1).

23. V = 0: M, J, G(1, 0), G(t, 0), G(0, 1), G(0, t), D(1), D(t), D(t2).

Загальний випадок (випадок 0) включено в список для повноти.
Щоб виокремити основнi випадки класифiкацiї, введемо G∼C -iнва-

рiантнi величини, залежнi вiд довiльного елементу V :

rσ = rank{σ̄(t) | ∃χ(t) : G(σ̄) + χM ∈ A(V )} ∈ {0, 1, 2},

rJ = dim(pr〈J〉A(V ) ∩ 〈J,G(σ̄), χM〉) ∈ {0, 1}.

Нехай rσ = rJ = 0. Множина Sτ(V ) = {τ(t) | ∃κ, σ̄(t), χ(t) : D(τ) +

+ κJ + G(σ̄) + χM ∈ A(V )} є лiнiйним простором, замкнутим вiд-
носно звичайної дужки Пуассона функцiї, тобто τ 1τ 2

t − τ 2τ 1
t ∈ Sτ(V ),

якщо τ 1, τ 2 ∈ Sτ(V ). dimSτ(V ) 6 3 < ∞. З класифiкацiї Лi ре-
алiзацiй скiнченновимiрних алгебр Лi векторними полями на прямiй
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випливає, що з точнiстю до локальних диффеоморфiзмiв змiнної t
Sτ(V ) ∈ {〈1〉, 〈1, t〉, 〈1, t, t2〉}. Тому з точнiстю до G∼C -еквiвалентностi
базис алгебри A(V ) може включати, додатково до спiльного операто-
ра M , одну з множин операторiв {D(1)}, {D(1) + J}, {D(1), D(t) + J},
{D(1), D(t), D(t2)}, що вiдповiдає випадкам 1, 2, 3 i 4. Алгебра, базис
якої представлено у випадку 3 (випадоку 4), є максимальною алгеброю
лiївської iнварiантностi тодi i тiльки тодi, коли β 6= 0 i Uζ 6= 0 (Uφ 6= 0).

Припустимо, що rσ = 0 i rJ = 1. Тодi алгебра A(V ) мiстить опе-
ратор J + G(σ̄) + χM , де σ̄ = 0 mod G∼C . Загальний вигляд потенцi-
алу V , для якого асоцiйоване рiвняння з класу C допускає оператор
J + χM , є V = U(t, |x|) + h(t)φ. Також маємо (|x|−1U|x|)|x| 6= 0 або
h 6= 0, оскiльки iнакше rσ > 0. Пiдкласи класу C, вiдповiднi множинам
{V = U(t, |x|)+h(t)φ | (|x|−1U|x|)|x| 6= 0} i {V = U(t, |x|)+h(t)φ | h 6= 0},
а також їх об’єднання та перетин нормалiзованi. Групи еквiвалентнос-
тi цих пiдкласiв iзоморфнi i складаються з перетворень вигляду (3.15)
з X = 0. Можливi нееквiвалентнi розширення вичерпуються випадка-
ми 5–7.

Аналогiчно, випадки 8–15 виокремлено умовами rσ = 1 i rJ = 0.
У випадках 8–12 додатково виконується наступна G∼C -iнварiантна умова:
якщо оператор G(σ̄) + χM належить A(V ), то σ1

t σ
2 = σ1σ2

t , тобто набiр
σ̄ пропорцiйний набору сталих. Подальший розгляд у цьому спецiально-
му випадку спрощується завдяки факту, що будь-який фiксований опе-
ратор з цiєю властивiстю є G∼C -еквiвалентним оператору G(0, 1). Якщо
G(0, 1) ∈ A(V ), то потенцiал V має вигляд V = U(t, x1) i G(0, t) ∈ A(V ).
Пiдклас класу C, вiдповiдний множинi {V = U(t, x1) | U111 6= 0}, нор-
малiзований. Його групу еквiвалентностi iндуковано перетвореннями ви-
гляду (3.15) з T дробово лiнiйним по t i X = c1T +c0, де c1 i c0 — довiльнi
сталi. Отже, нееквiвалентнi розширення у цьому пiдкласi вичерпуються
нееквiвалентними пiдалгебрами алгебри 〈D(1), D(t), D(t2)〉, а саме, пiд-
алгебрами 〈D(1)〉, 〈D(t)〉, 〈D(t2 + 1)〉, 〈D(1), D(t)〉 i 〈D(1), D(t), D(t2)〉.
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Елементи базису, представленi у випадках 9–11, дають МАI для вiдпо-
вiдних значень довiльного елементу V тодi i тiльки тодi, коли Uζζζ 6= 0

i (ζ2U)ζ 6= 0. Випадки 13–15 виникають за умови, що σ1
t σ

2 6= σ1σ2
t для

оператору G(σ̄) +χM з A(V ). Тодi dimA(V )∩〈G(σ̄), χM〉 = 2, оскiльки
rσ = 1. Бiльш того, кожен оператор з доповнення до 〈G(σ̄), χM〉 у A(V )

має нетривiально включати обидва оператора D(τ) i J , тобто можливi
тiльки одновимiрнi розширення.

Значення (rσ, rJ), якi ще не розглянуто, — це (2, 0), (1, 1) i (2, 1).
Оскiльки [J,G(σ̄)] = G(σ2,−σ1), випадок rσ = rJ = 1 неможливий, тому
обов’язково маємо rσ = 2, а це еквiвалентно умовi, що

V = hjk(t)xjxk + h0k(t)xb + ih00(t) + h̃00(t),

де всi функцiї h дiйснозначнi, h12 = h21. Позначимо через Cq пiдклас
рiвнянь iз C з такими значеннями довiльного елементу V . Пiдклас Cq

нормалiзований, причому його можна розбити умовами rJ = 0 i rJ = 1 на
два нормалiзованих пiдкласи C0

q i C1
q, а групи еквiвалентностi пiдкласiв

Cq, C0
q i C1

q спiвпадають з групою еквiвалентностi G∼C всього класу C.
У термiнах функцiї h пiдклас C1

q (C0
q) виокремлено умовою h12 = h21 = 0∧

∧ h11 = h22 (її запереченням).
Регулярний випадок класифiкацiї для класу C0

q — це випадок 16. Тiль-
ки одновимiрнi розширення, що обов’язково залучають оператори вигля-
ду D(τ), можливi у цьому класi (випадки 17 i 18).

Будь-яке рiвняння з класу C1
q є G∼C -еквiвалентним рiвнянню з того

ж класу, чий потенцiал має вигляд V = iW (t) з дiйснозначною функ-
цiєю W = W (t). Пiдклас Ĉ1

q, що вiдповiдає множинi {V = iW (t)}, є
нормалiзованим. Регулярним випадком класифiкацiї для цього пiдкла-
су є випадок 19. Група еквiвалентностi класу Ĉ1

q складається з пере-
творень вигляду (3.15), де T — дробово-лiнiйна по t, Xj = cj1T + cj0,
Ψ = 1

4c
j
1c
j
1T + d0, а cj1, c

j
0 i d0 — довiльнi сталi. Отже, нееквiва-

лентнi розширення в Ĉ1
q вичерпуються нееквiвалентними пiдалгебра-

ми алгебри 〈D(1), D(t), D(t2)〉, а саме, пiдалгебрами 〈D(1)〉, 〈D(t)〉,
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〈D(t2 + 1)〉 i 〈D(1), D(t), D(t2)〉 (випадки 20, 21, 22 i 23 вiдповiдно). Ал-
гебра 〈D(1), D(t)〉 не дає власного розширення, оскiльки iнварiантнiсть
рiвняння з Ĉ1

q вiдносно D(1) i D(t) приводить до умови V = 0, а отже
i iнварiантностi вiдносно D(t2). На множинi потенцiалiв iνt−1, ν ∈ R,
iснує дискретне перетворення еквiвалентностi T , яке має вигляд (3.15)
з T = −t−1, Xj = 0, Ψ = 0. Його дiя на ν еквiвалентна змiнi знаку ν.
Аналогiчно, вiгнерiвське вiдзеркалення часу It iндукує замiну знаку ν

у потенцiалi iν(t2 + 1)−1. Отже, з точнiстю до G∼C -еквiвалентностi можна
покласти ν > 0 у випадках 21 i 22.

Зауваження 3.17. Рiзнi потенцiали, що вiдповiдають одному випад-
ку класифiкацiї, можуть бути еквiвалентними. Цей тип еквiвалентностi
можна використати для додаткового зв’язування параметрiв. Зокрема,
можна покласти h11 + h22 = 0 у випадку 16. У випадках 17 i 18 парамет-
ри α i β можна масштабувати з точнiстю до перестановки, тобто можна
вважати, що або α = 1 i β ∈ [−1; 1), або α = −1 i β ∈ (−1; 1).

3.4. Рiвняння Шрьодiнгера з нелiнiйностями,
залежними вiд ψ i ψ∗

Групову класифiкацiю нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера вигляду

iψt + ∆ψ + F (ψ, ψ∗) = 0 (3.17)

для однiєї комплексної функцiї ψ = ψ(t, x) вiд n+ 1 дiйсних незалежних
змiнних t = x0 i x = (x1, x2, . . . , xn), n > 1, за довiльним елементом —
гладкою функцiєю F = F (ψ, ψ∗) — можна виконати, використовуючи ме-
тод розгалуженого розщеплення, який можна вважати розвинутою вер-
сiєю стандартного методу групової класифiкацiї.

Цей пiдхiд ґрунтується на дослiдженнi сумiсностi класифiкуючої сис-
теми рiвнянь на довiльнi елементи у всiх можливих випадках, що ви-
никають, i розщепленнi за довiльними елементами та їх похiдними на
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многовидi розв’язкiв класифiкуючої системи рiвнянь з уникненням її iн-
тегрування у загальному випадку.

Результат класифiкацiї. Нехай оператор Q = ξt∂t + ξj∂j + η∂ψ +

+η∗∂ψ∗ породжує однопараметричну групу симетрiї рiвняння (3.17). Тут
η — комплекснозначна, а ξt, ξj — дiйснозначнi функцiї змiнних t, x, ψ,
ψ∗. Тодi з iнфiнiтезiмального критерiю iнварiантностi випливають такi
визначальнi рiвняння на коефiцiєнти оператора Q:

ξtψ = ξtψ∗ = ξtj = ξjψ = ξjψ∗ = ηψ∗ = 0, ηψψ = 0, (3.18)

ξjk + ξkj = 0, j 6= k, 2ηjψ = iξjt , 2ξ1
1 = · · · = 2ξnn = ξtt , (3.19)

ηFψ + η∗Fψ∗ + (ξtt − ηψ)F + iηt + ηjj = 0. (3.20)

Iнтегруючи рiвняння (3.18) i (3.19), отримаємо наступнi вирази:

ξt = ξt(t), ξj =
1

2
ξtt(t) + κjkxk + χj(t),

η = η1(t, x)ψ + η0(t, x), η1: =
i

8
ξttt(t)xjxj +

i

2
χjt(t)xj + ζ(t),

де κjk = −κkj = const, η0, ζ — комплекснозначнi, а χj — дiйснозначнi
функцiї своїх змiнних.

Рiвняння (3.20) є класифiкуючою умовою, що дає подальшi обме-
ження на коефiцiєнти оператора Q залежно вiд вигляду функцiї F .
Якщо не фiксувати функцiю F , то, розщеплюючи в (3.20) за “змiн-
ними” F , Fψ, Fψ∗, отримаємо η = 0, ξtt = 0, χjt = 0. Отже, алгеб-
ра Лi A∩ ядра основних груп рiвнянь з класу (3.17) є прямою сумою
алгебр Евклiда в просторi змiнної t та в просторi змiнних x, тобто
A∩ = e(1)⊕ e(n) = 〈∂t〉 ⊕ 〈∂j, Jjk = xj∂k − xk∂j〉.

З теореми 3.2 випливає, що перетворення з групи еквiвалентностi G∼

класу (3.17), якi нетривiально дiють на F , мають вигляд

t̃ = εδ2t, x̃ = δx, ψ̃ = αψ̂ + β, F̃ = δ−2αF̂ , (3.21)

де δ ∈ R, δ 6= 0, α, β ∈ C, α 6= 0, ε = ±1 i дашок над комплексною ве-
личиною позначає тотожне перетворення (комплексне спряження) при



109

ε = 1 (ε = −1). Надалi вважаємо ε = 1, тобто вiгнерiвське вiддзеркален-
ня часу при класифiкацiї не використовуємо. Його застосування дозволяє
накласти лише обмеження на знак уявної частини одного параметра у
виокремлених при класифiкацiї значеннях довiльного елементу F .

Звуження класу (3.17) може призводити до появи перетворень еквi-
валентностi, вiдмiнних вiд (3.21) (див. доведення).

Усi можливi випадки розширення МАI рiвняння (3.17) з точнiстю до
перетворень еквiвалентностi (3.21) та їх умовних розширень вичерпують-
ся перерахованими в табл. 3.1 i табл. 3.2 випадками, для яких наведено
лише базиснi елементи з доповнення до A∩. При конкретизацiї функцiї f
у кожному з випадкiв, наведених у табл. 3.1, можливе подальше розши-
рення МАI, що вiдображено у табл. 3.2. Для запису результатiв класифi-
кацiї зручно користуватися амплiтудою ρ = |ψ| та фазою ϕ = i

2 ln(ψ∗/ψ)

функцiї ψ. Введемо позначення:

I := ψ∂ψ + ψ∗∂ψ∗ = ρ∂ρ, M := i(ψ∂ψ − ψ∗∂ψ∗) = ∂ϕ,

D := t∂t +
1

2
xj∂j, Gj := t∂j +

1

2
xjM,

Π := t2∂t + txj∂j −
n

2
tI +

1

4
xjxjM.

Результат класифiкацiї для пiдкласу з модульними нелiнiйнос-
тями. У класi (3.17) виокремлюється пiдклас галiлей-iнварiантних рiв-
нянь з нелiнiйностями F = f(|ψ|)ψ, тобто рiвнянь вигляду

iψt + ∆ψ + f(|ψ|)ψ = 0. (3.22)

Клас (3.22) включає як частиннi випадки вiдомi рiвняння: вiльне рiвнян-
ня Шрьодiнгера (F = 0), iнтегровне (при n = 1) рiвняння Шрьодiнгера з
кубiчною нелiнiйнiстю (F = σ|ψ|2ψ), рiвняння Шрьодiнгера з логариф-
мiчною нелiнiйнiстю (F = σ ln |ψ|ψ; при σ ∈ R еквiвалентно рiвнянню,
запропонованому в [62, 63]) та iн. Симетрiйнi властивостi таких рiвнянь
дослiджувались у багатьох роботах (див., наприклад, [42, 46, 104, 130]).
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Таблиця 3.1
Випадки розширення, коли вираз для функцiї F мiстить довiльну комплекснозначну
гладку функцiю f однiєї дiйсної змiнної Ω. Тут γ, γ1, γ2, δ, δ1, δ2 — дiйснi сталi,
θ = θ(x)∈R — довiльний розв’язок рiвняння ∆θ = δ2θ.

F Ω Оператори розширення

1.1 f(Ω)|ψ|γ1eγ2ϕψ, γ21 + γ22 6= 0 |ψ|γ2e−γ1ϕ (γ21 + γ22)D − γ1I − γ2M

1.2 (f(Ω) + (γ − i)δ ln |ψ|)ψ |ψ|γe−ϕ eδt(I + γM)

1.3 (f(Ω) + δϕ)ψ, δ 6= 0 |ψ| eδtM , eδt(∂j + 1
2
δxjM)

1.4 f(Ω)ψ |ψ| M , Gj

1.5 f(Ω)eiψ Reψ D + i(∂ψ − ∂ψ∗)

1.6 f(Ω) + i(δ1 + iδ2)ψ Reψ ie−δ1tθ(x)(∂ψ − ∂ψ∗)

У той же час не було робот, в яких би мiстилися вичерпнi результати
групової класифiкацiї в класi (3.22). Виокремимо їх з результатiв попе-
реднього пiдроздiлу.

Теорема 3.13. Алгеброю Лi ядра основних груп рiвнянь з класу (3.22)
є розширена алгебра Галiлея A∩mod = g̃(1, n) = 〈∂t, ∂j, Jjk, Gj,M〉. Пов-
ний набiр нееквiвалентних (вiдносно точкових перетворень) випадкiв
розширення МАI рiвнянь вигляду (3.22) вичерпується такими випад-
ками (нижче наведено лише базиснi оператори з доповнення до A∩mod;
σ ∈ C, σ 6= 0, |σ| = 1 mod G∼; γ, δ1, δ2 ∈ R; δ2 = ±1 mod G∼ та
δ1 = ±1 mod G∼ для випадкiв 3 i 4 вiдповiдно):

1. f = σ|ψ|γ, де γ 6= 0, 4
n: I − γD;

2. f = σ|ψ|4/n: I − 4
nD, Π;

3. f = −(δ1 + iδ2) ln |ψ|, де δ2 6= 0: eδ2t(δ2I − δ1M);

4. f = −δ1 ln |ψ|, де δ1 6= 0: I − δ1tM ;

5. f = 0: I, D, Π, η0∂ψ + η0∗∂ψ∗,

де η0 = η0(t, x) — довiльний розв’язок вихiдного рiвняння.
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Таблиця 3.2
Випадки розширення, коли вираз для функцiї F не мiстить довiльних функцiй. Тут
γ, γ1, γ2, δ1, δ2, δ3, δ4 – дiйснi сталi, σ ∈ C, σ 6= 0 (при цьому |σ| = 1 mod G∼);
η0 = η0(t, x)∈C — довiльний розв’язок вихiдного рiвняння, θ = θ(x)∈R — довiльний
розв’язок рiвняння Лапласа ∆θ = 0. У випадках 2.9–2.15 δj = ±1 mod G∼ для одного
значення j∈{1; 2; 3; 4}, якщо δj 6= 0.

F Оператори розширення

2.1 0 Gj, I, M , D, Π, η0∂ψ + η0
∗
∂ψ∗

2.2 γψ + ψ∗ I, η0∂ψ + η0
∗
∂ψ∗

2.3 σ|Reψ|γ, γ 6= 0, 1 I + (1− γ)D, iθ(x)(∂ψ − ∂ψ∗)

2.4 σ ln |Reψ| I +D − i(tReσ + 1
2n
xjxj Imσ)(∂ψ − ∂ψ∗),

iθ(x)(∂ψ − ∂ψ∗)

2.5 σeReψ D − ∂ψ − ∂ψ∗ , iθ(x)(∂ψ − ∂ψ∗)

2.6 σ|ψ|γ1eγ2ϕψ, γ2 6= 0 M − γ2D, γ2I − γ1M

2.7 σ|ψ|γψ, γ 6= 0, 4
n

Gj, M , I − γD

2.8 σ|ψ|4/nψ, Gj, M , I − 4
n
D, Π

Надалi F = (−(δ1 + iδ2) ln |ψ|+ (δ3 − iδ4)ϕ)ψ, ∆ = (δ2 − δ3)2 − 4δ1δ4

2.9 δ4 = 0, δ3 6= 0, δ2 6= δ3 eδ3tM , eδ3t(∂j + 1
2
δ3xjM), eδ2t(I − δ1

δ2−δ3M)

2.10 δ4 = 0, δ3 6= 0, δ2 = δ3 eδ3tM , eδ3t(∂j + 1
2
δ3xjM), eδ2t(I − δ1tM)

2.11 δ4 = 0, δ3 = 0, δ2 6= 0 M , Gj, eδ2t(δ2I − δ1M)

2.12 δ4 = 0, δ3 = 0, δ2 = 0, δ1 6= 0 M , Gj, I − δ1tM

2.13 δ4 6= 0, ∆ > 0 eλit(δ4I + (λi − δ2)M), i = 1, 2,
λ1 = 1

2
(δ2 + δ3 −

√
∆), λ2 = 1

2
(δ2 + δ3 +

√
∆)

2.14 δ4 6= 0, ∆ < 0 eµt(δ4 cos νt I + ((µ− δ2) cos νt− ν sin νt)M),
eµt(δ4 sin νt I + ((µ− δ2) sin νt+ ν cos νt)M),
µ = 1

2
(δ2 + δ3), ν = 1

2

√
−∆

2.15 δ4 6= 0, ∆ = 0 eµt(δ4tI + 1
2
(δ3 − δ2)tM +M),

eµt(δ4I + 1
2
(δ3 − δ2)M), µ = 1

2
(δ2 + δ3)
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Доведення. Нехай AF — МАI рiвняння (3.17) з функцiєю F =

= F (ψ, ψ∗). Якщо є розширення (тобто AF 6= A∩), то в алгебрi AF

iснують оператори, пiдстановка коефiцiєнтiв яких в умову (3.20) дає (не-
тотожнi) рiвняння на F . Кожне таке рiвняння має вигляд

(aψ + b)Fψ + (a∗ψ∗ + b∗)Fψ∗ + cF + dψ + e = 0, (3.23)

де a, b, c, d, e — комплекснi сталi. Диференцiальнi наслiдки рiвнянь ви-
гляду (3.23), що мають (як диференцiальнi рiвняння) перший порядок,
також зводяться до вигляду (3.23). Отже, якщо AF 6= A∩, то функцiя F
задовольняє k (k ∈ {1; 2; 3}) незалежних рiвнянь вигляду (3.23). Тут
незалежнiсть рiвнянь означає лiнiйну незалежнiсть вiдповiдних наборiв
коефiцiєнтiв (a, b, c, d, e), яка еквiвалентна лiнiйнiй незалежностi вiдпо-
вiдних трiйок (a, b, c).

Зауважимо, що застосування стандартних методiв групової класифi-
кацiї в данiй задачi зводиться до дослiдження рiзних випадкiв iнтегру-
вання одного рiвняння вигляду (3.23) (в залежностi вiд значення сталих
a, b, c, d, e) з наступним розщепленням на випадки бiльшого розши-
рення групи симетрiї, коли функцiя F задовольняє певнi додатковi умо-
ви. Ця процедура приводить до громiздкого перебору з неодноразовим
повторенням однакових випадкiв. Пропонований метод розгалуженого
розщеплення у залежностi вiд значення k дозволяє уникнути зайвого пе-
ребору i суттєво зменшити кiлькiсть випадкiв, якi необхiдно розглянути.

k = 3. Тодi F — лiнiйна по (ψ, ψ∗) функцiя, тобто F = σ1ψ+σ2ψ
∗+σ0, де

σ0, σ1, σ2 — комплекснi сталi. Сталу σ0 завжди можна покласти рiвною
0 за допомогою перетворення t̃ = t, x̃ = x, ψ̃ = ψ + ν0 + ν1t + ν2xjxj з
розширення G∼, де комплекснi сталi ν0, ν1 та ν2 визначаються з вигляду
F . Тодi в залежностi вiд значення сталої σ2 (σ2 = 0 або σ2 6= 0) функцiя F
зводиться перетвореннями з G∼ та з розширення G∼ (t̃ = t, x̃ = x,
ψ̃ = ψeiσ1t або ψ̃ = ψe−t Imσ1) до випадку 2.1 або 2.2 (де γ = Reσ1)
вiдповiдно.
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Надалi F — нелiнiйна по (ψ, ψ∗) функцiя, тому в (3.23) (a, b) 6= (0, 0).

k = 1. З (3.20) випливає, що

η1 = λa, η0 = λb, ξtt − η1 = λc, iη1
t + ∆η1 = λd, iη0

t + ∆η0 = λe,

де λ = λ(t, x) ∈ R, λ 6= 0 (iнакше AF = A∩).
При a 6= 0 b = 0 mod G∼, звiдки η0 = 0, e = 0, d = −iδa, де δ ∈ R.

Якщо додатково c + a 6= 0, то c + a = −|a|2 mod G∼, ξttt = 0, χjt = 0,
ζ = const, d = 0 (випадок 1.1, де γ1 = Re a, γ2 = Im a). Якщо c +

+ a = 0, Re a 6= 0, то Re a = 1 mod G∼, ξtt = 0, χjt = 0, λj = 0, λt = δλ

(випадок 1.2, де γ = Im a). Якщо c + a = 0, Re a = 0, то Im a 6= 0

(причому Im a = 1 mod G∼), ξtt = 0, χjtt = δχjt , λ = 1
2χ

j
txj +Im ζ, Re ζ = 0

(випадки 1.3 i 1.4 при δ 6= 0 i δ = 0 вiдповiдно).
Якщо a = 0, то b 6= 0 (причому b = i mod G∼), η1 = 0 (отже, d = 0,

ξttt = 0, χjt = 0), c ∈ R. Тодi при c 6= 0 c = 1 mod G∼, λ = ξtt = const,
η0 = iξtt , e = 0, (випадок 1.5), а при c = 0 ξtt = 0, η0 = ie−δ1tθ(x), де
∆θ = δ2θ, δ1 = Re e, δ2 = Im e (випадок 1.6).

k = 2. Нехай iснує функцiя F , нелiнiйна по (ψ, ψ∗), що задовольняє
систему з двох незалежних рiвнянь вигляду (3.23), тобто

(asψ + bs)Fψ + (a∗sψ
∗ + b∗s)Fψ∗ + csF + dsψ + es = 0, (3.24)

де as, bs, cs, ds, es — комплекснi сталi, s = 1, 2, причому

rank

(
a1 b1 a∗1 b∗1

a2 b2 a∗2 b∗2

)
= 2.

Лема 3.3. З точнiстю до перетворень з G∼ та дiйсних лiнiйних пере-
творень самих рiвнянь повинна виконуватися одна з таких умов:

1. a1 = 1, a2 = 0, b1 = 0, b2 = i, c2 = 0, id1 = e2(c1 + 1), d2(c1 + 2) = 0,
(c1, e1) 6= (0, 0);

2. a1 = 1, a2 = i, b1 = b2 = 0, d1(c2 + a2) = d2(c1 + a1), c1e2 = c2e1;
3. a1 = a2 = 0, b1 = 1, b2 = i, d1c2 = d2c1, b1d2 + c1e2 = b2d1 + c2e1.
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Рiвняння (3.20) як умова на F має залежати вiд рiвнянь (3.24) для
будь-якого фiксованого оператора з AF , а тому для знаходження всiх до-
даткових до (3.18) i (3.19) визначальних рiвнянь на ξt i η достатньо при-
рiвняти до 0 мiнори третього порядку розширеної матрицi системи лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь (3.20), (3.24) вiдносно “невiдомих” Fψ, Fψ∗, F :∣∣∣∣∣∣∣

a1ψ + b1 a∗1ψ
∗ + b∗1 c1

a2ψ + b2 a∗2ψ
∗ + b∗2 c2

η1ψ + η0 η1∗ψ∗ + η0∗ ξtt − η1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣
a1ψ + b1 a∗1ψ

∗ + b∗1 d1ψ + e1

a2ψ + b2 a∗2ψ
∗ + b∗2 d2ψ + e2

η1ψ + η0 η1∗ψ∗ + η0∗ (iη1
t + ∆η1)ψ + iη0

t + ∆η0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

(3.25)

(У (3.25) можна розщепити за змiнними ψ та ψ∗.)
Розглянемо кожен випадок з леми 1 окремо, шукаючи лише додатковi

(порiвняно з наведеними в табл. 1) розширення алгебри iнварiантностi.
1. З (3.25) випливає, що η1 ∈ R (тобто ξttt = 0, χjt = 0, ζ ∈ R),

η0 = iρ(t, x), де ρ ∈ R, −ρt + i∆ρ + e1ζ + e2ρ = 0, iζt + d1ζ + d2ρ = 0.
Додаткове розширенняAF є лише при d1 = d2 = e2 = 0, c1 ∈ R, c1+1 6= 0.
За цих умов рiвняння (3.17) перетворенням t̃ = t, x̃ = x, ψ̃ = ψ + ν0 +

+ν1t+ν2xjxj з розширення G∼, де дiйснi сталi ν0, ν1 та ν2 визначаються
з вигляду F , зводиться до випадку 2.3 (якщо c1 6= 0), де γ = −c1, або 2.4
(якщо c1 = 0), де σ = −e1.

2. З (3.25) випливає, що η0 = 0, c̃1η
1 + c̃2η

1∗ = ξtt − η1, d̃1η
1 + d̃2η

1∗ =

= iη1
t + ∆η1, ẽ1η

1 + ẽ2η
1∗ = 0, де

c̃1 = 1
2(c1 − ic2), d̃1 = 1

2(d1 − id2), ẽ1 = 1
2(e1 − ie2),

c̃2 = 1
2(c1 + ic2), d̃2 = 1

2(d1 + id2), ẽ2 = 1
2(e1 + ie2),

(3.26)

звiдки d̃1(c̃2 + 1) = d̃2c̃1, c̃1ẽ2 = c̃2ẽ1. Систему (3.24) можна переписати у
виглядi ψFψ+c̃1F+d̃1ψ+ẽ1 = 0, ψ∗Fψ∗+c̃2F+d̃2ψ+ẽ2 = 0. (c̃1, c̃2) 6= (0, 0)

(iнакше матимемо частинний випадок випадку 1.1).
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Якщо c̃1 = −1, c̃2 = 0, то ξtt = 0, ẽ1 = ẽ2 = 0 (iнакше AF = A∩), а
тому χjtt = (δ3− iδ4)χ

j
t , ζ

1
t = δ2ζ

1 + δ4ζ
2, ζ2

t = −δ1ζ
1 + δ3ζ

2, де δ1 = Re d1,
δ2 = Im d1, δ3 = −Re d2, δ4 = Im d2. В залежностi вiд значень сталих δl,
l = 1, 4, отримуємо випадки 2.9–2.15.

Якщо c̃1 = −1, c̃2 = 0, то додаткове розширення AF iснує лише за
умов ẽ1 = ẽ2 = 0, c̃1 + 1 = c̃∗2 6= 0. Тодi в залежностi вiд значення c̃2

рiвняння (3.17) перетворенням з розширення G∼ зводиться до випадку
2.6 (якщо c̃2 6∈ R), де γ1 = −2 Re c̃2, γ2 = −2 Im c̃2, 2.7 (якщо c̃2 ∈ R,
c̃2 6= −2/n), де γ = −2c̃2, або 2.8 (якщо c̃2 = −2/n).

3. З (3.25) випливає, що η1 = 0 (тобто ξttt = 0, χjt = 0, ζ = 0),
c̃1η

0 + c̃2η
0∗ = ξtt , d̃1η

0 + d̃2η
0∗ = 0, ẽ1η

0 + ẽ2η
0∗ = iη0

t + ∆η0, де сталi c̃j,
d̃j, ẽj (j = 1, 2) визначенi в (3.26). Систему (3.24) можна переписати у
виглядi Fψ + c̃1F + d̃1ψ + ẽ1 = 0, Fψ∗ + c̃2F + d̃2ψ + ẽ2 = 0.

Для iснування додаткового розширення AF мають виконуватися умо-
ви d̃1 = d̃2 = 0, c̃∗1 = c̃2 6= 0, звiдки c̃∗1 = c̃2 = −1 mod G∼. Тодi перетво-
ренням t̃ = t, x̃ = x, ψ̃ = ψ + itRe e1 − i

2nxjxj Im e1 з розширення G∼

рiвняння (3.17) зводиться до випадку 2.5.
Класифiкацiя в класi рiвнянь (3.17) завершена. Окрiм вiдомих час-

тинних випадкiв [104, 130], знайдено повний набiр нееквiвалентних рiв-
нянь (3.17), що допускають розширення лiївської симетрiї.

Зауважимо, що групову класифiкацiю систем двох рiвнянь дифузiї
(до класу яких входить i рiвняння (3.17), якщо розглядати його як сис-
тему двох рiвнянь для двох дiйсних функцiй) виконано в [208, 209]. Ре-
зультати цих робiт узгоджуються з наведеними вище.

3.5. Системи двох нелiнiйних двовимiрних
рiвнянь Лапласа

Системи елiптичних рiвнянь загального вигляду

∆u = F (u, v), ∆v = G(u, v), (3.27)
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де u = u(x) та v = v(x) — невiдомi функцiї вiд двох змiнних x = (x1, x2),
а F i G — довiльнi дiйснi гладкi функцiї своїх аргументiв, можна роз-
глядати як стацiонарну версiю систем двох (1 + 2)-вимiрних нелiнiйних
рiвнянь реакцiї–дифузiї чи (1 + 2)-вимiрних нелiнiйних рiвнянь Шрьо-
дiнгера. Системи з класу (3.27) отримують, фiксуючи у рiзний спосiб
залежнiсть вiд часу розв’язкiв згаданих нестацiонарних рiвнянь.

Виконаємо групову класифiкацiю цього класу. Випадок двох просто-
рових змiнних вибрано для класифiкацiї, оскiльки вiн є особливим.

Позначимо через Amax = Amax(F,G) MAI системи (3.27) з заданими
функцiями F i G. Згiдно iнфiнiтезiмального критерiю iнварiантностi,
оператор Q = ξi(x, u, v)∂i + η1(x, u, v)∂u + η2(x, u, v)∂v належить Amax

тодi i тiльки тодi, коли його коефiцiєнти ξ1, ξ2, η1, η2 задовольняють
визначальнi рiвняння

ξiu = ξiv = 0, ξ1
1 = ξ2

2 , ξ1
2 + ξ2

1 = 0,

ηiuu = ηiuv = ηivv = 0, ηiju = ηijv = 0,
(3.28)

η1Fu + η2Fv = η1
uF + η1

vG− 2ξ1
1F + ∆η1,

η1Gu + η2Gv = η2
uF + η2

vG− 2ξ1
1G+ ∆η2.

(3.29)

Тут i нижче iндекси i, j приймають значення 1, 2. З (3.28) випливає, що

ξi = ξi(x), ηi = hi1u+ hi2v + ηi0(x), (3.30)

де (ξ1, ξ2) — розв’язок системи Кошi–Рiмана ξ1
1 = ξ2

2 , ξ1
2 + ξ2

1 = 0 i hij —
сталi. Пiдстановка виразiв (3.30) у (3.29) дає класифiкацiйнi умови

(h11x1 + h12x2 + η10(x))Fu + (h21x1 + h22x2 + η20(x))Fv

= h11F + h12G− 2ξ1
1F + ∆η10,

(h11x1 + h12x2 + η10(x))Gu + (h21x1 + h22x2 + η20(x))Gv

= h21F + h22G− 2ξ1
1G+ ∆η20.

(3.31)

Вважаючи функцiї F , G довiльними i розщеплюючи систему (3.31) по
значенням цих функцiй i їх похiдних, отримаємо рiвняння ξ1

1 = ξ2
2 = 0,
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ξ1
2 + ξ2

1 = 0, hij = 0, ηi0 = 0. Отже, алгебра Лi A∩ ядра основних груп
рiвнянь з класу (3.27) породжена операторами ∂1, ∂2, J = x1∂2 − x2∂1 i
тому iзоморфна тривимiрнiй алгебрi Евклiда e(2).

Базис алгебри Лi A∼ групи еквiвалентностi G∼ класу (3.27) утворю-
ють оператори

∂1, ∂2, J, x1∂1 + x2∂2 − 2F∂F − 2G∂G, ∂u, ∂v,

u∂u + F∂F , v∂u +G∂F , u∂v + F∂G, v∂v +G∂G.
(3.32)

Група G∼ породжена однопараметричними групами перетворень, асо-
цiйованими з операторами з A∼, i дискретними перетвореннями замiни
знаку x1 (або x2) i замiни знаку u (або v). Отже, перетворення з G∼, якi
нетривiальним чином дiють на F i G, мають вигляд

x̃ = δx, ũ = a11u+ a12v + b1, ṽ = a21u+ a22v + b2,

F̃ = δ−2(a11F + a12G), G̃ = δ−2(a21F + a22G),
(3.33)

дe δ, aij, bi = const, δ 6= 0, det(aij) 6= 0.
Для деяких пiдкласiв класу (3.27) знайдено додатковi перетворення

еквiвалентностi, що не мiстяться в G∼. Це дозволило суттєво спростити
пошук i зменшити кiлькiсть нееквiвалентних систем вигляду (3.27), якi
допускають розширення тривiальної алгебри A∩.

Результат класифiкацiї. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi
iснує 51 випадок розширення алгебри A∩ до Amax 6= A∩, що природним
чином розбиваються на чотири сiм’ї i наводяться нижче разом з базис-
ними операторами з розширень вiдповiдних МАI.

Ciм’я 1. ∆u = a11u+ a12v + b1, ∆v = a21u+ a22v + b2.
Тут aij, bi — довiльнi дiйснi сталi. Лiнiйнiсть системи спричиняє її iн-
варiантнiсть вiдносно операторiв R̂(χ1, χ2) = χ1(x1, x2)∂u + χ2(x1, x2)∂v,
I = u∂u + v∂v, дe χ = (χ1, χ2) — довiльний розв’язок цiєї ж системи.
Залежно вiд жорданової форми матрицi (aij)

2
i,j=1, отримуємо шiсть не-

еквiвалентних класiв таких систем.



118

1.1. ∆u = 0, ∆v = 0: R̂(χ1, χ2), ξi(x1, x2)∂i, u∂u, v∂v, v∂u, u∂v;

1.2. ∆u = v, ∆v = 0: R̂(χ1, χ2), I, x∂x − 2v∂v, v∂u;

1.3. ∆u = εu, ∆v = εv: R̂(χ1, χ2), u∂u, v∂v, v∂u, u∂v;

1.4. ∆u = εu, ∆v = γv, γ 6= ε: R̂(χ1, χ2), u∂u, v∂v;

1.5. ∆u = γu+ v, ∆v = γv, γ 6= 0: R̂(χ1, χ2), I, v∂u;

1.6. ∆u = γu− v, ∆v = u+ γv: R̂(χ1, χ2), I, u∂v − v∂u,

де ε = ±1, a у випадку 1.1 (ξ1, ξ2) — довiльний розв’язок системи Кошi–
Рiмана ξ1

1 = ξ2
2 , ξ1

2 = −ξ2
1 . У випадках 1.1, 1.2 та 1.4 при γ = 0 для

прибирання параметрiв bi необхiдно використовувати додатковi перетво-
рення, якi пов’язанi з лiнiйнiстю вiдповiдних рiвнянь.

Ciм’я 2. ∆u = f(v)eu, ∆v = g(v)eu.

Тут f i g — довiльнi дiйснi гладкi функцiї, не рiвнi одночасно нулю, тоб-
то (f, g) 6≡ (0, 0). Системи такого вигляду завжди iнварiантнi вiдносно
алгебри операторiв L(ξ) = ξi(x1, x2)∂i − 2ξ1

1(x1, x2)∂u, характерних для
рiвняння Лiувiля ∆u = λ expu, де ξ = (ξ1, ξ2) — довiльний розв’язок сис-
теми Кошi–Рiмана ξ1

1 = ξ2
2 , ξ1

2 = −ξ2
1 . У залежностi вiд вигляду функцiй

f i g, отримуємо п’ять нееквiвалентних класiв систем.

2.1. ∆u = 0, ∆v = eu: L(ξ), R′(χ), v∂v + ∂u, u∂v;

2.2. ∆u = εeu, ∆v = 0: L(ξ), R′(χ), v∂v;

2.3. ∆u = C1e
uvµ, ∆v = C2e

uvµ+1, (µC1, C2) 6= (0, 0):
L(ξ), v∂v − µ∂u;

2.4. ∆u = (C1 − 2εC2v)eu+εv2, ∆v = C2e
u+εv2, (C1, C2) 6= (0, 0):

L(ξ), ∂v − 2εv∂u;

2.5. ∆u = f(v)eu, ∆v = g(v)eu, якщо вибранi функцiї f i g не зводять
систему до однiєї з перерахованих вище: L(ξ).

Тут ε = ±1, R′(χ) = χ(x)∂v, де ∆χ = 0.
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Ciм’я 3. ∆u = f(v) + βu, ∆v = g(v).

Тут f i g — довiльно заданi дiйснi гладкi функцiї, для яких
(f ′′, g′′) 6= (0, 0) i система перетвореннями еквiвалентностi не зводить-
ся до випадкiв 2.1 або 2.2 (останнє, зокрема, означає, що вектор-функцiї
(f, g) i (f ′, g′) — лiнiйно незaлeжнi). Системи такого вигляду завжди до-
пускають iнфiнiтезiмальний оператор R(χ) = χ(x1, x2)∂u, дe χ = χ(x) —
довiльний розв’язок рiвняння Пуасона ∆χ = βχ. У залежностi вiд ви-
гляду функцiй f i g, отримуємо 26 нееквiвалентних класiв систем.

3.1. ∆u = vµ, ∆v = 0, µ 6∈ {0, 1}:
R(χ), 2u∂u + xi∂i, v∂u, 2v∂v − µxi∂i;

3.2. ∆u = ln v, ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + xi∂i, v∂u, 2v∂v + 1
2xixi∂u;

3.3. ∆u = f(v), ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + xi∂i, v∂u;

3.4. ∆u = v2 + εu, ∆v = 0: R(χ), 2u∂u + v∂v, 2v∂u − ε∂v;

3.5. ∆u = vµ + εu, ∆v = εv, µ 6∈ {0, 1}: R(χ), µu∂u + v∂v, v∂u;

3.6. ∆u = ln v + εu, ∆v = εv: R(χ), εv∂v − ∂u, v∂u;

3.7. ∆u = vµ, ∆v = ε, µ 6∈ {0, 1}:
R(χ), 2(1 + µ)u∂u + 2v∂v + xi∂i, 2v∂u − 1

2εxixi∂u;

3.8. ∆u = ln v, ∆v = ε:
R(χ), 2u∂u + 2v∂v + xi∂i − 1

2xixi∂u, 2v∂u − 1
2εxixi∂u;

3.9. ∆u = ev, ∆v = ε: R(χ), u∂u + ∂v, (2v − 1
2εxixi)∂u;

3.10. ∆u = 0, ∆v = εvµ, µ 6∈ {0, 1}: R(χ), u∂u, 2v∂v + (1− µ)xi∂i;

3.11. ∆u = v ln v + γ1u, ∆v = γ2v, γ1 6= γ2:
R(χ), u∂u + v∂v + (γ2 − γ1)

−1v∂u;

3.12. ∆u = vµ ln v, ∆v = εvµ, µ 6∈ {0, 1}:
R(χ), 2u∂u + 2v∂v + 2ε−1v∂u + (1− µ)xi∂i;

3.13. ∆u = ln v, ∆v = εvµ, µ 6= 0:
R(χ), 2v∂v + 2(1− µ)v∂u + 1

2xixi∂u + (1− µ)xi∂i;
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3.14. ∆u = ln v + εu, ∆v = γv, γ 6= ε: R(χ), εv∂v − ∂u;

3.15. ∆u = vµ + γ1u, ∆v = γ2v, γ1 6= γ2, µ 6= 0: R(χ), µu∂u + v∂v;

3.16. ∆u = f(v) + εu, ∆v = εv: R(χ), v∂u;

3.17. ∆u = f(v), ∆v = 1: R(χ), 2v∂u − 1
2xixi∂u;

3.18. ∆u = v2 + εu, ∆v = 1: R(χ), 2v∂u − ε∂v + 2ε−1∂u;

3.19. ∆u = vev, ∆v = εev: R(χ), 2v∂u + 2ε∂v − εxi∂i;

3.20. ∆u = εu, ∆v = f(v), f ′′ 6= 0: R(χ), u∂u;

3.21. ∆u = 0, ∆v = f(v), функцiї vf ′, f ′, f — лiнiйно незaлeжнi:
R(χ), u∂u;

3.22. ∆u = eµv, ∆v = εev, µ 6= 0: R(χ), 2(µ− 1)u∂u + 2∂v − xi∂i;

3.23. ∆u = ev + εu, ∆v = γ: R(χ), u∂u + ∂v;

3.24. ∆u = v, ∆v = εev: R(χ), 2u∂u − 2∂v + xi∂i − 1
2xixi∂u;

3.25. ∆u = vµ, ∆v = εvν, µν 6= 0, µ 6= ν:
R(χ), 2(1 + µ− ν)u∂u + 2v∂v + (1− ν)xi∂i;

3.26. ∆u = f(v) + βu, ∆v = g(v), якщо вибранi функцiї f i g не зводять
систему до однiєї з перерахованих вище: R(χ).

У випадках 3.3, 3.15, 3.16 функцiя f = f(v) така, що функцiї vf ′, f ′,
f , 1 — лiнiйно незaлeжнi.

Ciм’я 4 репрезентує системи вигляду (3.27) зi скiнченновимiрними МАI
розмiрностi 4, 5 та 6 (δ ∈ {0; 1}).

4.1. ∆u = εvµu, ∆v = εvµ+1, µ 6= 0: 2v∂v − µxi∂i, u∂u, v∂u;

4.2. ∆u = f(v)u, ∆v = f(v)v, vf ′ + C, f ′, f — лiнiйно незaлeжнi при
довiльно вибранiй C = const: u∂u, v∂u;

4.3. ∆u = εvµ(u+ ln v), ∆v = εvµ+1, µ 6= 0:
4u∂u + 2v∂v − (2µ− 1)xi∂i, v∂u + ∂v, ;
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4.4. ∆u = εvµu+ vν+1, ∆v = εvν+1, µ 6∈ {ν, ν ± 1, 0}:
2(1 + ν − µ)u∂u + 2v∂v − µxi∂i, v∂u;

4.5. ∆u = C2ω
µv + C1ω

µ+1/2, ∆v = C2ω
µ, ω = v2/2− u,

(C1(2µ+ 1), C2µ) 6= (0, 0), C2
1 + C2

2 = 1:
4u∂u + 2v∂v − (2µ− 1)xi∂i, v∂u + ∂v;

4.6. ∆u = vµeδu/v(C2u + C1v), ∆v = vµeδu/vC2v, C2
1 + C2

2 = 1,
(δC1, δC2, µC1C2) 6= (0, 0, 0): 2u∂u + 2v∂v − µxi∂i, 2v∂u − δxi∂i;

4.7. ∆u = uµvνC1u, ∆v = uµvνC2v, (C1(µ + 1), C2µ) 6= (0, 0),
(C1ν, C2(ν + 1)) 6= (0, 0), (µ, ν) 6= (0, 0), (µν, C1 − C2) 6= (0, 0),
C2

1 + C2
2 = 1: 2u∂u − µxi∂i, 2v∂v − νxi∂i;

4.8. ∆u = (u2 + v2)µ/2eν arctg v/u(C1u− C2v), (µ, ν) 6= (0, 0),
∆v = (u2 + v2)µ/2eν arctg v/u(C1v + C2u), C2

1 + C2
2 = 1:

2u∂u + 2v∂v − µxi∂i, u∂v − v∂u − νxi∂i;

4.9. ∆u = eδu/v(g(v)u+ f(v)), ∆v = eδu/vg(v)v: 2v∂u − δxi∂i;

4.10. ∆u = eδu(g(ω)v + f(ω)), ∆v = eδug(ω), ω = v2/2− u:
2v∂u + 2∂v − δxi∂i;

4.11. ∆u = vµ+1(γg(ω) ln v + f(ω)), ∆v = vµ+1g(ω), ω = u/v − γ ln v,
γ 6= 0: 2u∂u + 2v∂u + γv∂u − µxi∂i;

4.12. ∆u = uµf(ω)u, ∆v = uµg(ω), ω = v − lnu: 2u∂u + 2∂v − µxi∂i;

4.13. ∆u = uµf(ω)u, ∆v = uµg(ω)v, ω = u−νv: 2u∂u + 2ν∂v − µxi∂i;

4.14. ∆u = eν arctg v/u(f(ω)u− g(ω)v),
∆v = eν arctg v/u(f(ω)v + g(ω)u), ω = ln(u2 + v2)− 2µ arctg v/u:
u∂v − v∂u + µ(u∂u + v∂v)− νxi∂i.

Схема доведення. З (3.30) випливає, що кожен оператор Q з Amax має
вигляд Q = ξi(x)∂i + (h11u+ h12v + η10(x))∂u + (h21u+ h22v + η20(x))∂v.

Нехай 〈H〉(F,G) позначає множину матриць H = (hij)
2
i,j=1 , для яких в

Amax = Amax(F,G) iснують вiдповiднi оператори. Використаний пiдхiд
до групової класифiкацiї ґрунтується на таких лемах.
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Лема 3.4. 〈H〉(F,G) — пiдалгебра алгебри gl(2,R). Якщо системи ви-
гляду (3.27) з довiльними елементами (F,G) i (F̃ , G̃) еквiвалентнi, то
〈H〉(F,G) i 〈H〉(F̃ , G̃) — GL(2,R)-еквiвалентнi пiдалгебри алгебри gl(2,R).

Лема 3.5. Повну множину GL(2,R)-нееквiвалентних пiдалгебр алгеб-
ри gl(2,R) вичерпують алгебри

A4 = gl(2,R) = 〈σ0, σ1, σ2, σ3〉,

A3
1 = sl(2,R) = 〈σ1, σ2, σ3〉, A3

1 = 〈σ0, σ1, σ3〉,

A2
1 = 〈σ1, σ3 + λσ0〉, A2

2 = 〈σ0, σ1〉, A2
3 = 〈σ0, σ3〉,

A2
4 = 〈σ0, σ2 − σ1〉, A1

1 = 〈σ1 + λσ0〉 (λ ∈ {0; 1}),

A1
2 = 〈σ3 + λσ0〉, A1

3 = 〈σ2 − σ1 + λσ0〉, A1
4 = 〈σ0〉, A0 = {0}.

Лема 3.6. Розмiрнiсть простору вектор-функцiй

M =

〈(
F

G

)
,

(
Fu

Gu

)
,

(
Fv

Gv

)
,

(
1

0

)
,

(
0

1

)〉
є класифiкуючим значенням.

Припустимо, що dimM≤ 3. Тодi iснують сталi αi, βij такi, що

Fu = α1F + β11, Fv = α2F + β12,

Gu = α1G+ β21, Gv = α2G+ β22.
(3.34)

З сумiсностi системи (3.34) випливає, що α1βi2 = α2βi1.
Якщо α1 = α2 = 0, то функцiї F i G лiнiйнi:

F = β11u+ β12v + γ1, G = β21u+ β22v + γ2.

Можна занулити сталi γi i звести матрицю (βij)
2
i,j=1 до жорданової фор-

ми за допомогою звичайних i умовних перетворень еквiвалентностi. В ре-
зультатi отримаємо випадки 1.1–1.6.

Iншi випадки розглядаються аналогiчно.



123

3.6. Висновки

У цьому роздiлi описано множини допустимих точкових перетворень i
виконано групову класифiкацiю класiв нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнге-
ра. Фактично, саме дослiдження цих класiв послужили поштовхом до
введення нових понять i розробки ефективнiших методiв класифiкацiї,
представлених у попередньому роздiлi. Цi ж класи дали серiю перших
нетривiальних прикладiв, що iлюструють запропонованi конструкцiї.

Побудовано iєрархiю вкладених сильно нормалiзованих класiв нелi-
нiйних рiвнянь Шрьодiнгера у випадку довiльної кiлькостi просторових
змiнних. Доведення нормалiзованостi дає повний опис допустимих пере-
творень у цих класах. Останнiй з побудованих класiв (клас S) мiстить
клас V рiвнянь Шрьодiнгера з потенцiалами та модульними нелiнiйнiстя-
ми i є зручним для виконання попередньої групової класифiкацiї такого
класу, що слугує iлюстрацiєю ефективностi прийому вкладення ненор-
малiзованого класу (V) в нормалiзований (S).

Для повної групової класифiкацiї класу V у (1+1)-вимiрному випад-
ку вперше використано метод з розбиттям на (сильно) нормалiзованi пiд-
класи. У кожному з пiдкласiв, складених вiдповiдно рiвняннями з загаль-
ною, логарифмiчною та степеневою нелiнiйностями, виконано класифi-
кацiю вiдносно своєї групи еквiвалентностi за допомогою алгебраїчного
методу. Пiдкласи, що утворюють розбиття, є максимальними нормалiзо-
ваними пiдкласами, а їх групи еквiвалентностi — максимальними умов-
ними групами еквiвалентностi класу V . Оскiльки додатково рiвняння з
рiзних пiдкласiв точково нееквiвалентнi, це розбиття вичерпно описує
множину допустимих перетворень класу V . При такому розглядi при-
родно виникає об’єднаний пiдклас рiвнянь зi степеневою нелiнiйнiстю як
приклад класу з нетривiальною узагальненою групою еквiвалентностi. А
пiдклас рiвнянь зi степеневими нелiнiйнiстями фiксованого степеня i чи-
сто уявними потенцiалами, що залежать лише вiд часу, дає приклад нор-
малiзованого класу зi скiнченновимiрною групою еквiвалентностi. Зав-
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дяки, зокрема, цьому прикладу можна стверджувати, що функцiональна
довiльнiсть у параметризацiї класу i його групi еквiвалентностi не є вирi-
шальною для застосовностi алгебраїчного методу групової класифiкацiї.
За наявностi умови нормалiзованостi цей метод є особливо ефективним
у випадку скiнченновимiрних груп еквiвалентностi.

Значно складнiше, нiж у випадку двох незалежних змiнних, дослi-
джувати допустимi перетворення i нормалiзацiйнi властивостi класiв ба-
гатовимiрних ДРЧП, однак такi дослiдження можливi. Вони створюють
дiєвий iнструмент для розв’язання проблем групової класифiкацiї у бага-
товимiрному випадку. Групову класифiкацiю (1 + 2)-вимiрних кубiчних
рiвнянь Шрьодiнгера з потенцiалами представлено у цьому роздiлi як,
можливо, перший приклад використання алгебраїчного методу для гру-
пової класифiкацiї дифренцiальних рiвнянь з бiльш нiж двома незалеж-
ними змiнними. Вiдповiдний клас також є сильно нормалiзованим.

Для розв’язання задачi групової класифiкацiї у ненормалiзованому
класi багатовимiрних нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера з довiльною не-
лiнiйнiстю, залежною лише вiд ψ i ψ∗, розроблено метод розгалуженого
розщеплення. Вiн виявився ефективним i для iнших класiв певної стру-
ктури, для яких, як правило, застосовують метод прямого iнтегрування
визначальних рiвнянь [4, 8, 9, 35,163,235,275,276].

Комбiнований метод, що включає i дослiдження рiзних випадкiв iнте-
грування системи визначальних рiвнянь, i вивчення можливої структу-
ри алгебри iнварiантностi, застосовано для групової класифiкацiї класу
систем двох нелiнiйних рiвнянь Лапласа на двi невiдомi функцiї вiд двох
незалежних змiнних. Такi системи можна розглядати зокрема як зобра-
ження стацiонарних двовимiрних нелiнiйних рiвнянь Шрьодiнгера. Пiд
час виконання цiєї класифiкацiї вперше було використано поняття умов-
них груп еквiвалентностi (у термiнах вiдповiдних алгебр).

Результати цього роздiлу опублiковано у роботах [27, 38, 160, 227, 234,
237,238,240].
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РОЗДIЛ 4

Закони збереження

Цей роздiл присвячено дослiдженню локальних i потенцiальних законiв
збереження. У пiдроздiлах 4.1 i 4.2 вiдомi результати про закони збере-
ження та їх характеристики подано у виглядi, зручному для подальшого
розгляду. Зокрема, поняття характеристики закону збереження введено
за модифiкованої умови цiлковитої невиродженостi системи диференцi-
альних рiвнянь. Вивчено перетворення законiв збереження при точкових
перетвореннях мiж вiдповiдними початковими системами (пiдроздiл 4.3)
та дiю на закони збереження операторiв узагальненої симетрiї (пiдроз-
дiл 4.4). У пiдроздiлi 4.3 також сформульовано проблеми щодо класифi-
кацiї законiв збереження i потенцiальних симетрiй у класах диференцi-
альних рiвнянь.

Закони збереження (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь другого по-
рядку вiдносно контактної еквiвалентностi прокласифiковано у пiдроз-
дiлi 4.5. А саме, доведено таку теорему.

Теорема 4.1. Для кожного (1 + 1)-вимiрного еволюцiйного рiвняння
другого порядку L: ut = H(t, x, u, ux, uxx) розмiрнiсть простору CL(L)

його законiв збереження належить множинi {0, 1, 2,∞}. Рiвняння L
(локально) зводиться контактним перетворенням

1) до вигляду ut = DxĤ(t, x, u, ux), де Ĥux 6= 0, тодi i тiльки тодi,
коли dim CL(L) > 1;

2) до вигляду ut = D2
xȞ(t, x, u), де Ȟu 6= 0, тодi i тiльки тодi, коли

dim CL(L) > 2;
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3) до лiнiйного рiвняння з класу (4.6) тодi i тiльки тодi, коли
dim CL(L) =∞.

Якщо рiвняння L квазiлiнiйне (тобто Huxxuxx = 0), то контактне пе-
ретворення є продовженням точкового.

Iншим важливим результатом цього ж роздiлу є теорема, формулю-
вання якої об’єднує в собi дослiдження законiв збереження рiзних типiв
розширених систем, якi включають вихiдну систему як пiдсистему.

Теорема 4.2. Наступнi твердження про закон збереження двовимiр-
ної потенцiальної системи (або системи, що визначає абелеве накрит-
тя, або багатовимiрної стандартної потенцiальної системи без калi-
брувань) еквiвалентнi:

1) цей закон збереження iндуковано законом збереження вiдповiдної
вихiдної система;

2) вiн мiстить вектор густини, не залежний вiд потенцiалiв;
3) деякi з його розширених характеристик iндуковано характерис-

тиками вихiдної системи;
4) вiн має характеристику, не залежну вiд потенцiалiв.

Еквiвалентнiсть трьох перших властивостей також має мiсце для
законiв збереження загальних розшарованих систем, включаючи бага-
товимiрнi калiброванi потенцiальнi системи та накриваючi системи.

Для доведення теореми 4.2 у пiдроздiлi 4.6 розроблено версiї леми
Адамара для розшарованих просторiв i вивчено структури розшарова-
них систем алгебраїчних рiвнянь. Потiм (пiдроздiл 4.6) дано означення
загальних розшарованих систем диференцiальних рiвнянь, що узагаль-
нює властивостi потенцiальних чи псевдопотенцiальних конструкцiй над
диференцiальними рiвняннями, i доведено теорему 4.2 у випадку таких
систем. Доведення цiєї теореми для двовимiрних потенцiальних систем
разом з її наслiдками наведено у пiдроздiлi 4.8, а для iнших потенцiаль-
них структур — винесено у додаток Б.
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На основi теореми 4.2 у пiдроздiлi 4.9 отримано критерiй для визна-
чення того, чи є закон збереження абелевого накриття еквiвалентним ло-
кальному закону збереження вихiдної системи. Цей критерiй застосовано
до аналiзу iєрархiї потенцiальних законiв збереження рiвнянь конвекцiї–
дифузiї у додатку А. У пiдроздiлi 4.10 знайдено цiкавий зв’язок мiж неви-
значенiстю потенцiалiв з абелевих накриттiв та їх законами збереження,
а у пiдроздiлi 4.9 введено поняття потенцiальної групи еквiвалентностi
класу диференцiальних рiвнянь i розглянуто потенцiальнi перетворення
еквiвалентностi рiвнянь конвекцiї–дифузiї.

4.1. Основнi властивостi законiв збереження

Основнi поняття, що стосуються законiв збереження i потенцiальних сис-
тем, наведено у [7,14,31,236].

Означення 4.1. Вектором, що зберiгається, системи L називають n-
набiр F = (F 1[u], . . . , F n[u]), для якого повна дивергенцiя DivF := DiF

i

дорiвнює нулю на всiх розв’язках L, тобто DivF |L = 0.

В означеннi 4.1 i надалi Di = Dxi позначає оператор повного дифе-
ренцiювання по змiннiй xi, тобто Di = ∂i+u

a
α+δi

∂uaα, де δi — мультиiндекс,
i-та компонента якого дорiвнює 1, а всi iншi — 0. Позначення V |L означає,
що значення V розглядаємо тiльки на розв’язках системи L.

Закон збереження системи L еврiстично визначають як вираз DivF ,
що дорiвнює нулю на її розв’язках. Бiльш строге означення законiв збере-
ження, що наведено нижче, ґрунтується на факторизацiї простору векто-
рiв, що зберiгаються, по пiдпростору тривiальних векторiв. Зауважимо,
що iснує також формалiзоване означення законiв збереження системи L
як (n − 1)-вимiрних класiв когомологiй у так званому горизонтальному
комплексi де Рама на нескiнченному продовженнi системи L [7,274,279].
Формалiзоване означення є зручним для певних теоретичних мiркувань
i зводиться до звичайного, якщо локальнi координати фiксованi.
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Означення 4.2. Вектор F , що зберiгається, називають тривiальним,
якщо F i = F̂ i + F̌ i, де F̂ i i F̌ i — диференцiальнi функцiї вiд u, F̂ i|L = 0

i n-набiр F̌ = (F̌ 1, . . . , F̌ n) є нульовою дивергенцiєю (тобто DivF̌ ≡ 0).

Тривiальнiсть, пов’язана з векторами, що дорiвнюють нулю на роз-
в’язках системи, можна легко виключити за допомогою обмеження на
многовид системи, враховуючи всi її вiдповiднi диференцiальнi наслiдки.
Характеризацiю всiх нульових дивергенцiй дає наступна теорема (див.,
наприклад [31, теорема 4.24]).

Теорема 4.3. Набiр F = (F 1, . . . , F n), n ≥ 2, є нульовою дивергенцiю
(DivF ≡ 0) тодi i тiльки тодi, коли iснують диференцiальнi функцiї
vij[u] такi, що vij = −vji i F i = Djv

ij. При n = 1 будь-яка нульова
дивергенцiя є сталою.

Означення 4.3. Вектори F i F ′, що зберiгаються, називають еквiва-
лентними, якщо F ′ − F є тривiальним вектором.

У випадку, коли L — система звичайних диференцiальних рiвнянь
(n = 1), збережнi величини (першi iнтеграли) F i F ′ еквiвалентнi за
означенням 4.3, якщо їх рiзниця стала на розв’язках системи L.

Означення тривiальностi й еквiвалентностi векторiв, що зберiгаються,
природнi з огляду на “емпiричне” означення законiв збереження систе-
ми диференцiальних рiвнянь як дивергенцiї її векторiв, що зберiгаються,
тобто дивергентних виразiв, що дорiвнюють нулю на всiх розв’язках сис-
теми. Наприклад, еквiвалентним векторам вiдповiдає один закон збере-
ження. Це дозволяє сформулювати строге означення законiв збереження
(див., наприклад, [14]). А саме, для будь-якої системи L диференцiальних
рiвнянь множина CV(L) її векторiв, що зберiгаються, — лiнiйний прос-
тiр, а пiдмножина CV0(L) тривiальних векторiв — лiнiйний пiдпростiр
у CV(L). Фактор-простiр CL(L) = CV(L)/CV0(L) спiвпадає з множи-
ною класiв еквiвалентностi в CV(L) по вiдношенню еквiвалентностi з
означення 4.3.
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Означення 4.4. Елементи з CL(L) називають (локальними) законами
збереження системи L, а сам фактор-простiр CL(L) — простором (ло-
кальних) законiв збереження системи L.

Отже, визначення множини законiв збереження системи L розгля-
дають як знаходження простору CL(L), що, у свою чергу, еквiвален-
тно побудовi або базису, якщо dim CL(L) < ∞, або системи генераторiв
у нескiнченновимiрному випадку. Всi елементи з CV(L), якi лежать в
одному класу еквiвалентностi, що визначає закон збереження F , вважа-
ють векторами густини цього закону збереження. Причому елементи
з CL(L) будемо додатково ототожнювати з їх представниками в CV(L).
Для F ∈ CV(L) i F ∈ CL(L) позначення F ∈ F означає, що F є векто-
ром густини закону збереження F . На вiдмiну вiд порядку ordF вектора
густини F як максимального порядку похiдних, що явно входять у F , по-
рядок ordF закону збереження F визначають як min{ordF |F ∈ F}.
Поняття ваги закону збереження вводять аналогiчно. Пiд лiнiйною за-
лежнiстю законiв збереження розумiємо їх лiнiйну залежнiсть як еле-
ментiв з CL(L). Отже, в термiнах “представникiв” закони збереження
системи L вважають лiнiйно залежними, якщо iснує лiнiйна комбiнацiя
їх представникiв, що є тривiальним вектором, що зберiгається.

Пiдстановка будь-якого розв’язку u системи L у будь-який вектор F ,
що зберiгається, приводить до нульової дивергенцiї, залежної тiльки
вiд x. Тодi функцiї vij вiд x, уведенi згiдно теореми 4.3 i неявно па-
раметризованi функцiєю u, називають потенцiалами, що вiдповiдають
вектору F . Рiвняння Djv

ij = F i визначає всi потенцiали vij з точнiстю
до нехтовного доданку v̆ij, де v̆ij = −v̆ji i Dj v̆

ij = 0. Дiючи на потенцiа-
ли, калiбрувальне перетворення ṽij = vij + v̆ij не впливає на вiдповiдний
вектор F . Це дає сталу i функцiональну невизначенiсть у потенцiалах
при n = 2 i n > 3 вiдповiдно.

Припустимо, що F i F̃ — еквiвалентнi збережнi вектори, тобто iсну-
ють нульова дивергенцiя F̌ i набiр F̂ , що дорiвнює нулю на розв’язках
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системи L, причому F̃ = F + F̌ + F̂ . Внаслiдок теореми 4.3 можемо зо-
бразити F̌ у виглядi F̌ i = Dj v̌

ij для деяких диференцiальних функцiй
v̌ij[u] = −v̌ji[u]. Тодi набори потенцiалiв (vij) i (ṽij), вiдповiдно асоцiйова-
нi з F i F̃ , зв’язанi з точнiстю до нехтовних доданкiв v̆ij перетворенням
ṽij = vij + v̌ij[u], що дозволяє вважати цi набори потенцiалiв еквiва-
лентними. Отже, можна казати, що набiр потенцiалiв (vij) (або (ṽij))
асоцiйований iз законом збереження, що мiстить вектори F i F̃ .

4.2. Характеристики законiв збереження

Нехай система L — цiлком невироджена (у сенсi пункту 2.1.1). Застосову-
ючи лему Адамара до означення вектора, що зберiгається, i iнтегруючи
по частинах, отримаємо, що дивергенцiю будь-якого збережного вектора
системи L можна завжди зобразити з точнiстю до вiдношення еквiва-
лентностi збережних векторiв як лiнiйну комбiнацiю лiвих частин неза-
лежних рiвнянь з L з коефiцiєнтами λµ, якi є функцiями на пiдходящому
просторi струменiв Jk(x|u):

DivF = λµLµ. (4.1)

Тут порядок k визначають системою L i порядком вектора F , µ = 1, l.

Твердження 4.1. Для будь-якого F ∈ CV(L) iснують диференцiаль-
нi функцiї λµ[u] i набiр F̂ = (F̂ 1[u], . . . , F̂ n[u]), що дорiвнює нулю на
розв’язках системи L, такi, що DivF = λµLµ + Div F̂ .

Якщо F = (F 1[u], . . . , F n[u]) задовольняє рiвнiсть (4.1) для деяких
λµ[u], то вiн очевидно є вектором, що зберiгається, системи L.

Означення 4.5. Формулу (4.1) i l-набiр λ = (λ1, . . . , λl) називають вiд-
повiдно характеристичною формою i характеристикою закону збере-
ження, що мiстить вектор густини F .

Характеристика λ є тривiальною, якщо вона дорiвнює нулю на всiх
розв’язках системи L. Оскiльки L — невироджена, характеристики λ
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i λ̃ задовольняють (4.1) для того ж F i, отже, називаються еквiва-
лентними тодi i тiльки тодi, коли λ − λ̃ — тривiальна характеристи-
ка. Подiбно до векторiв, що зберiгаються, множина Ch(L) характерис-
тик законiв збереження системи L є лiнiйним простором, а пiдмножи-
на Ch0(L) тривiальних характеристик — лiнiйним пiдпростором у Ch(L).
Фактор-простiр Chf(L) = Ch(L)/Ch0(L) спiвпадає з множиною класiв
еквiвалентностi простору Ch(L) по вiдношенню еквiвалентностi характе-
ристик.

Пiдкреслимо, що явна форма характеристик залежить вiд того, яку
множину рiвнянь вибрано для канонiчного зображення системи L.

Наступний результат [31] є нарiжним для методiв вивчення законiв
збереження, що ґрунтуються на формулi (4.1), включаючи теорему Ньо-
тер i прямий метод у версiї Анко i Блумена [54,55].

Теорема 4.4. Нехай L – нормальна цiлком невироджена система ди-
ференцiальних рiвнянь. Тодi зображення законiв збереження систе-
ми L у характеристичнiй формi (4.1) породжує лiнiйний iзоморфiзм
мiж CL(L) i Chf(L).

Використовуючи властивостi повної дивергенцiї, можемо виключи-
ти F з (4.1) i отримати умову лише для характеристики λ. А саме, ди-
ференцiальна функцiя f є повною дивергенцiєю, тобто f = DivF для
деякого n-набору F диференцiальних функцiй тодi i тiльки тодi, коли
E(f) = 0. Тут оператор Ейлера E = (E1, . . . ,Em) є m-набором диферен-
цiальних операторiв

Ea = (−D)α∂uaα, a = 1,m,

де α = (α1, . . . , αn) пробiгає множину мультиiндексiв (αi ∈ N ∪ {0}),
(−D)α = (−D1)

α1 . . . (−Dm)αm. Отже, дiя оператора Ейлера на (4.1) при-
водить до рiвняння

E(λµLµ) = D
∗
λ(L) + D

∗
L(λ) = 0, (4.2)
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що є необхiдною i достатньою умовою на характеристики законiв збере-
ження системи L. Матричнi диференцiальнi оператори D∗λ i D∗L спряженi
до похiдних Фрiше Dλ i DL, тобто

D
∗
λ(L) =

(
(−D)α

(
∂λµ

∂uaα
Lµ
))

, D
∗
L(λ) =

(
(−D)α

(
∂Lµ

∂uaα
λµ
))

.

Оскiльки завжди D∗λ(L)
∣∣
L= 0, то з рiвняння (4.2) випливає необхiдна

умова належностi λ до Ch(L):

D
∗
L(λ)

∣∣
L= 0. (4.3)

Умову (4.3) можна розглядати як спряжену до критерiю DL(η)
∣∣
L= 0

iнфiнiтезiмальної iнварiантностi системи L вiдносно еволюцiйного век-
торного поля з характеристикою η = (η1, . . . , ηm). Ось чому розв’язки
рiвняння (4.3) iнодi називають косиметрiями [67, 260] або спряженими
симетрiями [55].

Для дослiдження зв’язку мiж характеристиками i векторами, що збе-
рiгаються, потрiбно твердження про розв’язки рiвняння DiF

i = H, де
H = H[u] — задана диференцiальна функцiя, F i = F i[u] — невiдомi (див.
(5.151) i теорему 5.104 з [31]).

Теорема 4.5. Будь-який розв’язок F = (F 1, . . . , F n) рiвняння DiF
i[u] =

= H[u] можна зобразити у виглядi F = F̌ + F̃ , де n-набiр F̌ [u] —
нульова дивергенцiя (DiF̌

i = 0), а n-набiр F̃ [u] — частинний розв’язок
цього рiвняння з компонентами

F̃ i =

∫ 1

0

αi + 1

|α|+ 1
Dα
(
ua E

α+δi
a (H)[κu]

)
dκ+

∫ 1

0

xiH(κx, 0, . . . , 0) dκ.

Тут Eαa — оператор Ейлера вищих порядкiв, що дiє на довiльну дифе-
ренцiальну функцiю P [u] згiдно

E
α
a (P ) =

∑
β>α

β!

α!(β − α)!
(−D)β−α

∂P

∂uaβ
.

Нагадаємо, що для будь-якого мультиiндекса α з компонентами
α1, . . . , αn ∈ N ∪ {0} α! := α1! · · ·αn!, а символ δi пояснено пiсля
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означення 4.1. Умова β > α для мультиiндексiв α = (α1, . . . , αn) i
β = (β1, . . . , βn) означає, що β1 > α1, . . . , βn > αn.

У дiйсностi потрiбним надалi є лише наслiдок теореми 4.5. Легко по-
казати: якщо H не залежить вiд похiдних функцiї ua для деякого фiксо-
ваного значення a, то набiр F̃ з теореми 4.5 має ту ж властивiсть з тим
самим значенням a.

Наслiдок 4.1. Нехай вектор F , що зберiгається, системи L задоволь-
няє рiвнiсть DiF

i = H, де диференцiальна функцiя H[u] не залежить
вiд похiдних функцiй ua1,. . . , uaq для фiксованих значень a1, . . . , aq.
Тодi вектор F еквiвалентний деякому вектору, що зберiгається, сис-
теми L, не залежному вiд похiдних функцiй ua1,. . . , uaq.

4.3. Еквiвалентностi законiв збереження

Класифiкацiю законiв збереження можна суттєво спростити i системати-
зувати, додатково враховуючи перетворення симетрiї дослiджуваної сис-
теми або перетворення еквiвалентностi цiлого класу систем. Ця проблема
подiбна до групової класифiкацiї диференцiальних рiвнянь. Справедли-
ве наступне твердження про перетворення рiвнянь у збережнiй формi
(див., наприклад, [236,241]).

Твердження 4.2. Будь-яке точкове перетворення T вiдображає клас
рiвнянь у збережнiй формi на себе. Бiльш точно, перетворення T :
x̃ = T x(x, u), ũ = T u(x, u), продовжене на простiр струменiв Jr+1,
перетворює рiвняння DiF

i = 0 у рiвняння D̃iF̃
i = 0. Перетворений

вектор F̃ = T F (x, u(r), F ) визначають за формулою

F̃ i(x̃, ũ(r)) =
Dxj x̃i

|Dxx̃|
F j(x, u(r)). (4.4)

Тут |Dxx̃| — визначник матрицi Dxx̃ = (Dxj x̃i).

Зауваження 4.1. У випадку однiєї залежної змiнної (m = 1) T може
бути контактним перетворенням: x̃ = T x(x, u(1)), ũ(1) = pr(1)T u(x, u(1)).
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Доведення повнiстю аналогiчне. Подiбнi зауваження мають мiсце для
усiх наведених нижче тверджень.

Означення 4.6. Нехай G — група симетрiй системи L. Два закони збе-
реження з векторами густини F i F ′ назвемо G-еквiвалентними, якщо
iснує таке перетворення T ∈ G, що вектори F̃ = T F i F ′ еквiвалентнi
в сенсi означення 4.3.

Будь-яке перетворення T ∈ G iндукує лiнiйне взаємно-однозначне
вiдображення T∗ у CV(L), яке перетворює тривiальнi вектори у тривi-
альнi (тобто пiдпростiр CV0(L) iнварiантний вiдносно T∗) i, отже, iн-
дукує лiнiйне взаємно-однозначне вiдображення Tf в CL(L). Очевидно,
що Tf зберiгає лiнiйну (не)залежнiсть елементiв у CL(L) i вiдображає
базис (множину генераторiв) простору CL(L) у базис (множину генера-
торiв) того самого простору. Отже, можна розглянути вiдношення G-
еквiвалентностi законiв збереження, добре визначене на CL(L), i вико-
ристати його для класифiкацiї законiв збереження.

Твердження 4.3. Будь-яке точкове перетворення T мiж система-
ми L i L̃ iндукує лiнiйне взаємно-однозначне вiдображення T∗ з CV(L)

на CV(L̃), яке вiдображає CV0(L) на CV0(L̃) i породжує лiнiйне
взаємно-однозначне вiдображення Tf з CL(L) на CL(L̃).

Наслiдок 4.2. Будь-яке точкове перетворення T мiж система-
ми L i L̃ iндукує лiнiйне взаємно-однозначне вiдображення з Chf(L)

на Chf(L̃).

Можна отримати явну формулу для вiдповiдностi мiж характеристи-
ками систем L i L̃, що очевидно залежить вiд зображення систем L i L̃
як систем диференцiальних рiвнянь [236,241].

Твердження 4.4. Нехай T — точкове перетворення системи L у сис-
тему L̃ i L̃µ = ΛµνLν, де Λµν = ΛµναDα, Λµνα — диференцiальнi функ-
цiї, α = (α1, . . . , αn) пробiгає мультиiндекси (αi ∈N ∪ {0}), µ, ν = 1, l.
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(Кiлькiсть мультиiндексiв α, для яких Λµνα 6= 0, скiнченна.) Тодi пере-
творення T iндукує лiнiйне взаємно-однозначне вiдображення з Ch(L)

на Ch(L̃), обернене до якого визначається за формулою

λµ = Λµν∗(|Dxx̃|λ̃ν),

де Λµν∗ = (−D)α · Λνµα — диференцiальний оператор, формально спря-
жений до Λνµ.
Зауваження 4.2. Λµνα = 0 для |α| > 0 у багатьох випадках, напри-
клад, якщо L i L̃ — окремi диференцiальнi рiвняння (l = 1). Тодi опе-
ратори Λµν — просто диференцiальнi функцiї (бiльш точно, оператори
множення на диференцiальнi функцiї), тому Λµν∗ = Λνµ.

Для деякого класу L|S систем диференцiальних рiвнянь розглянемо
P(L|S) = {(θ,CL(Lθ)) | θ ∈ S} i P (L|S) = {(θ,F) | θ ∈ S,F ∈ CL(Lθ)}.
Згiдно твердження 4.3 дiя G∼ = G∼(L|S) на L|S i {CV(Lθ) | θ ∈ S} ра-
зом з чистим вiдношенням еквiвалентностi збережних векторiв природ-
но породжує вiдношення еквiвалентностi на P(L|S) i P (L|S). (Замiсть
окремого закону збереження можна розглядати пiдпростори законiв збе-
реження фiксованої розмiрностi.)
Означення 4.7. Нехай θ, θ′ ∈ S, F ∈ CL(Lθ), F ′ ∈ CL(Lθ′), F ∈ F ,
F ′ ∈ F ′. Пари (Lθ,F) i (Lθ′,F ′) називають G∼-еквiвалентними, якщо
iснує перетворення T ∈ G∼, що переводить систему Lθ у систему Lθ′,
причому вектори F̃ = T F i F ′ еквiвалентнi у сенсi означення 4.3.

Класифiкацiю законiв збереження по G∼ можна розумiти як класи-
фiкацiю в P(L|S) (або P (L|S)) по визначеному вiдношенню еквiвалент-
ностi. Цю проблему можна дослiдити у спосiб, подiбний до групової кла-
сифiкацiї класiв систем диференцiальних рiвнянь, особливо, якщо вона
сформульована у термiнах характеристик. А саме, побудуємо спочатку
закони збереження, визначенi для всiх значень довiльних елементiв. (Вiд-
повiднi вектори густини можуть залежати вiд довiльних елементiв.) По-
тiм довiльнi елементи, для кожного з яких система допускає додатковi
закони збереження, прокласифiкуємо по групi еквiвалентностi.
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Аналогiчно на множинах P(L|S) i P (L|S) можна ввести вiдношення
еквiвалентностi, породженi або узагальненнями звичайних груп еквiва-
лентностi, або всiма допустимими точковими або контактними перетво-
реннями в парах рiвнянь з L|S . Усi введенi вiдношення дiйсно є вiдно-
шеннями еквiвалентностi, тобто мають властивостi рефлексивностi, си-
метричностi i транзитивностi.

4.4. Дiя операторiв симетрiї на закони збереження

Якщо система L допускає однопараметричну групу перетворень, то iнфi-
нiтезiмальний генератор Q = ξi∂i + ηa∂ua цiєї групи можна використати
для побудови нових законiв збереження з вiдомих. А саме, диференцiюю-
чи рiвняння (4.4) по параметру ε i пiдставляючи ε = 0, отримаємо новий
вектор, що зберiгається, виражений через коефiцiєнти оператора Q i вi-
домий вектор.

Твердження 4.5. Нехай Q = ξi∂i+η
a∂ua — оператор лiївської симетрiї

системи L i F ∈ CV(L). Тодi диференцiальнi функцiї

F̃ i = −Q(r)F
i + (Djξ

i)F j − (Djξ
j)F i (4.5)

також утворюють вектор, що зберiгається, системи L.
На вiдмiну вiд (4.4), формула (4.5) добре вiдома i допускає пряме

розширення на узагальненi симетрiї. Див., наприклад, [15,31,51] для уза-
гальнених симетрiй в еволюцiйному виглядi (ξi = 0) i [101] для загаль-
ного випадку. Покажемо, що в дiйсностi достатньо обмежитися версiєю
формули (4.5) для еволюцiйного вигляду симетрiй.

Iснує добре визначене вiдношення еквiвалентностi на просторi GS(L)

узагальнених симетрiй системи L [214]. А саме, оператори узагальненої
симетрiї Q i Q′ системи L називають еквiвалентними, якщо рiзниця їх
еволюцiйних форм дорiвнює нулю на розв’язках системи L. Вiдповiд-
ний фактор-простiр позначимо GSf(L). Вiдношення еквiвалентностi на
GS(L) i CV(L) узгодженi в силу наступного твердження.
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Твердження 4.6. Дiя еквiвалентних операторiв узагальненої симет-
рiї на еквiвалентнi вектори, що зберiгаються, породжує еквiвалентнi
вектори.

Доведення. Покажемо спочатку, що оператор узагальненої симетрiї Q
i його еволюцiйний вигляд Q̂, дiючи на той самий збережний вектор,
породжують еквiвалентнi збережнi вектори. Дiйсно, оскiльки Q(∞) =

= Q̂(∞) + ξiDi, то

F̃ i = −Q̂(∞)F
i + (Djξ

i)F j − (Djξ
j)F i − ξjDjF

i

= −Q̂(r)F
i +Dj(ξ

iF j − ξjF i)− ξiDjF
j = −Q̂(r)F

i + F̌ i + F̂ i,

де F̃ i — компоненти збережного вектора F̃ = Q[F ], визначенi в (4.5),
Q(∞) i Q̂(∞) — формальнi нескiнченнi продовження операторiв Q i Q̂ вiд-
повiдно. Диференцiальнi функцiї F̌ i = Dj(ξ

iF j − ξjF i) є компонентами
нульової дивергенцiї i F̂ i = −ξiDjF

j дорiвнюють нулю на розв’язках
системи L. Отже, F̃ i Q̂[F ] = −Q̂(r)F еквiвалентнi.

Якщо рiзниця операторiв узагальненої симетрiї в еволюцiйному ви-
глядi дорiвнює нулю на розв’язках системи L, то рiзниця їх дiй на збе-
режний вектор очевидно має ту ж властивiсть.

Дiя будь-якого оператора узагальненої симетрiї в еволюцiйному ви-
глядi на тривiальний збережний вектор дає тривiальний вектор. Дiйсно,
розглянемо оператор Q̂ ∈ GS(L) в еволюцiйному виглядi порядку r̂ i три-
вiальний збережний вектор F системи L, тобто F = F̂ + F̌ , де F̂

∣∣
L= 0

i Div F̌ = 0. В силу леми Адамара i умови F̂
∣∣
L= 0, кожну компонен-

ту вектора F̂ можна представити у виглядi F̂ i = λiµLrµ. Тут r — по-
рядок вектора F̂ , λiµ i Lrµ, µ = 1, . . . , lr, — гладкi функцiї в просторi
струменiв J (r), набiр (Lr1, . . . , Lrlr) визначає многовид L(r) у J (r). Тодi
Q̂(r)F̂

i = LrµQ̂(r)λ
iµ + λiµQ̂(r)L

rµ = 0 на L(r′), де r′ = r + r̂, оскiльки
Q̂ ∈ GS(L). Це означає, що Q̂[F̂ ]

∣∣
L= 0. Компоненти нульової диверген-

цiї F̌ зображено у виглядi F̌ i = Djv
ij, де vij — диференцiальнi функцiї
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вiд u, для яких vij = −vji. З рiвностi

Q̂[F̌ ] = −Q̂(∞)Djv
ij = −DjQ̂(∞)v

ij = −Dj v̂
ij

випливає, що Q̂[F̌ ] — також нульова дивергенцiя, оскiльки v̂ij = Q̂(∞)v
ij

є диференцiальними функцiями вiд u i v̂ij = −v̂ji. Отже, вектор Q̂[F ] =

= Q̂[F̂ ] + Q̂[F̌ ] тривiальний як сума набору Q̂[F̂ ], що дорiвнює нулю на
розв’язках системи L, i нульової дивергенцiї Q̂[F̌ ].

Нехай Q,Q′ ∈ GS(L), F, F ′ ∈ CV(L), Q ∼ Q′ i F ∼ F ′. Тодi Q[F ] ∼
∼ Q′[F ′], оскiльки

Q′[F ′]−Q[F ] = (Q′− Q̂′)[F ′]− (Q− Q̂)[F ] + (Q̂′− Q̂)[F ′] + Q̂[F ′−F ]

є тривiальним збережним вектором системи L внаслiдок наведених мiр-
кувань.

Наслiдок 4.3. Для будь-якої системи L формула (4.5) дає добре визна-
чену дiю елементiв з GSf(L) на закони збереження системи L.

Ось чому формулу (4.5) зазвичай наводять лише для операторiв уза-
гальненої симетрiї в еволюцiйному виглядi (ξi = 0) i тiльки нееквiва-
лентнi оператори узагальненої симетрiї можуть породжувати новi закони
збереження з вiдомих. Зауважимо додатково, що застосування форму-
ли (4.5) не гарантує побудови нетривiальних векторiв, що зберiгаються,
з нетривiального вектору [15,31,51].

4.5. Закони збереження еволюцiйних рiвнянь
другого порядку

У вiдомiй статтi [89] про закони збереження параболiчних рiвнянь дослi-
джено, зокрема, закони збереження (1 + 1)-вимiрних еволюцiйних рiв-
нянь другого порядку з правими частинами, незалежними вiд t. Дове-
дено, що можливими розмiрностями просторiв законiв збереження для
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таких рiвняння є 0, 1, 2 i∞. Для кожного iз значень 1, 2 i∞ описано рiв-
няння, що мають простори законiв збереження цiєї розмiрнiстi. Зокрема
стверджувалось, що еволюцiйне рiвняння ut = H(x, u, ux, uxx) з трьома
незалежними законами збереження лiнеаризовне.

Цi результати можна легко поширити на загальний клас (1 + 1)-
вимiрних еволюцiйних рiвнянь другого порядку, що мають вигляд

ut = H(t, x, u, ux, uxx), (4.6)

де Huxx 6= 0. Бiльш того, зняття обмеження, що правi частини рiвняння
не залежать вiд t, приводить до розширення множини допустимих пе-
ретворень i полiпшення трансформацiйних властивостей класу. (А саме,
клас (4.6) є нормалiзованим вiдносно i точкових, i контактних перетво-
рень, див. пiдроздiл 2.4.) Це дозволяє суттєво спростити представлення
результатiв i сформулювати їх стисло.

Доведемо деякi допомiжнi твердження про умови на рiвняння з роз-
глядуваного класу, що мають ненульовi закони збереження, порядки за-
конiв збереження i канонiчну форму їх векторiв густини.

Лема 4.1. Будь-який закон збереження (1 + 1)-вимiрного еволюцiйного
рiвняння L другого порядку мiстить вектор густини (F,G) з компо-
нентами F = F (t, x, u, ux) i G = −FuxH +G1, де G1 = G1(t, x, u, ux).

Доведення. Нехай (F,G) ∈ CV(L) i ord(F,G) = r. У силу рiвняння L та
його диференцiальних наслiдкiв i з точнiстю до еквiвалентностi векторiв,
що зберiгаються, можна вважати, що F i G залежать тiльки вiд t, x i
uk = ∂ku/∂xk, k = 0, . . . , r′, де r′ ≤ 2r. Припустимо, що r′ > 2. Розвине-
мо повнi похiднi у визначальному спiввiдношеннi (DtF +DxG)|L = 0 для
векторiв, що зберiгаються, i врахуємо диференцiальнi наслiдки рiвнян-
ня L, що мають вигляд utj = Dj

xH, де utj = ∂j+1u/∂t∂xk, j = 0, . . . , r′.
Потiм розщепимо отриману умову

Ft + FujD
j
xH +Gx +Gujuj+1 = 0 (4.7)
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вiдносно найвищих похiдних, що виникають у нiй. (Тут за iндексами, що
повторюються, йде пiдсумовування.) Так, коефiцiєнти при ur′+2 i ur′+1

дають рiвняння Fur′ = 0, Gur′ +Hu2Fur′−1 = 0, звiдки

F = F̂ , G = −SF̂ur′−1ur′ + Ĝ,

де F̂ i Ĝ — функцiї вiд t, x, u, u1, . . . , ur′−1. Зiбравши члени з u2
r′, до-

датково отримаємо F̂ur′−1ur′−1 = 0, тобто F̂ = F̌ 1ur′−1 + F̌ 0, де F̌ 1 i F̌ 0

залежать щонайбiльше вiд t, x, u, u1, . . . , ur′−2. Розглянемо вектор з гу-
стиною F̃ = F − DxΦ i потоком G̃ = G + DtΦ, де Φ =

∫
F̌ 1dur′−2. Вiн

еквiвалентний вихiдному вектору, причому

F̃ = F̃ (t, x, u, u1, . . . , ur′−2), G̃ = G̃(t, x, u, u1, . . . , ur′−1).

Повторюючи описану вище процедуру необхiдну кiлькiсть разiв,
отримаємо вектор, що зберiгається, еквiвалентний вектору (F,G) i за-
лежний тiльки вiд t, x, u, u1 i u2. Отже, можна одразу вважати, що
r′ ≤ 2. Тодi коефiцiєнти бiля u4 i u3 у (4.7) дають рiвняння Fu2 = 0 i
Gu2 +Hu2Fu = 0, з яких випливає потрiбне твердження.

Наслiдок 4.4. Будь-який ненульовий закон збереження рiвняння L має
порядок 1.

Доведення. У силу леми 4.1, будь-який закон збереження рiвняння L
мiстить вектор густини (F,G) з компонентами F = F (t, x, u, ux) i
G = −Fuxut + G1, де G1 = G1(t, x, u, ux). (Fux, G

1
ux

) 6= (0, 0), оскiльки
iнакше з умови (4.7) випливало б, що Fu = G1

u = 0 i, отже, (F,G) був
би тривiальним вектором, що зберiгається. Всi тривiальнi вектори, що
зберiгаються, належать нульовому закону збереження.

Нижче розглянемо тiльки вектори, що зберiгаються, у зведеному ви-
глядi, який виникає у лемi 4.1. Для таких векторiв умову (4.7) можна
уточнити i розвинути у

H(Fu−Fxux−Fuuxux−Fuxuxuxx) +Ft +G1
x +G1

uux +G1
ux
uxx = 0. (4.8)
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Зауваження 4.3. Вектор у зведеному виглядi є тривiальним тодi i тiль-
ки тодi, коли його компоненти залежать щонайбiльше вiд t i x. Якщо
одна з компонент вектора у зведеному виглядi залежить щонайбiльше
вiд t i x, то те саме справедливе i для iншої компоненти.

Лема 4.2. Припустимо, що рiвняння вигляду (4.6) має нетривiальний
збережний вектор (F,G) у зведеному виглядi, де додатково Fuxux = 0.
Тодi вектор (F,G) еквiвалентний вектору (F̃ , G̃) з F̃ = F̃ (t, x, u) i G̃ =

= G̃(t, x, u, ux), де F̃u 6= 0. Бiльш того, у цьому випадку маємо Huxxuxx =

= 0.

Доведення. За припущенням, F = F 1ux + F 0 i G = −F 1H + G1, де
F 1 = F 1(t, x, u), F 0 = F 0(t, x, u) i G1 = G1(t, x, u, ux). Покладемо
F̃ = F − DxΦ i G̃ = G + DtΦ, де Φ =

∫
F̌ 1du. Тодi F̃ux = 0, G̃uxx = 0 i

(F̃ , G̃) — вектор, що зберiгається, еквiвалентний вектору (F,G). F̃u 6= 0

оскiльки iнакше вектор (F̃ , G̃) тривiальний (див. зауваження 4.3). Пiд-
ставляючи (F̃ , G̃) в умову (4.8) i розв’язуючи її вiдносно H, отримаємо
лiнiйну функцiю вiд ux з коефiцiєнтами, залежними вiд t, x i u.

Наслiдок 4.5. Будь-який закон збереження рiвняння L вигляду (4.6),
де Huxxuxx = 0, мiстить вектор густини (F,G) з F = F (t, x, u) i G =

= G(t, x, u, ux).

Доведення. З умови (4.8) iHuxxuxx = 0 випливає, що будь-який збережний
вектор у зведеному виглядi рiвняння L має густину, лiнiйну по ux. Тодi
потрiбне твердження випливає з леми 4.2.

Лема 4.3. Якщо рiвняння L вигляду (4.6) має ненульовий закон збере-
ження, то H — дробово-лiнiйна функцiя вiд uxx.

Доведення. Припустимо, що H не є дробово-лiнiйною функцiєю вiд uxx.
Фiксуємо будь-який нетривiальний збережний вектор (F,G) у зведено-
му виглядi рiвняння L. Такий вектор обов’язково iснує згiдно леми 4.1.
Розщеплення умови (4.8) по uxx дає Fuxux = 0. Тодi у силу леми 4.2 або
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функцiя H лiнiйна по uxx, або вектор (F,G) тривiальний. Обидвi можли-
востi суперечать зробленим припущенням.

Контактнi перетворення еквiвалентностi можна використати для зве-
дення рiвнянь з класу (4.6), що мають ненульовi закони збереження, до
спецiального вигляду в залежностi вiд розмiрностей вiдповiдних просто-
рiв законiв збереження. Насправдi зведення рiвнянь здiйснюється через
зведення законiв збереження.

Нагадаємо, що G∼c i G∼p позначають вiдповiдно контактну i точкову
групи еквiвалентностi класу (4.6) (див. пiдроздiл 2.4).

Лема 4.4. Будь-яка пара (L,F), де L — рiвняння вигляду (4.6) i F —
його ненульовий закон збереження, G∼c -еквiвалентна парi (L̃, F̃), де
L̃ — рiвняння того ж вигляду, а F̃ — його закон збереження з ха-
рактеристикою 1.

Доведення. Нехай рiвняння L з класу (4.6) має ненульовий закон збере-
ження F̃ . Будь-яке перетворення T з G∼c вiдображає L у рiвняння L̃ з
того ж класу (4.6) i iндукує вiдображення з CL(L) у CL(L̃). При цьому
вектори, що зберiгаються, рiвняння L переходять у вектори, що зберiга-
ються, рiвняння L̃ за формулою [236,241]

F̃ =
F

DxX
, G̃ =

G

Tt
+
DtX

DxX

F

Tt
.

Зафiксуємо ненульовий закон збереження F рiвняння L i збережний век-
тор (F,G) у зведеному виглядi, що належить F , та одразу покладемо
T = t. Компоненти вiдповiдного збережного вектора (F̃ , G̃) перетворе-
ного рiвняння L̃ залежать щонайбiльше вiд t̃, x̃, ũ i ũx̃. Вектор (F̃ , G̃)

асоцiйований з характеристикою 1 тодi i тiльки тодi, коли iснує функцiя
Φ̃ = Φ̃(t̃, x̃, ũ, ũx̃) така, що F̃ = ũ + Dx̃Φ̃, тобто у старих координатах
DxΦ + UDxX = F , де Φ̃(t̃, x̃, ũ, ũx̃) = Φ(t, x, u, ux). Пiсля розщеплення
останнього рiвняння по uxx отримаємо систему

Φx + UXx + (Φu + UXu)ux = F, Φux + UXux = 0. (4.9)
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Диференцiальним наслiдком системи (4.9), доповненої контактною умо-
вою (2.4), є рiвняння Φu + UXu = Fux. Щоб вивести його, потрiбно
подiяти на перше i друге рiвняння системи (4.9) вiдповiдно оператора-
ми ∂ux i ∂x + ux∂u i вiдняти другий наслiдок вiд першого, враховуючи
контактну умову (2.4). Тодi з системи (4.9) випливає також рiвняння
Φx + UXx = F − uxFux. У результатi маємо систему

Φx + UXx = F − uxFux, Φu + UXu = Fux,

Φux + UXux = 0.
(4.10)

Оберненi мiркування показують, що з (4.10) випливають рiвняння (2.4)
i (4.9). Отже, об’єднана система (2.4), (4.9) еквiвалентна системi (4.10).

Для завершення доведення достатньо перевiрити, що для будь-якої
функцiї F = F (t, x, u, ux) з (Fu, Fux) 6= (0, 0) система (4.10) має розв’язок
(X,U,Φ), який додатково задовольняє другу умову з (2.3).

Спочатку розглянемо випадок Fuxux 6= 0 i шукатимемо розв’яз-
ки з Xux 6= 0. Тодi третє рiвняння з (4.10) означає, що Φux 6= 0 i
U = −Φux/Xux, а два першi рiвняння набувають вигляду

Φx −
Xx

Xux

Φux = F − uxFux, Φu −
Xu

Xux

Φux = Fux. (4.11)

Умовою сумiсностi системи (4.11) як перевизначеної системи вiдносно Φ

є рiвняння

uxFuxuxXx + FuxuxXu + (Fx − uxFxux − Fuux)Xux = 0

вiдносно X. Оскiльки Fuxux 6= 0, це рiвняння має розв’язок X0 з X0
ux
6= 0.

Пiдстановка X0 у (4.11) дає сумiсну систему вiдносно Φ. Вiзьмемо
розв’язок Φ0 цiєї система i покладемо U 0 = −Φ0

ux
/X0

ux
. Вибраний набiр

(X0, U0,Φ0) задовольняє систему (4.10). Умова невиродженостi (2.3) та-
кож задовiльнено. Дiйсно, нехай це невiрно. Тодi U = Ψ(t,X) для деякої
функцiї Ψ двох аргументiв i з системи (4.9) випливає рiвнiсть

F = Φx + ΨXx + (Φu + ΨXu)ux + (Φux + ΨXux)uxx = Dx(Φ +
∫

Ψ dX),
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тобто (F,G) — тривiальний вектор, що зберiгається. Це суперечить по-
чатковому припущенню на (F,G).

Якщо Fuxux = 0, то в силу леми 4.2 без обмеження загальностi можна
вважати, що Fux = 0. Тодi Fu 6= 0. (Iнакше (F,G) був би тривiальним
вектором, що зберiгається, див. зауваження 4.3.) Очевидно, що набiр
(X,U,Φ) = (x, F, 0) задовольняє (4.10) i другу умову з (2.3).

Наслiдок 4.6. Кожна пара (L,F), де L — квазiлiнiйне рiвняння вигля-
ду (4.6), а F — його ненульовий закон збереження, G∼p -еквiвалентна
парi (L̃, F̃), де L̃ — також квазiлiнiйне рiвняння вигляду (4.6), а F̃ —
його закон збереження з характеристикою 1.

Доведення. Згiдно наслiдку 4.5, будь-який закон збереження квазi-
лiнiйного рiвняння вигляду (4.6) мiстить вектор густини (F,G) з
F = F (t, x, u). Тодi потрiбне твердження випливає з доведення леми 4.4
для випадку Fux = 0.

Наслiдок 4.7. dim CL(L) > 1 тодi i тiльки тодi, коли рiвняння L
можна (локально) звести контактним перетворенням до вигляду
ut = DxĤ(t, x, u, ux), де Ĥux 6= 0. Рiвняння L квазiлiнiйне тодi i тiль-
ки тодi, коли це контактне перетворення є продовженням точкового
перетворення.

Доведення. Припустимо, що dim CL(L) > 1. Фiксуємо ненульовий закон
збереження F рiвняння L. У силу леми 4.4 пару (L,F) можна звести
контактним перетворенням T до пари (L̃, F̃), де рiвняння L̃ має ви-
гляд ũt̃ = H̃(t̃, x̃, ũ, ũx̃, ũx̃x̃), а F̃ — його закон збереження з характерис-
тикою 1. Якщо рiвняння L квазiлiнiйне, перетворення T є продовжен-
ням точкового перетворення (див. наслiдок 4.7). Наявнiсть характерис-
тики 1 означає, що для деякого вектора (F̃ , G̃) з F̃ виконується рiвнiсть
Dt̃F̃ + Dx̃G̃ = ũt̃ − H̃. Отже, з точнiстю до доданку, що є нульовою
дивергенцiєю, маємо F̃ = ũ i H̃ = −Dx̃G̃. Для завершення доведення
достатньо покласти Ĥ = −G̃.
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Навпаки, нехай рiвняння L (локально) зводиться контактним пере-
творенням T до рiвняння ũt̃ = Dx̃Ĥ(t̃, x̃, ũ, ũx̃), де Ĥũx̃ 6= 0. Перетворене
рiвняння ũt̃ = Dx̃Ĥ має щонайменше один ненульовий закон збережен-
ня. Це закон збереження F̃ , що має характеристику 1. Прообраз закону
збереження F̃ вiдносно T є ненульовим законом збереження рiвняння L,
тобто dim CL(L) > 1. Якщо T — точкове перетворення, то рiвняння L по-
винно бути квазiлiнiйним як прообраз квазiлiнiйного рiвняння ũt̃ = Dx̃Ĥ

вiдносно цього перетворення.

Зауваження 4.4. Будь-який закон збереження рiвняння ut =

= DxĤ(t, x, u, ux) мiстить вектор густини (F,G), де F = F (t, x, u) i
G = −FuĤ + G0 з G0 = G0(t, x, u). Для такого вектору умова (4.8)
набуває вигляду Ft − (Fxu + Fuuux)Ĥ +G0

x +G0
uux = 0.

Зокрема, якщо додатково Fxu = Fuu = 0, то з умови (4.8) випли-
вають рiвняння G0

u = 0 i Ft + G0
x = 0, а тому Ftu = 0. В результатi

F = cu + F 0(t, x) для деякої сталої c i деякої функцiї F 0 = F 0(t, x). Це
означає, що вектор (F,G) при таких додаткових обмеженнях належить
закону збереження, лiнiйно залежному з законом збереження, що має
характеристику 1.

З наведених мiркувань також випливає, що простiр законiв збережен-
ня рiвняння ut = DxĤ(t, x, u, ux) одновимiрний, якщо права частина Ĥ
не є дробово-лiнiйною функцiєю вiд ux.

Лема 4.5. Будь-яка трiйка (L,F1,F2), де L — рiвняння вигля-
ду (4.6), а F1 i F2 — його лiнiйно незалежний закони збереження, G∼c -
еквiвалентна трiйцi (L̃, F̃1, F̃2), де L̃ — рiвняння того ж вигляду, а
F̃1 i F̃2 — його закони збереження з характеристиками 1 i x̃.

Доведення. Нехай рiвняння L має два лiнiйно незалежних закони збере-
ження F1 i F2. Фiксуємо збережний вектор (F 1, G1) у зведеному виглядi,
що належить F1. У силу леми 4.4 з точнiстю до G∼c -еквiвалентностi мож-
на вважати, що F 1 = u. Тодi з леми 4.2 випливає, що Huxxuxx = 0, а тому
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закон збереження F2 мiстить вектор густини (F 2, G2) з F 2 = F 2(t, x, u)

i G2 = G2(t, x, u, ux)

Покажемо, що iснує точкове перетворення еквiвалентностi вигля-
ду (2.6) з T (t) = t таке, що образи (F̃ 1, G̃1) i (F̃ 2, G̃2) векторiв (F 1, G1)

i (F 2, G2) еквiвалентнi збережним векторам з густинами ũ i x̃ũ вiдповiд-
но. Iншими словами, збережнi вектори необхiдно перетворити так, щоб
F̃ 1 = ũ + Dx̃Φ i F̃ 2 = x̃ũ + Dx̃Ψ для деяких функцiй Φ = Φ(t, x, u) i
Ψ = Ψ(t, x, u). У старих координатах умови на F̃ 1 i F̃ 2 набувають ви-
гляду DxΦ + UDxX = u i DxΨ + XUDxX = F 2 i їх можна розщепити
вiдносно ux до систем

Φx + UXx = u,

Φu + UXu = 0
i

Ψx +XUXx = F 2,

Ψu +XUXu = 0.

Пiсля виключення Φ i Ψ з цих систем перехресним диференцiюванням,
отримаємо умовиXxUu−XuUx = 1 iX = F 2

u . (F 2
xu, F

2
uu) 6= (0, 0), оскiльки

iнакше закони збереження F1 i F2 були б лiнiйно залежними (див. за-
уваження 4.4). Отже, взявши значення X = F 2

u , маємо (Xx, Xu) 6= (0, 0).
Це гарантує iснування функцiї U = U(t, x, u) , що задовольняє рiвняння
XxUu − XuUx = 1. Вибранi функцiї X i U очевидно є функцiонально
незалежними. Для таких X i U наведенi вище системи сумiснi вiдносно
Φ i Ψ.

Наслiдок 4.8. Будь-яка трiйка (L,F1,F2), де L — квазiлiнiйне рiвнян-
ня вигляду (4.6), а F1 i F2 — його лiнiйно незалежнi закони збережен-
ня, G∼p -еквiвалентна трiйцi (L̃, F̃1, F̃2), де L̃ — квазiлiнiйне рiвняння
вигляду (4.6), а F̃1 i F̃2 — його закони збереження з характеристика-
ми 1 i x̃.
Наслiдок 4.9. dim CL(L) > 2 тодi i тiльки тодi, коли рiвняння L
можна (локально) звести контактним перетворенням до вигляду
ut = D2

xȞ(t, x, u), де Ĥu 6= 0. Рiвняння L квазiлiнiйне тодi i тiльки
тодi, коли контактне перетворення є продовженням точкового пере-
творення.
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Доведення. Згiдно леми 4.5 з точнiстю до контактної еквiвалентностi
можна вважати, що рiвняння L має закони збереження F1 i F2 з харак-
теристиками 1 i x вiдповiдно. (Тут G∼c -еквiвалентнiсть можна замiнити
G∼p -еквiвалентнiстю, якщо рiвняння L квазiлiнiйне, див. наслiдок 4.8.)
Тодi iснують вектори густини (F 1, G1) ∈ F1 i (F 2, G2) ∈ F2 такi, що

DtF
1 +DxG

1 = ut −H, DtF
2 +DxG

2 = x(ut −H).

З точнiстю до еквiвалентностi збережних векторiв, породженої дода-
ванням нульових дивергенцiй, маємо, що F 1 = u i F 2 = xu. То-
му DxG

1 = −H i DxG
2 = −xH. Комбiнуючи цi рiвностi, отримаємо

G1 = −Dx(G
2 − xG1), тобто H = D2

x(G
2 − xG1). У результатi, рiвнян-

ня L буде зображено у виглядi ut = D2
xȞ(t, x, u), де Ȟ = G2 − xG1.

Навпаки, нехай рiвняння L зводиться контактним перетворенням T
до рiвняння ũt̃ = D2

x̃Ȟ(t̃, x̃, ũ), де Ĥũ 6= 0. Перетворене рiвняння
ũt̃ = D2

x̃Ȟ має щонайменше два лiнiйно незалежних закони збережен-
ня, наприклад, закони збереження з характеристиками 1 i x вiдповiдно.
Їх прообрази вiдносно T є лiнiйно незалежними законами збереження
рiвняння L, тобто dim CL(L) > 2. Якщо T — точкове перетворення, то
рiвняння L повинно бути квазiлiнiйним як прообраз квазiлiнiйного рiв-
няння ũt̃ = D2

x̃Ȟ вiдносно цього перетворення.

Лема 4.6. dim CL(L) > 3 тодi i тiльки тодi, коли рiвняння L можна
(локально) звести контактним перетворенням до лiнiйного рiвняння
з класу (4.6). Рiвняння L квазiлiнiйне тодi i тiльки тодi, коли таке
контактне перетворення є продовженням точкового.

Доведення. Нехай dim CL(L) > 3. Згiдно наслiдку 4.8 з точнiстю до G∼c -
еквiвалентностi рiвняння L можна взяти у виглядi ut = D2

xȞ(t, x, u), де
Ĥu 6= 0. G∼c -еквiвалентнiсть можна замiнити G∼p -еквiвалентнiстю, якщо
рiвняння L квазiлiнiйне. Тодi з умови (4.8) випливає, що кожен закон
збереження рiвняння L мiстить вектор густини (F,G), де F = F (t, x, u)
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i G = −FuĤ + G0 з G0 = G0(t, x, u) (див. зауваження 4.4). Додатково,
функцiї F i G0 повиннi задовольняти рiвняння

Fuu = 0, FuȞxu − FxuȞu +G0
u = 0, Ft + FuȞxx +G0

x = 0.

Перше рiвняння означає, що з точнiстю до еквiвалентностi збережних
векторiв, породженої додаванням нульових дивергенцiй, F = fu для де-
якої функцiї f = f(t, x). Виключення функцiї G0 з iнших рiвнянь пере-
хресним диференцiюванням приводить до умови ft + fxxȞu = 0. Якщо б
Ȟuu 6= 0, то з цiєї умови випливало б, що ft = fxx = 0, тобто f ∈ 〈1, x〉.
Iншими словами, за такої умови будь-який закон збереження рiвняння L
був би лiнiйною комбiнацiєю законiв збереження з характеристиками 1
i x. Оскiльки dim CL(L) > 3, то випадок Ȟuu 6= 0 неможливий. Умова
Ȟuu = 0 еквiвалентна лiнiйностi рiвняння ut = D2

xȞ(t, x, u).
Навпаки, припустимо, що рiвняння L можна звести контактним пе-

ретворенням T до лiнiйного рiвняння L̃ з класу (4.6). Простiр законiв
збереження будь-якого лiнiйного рiвняння (з достатньо гладкими ко-
ефiцiєнтами) нескiнченновимiрний. Отже, простiр CL(L) нескiнченно-
вимiрний як прообраз нескiнченно-вимiрного простору CL(L̃) вiдносно
взаємно-однозначного вiдображення з CL(L) на CL(L̃), породженого пе-
ретворенням T . Якщо T — точкове перетворення, то рiвняння L повинно
бути квазiлiнiйним як прообраз лiнiйного рiвняння L̃ вiдносно цього пе-
ретворення.

4.6. Лема Адамара для розшарувань

Модифiкуємо вiдому лему Адамара (див., наприклад, [31, тверджен-
ня 2.10]) для випадку розшарувань. Це потрiбно для дослiдження по-
тенцiальних законiв збереження. Надалi k, κ ∈ N, iндекс s змiнюється
вiд 1 до k, iндекс S — вiд 1 до K, iндекс σ — вiд 1 до κ.

Щоб пояснити основнi iдеї, вивчимо спочатку простий, але практично
значущий випадок загального результату.
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Припустимо, що B i N — многовиди. (N може складатися з одного
елементу.) Позначимо многовид B×N ×Rκ черезM . Розглянемо гладкi
функцiї g : B → Rk, ζ : B ×N → Rκ i f : B → R. Пов’яжемо функцiю f

з функцiєю f̂ : M → R, визначеною спiввiдношенням

f̂(y, z′, z′′) = f(y) ∀(y, z′, z′′) ∈M.

Лема 4.7. Нехай g : B → Rk — вiдображення максимального рангу на
пiдмноговидi Bg = {y ∈ B | g(y) = 0}. Функцiя f̂ рiвна нулю на пiдмно-
говидi Mg,h = {(y, z′, z′′) ∈ M | g(y) = 0, h(y, z′, z′′) := z′′ − ζ(y, z′) = 0}
тодi i тiльки тодi, коли iснує гладка функцiя λ : B → Rk така, що
∀y ∈ B: f(y) = λs(y)gs(y).

Доведення. Припустимо, що функцiя f̂ дорiвнює нулю на Mg,h. За-
фiксуємо довiльну точку y0 з Bg i деяку точку z′0 з N . Покладемо
z′′0 = ζ(y0, z

′
0). Точка (y0, z

′
0, z
′′
0) множини M належить Mg,h, а тому

f(y0) = f̂(y0, z
′
0, z
′′
0) = 0. Iншими словами, функцiя f щезає на всьому

пiдмноговидi Bg. Тодi з леми Адамара випливає бажаний результат.
Обернене твердження очевидне.

У лемi 4.7 у дiйсностi йдеться про системи алгебраїчних рiвнянь на
тривiальних розшаруваннях, кожна з яких розбита на двi пiдсистеми.
Рiвняння першої пiдсистеми є пiдняттям рiвнянь з бази B розглядувано-
го розшарування. Рiвняння другої пiдсистеми суттєво залежать вiд “ша-
рових змiнних”, тобто будь-яка їх ненульова комбiнацiя не є рiвнянням
першого типу. Будемо називати таку систему тривiально розшарованою,
оскiльки її розбиття є однаковим для усiх точок розшарування. Насправ-
дi, умову тривiального розшарування можна послабити i вимагати, щоб
системи мали принаймнi локальне зображення у виглядi пар пiдсистем з
описаними властивостями. Для розширення результату на загальнi роз-
шарування введемо деякi позначення (див., наприклад, [113]).

Розглянемо гладке розшарування (M,B, π, F ), де M — повний прос-
тiр розшарування, B — базовий простiр, F — шар, π : M → B — вiд-
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ображення проекцiї. Будемо писати (U,ϕ) для локальних тривiалiза-
цiй (або розшарованих мап) розшарування M , π−1(U)

ϕ
' U × F . Будь-

якiй точцi x ∈ π−1(U) вiдповiдає пара (y, z) = ϕ(x) ∈ B × F , тобто
y = π(x) = pr1(ϕ(x)) ∈ B i z = pr2(ϕ(x)) ∈ F .

Нехай H : M → RK , g : B → Rk i f : B → R — гладкi вiдображення,
Bg = {y ∈ B | g(y) = 0} iMH = {x ∈M | H(x) = 0} — множини розв’яз-
кiв систем g(y) = 0 i H(x) = 0 вiдповiдно. Функцiям f i g поставимо у
вiдповiднiсть їх пiдняття f ◦ π : M → R i g ◦ π : M → Rk вiдносно π.

Лема 4.8. Припустимо, що π(MH) = Bg i вiдображення g : B → Rk

має максимальний ранг на Bg. Тодi функцiя f◦π рiвна нулю наMH тодi
i тiльки тодi, коли iснує гладке вiдображення λ : B → Rk таке, що

f(y) = λs(y)gs(y) ∀y ∈ B. (4.12)

Доведення. Припустимо, що функцiя f ◦ π щезає на MH . Зафiксу-
ємо довiльну точку y0 з Bg. З умови π(MH) ⊃ Bg випливає, що
MH ∩ π−1(y0) 6= ∅. Нехай x0 ∈MH ∩ π−1(y0). Тодi f(y0) = f ◦ π(x0) = 0.
Iншими словами, функцiя f щезає на всiй множинi Bg. З леми Адамара
отримаємо рiвнiсть (4.12).

Навпаки, якщо функцiя f допускає зображення у виглядi (4.12), то
вона щезає на Bg, а тому функцiя f ◦ π щезає на π−1(Bg) ⊃MH .

Означення 4.8. Нехай гладкi вiдображення H : M → RK i g : B → Rk

мають максимальнi ранги на MH i Bg вiдповiдно. Систему H(x) = 0 на-
звемо розшарованою над базовою системою g(y) = 0, якщо π(MH) = Bg.

Означення 4.8 можна переформулювати у термiнах зв’язку мiж сис-
темами H(x) = 0 i g(y) = 0. Це переформулювання виправдовує назву
“розшарована система”.

Так, умова π(MH) ⊂ Bg еквiвалентна тому, що пiдняття системи
g(y) = 0 є наслiдком системи H(x) = 0. Дiйсно, умову π(MH) ⊂ Bg мож-
на записати як MH ⊂ π−1(Bg), тобто пiдняття g ◦π щезає на MH . Згiдно
леми Адамара, за умови максимальностi рангу вiдображення H на MH
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iснують гладкi функцiї ΛsS : M → R такi, що gs ◦ π(x) = ΛsS(x)HS(x).
Звiдси випливає, що кожне з рiвнянь gs(y) = 0 є комбiнацiєю рiвнянь
системи H(x) = 0. Навпаки, якщо система g ◦ π(x) = 0 є наслiдком
системи H(x) = 0, то π(MH) ⊂ Bg.

Умова π(MH) ⊃ Bg означає, що для будь-якого розв’язку y0 систе-
ми g(y) = 0 iснує розв’язок x0 системи H(x) = 0 з π(x0) = y0. Роз-
глянемо функцiю f : B → R, пiдняття f ◦ π якої щезає на MH . Тодi
f(y0) = f ◦ π(x0) = 0. У результатi f щезає на Bg i, оскiльки функ-
цiя g має максимальний ранг на Bg, в силу леми Адамара отримаємо,
що f(y) = λs(y)gs(y) для деяких гладких функцiй λs : B → R, тобто
рiвняння f(y) = 0 є комбiнацiєю рiвнянь системи g(y) = 0.

Наведенi вище аргументи пiдсумуємо в наступному твердженнi.

Твердження 4.7. Припустимо, що g : B → Rk i H : M → RK — гладкi
вiдображення, що мають максимальнi ранги на множинах Bg i MH

вiдповiдно. Тодi система H(x) = 0 розшарована над базовою систе-
мою g(y) = 0 тодi i тiльки тодi, коли пiдняття g(π(x)) = 0 системи
g(y) = 0 (по проекцiї π) є наслiдком системи H(x) = 0 i для будь-якого
розв’язку y0 системи g(y) = 0 iснує розв’язок x0 системи H(x) = 0

такий, що π(x0) = y0. З розшарованостi також випливає, що проек-
цiя будь-якої комбiнацiї рiвнянь системи H(x) = 0, що є пiдняттям
рiвняння на B, є наслiдком системи g(y) = 0.

Нехай h : M → Rκ — гладке вiдображення. Пiд вертикальним рангом
вiдображення h у точцi x ∈ M розумiємо ранг обмеження дотичного
вiдображення Txh до h на вертикальний пiдпростiр дотичного простору
TxM многовиду M у точцi x. (Цей вертикальний пiдпростiр — дотичний
простiр до шару в x.) Якщо (U,ϕ) — будь-яка тривiалiзацiя в околi точки
x i ϕ(x) = (y, z), то вертикальний ранг вiдображення h у x спiвпадає з
рангом матрицi ∂z(h ◦ ϕ−1)(y, z).

Теорема 4.6. Нехай система H(x) = 0 розшарована над системою
g(y) = 0, де g : B → Rk, H : M → RK, k 6 dimB i K 6 dimM . Припус-
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тимо, що x0 ∈ MH , y0 = π(x0) i H має сталий вертикальний ранг κ в
околi точки π−1(y0) ∩MH у M . Тодi K = k + κ i в околi O0 точки x0

у M система H(x) = 0 еквiвалентна об’єднанню систем g(π(x)) = 0 i
h(x) = 0, де h : O0 → Rκ — гладка функцiя з вертикальним рангом κ.

Доведення. Виберемо розшаровану мапу (U,ϕ) в околi точки y0 i покла-
демо z0 = pr2(ϕ(x0)). Нехай (y1, . . . , yn, z1, . . . , zm) — локальнi коорди-
нати в околi точки (y0, z0) в U × F , де n = dimB i m = dimF . Нада-
лi можна припускати, що B i F — вiдкритi пiдмножини просторiв Rn

i Rm вiдповiдно. Позначимо y′′ = (y1, . . . , yK−κ), y′ = (yK−κ+1, . . . , yn),
z′′ = (z1, . . . , zκ) i z′ = (zκ+1, . . . , zm). З точнiстю до перенумерацiї y- i
z-змiнних можна вважати, що |∂(H ◦ ϕ−1)/∂(y′′, z′′)| 6= 0 у точцi (y0, z0).
H ◦ ϕ−1(y0, z0) = 0. За теоремою про неявну функцiю iснують околи V ′,
V ′′,W ′,W ′′ точок y′0, y′′0 , z′0, z′′0 у проекцiях множини U×F на змiннi y′, y′′,
z′, z′′ вiдповiдно i гладкi вiдображення θ : V ′×W ′ → V ′′, ζ : V ′×W ′ → W ′′

такi, що H ◦ ϕ−1(y, z) = 0 у Õ = V ′′ × V ′ ×W ′′ ×W ′ тодi i тiльки тодi,
коли y′′ = θ(y′, z′) i z′′ = ζ(y′, z′). Похiдна ∂θ/∂z′ тотожно щезає, оскiль-
ки iнакше rank ∂H/∂z > κ для деяких точок у Õ, тобто у дiйсностi
θ : V ′ → V ′′ i y′′ = θ(y′). Зауважимо, що y′′0 = θ(y′0) i z′′0 = ζ(y′0, z

′
0).

Оскiльки для будь-якого розв’язку (в V ′′ × V ′) системи y′′ = θ(y′)

iснує розв’язок системи z′′ = ζ(y′, z′) у W ′′ ×W ′ (наприклад, z′ = z′0 i
z′′ = ζ(y′, z′0)), то π(MH ∩O0) = {y ∈ π(O0) | y′′ = θ(y′)} ⊂ Bg∩π(O0), де
O0 = ϕ−1(Õ), а тому π(O0) = V ′′×V ′. Отже, множина проекцiй дотичних
векторiв до MH у точках з π−1(y0) ∩ MH ∩ O0 спiвпадає з дотичним
простором до π(MH ∩O0) у y0, який має розмiрнiсть n−K + κ.

У результатi для будь-якого x ∈ π−1(y0) ∩ MH можна побудувати
окiл O точки x у M такий, що π(MH ∩ O) ⊂ Bg ∩ π(O) i множина
проекцiй дотичних векторiв до MH у точках з π−1(y0) ∩MH ∩ O є (n −
−K+κ)-вимiрним векторним простором. Можна вибрати скiнченну або
злiченну множину {Oi} таких околiв, що накривають π−1(y0)∩MH . Тому
множина проекцiй дотичних векторiв до MH у точках з π−1(y0) ∩MH
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є щонайбiльше злiченним об’єднанням (n−K + κ)-вимiрних векторних
просторiв. У той же час, вона має спiвпадати з (n−k)-вимiрним дотичним
простором до Bg у y0, оскiльки π(MH) = Bg. З цього випливає1, що
k = K−κ, а тому π(MH ∩O0) = Bg ∩π(O0), тобто в силу леми Адамара
системи y′′ = θ(y′) i g(y) = 0 еквiвалентнi на π(O0). Остаточно, система
H(x) = 0 еквiвалентна об’єднанню систем g(π(x)) = 0 i h(x) = 0 на
O0, де h : O0 → Rκ — гладка функцiя, що задана спiввiдношенням h ◦
◦ ϕ−1(y, z) = z′′ − ζ(y′, z′) i тому має вертикальний ранг κ.

Зауваження 4.5. З доведення теореми 4.6 випливає, що будь-яка роз-
шарована система (за умови сталого вертикального рангу вiдповiдного
вiдображення на пiдмноговидi її розв’язкiв) локально має структуру три-
вiально розшарованої системи, про яку йдеться у лемi 4.7.

4.7. Розшарованi системи диференцiальних
рiвнянь

Усi потенцiальнi фрейми над системами диференцiальних рiвнянь, якi
дослiджено у наступних пiдроздiлах, є частковими випадками бiльш за-
гального поняття розшарування систем диференцiальних рiвнянь.

Нехай L̄ — система L̄(x, u(ρ̄), v(ρ̄)) = 0 l̄ диференцiальних рiвнянь
L̄1 = 0, . . . , L̄l̄ = 0 для m + p невiдомих функцiй u = (u1, . . . , um) i
v = (v1, . . . , vp) вiд n незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn), а L — систе-
ма L(x, u(ρ)) = 0 l диференцiальних рiвнянь L1 = 0, . . . , Ll = 0 для m
невiдомих функцiй u.

Для кожного k ∈ N ∪ {0} розглянемо проекцiю $k : Jk(x|u, v) →
→ Jk(x|u): $k(x, u(k), v(k)) = (x, u(k)). Будь-яка диференцiальна функ-
цiя G = G[u] : Jk(x|u) → R природно пов’язана зi своїм пiдняттям

1Якщо n − K + κ < n − k, то мiра Лебега (у дотичному просторi Ty0Bg) кожного iз злiченної
кiлькостi (n − K + κ)-вимiрних пiдпросторiв дорiвнює 0. Це суперечить факту, що їх об’єднання
спiвпадає з Ty0Bg.
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G[u, v] ◦$k : Jk(x|u, v)→ R вiдносно $k: G◦$k(x, u(k), v(k)) = G(x, u(k)).
Можна також розглядати проекцiю $ : J∞(x|u, v)→ J∞(x|u), обмежен-
ня якої на Jk(x|u, v) спiвпадає з $k i iндукує пiдняття диференцiальних
функцiй вiд u довiльного (скiнченного) порядку. Надалi операцiю пiд-
няття зазвичай не будемо вказувати явно. Щоб застосувати, зокрема,
звичайну i розширену характеристичнi форми законiв збереження i ле-
му Адамара, необхiдно накласти обмеження, що обидвi системи L i L̄
цiлком невиродженi. Означення розшарованих систем диференцiальних
рiвнянь добре узгоджується з загальним поняттям розшарування i геоме-
тричною iнтерпретацiєю систем диференцiальних рiвнянь як многовидiв
у просторi струменiв.

Означення 4.9. Систему L̄ назвемо розшарованою над базовою систе-
мою L, якщо L i L̄ цiлком невиродженi i $k(L̄(k)) = L(k) для кожного
k ∈ N.

Природно позначити це спiввiдношення мiж L̄ i L через $L̄ = L. По-
дiбно алгебраїчному випадку (див. попереднiй пiдроздiл), означення 4.9
допускає переформулювання, яке обґрунтовує назву “розшарована систе-
ма”, у термiнах зв’язку мiж системами L̄ i L. А саме, система L̄ розшаро-
вана над системою L тодi i тiльки тодi, коли кожне рiвняння системи L
(точнiше, його пiдняття) є диференцiальним наслiдком системи L̄ i для
будь-якого локального розв’язку u = u0(x) системи L iснують локаль-
нi розв’язки системи L̄|u=u0 = 0 вiдносно v. З розшарованостi також
випливає, що будь-який диференцiальний наслiдок системи L̄, який не
залежить вiд функцiй vs та їх похiдних, є диференцiальним наслiдком
(точнiше, пiдняттям диференцiального наслiдку) системи L. У термiнах
множин розв’язкiв, лист u = u0(x), де u0(x) — фiксований розв’язок
системи L, є множиною розв’язкiв системи L̄(x, u0

(ρ̄), v(ρ̄)) = 0.

Означення 4.10. Система L̄ є сильно розшарованою над базовою систе-
мою L, якщо L̄ розшарована над L i кожне з рiвнянь, що зображають L,
можна включити у мiнiмальну множину рiвнянь, що утворюють L̄.
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Iснують розшарованi системи, якi не є сильно розшарованими. На-
приклад, система L̄, утворена рiвняннями u2

x = u1, vx = u2 i vt = u1, роз-
шарована, але не сильно розшарована над системою L, що складається з
рiвнянь u2

x = u1 i u2
t = u1

x. Дiйсно, рiвняння u2
t = u1

x є диференцiальним
наслiдком системи L̄ i його не можна включити у мiнiмальну множину
рiвнянь, що зображають L̄. Перехресне диференцiювання двох останнiх
рiвнянь системи L̄ є єдиним способом виключення похiдних вiд v з L̄.
Отже, будь-який диференцiальний наслiдок системи L̄, в якому не зу-
стрiчається v, є диференцiальним наслiдком системи L. Цей приклад
прямо пов’язаний з основним предметом подальшого розгляду, оскiльки
обидвi системи є потенцiальними системами (1 + 1)-вимiрного лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi, див. системи (А.1) i (А.3) при A = 1.

Якщо система L̄ розшарована над L, завжди вважаємо, що макси-
мально можливу кiлькiсть l̂ рiвнянь системи L включено у мiнiмальну
множину рiвнянь, що утворюють i канонiчно зображають L̄. Без обме-
ження загальностi також можна вважати, що цi рiвняння є першими l̂
рiвняннями обох систем. Таке зображення систем L̄ i L назвемо канонiч-
ним розшаруванням системи L̄ над L. Розшарування є сильним тодi i
тiльки тодi, коли l̂ = l.

У попередньому прикладi маємо l̂ = 1, оскiльки множина рiвнянь
u2
x = u1, vx = u2 i vt = u1, що канонiчно зображають L̄, включає тiльки

одне рiвняння (u2
x = u1) з L i не може включати бiльше рiвнянь з L.

Пiдняття будь-якого збережного вектора системи L по $ очевид-
но є збережним вектором системи L̄, який додатково не залежить вiд
похiдних функцiй v. У силу леми 4.8, справедливе також обернене
твердження. А саме, будь-який збережний вектор системи L̄, що не за-
лежить вiд похiдних функцiй v, є пiдняттям вектора системи L по $. Це
обґрунтовує наступне означення.

Означення 4.11. Закон збереження F̄ системи L̄ назвемо пiдняттям
по $ закону збереження F системи L (тобто F̄ = $∗F) або iндукованим
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цим законом збереження, якщо iснує вектор густини F̄ ∈ F̄ , який є
пiдняттям вектора густини F ∈ F .

Використовуючи означення 4.11, можна переформулювати наведенi
результати про пiдняття векторiв, що зберiгаються.

Твердження 4.8. Закон збереження F̄ системи L̄ iндуковано законом
збереження F системи L тодi i тiльки тодi, коли F̄ мiстить вектор
густини, не залежний вiд похiдних функцiй v. Цей вектор обов’язково
є пiдняттям вектора густини з F .

Означення 4.12. Нехай L̄ — канонiчно розшарована над L. Набiр
λ = (λ1[u, v], . . . , λl+l̄−l̂[u, v]) називають розширеною характеристикою
закону збереження F̄ системи L̄, якщо деякий вектор густини F̄ ∈ F̄
задовольняє умову

DiF̄
i =

l∑
µ=1

λµLµ +
l̄−l̂∑
ν=1

λl+νL̄l̂+ν. (4.13)

На вiдмiну вiд означення звичайної характеристики, в якому вико-
ристовують мiнiмальну множину канонiчних рiвнянь, що зображають
розглядувану систему, в означеннi розширеної характеристики канонi-
чно розшарованої системи мiнiмальну множину доповнюють рiвняння-
ми, якi канонiчно зображають базову систему i не належать мiнiмальнiй
множинi рiвнянь розшарованої системи.

Означення 4.13. Звичайну або розширену характеристику системи L̄
назвемо iндукованою характеристикою системи L, якщо набiр компонент
характеристики, що вiдповiдають пiдняттям рiвнянь з L, є пiдняттям
характеристики системи L, а iншi компоненти характеристики щезають.

Якщо розширена характеристика λ iндукована характеристикою сис-
теми L, визначальна рiвнiсть (4.13) набуває вигляду DiF̄

i = λµ[u]Lµ[u],

тобто повна дивергенцiя вiдповiдного вектора густини F̄ є функцiєю
тiльки вiд x i похiдних функцiй u.
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Теорема 4.7. Нехай система L̄ — канонiчно розшарована з базовою
системою L. Закон збереження системи L̄ iндукується законом збере-
ження системи L тодi i тiльки тодi, коли вiн має розширену харак-
теристику, iндуковану характеристикою системи L.

Доведення. Припустимо, що F̄ — закон збереження системи L̄, iнду-
кований законом збереження системи L. В силу твердження 4.8 вiн
мiстить вектор густини F̄ , який не залежить вiд похiдних функцiй v.
Умова DiF̄

i|L̄ = 0 означає, що диференцiальна функцiя DiF̄
i (поряд-

ку r 6 ord(F̄ 1, . . . , F̄ n) + 1) щезає на многовидi L̄(r), визначеному в
просторi струменiв Jr(x |u, v) системою L̄ та її диференцiальними на-
слiдками. Оскiльки L̄ розшарована над L, то $r(L̄(r)) = L(r). В силу ле-
ми 4.8 iснують такi функцiї λ̆µ̆ тiльки вiд x i похiдних функцiй u до
порядку r включно, що DiF̄

i = λ̆µ̆L̆µ̆. Тут рiвняння L̆µ̆ = 0, µ̆ = 1, . . . , l̆

утворюють вiдповiдну множину диференцiальних наслiдкiв системи L
i мають (як диференцiальнi рiвняння) порядок не вище r. Використо-
вуючи стандартний метод виведення характеристичної форми законiв
збереження [31], iнтегруємо по частинах праву частину останньої рiв-
ностi i отримуємо DiF̃

i = λµLµ, де F̃ i i λµ — функцiї вiд x i похiд-
них функцiй u. Вектори F̄ i F̃ , що зберiгаються, еквiвалентнi, оскiль-
ки їх рiзниця щезає на L. Тому набiр (λ1[u], . . . , λl[u]) є характеристи-
кою системи L, асоцiйованою з вектором F̃ , який належить закону збе-
реження системи L, iндукованому законом збереження F̄ . Отже, набiр
(λ1[u], . . . , λl[u], λl+1 = 0, . . . , λl+l̄−l̂ = 0) є розширеною характеристикою
розшарованої системи L̄, асоцiйованої з законом збереження F̄ i iндуко-
ваної характеристикою (λ1[u], . . . , λl[u]) базової системи L.

Навпаки, нехай набiр (λ1, . . . , λl+l̄−l̂) — розширена характеристика
розшарованої системи L̄, асоцiйована iз законом збереження F̄ та iн-
дукована характеристикою (λ1, . . . , λl) базової системи L. Це означає,
що λ1 = λ1[u], . . . , λl = λl[u], λl+1 = 0, . . . , λl+l̄−l̂ = 0, а F̄ має та-
кий вектор густини F̄ = F̄ [u, v], що DiF̄

i = λµLµ. Оскiльки права ча-
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стина λµLµ залежить тiльки вiд x i похiдних функцiй u, то iз рiвностi
DiF̄

i = λµLµ i наслiдку 4.1 випливає, що iснує збережний вектор F̃ сис-
теми L̄, який залежить тiльки вiд x i похiдних функцiй u i є еквiвален-
тним вектору F̄ . Отже, закон збереження F̄ мiстить вектор F̃ i тому,
в силу твердження 4.8, вiн iндукований законом збереження базової сис-
теми L.

Iз доведення теореми 4.7 також випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.10. Розширену характеристику системи L̄ iндуковано ха-
рактеристикою системи L, якщо її компоненти, що вiдповiдають пiд-
няттям рiвнянь системи L, не залежать вiд похiдних функцiй v, а
iншi її компоненти щезають.

У загальному випадку рiвнiсть DiF̃
i = λµLµ не є характеристичною

формою закону збереження системи L̄, що мiстить вектор густини F ,
оскiльки деякi рiвняння, що канонiчно зображають L, вiдсутнi у канонiч-
ному розшаруваннi системи L̄. Сильна розшарованiсть гарантує вклю-
чення всiх рiвнянь L1 = 0, . . . , Ll = 0 у канонiчне розшарування.

Наслiдок 4.11. Закон збереження канонiчно сильно розшарованої сис-
теми L̄ iндуковано законом збереження базової системи L тодi i тiль-
ки тодi, коли вiн має характеристику, iндуковану характеристикою
системи L.

4.8. Двовимiрнi потенцiальнi системи

Щоб простiше пояснити деякi необхiднi поняття та iдеї доведень, розгля-
немо випадок двох незалежних змiнних. Для такого розгляду iснує кiль-
ка додаткових причин. Цей випадок є особливим, зокрема, щодо можли-
вої (сталої) невизначеностi пiсля введення потенцiалiв i завдяки високiй
ефективностi застосування потенцiальних симетрiй. Тiльки в цьому ви-
падку просте введення, згiдно теореми 4.3, потенцiалiв за довiльною скiн-
ченною множиною законiв збереження приводить до абелевого накриття
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розглядуваної системи, i будь-яке абелеве накриття можна отримати у
такий спосiб.

Позначимо незалежнi змiннi через t i x. Збережний вектор системи L
вiд двох незалежних змiнних t i x — це пара (F,G) диференцiальних
функцiй вiд u, повна дивергенцiя якої щезає на всiх розв’язках систе-
ми L, тобто (DtF + DxG)|L = 0. Тут Dt i Dx — оператори повного
диференцiювання по t i x. Компоненти F i G називають вiдповiдно гу-
стиною i потоком збережного вектора (F,G). Збережнi вектори (F,G)

i (F ′, G′) еквiвалентнi i тому асоцiйованi з тим самим законом збере-
ження, якщо iснують такi диференцiальнi функцiї F̂ , Ĝ i H вiд u, що
F̂ (Ĝ) щезає на L(k), де k = ordF (k = ordG), F ′ = F + F̂ + DxH,
G′ = G+ Ĝ−DtH.

Будь-який збережний вектор (F,G) системи L дозволяє ввести нову
залежну (потенцiальну) змiнну v за допомогою спiввiдношень vx = F ,
vt = −G. Щоб побудувати декiлька потенцiалiв за один крок, необхiдно
використати декiлька збережних векторiв, асоцiйованих з лiнiйно неза-
лежними законами збереження, оскiльки iнакше потенцiали будуть за-
лежними у наступному сенсi: iснує лiнiйна комбiнацiя потенцiалiв, яка,
з точнiстю до нехтовного сталого доданку, є диференцiальною функцiєю
тiльки вiд u (див. твердження (4.9) нижче). У випадку двох незалежних
змiнних можна також ввести бiльш загальне поняття залежностi потен-
цiалiв [236].

Нехай v1, . . . , vp — потенцiали системи L. Через Lp позначимо систе-
му, скомбiновану з L i рiвнянь, що визначають потенцiали v1, . . . , vp.

Означення 4.14. Потенцiали v1, . . . , vp назвемо залежними на мно-
жинi розв’язкiв системи L (або скорочено залежними), якщо iснують
r′ ∈ N i функцiя Ω змiнних t, x, u(r′), v1, . . . , vp такi, що Ωvs 6= 0 для
деякого s, 1 6 s 6 p, i Ω(t, x, u(r′), v

1, . . . , vp) = 0 для будь-якого розв’яз-
ку (u, v1, . . . , vp) системи Lp (з точнiстю до калiбрувальних перетворень,
тобто з точнiстю до додавання сталих до потенцiалiв).
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Доведення локальної залежностi або незалежностi потенцiалiв здає-
ться неможливим для загальних класiв диференцiальних рiвнянь, оскiль-
ки це тiсно пов’язано з точним описом структури вiдповiдних законiв
збереження. Приклади такого доведення для часткових класiв диферен-
цiальних рiвнянь (рiвнянь конвекцiї–дифузiї i лiнiйних параболiчних рiв-
нянь) наведено в [236,241].
Твердження 4.9. Якщо вектори, що зберiгаються, системи L нале-
жать лiнiйно залежним законам збереження, то асоцiйованi потен-
цiали локально залежнi на множинi розв’язкiв системи L.

Доведення. Нехай (F s, Gs), s = 1, p, — вектори, що зберiгаються, систе-
ми L такi, що вiдповiднi закони збереження лiнiйно залежнi. Це означає,
що csF s = F̂ + DxH, csGs = Ĝ − DtH для деяких сталих cs, деяких
диференцiальних функцiй F̂ , Ĝ i H вiд u, де F̂ i Ĝ щезають на L(k) для
деякого k. Для кожного s потенцiал vs, асоцiйований з вектором (F s, Gs),
задовольняє рiвняння vsx = F s i vst = −Gs. Отже, csvsx = DxH + F̂ i
csv

s
t = DtH− Ĝ, тобто csvs−H = c = const на множинi розв’язкiв систе-

ми L. У результатi потенцiали vs локально залежнi з Ω = csv
s−H. (Ста-

ла c нехтовна завдяки калiбрувальним перетворенням потенцiалiв.)

Твердження 4.10. Припустимо, що два набори потенцiалiв асоцiйо-
ванi з наборами векторiв, що зберiгаються, якi еквiвалентнi у такому
сенсi: будь-який вектор кожного набору еквiвалентний лiнiйнiй комбi-
нацiї векторiв з iншого набору. Тодi потенцiали в цих наборах одноча-
сно або локально залежнi, або локально незалежнi на множинi розв’яз-
кiв системи L. Будь-який потенцiал з кожного набору є лiнiйною ком-
бiнацiєю потенцiалiв з iншого набору з додатковим доданком, що є ди-
ференцiальною функцiєю залежних змiнних вихiдної системи.

Набори потенцiалiв, що задовольняють умови твердження 4.10, при-
родно назвати еквiвалентними. З твердження 4.10 випливає, що, з точ-
нiстю до еквiвалентностi наборiв потенцiалiв, будь-яка потенцiальна сис-
тема асоцiйована з пiдпростором простору законiв збереження вихiдної
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системи i не залежить вiд вибору базису в цьому пiдпросторi або векторiв
густини, що зображають елементи базису.

У випадку, коли L — окреме рiвняння, пари рiвнянь, що визначають
потенцiали, утворюють повну потенцiальну систему, якщо щонайменше
одна з них вiдповiдає неособливiй характеристицi (оскiльки в цьому ви-
падку L — диференцiальний наслiдок цiєї пари). Як правило, потенцi-
альнi системи такого типу допускають багато нетривiальних симетрiй,
а тому є цiкавими. Зауважимо, що у випадку l = 1 характеристику
λ = λ[u] називають особливою, якщо диференцiальне рiвняння λ[u] = 0

має розв’язок u = u(x). Важливiсть розрiзнення особливих i неособливих
характеристик вiдзначено в [70].

Припустимо, що система L має p лiнiйно незалежних локальних за-
конiв збереження з векторами густини (F s, Gs), s = 1, p. Введемо потен-
цiали v1, . . . , vp, асоцiйованi з цим набором векторiв, за формулами

vsx = F s[u], vst = −Gs[u], (4.14)

вважаючи додатково, що цi потенцiали локально незалежнi на множинi
розв’язкiв системи L. Канонiчне зображення вiдповiдної потенцiальної
системи Lp складається з потенцiальної частини (4.14) i системи L, з
якої виключено пiдсистему рiвнянь, що є диференцiальними наслiдка-
ми iнших рiвнянь системи L i потенцiальної частини, узятих разом. Це
зображення дає канонiчне розшарування системи Lp над системою L.
Надалi iндекс ν пробiгає множину N номерiв рiвнянь з L, що входять
до канонiчного зображення системи Lp. Зауважимо, що повна кiлькiсть
таких рiвнянь бiльше або дорiвнює l− p, причому далеко не завжди до-
рiвнює l − p. Iндекс ν ′ пробiгає множину N ′ = {1, . . . , l}\N .

Як зазначено, набори потенцiалiв v = (v1, . . . , vp) i ṽ = (ṽ1, . . . , ṽp),
асоцiйованi з одним i тим самим p-вимiрним пiдпростором законiв збере-
ження CL(L) системи L, можна вважати еквiвалентними. Iншими сло-
вами, набори потенцiалiв v i ṽ еквiвалентнi, якщо iснують такi диферен-
цiальнi функцiї Φs[u] i сталi csσ, що визначник |csσ| 6= 0 i перетворення
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ṽs = csσv
σ+Φs[u] (змiннi x i похiднi функцiй u не перетворюють) вiдобра-

жає систему Lp, асоцiйовану з v, у систему L̃p, асоцiйовану з ṽ. Набори
(F s, Gs, s = 1, p) i (F̃ s, G̃s, s = 1, p) з потенцiальних частин цих систем
пов’язанi формулами (F̃ s−csσF σ−DtΦ

s)
∣∣
L= 0 i (G̃s−csσGσ+DxΦ

s)
∣∣
L= 0.

Будемо також казати, що Lp i L̃p еквiвалентнi як потенцiальнi системи
системи L.

Для коректного використання характеристичної форми (4.1) законiв
збереження системи L i Lp мають бути цiлком невиродженими у де-
якому сенсi. У загальному випадку достатньо важко вивести цiлковиту
невиродженiсть системи Lp у звичайному сенсi [31] iз вiдповiдної власти-
востi системи L. Тому використаємо наступний прийом, що ґрунтується
на спецiальнiй структурi потенцiальної частини (4.14) системи Lp. Для
будь-якого k ∈ N ∪ {0} замiнимо звичайнi простори струменiв Jk(x|u) i
Jk(x|u, v) навантаженим простором струменiв Jk% (x|u) з наперед визна-
ченою вагою % i навантаженим простором струменiв Jk% (x|u, v), у якому
вагу % розширено на похiднi потенцiалiв v за правилом

%(vsα) = max
(
0, %(F s)− 1, %(Gs)− 1

)
+ |α|.

Зауважимо, що окрiм цього правила iснує багато рiзних способiв такого
розширення. Основне правило для навантаження потенцiалiв полягає у
тому, що ваги лiвих частин рiвняння (4.14) мають бути бiльшими або
рiвними, нiж ваги вiдповiдних правих частин. Нагадаємо, що вага %(H)

будь-якої диференцiальної функцiї H дорiвнює максимальнiй вазi змiн-
них, що явно виникають у H. Для того, щоб розширення ваги % було ка-
нонiчним (з точнiстю до перестановки потенцiалiв) у класi потенцiальних
систем, еквiвалентних системi Lp, потрiбно вибирати той з еквiвалент-
них наборiв потенцiалiв, який має мiнiмальну суму

∑
s %(vs). Струменi

над простором (x|u) необхiдно навантажувати для дослiдження iєрар-
хiй потенцiальних систем, оскiльки система L може бути потенцiальною
системою деякої системи для частини невiдомих функцiй ua, де iншi ua

є потенцiалами попереднього рiвня. На першому кроцi цiєї рекурсивної
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процедури всiм залежним змiнним будь-якої вихiдної системи в iєрархiї
потенцiальних систем приписують ваги 0.

Лема 4.9. Система L цiлком невироджена за деякою вагою тодi i
тiльки тодi, коли потенцiальна система Lp цiлком невироджена за
цiєю вагою, розширеною на похiднi потенцiалiв.

Доведення. Повну множину Lp[k] незалежних диференцiальних наслiдкiв
системи Lp, якi мають розширенi ваги не вище k, вичерпують рiвняння

L̆µ̆ = 0, µ̆ = 1, . . . , l̆, vs(0,j′+1) = Dj′

xF
s, vs(i+1,j) = −Di

tD
j
xG

s.

Тут рiвняння L̆µ̆ = 0, µ̆ = 1, . . . , l̆, утворюють повну множину L[k] не-
залежних диференцiальних наслiдкiв системи L з вагами не вище k,
vs(i,j) = ∂i+jvs/∂ti∂xj, i, j > 0. Для кожного s iндекси j′ i (i, j) пробi-
гають множини i, j, j′ > 0, %(vs) + j′ < k i %(vs) + i+ j < k.

Очевидно, що для будь-якого k ∈ N система Lp[k] має максимальний
ранг на многовидi Lp[k] у навантаженому просторi струменiв Jk% (x|u, v)

тодi i тiльки тодi, коли система L[k] має максимальний ранг на многови-
дi L[k]. Локальна розв’язнiсть системи Lp випливає з локальної розв’яз-
ностi системи L та умов сумiсностi для потенцiальної частини i зумовлює
локальну розв’язнiсть системи L, оскiльки L — пiдсистема Lp.

Бiльш того, $[k](Lp[k]) = L[k] для будь-якого k ∈ N, оскiльки Lp[k] —
тривiально розшарована система алгебраїчних рiвнянь над базовою сис-
темою L[k]. Отже, двовимiрнi потенцiальнi системи утворюють частко-
вий випадок розшарованих систем диференцiальних рiвнянь, а тому
всi твердження пiдроздiлу 4.7 справедливi для законiв збереження та-
ких систем. (Тiльки в доведенi теорем 4.7 порядки i звичайнi простори
струменiв потрiбно замiнити вагами тих самих об’єктiв i навантажени-
ми просторами струменiв вiдповiдно.) У той же час, завдяки спецiаль-
нiй структурi двовимiрних потенцiальних систем можна довести бiльш
сильнi твердження про зв’язок мiж законами збереження, iндукованими
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законами збереження вiдповiдних вихiдних систем, i локальнiстю асоцi-
йованих характеристик.

Лема 4.10. Якщо характеристика двовимiрної потенцiальної системи
залежить тiльки вiд локальних (тобто незалежних i непотенцiаль-
них залежних) змiнних, то асоцiйований закон збереження потенцi-
альної системи має вектор густини, який також не залежить вiд
потенцiалiв.

Доведення. Припустимо, що потенцiальна система Lp має характеристи-
ку (αs, βs, γν, s = 1, p, ν ∈ N ), яка не залежить вiд потенцiалiв v1, . . . , vp.
(Завдяки системi (4.14) залежнiстю характеристики вiд похiдних потен-
цiалiв ненульового порядку можна знехтувати з точнiстю до вiдношення
еквiвалентностi характеристик.) Компоненти αs, βs i γν є диференцiаль-
ними функцiями вiд u i вiдповiдають рiвнянням vst = −Gs, vsx = F s i
Lν = 0. Отже, iснує вектор (F,G), що зберiгається, потенцiальної систе-
ми Lp такий, що

DtF +DxG = αs(vst +Gs) + βs(vsx − F s) + γνLν =: V. (4.15)

Оскiльки диференцiальна функцiя V = V [u, v] — повна дивергенцiя, то
значення розширеного оператора Ейлера E = (Eu1, . . . ,Eum, Ev1, . . . ,Evp)

на V є набором з m+ p нулiв. Зокрема,

−Evs V = Dtα
s +Dxβ

s = 0,

тобто набiр (αs[u], βs[u]) є нульовою дивергенцiєю. Згiдно теореми 4.3
для кожного s iснує диференцiальна функцiя Φs[u] така, що αs = DxΦ

s

i βs = −DtΦ
s. Покладемо

F̂ = F + Φs(vsx − F s), Ĝ = G− Φs(vst +Gs).

Тодi рiвняння (4.15) можна переписати у виглядi

DtF̂ +DxĜ = ΦsDt(v
s
x − F s)− ΦsDx(v

s
t +Gs) + γνLν =

= −Φs(DtF
s +DxG

s) + γνLν,
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причому вектор (F̂ , Ĝ), що зберiгається, еквiвалентний вихiдному векто-
ру (F,G). Права частина останньої рiвностi є диференцiальною функцiєю
вiд u i щезає на многовидi L[k] простору струменiв Jk% (x|u), де k — найви-
ща вага змiнних у цьому виразi. Застосовуючи лему Адамара i “iнтегру-
вання по частинах”, як при виведеннi загальної характеристичної форми
законiв збереження, отримаємо, що DtF̌ + DxǦ = γ̌µLµ для деяких ди-
ференцiальних функцiй γ̌µ[u], де збережний вектор (F̌ , Ǧ) еквiвалентний
вектору (F̂ , Ĝ), а отже i вектору (F,G), оскiльки вiн вiдрiзняється вiд
(F̂ , Ĝ) на вектор, що щезає на множинi розв’язкiв системи L. Оскiльки
права частина γ̌µLµ залежить тiльки вiд t, x i похiдних функцiй u, з цiєї
рiвностi в силу наслiдку 4.1 випливає, що iснує збережний вектор (F̃ , G̃)

системи Lp, який також залежить тiльки вiд t, x та похiдних функцiй u
i є еквiвалентним векторам (F̌ , Ǧ) i, отже, (F,G).

Лема 4.11. Якщо розширена характеристика двовимiрної потенцiаль-
ної системи iндукована характеристикою вiдповiдної вихiдної системи,
то асоцiйований закон збереження потенцiальної системи має харак-
теристики, якi не залежать вiд потенцiалiв.

Доведення. Припустимо, що потенцiальна система Lp має розшире-
ну характеристику, iндуковану характеристикою λ вихiдної систе-
ми L, тобто iснує збережний вектор (F,G) системи Lp такий, що
DtF + DxG = λµ[u]Lµ[u]. У загальному випадку ця рiвнiсть не є ха-
рактеристичною формою закону збереження системи Lp з вектором гус-
тини (F,G), оскiльки деякi рiвняння системи L можуть не входити до
мiнiмальної множини рiвнянь, що утворюють потенцiальну систему Lp.
Iндекси таких рiвнянь складають множину N ′ = {ν ′}. Якщо N ′ = ∅,
одразу маємо характеристичну форму.

Нехай N ′ 6= ∅. Зобразимо кожне рiвняння Lν′ у виглядi диференцi-
ального наслiдку системи Lp. У силу леми 4.7 це зображення має вигляд

Lν
′
= Aν′νLν +Bν′s(DtF

s +DxG
s),
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де Aν′ν i Bν′s — многочлени вiд операторiв Dt i Dx з коефiцiєнтами,
залежними вiд t, x i похiдних функцiй u. Зауважимо, що

DtF
s +DxG

s = Dx(v
s
t +Gs)−Dt(v

s
x − F s).

Отже,

DtF +DxG = λνLν + λν
′
Aν′νLν + λν

′
Bν′sDx(v

s +Gs)−

− λν′Bν′sDt(v
s
x − F s).

Iнтегруючи по частинах справа, отримаємо рiвнiсть

DtF̃ +DxG̃ = αs(vst +Gs) + βs(vsx − F s) + γνLν,

де αs = −DxB
sν′∗λν

′, βs = DtB
sν′∗λν

′ i γν = λν + Aνν′∗λν
′ — функцiї

вiд t, x i похiдних функцiй u, Aνν′∗ i Bsν′∗ позначають оператори, фор-
мально спряженi до Aν′ν i Bν′s вiдповiдно. Вектори (F,G) i (F̃ , G̃), що
зберiгаються, еквiвалентнi, оскiльки їх рiзниця щезає на Lp.

Таким чином, побудовано характеристику

(αs, βs, γν, s = 1, p, ν ∈ N )

закону збереження з вектором густини (F,G), що залежить тiльки вiд t,
x i похiдних функцiй u.

Об’єднання твердження 4.8, теореми 4.7 i лем 4.10, 4.11 дає версiю
теореми 4.2 для двовимiрних потенцiальних систем.

Зауваження 4.6. Якщо Lp i L̃p еквiвалентнi як потенцiальнi системи
вихiдної системи L, то вiдповiдне перетворення еквiвалентностi вiдобра-
жає будь-який закон збереження системи Lp, що має властивостi локаль-
ностi 1–4 з теореми 4.2, у закон збереження системи L̃p з тими самими
властивостями. Iншими словами, властивостi локальностi законiв збере-
ження є стiйкими вiдносно еквiвалентностi потенцiальних систем.

Зауваження 4.7. При доведеннi теореми 4.2 використано теорему 4.7,
що ґрунтується на загальнiй версiї леми Адамара для розшарувань (ле-
ма 4.8). У дiйсностi ж завдяки спецiальному розшаруванню структури
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двовимiрної потенцiальної системи для прямого доведення теореми 4.2
достатньою є найпростiша версiя цiєї леми (лема 4.7). Тi ж самi заува-
ження справедливi для абелевих накриттiв i стандартних потенцiальних
систем без калiбрувань у багатовимiрному випадку.

Розглянемо башту {Lkp, k ∈ K} потенцiальних систем над сис-
темою L = L0

p. (Тут або K = {0, . . . , N} для деякого N ∈ N, або
K = N ∪ {0}.) Це означає, що для будь-якого k ∈ K\{0} система Lkp
є потенцiальною системою для Lk−1

p . Систему Lkp назвемо потенцiальної
системою k-го рiвня, асоцiйованою з L. Будемо казати, що потенцiальна
система Lkp є строго k-го рiвня, якщо її не можна включити як потен-
цiальну систему нижчого рiвня до iншої башти потенцiальних систем
над L. Для будь-яких k, k′ ∈ K, де k′ < k, система Lkp розшарована над
системою Lk′p .

Закон збереження потенцiальної системи k-го рiвня є потенцiальним
законом збереження k-го рiвня системи L. Закон збереження потенцi-
альної системи строго k-го рiвня, не iндукований законом збереження
нижчого рiвня, називають потенцiальним законом збереження строго
k-го рiвня. Потенцiал у баштi потенцiальних систем є строго k-го рiвня,
якщо вiн введений за законом збереження строго (k − 1)-го рiвня. За
допомогою лiнiйного комбiнування потенцiалiв i максимально можливо-
го пониження їх рiвнiв будь-яку скiнченну башту потенцiальних систем
над L можна перетворити на башту, в якiй для будь-якого k залежнi
змiннi системи Lkp, що не є залежними змiнними системи Lk−1

p , є потен-
цiалами строго (k − 1)-го рiвня. Iнший пiдхiд до упорядкування башти
потенцiальних систем полягає у тому, щоб розглядати тiльки однови-
мiрнi розширення просторiв залежних змiнних для кожного кроку мiж
рiвнями (див., наприклад, [193]).

Iтеративне застосування теореми 4.2 до башти потенцiальних систем
призводить до двох тверджень про потенцiальнi закони збереження (у
термiнах фiксованої башти i в термiнах рiвнiв).



168

Наслiдок 4.12. Нехай {Lkp, k ∈ K} — башта потенцiальних сис-
тем над системою L з двома незалежними змiнними. Для будь-якого
k ∈ K\{0} наступнi твердження про закон збереження системи Lkp
еквiвалентнi:

1) його iндуковано законом збереження системи Lk′p , k′ < k;
2) вiн мiстить вектор густини, залежний тiльки вiд змiнних, що

виникають у Lk′p , i їх похiдних;
3) деякi з його розширених характеристик iндуковано характерис-

тиками системи Lk′p ;
4) вiн має характеристику, не залежну вiд потенцiалiв, що не є

залежними змiнними системи Lk′p .

Наслiдок 4.13. Для будь-якої системи з двома незалежними змiнни-
ми наступнi твердження еквiвалентнi:

1) її потенцiальний закон збереження k-го рiвня iндуковано законом
збереження нижчого рiвня;

2) цей закон збереження мiстить вектор густини, не залежний вiд
потенцiалiв, строгий рiвень яких бiльше, нiж k − 1;

3) деякi його розширенi характеристики iндуковано характеристи-
ками потенцiальної системи нижчого рiвня;

4) вiн має характеристики, не залежнi вiд потенцiалiв, строгий
рiвень яких бiльше, нiж k − 1.

4.9. Критерiй для чисто потенцiальних
законiв збереження

Основнi застосування результатiв, зiбраних у теоремi 4.2, пов’язанi з
побудовою нелокальних (потенцiальних) законiв збереження i iєрархiй
потенцiальних систем. На перший погляд здається, що вони важливi в
основному для методiв вiдшукання законiв збереження, якi використо-
вують характеристичну форму (4.1) законiв збереження або її наслiд-
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ки (4.2) i (4.3), включаючи симетрiйний пiдхiд Ньотер [7,31,54,55]. (Де-
тальний порiвняльний аналiз рiзних методiв знаходження законiв збере-
ження i їх реалiзацiй наведено в [289].) Ретельнiший аналiз показує, що цi
результати також важливi для прямого методу, що ґрунтується на озна-
ченнях збережних векторiв i законiв збереження [236]. Якщо збережний
вектор залежить вiд похiдних потенцiалiв, зазвичай важко визначити,
чи еквiвалентний цей вектор вектору, що зберiгається, не залежному вiд
потенцiалiв. Причина труднощiв полягає у двоїстостi вiдношення еквi-
валентностi векторiв, що зберiгаються, яке породжене доданками двох
типiв — нульовими дивергенцiями i наборами диференцiальних функцiй,
що тотожно щезають на множинi розв’язкiв вiдповiдної системи дифе-
ренцiальних рiвнянь. Ось чому видається неможливим сформулювати
беспосередньо у термiнах збережних векторiв дiєвий критерiй для пере-
вiрки того, чи є закон збереження потенцiальної системи iндукованим
законом збереження вiдповiдної вихiдної системи. Водночас, такий кри-
терiй легко сформулювати у термiнах характеристик.

Твердження 4.11. Нехай система L цiлком невироджена по деякiй
вазi, Lp — система, що визначає абелеве накриття системи L (вiдпо-
вiдно потенцiальна система системи L у двовимiрному випадку). Крiм
того, нехай характеристика λ системи Lp повнiстю зведена, тобто
похiднi потенцiалiв порядкiв бiльше 0 виключено з λ завдяки диференцi-
альним наслiдкам потенцiальної частини системи Lp, а потiм зв’яза-
нi похiднi функцiй u виключено з λ завдяки диференцiальним наслiдкам
системи L. Тодi характеристика λ асоцiйована з законом збереження
системи Lp, не iндукованим законом збереження системи L, тодi i
тiльки тодi, коли вона залежить вiд потенцiалiв.

Доведення. Якщо характеристика λ системи Lp повнiстю зведена i за-
лежить вiд потенцiалiв, то вона безумовно нееквiвалентна будь-якiй ха-
рактеристицi, вiльнiй вiд усiх похiдних потенцiалiв. Ось чому необхiдне
твердження прямо випливає з теореми 4.2.
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Розглянемо детальнiше двовимiрний випадок, використовуючи позна-
чення з пiдроздiлу 4.8. Припустимо, що збережний вектор (F,G) потен-
цiальної системи Lp асоцiйований з характеристикою

λ = (αs[u], βs[u], γν[u], s = 1, p, ν ∈ N ),

не залежною вiд похiдних потенцiалiв. Тодi можна алгоритмiчно знайти
збережний вектор (F̃ , G̃), що еквiвалентний (F,G) i додатково не зале-
жить вiд похiдних потенцiалiв, уникаючи прямого застосування складної
формули з теореми 4.5. Алгоритм ґрунтується на доведеннi леми 4.10.
Оскiльки набiр (αs, βs) для кожного s є нульовою дивергенцiєю, iснують
диференцiальнi функцiї Φs[u] такi, що DxΦ

s = αs i DtΦ
s = −βs. Тодi

збережний вектор з компонентами

F̂ = F + Φs(vsx − F s), Ĝ = G− Φs(vst +Gs)

еквiвалентний вихiдному вектору (F,G), оскiльки рiзниця мiж (F,G) i
(F̂ , Ĝ) щезає на множинi розв’язкiв системи Lp, причому повна дивер-
генцiя вектора (F̂ , Ĝ) є диференцiальною функцiєю вiд u. Отже, век-
тор (F̃ , G̃) вiдрiзняється вiд (F̂ , Ĝ) на нульову дивергенцiю, компоненти
якої в загальному випадку є диференцiальними функцiями вiд u i v.

Припустимо, що потенцiальна система Lp має q лiнiйно незалежних
законiв збереження, iндукованих законами збереження вихiдної систе-
ми L. Нехай набори (F̃ ς , G̃ς), ς = 1, q, є векторами густини цих законiв
збереження, не залежними вiд похiдних потенцiалiв. Потенцiальна сис-
тема другого рiвня (див. [236] для означень), побудована з Lp за вектора-
ми (F̃ ς , G̃ς), ς = 1, q, еквiвалентна (вiдносно локальних перетворень, що
змiнюють лише потенцiали) потенцiальнiй системi першого рiвня L′p, по-
будованiй з системи L за векторами (F s, Gs), s = 1, p, i (F̃ ς , G̃ς), ς = 1, q

(див. закiнчення пiдроздiлу 4.1). Потенцiальна частина системи L′p вiд-
рiзняється вiд потенцiальної частини системи Lp на рiвняння vp+ςx = F̃ ς ,
vp+ςt = −G̃ς , ς = 1, . . . , q. Аналогiчний аргумент має мiсце для потенцi-
альних систем довiльного рiвня.
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4.10. Невизначенiсть потенцiалiв
i потенцiальнi закони збереження

Припустимо, що Lp — система, що визначає абелеве накриття системи L
(вiдповiдно потенцiальна система системи L у двовимiрному випадку).
Потенцiальна частина системи Lp, що складається з рiвнянь (Б.1), визна-
чає потенцiали v1, . . . , vp з точнiстю до довiльного сталого доданку. Це
означає, що система Lp iнварiантна вiдносно калiбрувального перетво-
рення вигляду x̃i = xi, ũa = ua i ṽs = vs+cs, де cs = const, тобто операто-
ри ∂vs належать максимальнiй групi лiївської iнварiантностi системи Lp.
Добре вiдомо, що дiя вiдповiдно продовженого оператора узагальненої
симетрiї системи диференцiальних рiвнянь на збережний вектор тiєї са-
мої системи дає збережний вектор цiєї ж системи (див. [31, твердження
5.64]). Завдяки спецiальнiй структурi системи Lp, твердження про дiю
операторiв ∂vs на збережнi вектори системи Lp можна уточнити.

Твердження 4.12. Будь-яка похiдна збережного вектора системи Lp

по потенцiалах є збережним вектором цiєї системи. Та сама похiдна
характеристики закону збереження, що мiстить вихiдний вектор, є
характеристикою, асоцiйованою з диференцiйованим вектором.

Доведення. Нехай F ∈ CV(Lp). У силу твердження 4.1, iснують такi
диференцiальнi функцiї λ̄si[u, v] та λν[u, v] i n-набiр F̂ , який щезає на
розв’язках системи Lp, що

DiF
i = λ̄si(vsi −Gsi) + λνLν +DiF̂

i.

Функцiї λ̄si i λν є компонентами характеристики закону збереження, що
мiстить F . Фiксуючи значення s, подiємо на цю рiвнiсть нескiнченно
продовженим оператором ∂vs, який формально спiвпадає з ∂vs, i викори-
стаємо властивiсть комутування будь-якого нескiнченно продовженого
оператора з кожним оператором повного диференцiювання:

DiF
i
vs = λ̄sivs(v

s
i −Gsi) + λνvsL

ν +DiF̂
i
vs.
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Оскiльки ∂vs є оператором симетрiї системи Lp, то F̂ i
vs щезає на розв’яз-

ках системи Lp. Отже, Fvs — збережний вектор системи Lp i (λ̄sivs, λ
ν
vs) —

характеристика закону збереження, що мiстить цей вектор.

Бiльш того, iснує цiкавий зв’язок мiж збережними векторами i харак-
теристиками потенцiальної системи, яка визначає абелеве накриття.

Твердження 4.13. Для кожного значення s компоненти довiльної ха-
рактеристики λ закону збереження системи Lp, якi вiдповiдають рiв-
нянням на потенцiал vs, утворюють збережний вектор системи Lp,
що належить закону збереження з характеристикою −λvs.

Доведення. Оскiльки λ ∈ Ch(Lp), то iснує вектор F ∈ CV(Lp) такий, що

λ̄si(vsi −Gsi) + λνLν = DiF
i.

Застосовуючи компоненти Evs розширеного оператора Ейлера до цього
рiвняння, отримаємо

0 = Diλ̄
si +Dα(λ̄σivσα(vσi −Gσi)) +Dα(λνvσαL

ν),

де α пробiгає множину мультиiндексiв. З виведених рiвнянь випливає,
що (λ̄s1, . . . , λ̄sn) ∈ CV(Lp), оскiльки всi доданки за вийнятком Diλ̄

si

очевидно щезають на розв’язках Lp. Цю рiвнiсть можна записати у ви-
глядi характеристичної форми закону збереження Lp:

Diλ̄
si =− λ̄σivσ(vσi −Gσi)− λνvσLν −

−
∑
|α|>0

Dα(λ̄σivσα(vσi −Gσi))−
∑
|α|>0

Dα(λνvσαL
ν),

яка пов’язує вектор густини (λ̄s1, . . . , λ̄sn) з характеристикою (−λ̄σivs,−λνvs).
Отже, вектор (λ̄s1, . . . , λ̄sn) еквiвалентний вектору −Fvs.

Наведенi твердження проiлюстровано на прикладi лiнеаризовних рiв-
нянь конвекцiї–дифузiї у пiдроздiлi А.1.
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4.11. Перетворення потенцiальних систем

З твердження 4.3 випливає наступне твердження [236].

Твердження 4.14. Будь-яке точкове перетворення мiж система-
ми L i L̃ ДРЧП з двома незалежними змiнними породжує взаємно-
однозначне вiдображення мiж множинами потенцiальних систем,
вiдповiдних L i L̃. Це вiдображення iндуковане тривiальним продов-
женням на простiр введених потенцiальних змiнних, тобто можна
вважати, що потенцiали не перетворюються.

Наслiдок 4.14. Група лiївських симетрiй системи L породжує групу
еквiвалентностi на множинi потенцiальних систем, асоцiйованих з L.

Наслiдок 4.15. Нехай L̂|S — множина потенцiальних систем, побу-
дованих для систем з класу L|S за їх законами збереження. Дiя пере-
творень з G∼(L|S) разом з вiдношенням еквiвалентностi потенцiалiв
природно породжує вiдношення еквiвалентностi на L̂|S.

У всiх наведених твердженнях можна зафiксувати кiлькiсть незалеж-
них законiв збереження, за якими будуємо потенцiальнi системи.

Зауваження 4.8. З твердження 4.14 i його наслiдкiв випливає, що гру-
пу еквiвалентностi для класу систем або групу симетрiй для окремої
системи можна продовжити на потенцiальнi змiннi будь-якого рiвня. То-
му природно використовувати продовженi групи еквiвалентностi i групи
симетрiй при класифiкацiї потенцiальних законiв збереження, потенцi-
альних систем i потенцiальних симетрiй на кожному рiвнi [236,239,241].

Означення 4.15. Лiївськi симетрiї потенцiальної системи називають по-
тенцiальними симетрiями вихiдної системи, асоцiйованими з цiєю по-
тенцiальною системою. Оператор потенцiальної симетрiї є нетривiаль-
ним, якщо вiн не проектовний у простiр незалежних i вихiдних залежних
змiнних, тобто якщо деякi коефiцiєнти, вiдповiднi цим змiнним, явно за-
лежать вiд потенцiалiв. Потенцiальний рiвень (порядок) потенцiальної
системи є рiвнем (порядком) асоцiйованих потенцiальних симетрiй.
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Поняття дискретних (узагальнених, некласичних, умовних, наближе-
них тощо) потенцiальних симетрiй визначають аналогiчно.

Кожний набiр p незалежних законiв збереження насправдi породжує
нескiнченну серiю потенцiальних систем, асоцiйованих з еквiвалентними
наборами збережних векторiв. Цi системи пов’язанi через перетворення
потенцiалiв вигляду ṽs = vs+Hs[u]. Отже, вони еквiвалентнi щодо дослi-
дження узагальнених симетрiй довiльного порядку. Водночас вибiр пред-
ставникiв з множини еквiвалентних збережних векторiв стає iстотним
при розглядi узагальнених симетрiй фiксованого порядку, наприклад лi-
ївських симетрiй (їх порядок рiвний 0), i потребує окремого дослiдження.

Нехай L|S — клас систем ДРЧП з двома незалежними змiнними та
залежними змiнними u, а p пар θ ∈ S (F θs, Gθs), параметризованих θ, —
збережнi вектори системи Lθ, що вiдповiдають лiнiйно незалежним за-
конам збереження. Вважаємо, що параметризацiя локальна, тобто F θs i
Gθs залежать вiд θ як диференцiальнi функцiї. У випадку, якщо вини-
кають iнтеграли вiд довiльних елементiв, можна використати їх як новi
довiльнi елементи класу, додаючи новi зв’язки до системи S. Для кожної
системи Lθ, θ ∈ S, побудуємо потенцiальну систему Lθp, асоцiйовану зi
збережними векторами (F θs, Gθs). Позначимо через Lp|S клас, утворений
системами Lθp, θ ∈ S.

Означення 4.16. Групу еквiвалентностi класу Lp|S назвемо потенцi-
альною групою еквiвалентностi класу L|S , що вiдповiдає параметризо-
ванiй сiм’ї наборiв збережних векторiв {(F θs, Gθs), s = 1, p | θ ∈ S}.

Це означення узагальнюється на довiльнi абелевi i загальнi накриття.
Аналогiчна конструкцiя для пiдкласу у L|S приводить до поняття умов-
ної потенцiальної групи еквiвалентностi класу L|S . Допустимi точковi
перетворення класу Lp|S будуть допустимими потенцiальними перетво-
реннями класу L|S (асоцiйованими з зафiксованими потенцiалами).

Як приклад розглянемо клас рiвнянь конвекцiї–дифузiї вигляду

ut = (A(u)ux)x +B(u)ux, (4.16)
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де A = A(u) i B = B(u) — довiльнi гладкi функцiї вiд u, A 6= 0. Кожне
таке рiвняння має збережний вектор (u,−Aux −

∫
B), асоцiйований з

характеристикою 1. Надалi будемо розглядати K = −
∫
B як довiльний

елемент замiсть B i перепишемо рiвняння (4.16) у збережнiй формi ut =

= (Aux −K)x. Вiдповiдна потенцiальна система має вигляд

vx = u, vt = Aux −K. (4.17)

З неї випливає, що потенцiал v задовольняє рiвняння

vt = A(vx)vxx −K(vx), (4.18)

яке називають потенцiальним рiвнянням, асоцiйованим з рiвнян-
ням (4.16). Систему (4.17) можна розглядати як перетворення Лi–
Беклунда мiж рiвняннями (4.16) i (4.18). Група еквiвалентностi Ĝ∼ класу
рiвнянь у збережнiй формi складається з перетворень

t̃ = ε4t+ ε1, x̃ = ε5x+ ε7t+ ε2, ũ = ε6u+ ε3,

Ã = ε−1
4 ε2

5A, K̃ = ε−1
4 ε5ε6K + ε7u+ ε8,

де ε1, . . . , ε8 — довiльнi сталi, ε4ε5ε6 6= 0.

У [189] Я.Дж. Лiль знайшов алгебру Лi групи еквiвалентностi G∼pot

класу систем (4.17), побудував зв’язану компоненту одиницi в G∼pot i при-
єднав до неї деякi дискретнi перетворення еквiвалентностi. В [239] дове-
дено прямим методом, що група перетворень, отримана у такий спосiб,
спiвпадає з усiєю групою еквiвалентностi G∼pot.

Теорема 4.8. Група G∼pot складається з перетворень

t̃ = ε1t+ ε2, x̃ = ε′1x+ ε′2v + ε′3t+ ε′4, ṽ = ε′′1x+ ε′′2v + ε′′3t+ ε′′4,

ũ =
ε′′1 + ε′′2u

ε′1 + ε′2u
, K̃ =

ε′1ε
′′
2 − ε′2ε′′1

ε′1 + ε′2u

K

ε1
− ε′′3
ε1

+
ε′3
ε1

ε′′1 + ε′′2u

ε′1 + ε′2u
,

Ã = ε−1
1 (ε′1 + ε′2u)2A,

де ε1, ε2, ε
′
i, ε
′′
i , i = 1, 4, — довiльнi сталi, ε1(ε

′
1ε
′′
2 − ε′2ε′′1) 6= 0.
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Теорема 4.9. Множина G∼triv.pot потенцiальних перетворень еквiва-
лентностi, якi дiють на довiльнi елементи A i K тривiально по мо-
дулю Ĝ∼, є нормальною пiдгрупою групи G∼pot. Вiдповiдну фактор-групу
можна ототожнити з групою, що складається з перетворень

t̃ = t, x̃ = x+ εv, ṽ = v,

ũ =
u

1 + εu
, Ã = (1 + εu)2A, K̃ =

K

1 + εu
,

де ε — довiльна стала, i перетворення годографа змiнних x i v

t̃ = t, x̃ = v, ũ = u−1, ṽ = x, Ã = u2A, K̃ = −u−1K.

Перетворення з теореми 4.9 будемо називати чисто потенцiальними
перетвореннями еквiвалентностi для класу (4.16).

Вивчення потенцiальних симетрiй класу (4.16), асоцiйованих з харак-
теристикою 1, еквiвалентне розв’язанню проблеми групової класифiкацiї
у класi систем (4.17) вiдносно (неповної) групи еквiвалентностi G∼triv.pot.
Потенцiальнi симетрiї рiвнянь вигляду (4.16) розглянуто в [264]. Вико-
ристання перетворень з G∼triv.pot у [239] дозволило суттєво спростити, упо-
рядкувати i поповнити цi результати.

4.12. Висновки

У цьому роздiлi вивчено перетворення законiв збереження i потенцiаль-
них систем при точкових перетвореннях мiж вiдповiдними початковими
системами та дiю на закони збереження операторiв узагальненої симетрiї.
На основi цього поставлено задачi про класифiкацiю законiв збереження
i потенцiальних симетрiй вiдносно рiзних типiв еквiвалентностi.

З точнiстю до контактної еквiвалентностi описано закони збережен-
ня (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Властивiсть
контактної нормалiзованостi класу таких рiвнянь виявилась принципо-
во важливою для повного розв’язання цiєї проблеми i лаконiчного фор-
мулювання кiнцевого результату. Це значно узагальнює i в той же час
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спрощує результати Брайанта i Грiфiтcа [89] щодо класифiкацiї законiв
збереження у (ненормалiзованому) пiдкласi рiвнянь, правi частини яких
не залежать явно вiд часу.

Використовуючи версiю леми Адамара для розшарованих просторiв
та навантаженi простори струменiв i модифiкуючи поняття цiлковитої
невиродженостi систем диференцiальних рiвнянь, обґрунтовано коре-
ктнiсть методiв обчислення потенцiальних законiв збереження, що за-
лучають характеристичну форму законiв збереження. Хоча такi методи
iнтенсивно використовувалися, наприклад, Дж. Блуменом з спiвавтора-
ми [73,77], питання їх коректностi досi не дослiджувалися.

Доведено теорему про закони збереження двовимiрних потенцiальних
систем, що iндукованi законами збереження вихiдних систем. Її узагаль-
нено на багатовимiрнi абелевi накриття, (не)калiброванi потенцiальнi,
псевдопотенцiальнi та загальнi розшарованi системи. До цього вiдомою
була лише теорема Дж. Блумена, Н. Iванової i А. Шевякова [77], яка
еквiвалентна частковому випадку iмплiкацiї 4) ⇒ 2) з теореми 4.2 для
стандартних потенцiальних систем, коли характеристика є функцiєю ли-
ше незалежних змiнних вiдповiдної системи.

На основi теореми 4.2 запропоновано необхiдний i достатнiй критерiй
для визначення у термiнах характеристик того, чи є закон збереження
абелевого накриття чисто потенцiальним законом збереження вихiдної
системи. Ефективнiсть цього критерiю продемонстровано у додатку А на
прикладi потенцiальних законiв збереження рiвнянь конвекцiї–дифузiї.

Введено поняття потенцiальної групи еквiвалентностi класу диферен-
цiальних рiвнянь i вивчено потенцiальнi перетворення еквiвалентностi
рiвнянь конвекцiї–дифузiї.

Результати цього роздiлу опублiковано у роботах [161, 162, 165, 166,
181,229,236,239,241,242,275].
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РОЗДIЛ 5

Оператори редукцiї

У цьому роздiлi розглянуто оператори редукцiї диференцiальних рiв-
нянь (якi в лiтературi називають некласичними або умовними симетрi-
ями). Для них сформульовано задачi класифiкацiї вiдносно рiзних ти-
пiв точкової еквiвалентностi у класах диференцiальних рiвнянь i показа-
но можливiсть застосування вiдображень мiж окремими рiвняннями або
класами рiвнянь до розв’язання таких задач (пiдроздiл 5.1). У пiдроз-
дiлi 5.3 прокласифiковано оператори редукцiї нелiнiйних рiвнянь фiль-
трацiї, всi з яких можна вважати потенцiальними операторами редукцiї
для нелiнiйних рiвнянь дифузiї. Встановлено зв’язок мiж звичайними i
потенцiальними операторами редукцiї загальних (1+1)-вимiрних рiвнянь
конвекцiї–дифузiї. У пiдроздiлi 5.4 вивчено оператори редукцiї лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi з довiльною кiлькiстю просторових змiнних.

Результати щодо сингулярних операторiв редукцiї ДРЧП з двома не-
залежними змiнними зiбрано у пiдроздiлi 5.2. Введено низку понять,
необхiдних для розбиття множини операторiв редукцiї на сингулярнi i
регулярнi та подальшого дослiдження сингулярних операторiв. Описа-
но диференцiальнi функцiї i диференцiальнi рiвняння, що допускають
сингулярнi модулi векторних полiв. Особливi випадки операторiв редук-
цiї зв’язано з пониженням порядку рiвнянь на iнварiантних поверхнях
у просторi струменiв. Дослiджено сингулярнi оператори редукцiї (1+1)-
вимiрних еволюцiйних i хвильових рiвнянь. Цi результати узагальнено на
диференцiальнi рiвняння, що допускають модулi векторних полiв першо-
го копорядку сингулярностi.
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5.1. Основнi властивостi операторiв редукцiї

Наведемо необхiднi поняття i результати щодо некласичних (умовних)
симетрiй диференцiальних рiвнянь, слiдуючи [135, 139, 244, 297]. Пiсля
представлення рiзних аргументiв будемо використовувати термiн “сiм’ї
операторiв редукцiї” замiсть термiну “iнволютивнi сiм’ї операторiв не-
класичної (умовної) симетрiї”.

5.1.1. Iнволютивнi сiм’ї векторних полiв. Розглянемо iнволютив-
ну сiм’ю Q = {Q1, . . . , Qp} p (1 6 p 6 n) диференцiальних операто-
рiв першого порядку (векторних полiв) Qs = ξsi(x, u)∂i + ηs(x, u)∂u,
де rank ‖ξsi(x, u)‖ = p, у просторi змiнних x i u. Тут x позначає на-
бiр n незалежних змiнних (x1, . . . , xn), u трактуємо як залежну змiнну.
Умова iнволютивностi сiм’ї Q означає, що ∀ s, s′ ∃ ζss′σ = ζss

′σ(x, u) :

[Qs, Qs′] = ζss
′σQσ. Множину таких сiмей позначимо Qp.

Якщо оператори Q1, . . . , Qp утворюють iнволютивну сiм’ю Q, то сiм’я
Q̃ операторiв Q̃s = λsσQσ, де λsσ = λsσ(x, u), det ‖λsσ‖ 6= 0, є також iн-
волютивною i її називають еквiвалентною сiм’ї Q, що позначається як
Q̃ = {Q̃s} ∼ Q = {Qs}. Позначимо також результат факторизацiї мно-
жини Qp за цим вiдношенням еквiвалентностi через Qp

f , причому еле-
менти з Qp

f ототожнюємо з їх представниками в Qp.
При p = 1 умова iнволютивностi стає тотожнiстю, тому можна опу-

скати слова “iнволютивна сiм’я” i казати тiльки про оператори. Так, два
диференцiальнi оператори еквiвалентнi, якщо вони вiдрiзняються на не-
нульовий множник λ=λ(x, u). Iндекс p у цьому випадку будемо опускати.

Диференцiальну функцiю Qs[u] := ηs(x, u)−ξsi(x, u)ui називають ха-
рактеристикою оператораQs. Згiдно теореми Фробенiуса, умова iнволю-
тивностi еквiвалентна тому, що характеристична системаQ[u] = 0 ДРЧП
Qs[u] = 0 (яку називають також умовою iнварiантної поверхнi) має
n + 1 − p функцiонально незалежних iнтегралiв ω0(x, u), . . . , ωn−p(x, u).
Отже, її загальний розв’язок можна неявно зобразити у виглядi
F (ω0, . . . , ωn−p) = 0, де F — довiльна гладка функцiя своїх аргументiв.
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Характеристичнi системи еквiвалентних сiмей операторiв мають
однаковi множини розв’язкiв. I навпаки, кожна сiм’я n + 1 − p функ-
цiонально незалежних функцiй вiд (x, u) є повною множиною iнтегралiв
характеристичної системи деякої iнволютивної сiм’ї p диференцiальних
операторiв першого порядку. Отже, iснує бiєкцiя мiж Qp

f i множиною
сiмей n+ 1− p функцiонально незалежних функцiй вiд (x, u), фактори-
зованою по вiдповiдному вiдношенню еквiвалентностi. (Двi сiм’ї однако-
вої кiлькостi функцiонально незалежних функцiй тих самих аргументiв
вважаємо еквiвалентними, якщо кожна функцiя з одної з сiмей функцiо-
нально залежить вiд функцiй з iншої сiм’ї.)

Функцiю u = f(x) називають iнварiантною вiдносно iнволютивної
сiм’ї операторiв Q (або стислоQ-iнварiантною), якщо вона є розв’язком
характеристичної системи Q[u] = 0. Ця назва обґрунтована наступними
фактами. Будь-яка iнволютивна сiм’я з p операторiв еквiвалентна базису
Q̃ = {Q̃s} p-вимiрної (абелевої) алгебри Лi g векторних полiв у просторi
(x, u). Кожен розв’язок u = f(x) асоцiйованої характеристичної системи
Q[u] = 0 задовольняє характеристичну систему Q̃[u] = 0, з чого випли-
ває, що графiк функцiї u = f(x) iнварiантний вiдносно p-параметричної
локальної групи перетворень, породженої алгеброю g.

Оскiльки rank ‖ξsi(x, u)‖ = p, без обмеження загальностi можна вва-
жати, що ω0

u 6= 0 i Fω0 6= 0, i розв’язати рiвняння F = 0 вiдносно ω0:
ω0 = ϕ(ω1, . . . , ωn−p). Таке зображення функцiї u (неявне у загальному
випадку) називають анзацом, вiдповiдним сiм’ї Q.

5.1.2. Означення операторiв редукцiї. Розглянемо диференцiаль-
не рiвняння L: L(x, u(r)) = 0 r-го порядку для невiдомої функцiї u вiд
n незалежних змiнних x = (x1, . . . , xn). Позначимо многовид, визначе-
ний множиною всiх диференцiальних наслiдкiв характеристичної систе-
ми Q[u] = 0 у Jr = Jr(x|u), через Q(r), тобто

Q(r) = {(x, u(r)) ∈ Jr | Dα1
1 . . . Dαn

n Q
s[u] = 0, αi ∈ N ∪ {0}, |α| < r}.
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Означення 5.1. Рiвняння L називають умовно iнварiантним вiдносно
iнволютивної сiм’ї Q, якщо виконується так званий критерiй умовної iн-
варiантностi Qs

(r)L(x, u(r))
∣∣
L∩Q(r)

= 0. Тодi Q називають iнволютивною
сiм’єю операторiв умовної симетрiї (або Q-умовної симетрiї, некласич-
ної симетрiї тощо) рiвняння L.

Тут Qs
(r) — r-те продовження оператора Qs: Qs

(r) = Qs +
∑

0<|α|6r
ηsα∂uα,

де ηsα = Dα1
1 . . . Dαn

n Q
s[u] + ξsiuα,i.

Умовна iнварiантнiсть рiвняння L вiдносно сiм’ї Q еквiвалентна тому,
що анзац, побудований за Q, редукує L до диференцiального рiвняння
з n− p незалежними змiнними [297]. Отже, iнволютивнi сiм’ї операторiв
умовної симетрiї будемо називати також сiм’ями операторiв редукцiї рiв-
няння L. Iнше трактування умовної iнварiантностi полягає у тому, що
система L ∩ Q(r) сумiсна у сенсi вiдсутностi нетривiальних диференцi-
альних наслiдкiв [212].

Лема 5.1 ( [139, 297]). Якщо рiвняння L умовно iнварiантне вiдносно
сiм’ї Q, то воно умовно iнварiантне вiдносно будь-якої сiм’ї операторiв,
еквiвалентної Q.

Множина iнволютивних сiмей p операторiв редукцiї рiвняння L є пiд-
множиною вQp. Будемо позначати їїQp(L). Згiдно леми 5.1 з Q ∈ Qp(L)

i Q̃ ∼ Q випливає, що Q̃ ∈ Qp(L), тобто Qp(L) замкнута вiдносно вiдно-
шення еквiвалентностi на Qp. Отже, факторизацiю множини Qp по цьо-
му вiдношенню еквiвалентностi можна природно обмежити на Qp(L), що
приводить до пiдмножини Qp

f (L) у Qp
f . Подiбно усiй множинi Qp

f , отото-
жнимо елементи зQp

f (L) з їх представниками вQp(L). Повний опис сiмей
з p операторiв редукцiї для рiвняння L означає не що iнше, як знаходжен-
ня Qp

f (L). Для елементiв з Qp
f використовують рiзнi назви. Так, можна

розглядати кожен елемент з Qp
f як C∞-модуль розмiрностi p, замкнутий

вiдносно комутування [281].
Iснують сiм’ї операторiв редукцiї, асоцiйованi з лiївськими симетрiя-

ми. Нехай g— така p-вимiрна пiдалгебра МАI рiвняння L, що оператори з
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її базису задовольняють умову rank ‖ξsi‖ = rank ‖ξsi, ηs‖ := p′ 6 p. Сiм’ї,
що складаються з p′ операторiв з g, лiнiйно незалежних над кiльцем глад-
ких функцiй вiд (x, u), належать Qp′(L) i еквiвалентнi одна iншiй. Сiм’ї
такого типу i еквiвалентнi їм будемо називати лiївськими сiм’ями опе-
раторiв редукцiї, а iншi — нелiївськими.

5.1.3. Еквiвалентнiсть операторiв редукцiї вiдносно груп пере-
творень. Класифiкацiю операторiв редукцiї можна суттєво спростити
i впорядкувати, додатково враховуючи перетворення точкової симетрiї
окремого рiвняння або перетворення еквiвалентностi класу рiвнянь. Тодi
проблема стає подiбною до проблеми групової класифiкацiї диференцi-
альних рiвнянь.

Лема 5.2. Будь-яке точкове перетворення g: x̃ = X(x, u), ũ = U(x, u)

породжує взаємно-однозначне вiдображення gp∗ : Qp → Qp таке, що
образом iнволютивної сiм’ї Q є iнволютивна сiм’я gp∗Q, утворе-
на операторами g∗Q

s = ξ̃si∂x̃i + η̃s∂ũ, де ξ̃si(x̃, ũ) = QsX i(x, u),
η̃s(x̃, ũ) = QsU(x, u). Якщо Q′ ∼ Q, то gp∗Q′ ∼ gp∗Q. Отже, вiдповiдне
факторизоване вiдображення gpf : Qp

f → Qp
f також є добре визначеним

i взаємно-однозначним.

Означення 5.2. Iнволютивнi сiм’ї Q i Q̃ oднакової кiлькостi p векторних
полiв назвемо еквiвалентними вiдносно групи G точкових перетворень,
якщо iснує перетворення g з G, для якого сiм’ї Q i gp∗Q̃ еквiвалентнi.
Позначення: Q ∼ Q̃ mod G.

Лема 5.3. Для будь-якого точкового перетворення g рiвняння L у
рiвняння L̃ асоцiйоване перетворення векторних полiв gp∗ взаємно-
однозначно вiдображає Qp(L) на Qp(L̃), а вiдповiдне факторизоване пе-
ретворення gpf — Qp

f (L) на Qp
f (L̃).

Наслiдок 5.1. Нехай G— деяка група точкових симетрiй рiвняння L.
Тодi вiдношення еквiвалентностi в Qp вiдносно групи G породжує вiд-
ношення еквiвалентностi в Qp(L) i в Qp

f (L).
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Для класу рiвнянь L|S i фiксованого значення p розглянемо множини
P (L|S) = {(θ,Q) | θ ∈ S, Q ∈ Qp(Lθ)} i P(L|S) = {(θ,Qp

f (Lθ)) | θ ∈ S}.
Згiдно леми 5.3 дiя перетворень з G∼ = G∼(L|S) на L|S i {Qp(Lθ) |
θ ∈ S} разом iз звичайним вiдношенням еквiвалентностi в Qp природно
породжує вiдношення еквiвалентностi на P (L|S) i на P(L|S).

Означення 5.3. Нехай θ, θ′ ∈ S, Q ∈ Qp(Lθ), Q′ ∈ Qp(Lθ′). Пари (Lθ, Q)

i (Lθ′, Q′) назвемо G∼-еквiвалентними, якщо iснує перетворення g ∈ G∼

яке вiдображає рiвняння Lθ у рiвняння Lθ′, i Q′ ∼ gp∗Q.

Пiд класифiкацiєю сiмей з p операторiв редукцiї вiдносно G∼ будемо
розумiти класифiкацiю в P (L|S) або P(L|S) вiдносно вiдповiдного вiдно-
шення еквiвалентностi. Цю проблему можна вивчати у спосiб, подiбний
до звичайної групової класифiкацiї у класах диференцiальних рiвнянь.
А саме, побудуємо спочатку оператори редукцiї, визначенi для всiх зна-
чень довiльних елементiв i, можливо, параметризованi ними. Тодi класи-
фiкуємо, вiдносно групи еквiвалентностi, значення довiльних елементiв,
для кожного з яких вiдповiдне рiвняння допускає додатковi сiм’ї опера-
торiв редукцiї.

Аналогiчно можна також ввести вiдношення еквiвалентностi на P (L|S)
i P(L|S), породженi або узагальненнями звичайної групи еквiвалентнос-
тi, або множиною всiх допустимий точкових перетворень у класi L|S .

5.1.4. Оператори редукцiї i вiдображення мiж класами рiвнянь.
Наслiдок 5.2. Подiбнi класи мають подiбнi множини операторiв ре-
дукцiї. Будь-яке перетворення подiбностi Ψ мiж класами L|S i L′|S ′
породжує бiєкцiю Ψ̄ : P (L|S) → P (L′|S ′) за правилом (θ′, Q′) = Ψ̄(θ,Q),
якщо θ′ = Ψθ i Q′ = (Ψ|(x,u))∗Q. Тут (θ,Q) ∈ P (L|S), (θ′, Q′) ∈ P (L′|S ′).

Наслiдок 5.3. Вiдображення мiж класами диференцiальних рiвнянь,
породжене сiм’єю точкових перетворень, iндукує вiдображення мiж
вiдповiдними множинами операторiв редукцiї. Так, якщо клас L′|S ′ є
образом класу L|S вiдносно сiм’ї точкових перетворень ϕθ : (x, u) →
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→ (x′, u′), θ ∈ S, то образом (θ,Q) ∈ P (L|S) є (θ′, Q′) ∈ P (L′|S ′), де
L′θ′ = prrϕθ Lθ i Q′ = (ϕθ̃)∗Q.

Аналогiчне твердження у зворотному напрямi також є вiрним.

Твердження 5.1. Множину операторiв редукцiї вихiдного класу L|S
можна вiдновити за множиною операторiв редукцiї його образу L′|S ′
вiдносно сiм’ї точкових перетворень.

Застосування перетворень еквiвалентностi i калiбрувальних перетво-
рень та вiдображень може суттєво спростити проблему пошуку некласич-
них симетрiй. Бiльш того, воно може виявитись вирiшальним у розв’я-
заннi проблеми. Наприклад, проблема групової класифiкацiї для кла-
су (А.17) стає ручною тiльки пiсля калiбрування довiльних елементiв
перетвореннями еквiвалентностi i вiдображеннями у iншi класи. Кожний
оператор лiївської симетрiї є оператором редукцiї. Тому при класифiкацiї
некласичних симетрiй щонайменше потрiбно подолати перепони, подiбнi
до перепон при груповiй класифiкацiї. Насправдi ж перепони є значно
бiльшими, оскiльки система визначальних рiвнянь для некласичних си-
метрiй є нелiнiйною i менш перевизначеною.

5.2. Сингулярнi оператори редукцiї

У цьому пiдроздiлi для простоти обмежимося випадком однiєї залежної
i двох незалежних змiнних та окремими операторами редукцiї.

5.2.1. Сингулярнi векторнi поля диференцiальних функцiй.
Розглянемо векторне поле Q = ξi(x, u)∂i + η(x, u)∂u з (ξ1, ξ2) 6= (0, 0),
визначене у просторi (x, u), i диференцiальну функцiю L = L[u] поряд-
ку ordL = r (тобто гладку функцiю вiд x = (x1, x2) i похiдних функцiї u
до порядку r включно).

Означення 5.4. Векторне поле Q назвемо сингулярним для диференцi-
альної функцiї L, якщо iснує диференцiальна функцiя L̃ = L̃[u] меншого
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порядку така, що L|Q(r)
= L̃|Q(r)

. Iнакше Q назвемо регулярним вектор-
ним полем для L. Якщо мiнiмальний порядок диференцiальних функцiй,
чиї обмеження на Q(r) спiвпадають з L|Q(r)

, дорiвнює k, то векторне по-
ле Q має вiдносно L копорядок сингулярностi k. Векторне поле Q назве-
мо ультрасингулярним для диференцiальної функцiї L, якщо L|Q(r)

≡ 0.

Для зручностi копорядок сингулярностi ультрасингулярних вектор-
них полiв i порядок тотожно нульових диференцiальних функцiй по-
кладемо за означенням рiвними −1. Регулярнi векторнi поля для ди-
ференцiальної функцiї L за означенням мають копорядок сингулярностi
r = ordL. Копорядок сингулярностi векторного поля Q вiдносно дифе-
ренцiальної функцiї L позначимо scoLQ.

Якщо Q — сингулярне векторне поле для L, то будь-яке векторне
поле, еквiвалентне Q, є сингулярним для L з таким же копорядком син-
гулярностi.

Функцiю L̃ , що задовольняє умови означення 5.4, можна знайти кон-
структивно. А саме, без обмеження загальностi можна припустити, що
коефiцiєнт ξ2 у Q ненульовий. Тодi будь-яку похiдну u порядку не вище,
нiж r, можна виразити на многовидi Q(r) через похiднi u тiльки по x1.
Наприклад, для похiдних першого i другого порядку маємо

u2 = η̂ − ξ̂u1,

u12 = η̂1 − ξ̂1u1 + η̂uu1 − ξ̂uu2
1 − ξ̂u11,

u22 = η̂2 − ξ̂2u1 + (η̂u − ξ̂uu1)(η̂ − ξ̂u1)

− ξ̂(η̂1 − ξ̂1u1 + η̂uu1 − ξ̂uu2
1 − ξ̂u11),

(5.1)

де ξ̂ = ξ1/ξ2 i η̂ = η/ξ2. Пiсля пiдстановки виразiв для похiдних у L отри-
маємо диференцiальну функцiю L̂, залежну тiльки вiд x, u i похiдних u
по x1. Назвемо L̂ диференцiальною функцiєю, асоцiйованою з L на мно-
говидi Q(r). Векторне поле Q сингулярне для L тодi i тiльки тодi, коли
ord L̂ < r, причому scoLQ = ord L̂. Векторне поле Q ультрасингулярне
тодi i тiльки тодi, коли L̂ ≡ 0.



186

Розглянемо двовимiрний модуль {Qθ = θiQi} векторних полiв над
кiльцем гладких функцiй вiд (x, u), породжений векторними полями
Qi = ξij(x, u)∂j+η

i(x, u)∂u, де rank(ξi1, ξi2, ηi) = 2. До кiнця цього пiдроз-
дiлу набiр параметрiв θ = (θ1, θ2) пробiгає множину пар гладких функцiй
вiд (x, u), а iндекси i i j змiнюються вiд 1 до 2.

Означення 5.5. Модуль {Qθ} назвемо сингулярним для диференцiаль-
ної функцiї L, якщо для будь-якого θ з (θiξi1, θiξi2) 6= (0, 0) векторне поле
Qθ сингулярне для L. Копорядок сингулярностi модуля {Qθ} спiвпадає
з максимальним копорядком сингулярностi його елементiв.

Перетворюючи L разом з Q1 i Q2 точковим перетворенням (x, u),
одне з базисних векторних полiв, наприклад Q2, можна звести до ∂u.
Тодi (ξ11, ξ12) 6= (0, 0), i з точнiстю до перестановки незалежних змiнних
можна вважати ξ12 6= 0 i покласти η1 = 0 i ξ12 = 1 через замiну бази-
су. Будь-яке векторне поле з модуля {Qθ} з ненульовим значенням θ1

еквiвалентне векторному полю Q1 + ζQ2, де ζ = θ2/θ1. Усi iншi векторнi
поля з {Qθ} (якi мають θ1 = 0, а тому еквiвалентнi ∂u) можна нехтувати,
оскiльки кожне з них приводить до рiвняння θ2(x, u) = 0, яке повнiстю
визначає u, а не дає анзац для u.

Це пояснює, чому з точнiстю до точкових перетворень достат-
ньо вивчати тiльки сингулярнi множини векторних полiв вигляду
{Qζ = ξ∂1 + ∂2 + ζ∂u}, де ξ — фiксована гладка функцiя вiд (x, u), а
ζ пробiгає всi такi функцiї. Такий вигляд сингулярних множин вектор-
них полiв назвемо зведеним.

Подальше спрощення залежить вiд того, чи є модуль замкненим вiд-
носно дужки Лi. Якщо так, його можна вважати породженим двома ко-
мутуючими векторними полями, якi можна разом звести точковим пе-
ретворенням до операторiв зсувiв, наприклад, Q1 = ∂2 i Q2 = ∂u. Це
означає, що у зведенiй формi ξ можна занулити. У випадку незамкнено-
стi маємо ξu 6= 0 у зведенiй формi. Пiсля точкового перетворення x̃i = xi,
ũ = ξ i замiни базису, отримаємо базис Q̃1 = ũ∂1̃ + ∂2̃ i Q̃2 = ∂ũ.
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Твердження 5.2. У будь-якому двовимiрному модулi векторних полiв
у просторi трьох змiнних (x1, x2, u) з точнiстю до точкових перетво-
рень можна вибрати базис з векторних полiв Q1 = ∂2 (Q1 = u∂1 + ∂2)
i Q2 = ∂u, якщо модуль замкнений (незамкнений) вiдносно дужки Лi.

Теорема 5.1. Диференцiальна функцiя L має двовимiрний модуль век-
торних полiв k-го копорядку сингулярностi тодi i тiльки тодi, коли з
точнiстю до точкових перетворень її можна зобразити у виглядi

L = Ľ(x,Ωr,k), (5.2)

де Ωr,k =
(
ωα = Dα1

1 (ξD1 + D2)
α2u, α1 6 k, α1 + α2 6 r

)
, ξ ∈ {0, u}, i

Ľωα 6= 0 для деякого ωα з α1 = k.

Доведення. Припустимо, що диференцiальна функцiя L має двовимiр-
ний модуль векторних полiв k-го копорядку сингулярностi {Qθ = θiQi}.
Пiсля точкового перетворення i замiни базису зобразимо базиснi елемен-
ти у зведенiй формi Q1 = ξ∂1 + ∂2 i Q2 = ∂u, де ξ ∈ {0, u}, i виберемо
пiдмножину {Qζ = ξ∂1+∂2+ζ∂u} у {Qθ}, де ζ пробiгає множину гладких
функцiї вiд (x, u). Вихiдна диференцiальна функцiя також змiнюється
при цих перетвореннях, але надалi для всiх нових величин використову-
ємо старi позначення.

Фiксуємо довiльну точку z0 = (x0, u0
(r)) ∈ Jr i розглянемо векторнi по-

ля з {Qζ}, для яких z0 ∈ Qζ
(r). За таких умов значення похiдних ζ тiльки

по x1 i x2 у точцi (x0, u0) можна виразити через u0
(r) i значення похiд-

них ζ у (x0, u0), що мiстять диференцiювання по u. Останнi значення не
є зв’язаними.

Введемо новi координати {xi, ωα = Dα1
1 (ξD1 + D2)

α2u, |α| 6 r} у Jr

замiсть стандартних {xi, uα, |α| 6 r}. Замiна координат коректна, оскiль-
ки матриця Якобi (∂ωα/∂uα′) невироджена. Дiйсно, це трикутна матри-
ця з одиницями на дiагоналi, якщо використати наступний порядок на
множинi мультиiндексiв: α < β :⇔ |α| < |β| ∨ (|α| = |β| ∧ α2 < β2).
Зауважимо, що ωα = Dα1

1 (ξD1 +D2)
α2u = Dα1

1 (Qζ)α2u на Qζ
(r).
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Розглянемо диференцiальну функцiю L̂, отриману з L виключен-
ням на многовидi Qζ

(r) похiдних u, що мiстять диференцiювання по x2

(див. (5.1)). Оскiльки scoLQ
ζ = k, функцiя L̂ не залежить вiд похiдних

u(κ,0), κ = k+ 1, . . . , r. Застосуємо цю умову крок за кроком, починаючи
з найбiльших значень κ i переписуючи похiднi в нових координатах на Jr

i у термiнах L.
Так, у нових координатах рiвняння L̂u(r,0)(z

0) = 0 має вигляд
Lω(r,0)

(z0) = 0. Це завершує перший крок. Тодi на другому кроцi з рiвнян-
ня L̂u(r−1,0)(z

0) = 0 випливає, що Lω(r−1,0)(z
0) + Lω(r−1,1)(z

0)ζu(x
0, u0) = 0.

Розщепимо по ζu(x0, u0), оскiльки ця величина незв’язана. У результатi
отримаємо рiвняння Lω(r−1,0)(z

0) = 0 i Lω(r−1,1)(z
0) = 0.

Iтеруючи процедуру, перед µ-им кроком, µ ∈ {1, . . . , r− k}, виведемо
рiвняння Lω(r−µ′,ν)(z

0) = 0, µ′ = 0, . . . , µ−2, ν = 0, . . . , µ′. Тодi з рiвняння
L̂u(r−µ+1,0)

(z0) = 0 випливає, що
µ−1∑
ν=0

Lω(r−µ+1,ν)
(z0)

(
∂u(Q

ζ)νu
)∣∣

(x,u)=(x0,u0)
= 0.

Значення ∂ν+1
u ζ(x0, u0), ν = 0, . . . , µ − 1, є незв’язаними. Розщеплен-

ня по них, яке еквiвалентне розщепленню по
(
∂u(Q

ζ)νu
)∣∣

(x,u)=(x0,u0)
,

ν = 0, . . . , µ− 1, дає рiвняння Lω(r−µ+1,ν)
(z0) = 0, ν = 0, . . . , µ− 1.

Остаточно, пiсля (r − k)-го кроку виведемо систему Lω(r−µ′,ν)(z
0) = 0,

µ′ = 0, . . . , r − k + 1, ν = 0, . . . , µ′, яка спричиняє умову (5.2).
Навпаки, нехай диференцiальна функцiя L пiсля деякого точкового

перетворення набуває вигляду (5.2). Для довiльної гладкої функцiї ζ =

= ζ(x, u) розглянемо векторне поле Qζ = ξ∂1 +∂2 +ζ∂u i диференцiальну
функцiю L̃ = Ľ(x, Ω̃r,k), де Ω̃r,k =

(
ωα = Dα1

1 (Qζ)α2u, α1 6 k, α1+α2 6 r
)
.

Тодi ord L̃ = k i L|Qζ(r) = L̃|Qζ(r), тобто множина {Qζ = Q1 + ζQ2}, де
Q1 = ξ∂1 + ∂2, Q2 = ∂u i ζ — довiльна гладка функцiя вiд (x, u), має
k-ий копорядок сингулярностi вiдносно L. Поповнимо множину {Qζ} ве-
кторними полями, еквiвалентними її елементам або ∂u, i повернемося до
старих змiнних. У результатi побудуємо двовимiрний модуль векторних



189

полiв {Qθ = θiQi}, причому scoL{Qθ} = k.

Наслiдок 5.4. Диференцiальна функцiя допускає сингулярний двови-
мiрний модуль копорядку k, породжений комутуючими векторними
полями, тодi i тiльки тодi, коли точковими перетвореннями змiнних
її можна звести до диференцiальної функцiї, в якiй всi диференцiюван-
ня вiдносно однiєї з незалежних змiнних мають порядок не вище k.

Наслiдок 5.5. Диференцiальна функцiя, що не рiвна тотожно нулю,
не має ультрасингулярних двовимiрних модулiв векторних полiв.

Зауваження 5.1. Сингулярний модуль може мiстити векторнi поля, ко-
порядки сингулярностi яких менше, нiж копорядок сингулярностi всього
модуля. Нехай {Qζ = ξ∂1 + ∂2 + ζ∂u} — сингулярна множина векторних
полiв диференцiальної функцiї L, причому scoL{Qζ} = k. Тодi значен-
ня ζ, для яких scoLQ

ζ < k, є розв’язками рiвняння

r−k∑
ν=0

Ľω(k,ν)
(x, Ω̃r,k)

(
∂u(Q

ζ)νu
)

= 0,

де Ω̃r,k =
(
Dα1

1 (Qζ)α2u, α1 6 k, α1+α2 6 r
)
i Ľ визначено як у теоремi 5.1.

5.2.2. Сингулярнi векторнi поля диференцiальних рiвнянь. Век-
торне поле Q назвемо (сильно) сингулярним для диференцiального рiв-
няння L, якщо воно сингулярне для диференцiальної функцiї L[u], що є
лiвою частиною канонiчного зображення L[u] = 0 рiвняння L. Зазвичай
атрибут “сильно” будемо опускати. Оскiльки лiвi частини диференцiаль-
них рiвнянь визначено з точнiстю до множникiв, якi є ненульовими ди-
ференцiальними функцiями, умови означення 5.4 можна послабити при
розглядi диференцiальних рiвнянь.

Означення 5.6. Векторне поле Q назвемо слабо сингулярним для ди-
ференцiального рiвняння L: L[u] = 0, якщо iснують диференцiальна
функцiя L̃ = L̃[u] порядку менше r i ненульова диференцiальна функцiя
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λ = λ[u] порядку не вище r такi, що L|Q(r)
= λ L̃|Q(r)

. Iнакше Q назвемо
слабо регулярним векторним полем для L. Якщо мiнiмальний порядок
диференцiальних функцiй, чиї обмеження на Q(r) спiвпадають з точнi-
стю до ненульового функцiонального множника з L|Q(r)

, рiвний k (k < r),
то векторне поле Q є слабо сингулярним копорядку k для L.

Слабкий копорядок сингулярностi векторного поля Q вiдносно L по-
значимо як wscoLQ. Поняття ультрасингулярностi у слабкому i сильно-
му сенсi спiвпадають. Аналогiчно випадку сильної регулярностi вважа-
тимемо wscoLQ = r = ordL, якщо Q — слабо регулярне векторне поле
диференцiального рiвняння L.

Зауважимо, що сильна сингулярнiсть спричиняє слабку, а тому слаб-
ка регулярнiсть спричиняє сильну. Очевидно, що слабкий копорядок син-
гулярностi завжди не бiльше i може бути менше, нiж сильний копорядок
сингулярностi. Зокрема, сильно регулярнi векторнi поля можуть бути
сингулярними у слабкому сенсi. Наприклад, рiвняння uttt = euxx(ux + u)

має сингулярне векторне поле ∂t, чиї сильний i слабкий копорядок син-
гулярностi дорiвнюють 2 i 1 вiдповiдно. Те ж саме векторне поле ∂t є
сильно регулярним i має слабкий копорядок сингулярностi 1 для рiвнян-
ня ut = euxx(ux + u).

Якщо Q — слабо сингулярне векторне поле для L, то кожне вектор-
не поле, еквiвалентне Q, є слабо сингулярним для L i має той самий
копорядок слабкої сингулярностi.

Слабо сингулярнi векторнi поля пов’язанi з характеристичними на-
прямами (див. означення в [211]). Якщо векторне поле Q = ξi(x, u)∂i +

+ η(x, u)∂u слабо сингулярне для диференцiального рiвняння L, то у
кожнiй точцi многовиду L вектор (ξ1, ξ2) ортогональний до деякого ха-
рактеристичного напряму рiвняння L у цiй точцi.

Нехай L̂ — диференцiальна функцiя, асоцiйована з L на многови-
дi Q(r), а саме, отримана з L виключенням похiдних u, якi мiстять ди-
ференцiювання по x2, в силу рiвнянь, що визначають Q(r). Припусти-
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мо додатково, що L̂ має максимальний ранг по похiднiй u(k,0) поряд-
ку k = ord L̂, тобто L̂u(k,0) 6= 0 на многовидi розв’язкiв рiвняння L̂ = 0.
Тодi wscoLQ = k = ord L̂ = scoLQ. Отже, у цьому випадку перевiрку
слабкої сингулярностi можна реалiзувати через алгоритмiчну процедуру.

Теорема 5.2. Диференцiальне рiвняння L: L[u] = 0 порядку r макси-
мального рангу допускає двовимiрний модуль векторних полiв k-го ко-
порядку слабкої сингулярностi тодi i тiльки тодi, коли з точнiстю до
точкових перетворень L можна зобразити у виглядi

L = Λ[u]Ľ(x,Ωr,k), (5.3)

де Λ — ненульова диференцiальна функцiя порядку не вище r, Ωr,k =

=
(
ωα = Dα1

1 (ξD1 + D2)
α2u, α1 6 k, α1 + α2 6 r

)
, ξ ∈ {0, u}, i Ľωα 6= 0

для деякого ωα з α1 = k.

Доведення. Використаємо позначення i поняття з доведення теореми 5.1.
Нехай диференцiальне рiвняння L: L[u] = 0 є максимального рангу

i допускає двовимiрний модуль векторних полiв k-го копорядку слаб-
кої сингулярностi. З точнiстю до точкових перетворень i замiни бази-
су в модулi, можна розглядати тiльки множину {Qζ = ξ∂1 + ∂2 + ζ∂u}
сингулярних векторних полiв у зведенiй формi. Фiксуємо довiльну точ-
ку z0 = (x0, u0

(r)) ∈ L ⊂ Jr i виберемо векторнi поля з {Qζ}, для яких
z0 ∈ Qζ

(r). Значення похiдних вiд ζ тiльки по x1 i x2 у точцi (x0, u0) ви-
ражаються через u0

(r) i значення похiдних вiд ζ у (x0, u0), що мiстять ди-
ференцiювання по u. Останнi значення не є зв’язаними. Диференцiальну
функцiю L̂ отримано з L виключенням на многовидi Qζ

(r) похiдних u, що
мiстять диференцiювання по x2 (див. (5.1)). З wscoLQ 6 k випливає, що
L̂u(κ,0)(z0) = 0, κ = k + 1, . . . , r. Використаємо цю умову поступово, як у
доведеннi теореми 5.1, починаючи з найбiльшого значення κ i переписую-
чи похiднi в нових координатах {xi, ωα = Dα1

1 (ξD1 +D2)
α2u, |α| 6 r} у Jr

i у термiнах L. Отже, Lω(r−µ′,ν)(z
0) = 0, µ′ = 0, . . . , r− k+ 1, ν = 0, . . . , µ′,

для будь-якого z0 ∈ L. Застосовуючи лему Адамара до кожного з цих
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рiвнянь i потiм iнтегруючи їх разом, отримаємо (5.3) (див. доведення
теореми 1 у [297]).

Навпаки, нехай пiсля точкового перетворення диференцiальна функ-
цiя L порядку r має вигляд (5.3). Для довiльної гладкої функцiї ζ вiд
(x, u) розглянемо векторне поле Qζ = ξ∂1 + ∂2 + ζ∂u i диференцiальну
функцiю L̃ = Ľ(x, Ω̃r,k), де Ω̃r,k =

(
ωα = Dα1

1 (Qζ)α2u, α1 6 k, α1+α2 6 r
)
.

Тодi ord L̃ = k i L|Qζ(r) = ΛL̃|Qζ(r), тобто {Q
ζ = Q1 +ζQ2}, де Q1 = ξ∂1 +∂2,

Q2 = ∂u i ζ пробiгає множину гладких функцiй вiд (x, u), є слабо син-
гулярною множиною k-го копорядку для L у нових змiнних. Поповнимо
цю множину векторними полями, еквiвалентними її елементам або ∂u, i
повернемося до старих змiнних, побудувавши таким чином слабо сингу-
лярний двовимiрний модуль k-го копорядку {Qθ = θiQi} для L.

Наслiдок 5.6. Диференцiальне рiвняння L: L[u] = 0 максимального
рангу має слабо сингулярний двовимiрний модуль векторних полiв k-го
копорядку тодi i тiльки тодi, коли цей модуль є сильно сингулярним
для L k-го копорядку (можливо, в зображеннi, отриманому з канонiч-
ного множенням на ненульову диференцiальну функцiю).

Означення 5.7. Векторне поле Q назвемо сингулярним оператором ре-
дукцiї рiвняння L, якщо Q є i оператором редукцiї, i слабо сингулярним
векторним полем для L (тобто Q ∈ Q(L) i wscoLQ < ordL.

5.2.3. Приклад: еволюцiйнi рiвняння. Вивчимо сингулярнi опера-
тори редукцiї (1 + 1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь вигляду

ut = H(t, x, u(r,x)), (5.4)

де r > 1, u0 := u, uk = ∂ku/∂xk, u(r,x) = (u0, u1, . . . , ur) i Hur 6= 0. (У цьо-
му пунктi використано позначення t i x для x1 i x2 i вiдповiдно змiнено
позначення похiдних.) Еволюцiйнi рiвняння є досить особливими з точки
зору сингулярних векторних полiв i сингулярних операторiв редукцiї.
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Твердження 5.3. Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u — сингу-
лярне векторне поле для диференцiальної функцiї L = ut−H(t, x, u(r,x))

порядку r > 1 тодi i тiльки тодi, коли τ = 0. При цьому scoLQ = 1.

Наслiдок 5.7. Диференцiальна функцiя, вiдповiдна (1 + 1)-вимiрному
еволюцiйному рiвнянню, має точно одну множину S = {∂x + ζ(x, u)∂u}
сингулярних векторних полiв у зведенiй формi, причому scoL S = 1.

За умови Hur 6= 0 векторне поле сингулярне для диференцiальної
функцiї ut −H(t, x, u(r,x)) тодi i тiльки тодi, коли воно слабо сингулярне
для рiвняння ut = H(t, x, u(r,x)). Тому для еволюцiйних рiвнянь можна
не розрiзняти сильну i слабку сингулярнiсть (див. наслiдок 5.6).

Фiксуємо довiльне рiвняння L вигляду (5.4) i позначимо через Q0(L)

множину його операторiв редукцiї, що належать S. Для Q ∈ Q0(L) кри-
терiй умовної iнварiантностi дає тiльки одне рiвняння r-го порядку

ζt + ζuH̃ = H̃x + ζH̃u,

H̃ := H(t, x, u, ζ, ζx + ζζu, . . . , (∂x + ζ∂u)
r−1ζ)

вiдносно однiєї невiдомої функцiї ζ з трьома незалежними змiнними t,
x i u, яке позначимо DE0(L). Iншими словами, система визначальних
рiвнянь у цьому випадку складається з одного рiвняння DE0(L), а тому
не є перевизначеною. DE0(L) є умовою сумiсностi рiвнянь ux = ζ i L.

Теорема 5.3. З точнiстю до еквiвалентностей на множинах операто-
рiв i сiмей розв’язкiв, для довiльного рiвняння вигляду (5.4) iснує бiєкцiя
мiж однопараметричними сiм’ями його розв’язкiв i його операторами
редукцiї з нульовими коефiцiєнтами при ∂t. А саме, кожному операто-
ру такого типу вiдповiдає сiм’я розв’язкiв, iнварiантних вiдносно цього
оператора. Проблеми побудови всiх однопараметричних сiмей розв’яз-
кiв рiвняння (5.4) i вичерпного опису його операторiв редукцiї з нульо-
вими коефiцiєнтами при ∂t повнiстю еквiвалентнi.

Доведення. Нехай L — рiвняння з класу (5.4) i Q = ∂x + ζ∂u ∈ Q0(L),
тобто коефiцiєнт ζ = ζ(t, x, u) задовольняє рiвняння DE0(L). Анзац, по-
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будований за Q, має вигляд u = f(t, x, ϕ(ω)), де f = f(t, x, ϕ) — деяка
задана функцiя, fϕ 6= 0, ϕ = ϕ(ω) — нова невiдома функцiя i ω = t —
iнварiантна незалежна змiнна. Цей анзац редукує L до ЗДР L′ на ϕ пер-
шого порядку, розв’язне вiдносно ϕ′. Загальний розв’язок редукованого
рiвняння L′ можна зобразити у виглядi ϕ = ϕ(ω,κ), де ϕκ 6= 0, κ — до-
вiльна стала. Пiдстановка цього розв’язку в анзац дає однопараметричну
сiм’ю F розв’язкiв u = f̃(t, x,κ) рiвняння L з f̃ = f(t, x, ϕ(t,κ)). Вира-
жаючи параметр κ з рiвностi u = f̃(t, x,κ), отримаємо, що κ = Φ(t, x, u),
де Φu 6= 0. Тодi ζ = ux = −Φx/Φu для довiльного u ∈ F , тобто для будь-
яких допустимих значень (t, x,κ). Звiдси ζ = −Φx/Φu для будь-яких
допустимих значень (t, x, u).

Навпаки, припустимо, що F = {u = f(t, x,κ)} — однопараметрична
сiм’я розв’язкiв рiвняння L. Похiдна fκ ненульова, оскiльки параметр κ
суттєвий. Виразимо κ з рiвностi u = f(t, x,κ): κ = Φ(t, x, u) для деякої
функцiї Φ = Φ(t, x, u) з Φu 6= 0. Розглянемо оператор Q = ∂x + ζ∂u,
де коефiцiєнт ζ = ζ(t, x, u) визначено як ζ = −Φx/Φu. Q[u] = 0 для
будь-якого u ∈ F . Анзац u = f(t, x, ϕ(ω)), де ω = t, асоцiйований з Q,
редукує L до рiвняння ϕω = 0. Отже [297], Q ∈ Q0(L), а тому функцiя
ζ задовольняє DE0(L).

Наслiдок 5.8. Нелiнiйне (1 + 2)-вимiрне еволюцiйне рiвняння DE0(L)

зводиться композицiєю нелокальної пiдстановки ζ = −Φx/Φu, де Φ —
функцiя вiд (t, x, u), i перетворення годографа

новi незалежнi змiннi: t̃ = t, x̃ = x, κ = Φ,

нова залежна змiнна: ũ = u

до рiвняння L на функцiю ũ = ũ(t̃, x̃,κ) з κ у якостi параметра.

Зауваження 5.2. За означенням однопараметричнi сiм’ї u = f(t, x,κ)

i u = f̃(t, x, κ̃) еквiвалентнi, якщо вони складаються з тих самих функ-
цiй i вiдрiзняються тiльки параметризацiєю, тобто якщо iснує функцiя
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ζ = ζ(κ) така, що ζκ 6= 0 i f̃(t, x, ζ(κ)) = f(t, x,κ). Еквiвалентнi однопа-
раметричнi сiм’ї розв’язкiв асоцiйованi з одним i тим самим оператором
з Q0(L) i їх можна ототожнити.

Можна зробити висновок, що для будь-якого еволюцiйного рiвнян-
ня L традицiйне розбиття множини Q(L) його операторiв редукцiї за
умовами τ 6= 0 i τ = 0 є природним, оскiльки воно спiвпадає з розбит-
тям Q(L) на сингулярну i регулярну пiдмножини. Це особлива власти-
вiсть еволюцiйних рiвнянь, яка не має мiсця для загальних ДРЧП з
двома незалежними змiнними. Пiсля факторизацiї пiдмножин вiдносно
звичайного вiдношення еквiвалентностi операторiв отримаємо два рiз-
них випадки нееквiвалентних операторiв редукцiї (регулярний випадок
τ = 1 i сингулярний випадок τ = 0, ξ = 1), якi потрiбно вивчати окремо.

Сингулярнi оператори редукцiї рiвняння L описано в унiфiкований
“no-go” спосiб. Всi вони мають однаковий копорядок сингулярностi, рiв-
ний 1, i тому редукують L ЗДР до першого порядку. Однаковiсть син-
гулярних копорядкiв гарантує iснування бiєкцiї мiж множиною сингу-
лярних операторiв редукцiї рiвняння L i множиною однопараметричних
сiмей його розв’язкiв (з точнiстю до природних вiдношень еквiвалентнос-
тi у цих множинах). У результатi у випадку τ = 0 i ξ = 1 визначальне
рiвняння для коефiцiєнта при ∂u без додаткових припущень i умов не-
локальним перетворенням зведено до вихiдного рiвняння L [34, 291, 292]
(див. наслiдок 5.8).

Регулярний випадок τ = 1 значно складнiший за сингулярний. Вiн
суттєво залежить вiд структури рiвняння, включаючи порядок, тип не-
лiнiйностi тощо. Дотепер немає вичерпних результатiв щодо регуляр-
них операторiв редукцiї навiть для еволюцiйних рiвнянь другого по-
рядку. Дослiджено тiльки деякi пiдкласи таких рiвнянь. Див., напри-
клад, [59, 108, 231, 244] та пiдроздiл 5.3 щодо повної класифiкацiї регу-
лярних операторiв редукцiї для деяких пiдкласiв еволюцiйних рiвнянь
другого порядку, параметризованих функцiями одного аргументу. На-
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приклад, навiть для класу нелiнiйних рiвнянь дифузiї загального ви-
гляду ut = (f(u)ux)x (що репрезентує класичний приклад розв’язання
проблеми групової класифiкацiї для ДРЧП [30]) дотепер не знайдено
множину значень параметр-функцiї f , при яких вiдповiднi рiвняння ма-
ють нелiївськi регулярнi оператори редукцiї. Бiльшiсть еволюцiйних рiв-
нянь не допускають регулярних операторiв редукцiї. Простий приклад
дає рiвняння ut = uxx+ueux +xe2ux + te3ux +e4ux +e5ux. Деякi еволюцiйнi
рiвняння (лiнiйнi [134,231], рiвняння Бюргерса [192] тощо) мають так ба-
гато регулярних операторiв редукцiї, що “no-go” твердження справедливi
i для них, але природа цього “no-go” вiдрiзняється вiд “no-go” сингуляр-
ного випадку i пов’язана з властивiстю лiнiйностi або лiнеаризовностi
вiдповiдних еволюцiйних рiвнянь.

Зауваження 5.3. Наведенi результати узагальнюються на iнволютив-
нi сiм’ї операторiв редукцiї багатовимiрних еволюцiйних рiвнянь [34] i
навiть систем таких рiвнянь [10].

5.2.4. Приклад: нелiнiйнi хвильовi рiвняння. Наступний приклад,
докладно вивчений щодо сингулярних операторiв редукцiї [180], дає клас
нелiнiйних хвильових рiвнянь (у конусних змiнних) загального вигляду

u12 = F (u). (5.5)

Тут F — довiльна гладка функцiя вiд u. Цей клас суттєво вiдрiзняється
вiд класу еволюцiйних рiвнянь стосовно сингулярних векторних полiв.
Основною рiзницею є те, що кожна диференцiальна функцiя, асоцiйо-
вана з деяким рiвнянням з класу (5.5), має двi сингулярнi множини
векторних полiв, причому цi множини мiстять векторнi поля нижчого
копорядку сингулярностi, нiж копорядки сингулярностi цiлих множин.
Так, для будь-якого F векторне поле Q = ξi(x, u)∂i+η(x, u)∂u сингуляр-
не для диференцiальної функцiї L = u12 − F (u) тодi i тiльки тодi, коли
ξ1ξ2 = 0. Бiльш того, для рiвнянь з класу (5.5) немає рiзницi мiж силь-
ною i слабкою сингулярнiстю векторних полiв. Дiйсно, припустимо, що
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ξ2 6= 0. Виключення похiдних u2 i u12 з L згiдно (5.1) приводить до ди-
ференцiальної функцiї L̃ з коефiцiєнтом −ξ1/ξ2 при u11. Тому ord L̃ < 2

тодi i тiльки тодi, коли ξ1 = 0.
Отже, для будь-якого F диференцiальна функцiя L = u12− F (u) має

точно двi множини сингулярних векторних полiв у зведенiй формi :
S = {∂2 + ζ(x, u)∂u} i S∗ = {∂1 + ζ∗(x, u)∂u}. Векторнi поля, еквiва-
лентнi ∂u, не є пiдхожими як оператори редукцiї. Будь-яке сингулярне
векторне поле для L еквiвалентне одному з наведених полiв. Бiльш того,
кожне рiвняння вигляду (5.5) допускає дискретне перетворення симет-
рiї — перестановку змiнних x1 i x2, що породжує взаємно-однозначне
вiдображення мiж S i S∗ (див. наслiдок 5.1). Тому достатньо, з точнiстю
до еквiвалентностi векторних полiв (i перестановки x1 i x2), дослiдити
тiльки сингулярнi оператори редукцiї з множини S.

Для рiвняння L з класу (5.5) i оператора Q = ∂2 + ζ∂u критерiй
умовної iнварiантностi набуває вигляду

(ζ12 + ζ1uu2 + ζ2uu1 + ζuuu1u2 + ζuu12)|L∩Q(2)
= ζFu.

Перетин L ∩ Q(2) виокремлено з J2 рiвняннями u2 = ζ, u12 = F i
ζ1 + ζuu1 = F . Тому подальший розгляд залежить вiд значень ζu i Fu.
Проаналiзуємо можливi випадки.

Нехай ζu = 0 i Fu = 0. Тодi Q — ультрасингулярне векторне поле
для L. Третє рiвняння з тих, що визначають L ∩ Q(2), набуває вигля-
ду ζ1 = F i не мiстить похiдних вiд u. Його потрiбно розглядати як
умову вiдносно ζ, а тому критерiй умовної iнварiантностi у цьому ви-
падку виконується тотожно. Анзацом, побудованим за оператором Q, є
u = ϕ(ω) +

∫
ζ dx2, де ω = x1. Вiн редукує рiвняння (5.5) до тотожностi,

що пояснюється ультрасингулярнiстю оператора редукцiї Q.
Якщо ζu = 0 i Fu 6= 0, то scoLQ = 0. Третє рiвняння з тих,

що визначають L ∩ Q(2), знову набуває вигляду ζ1 = F , але тепер
його можна розв’язати вiдносно u: u = F̌ (ζ1), де F̌ — обернена функ-
цiя до F . Тодi критерiй умовної iнварiантностi еквiвалентний рiвнянню
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ζ12 = ζFu(F̌ (ζ1)) вiдносно ζ. Анзац, побудований за оператором Q, ре-
дукує L до алгебраїчного рiвняння F (ϕ +

∫
ζ dx2) = ζ1 для функцiї ϕ,

що узгоджується з умовою scoLQ = 0. Дiйсно, обертаючи F , отримаємо
рiвнiсть ϕ = F̌ (ζ1)−

∫
ζ dx2, права частина якої не залежить вiд x2 в силу

рiвняння на ζ. Навпаки, зафiксуємо розв’язок u = f(x) рiвняння (5.5) i
покладемо ζ = f2. Тодi ζ12 = ζFu(F̌ (ζ1)), тобто в силу критерiю умовної
iнварiантностi Q = ∂2 + ζ∂u є оператором редукцiї рiвняння (5.5), причо-
му ζu = 0. Розв’язок u = f(x) iнварiантний вiдносно Q. Пiдсумовуючи,
сформулюємо теорему.

Теорема 5.4. Для довiльного рiвняння з класу (5.5) з Fu 6= 0 iснує
взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж його розв’язками i оператора-
ми редукцiї вигляду Q = ∂2 + ζ(x)∂u (або Q∗ = ∂1 + ζ∗(x)∂u). А саме,
кожен оператор цього типу має копорядок сингулярностi 0 i вiдповiдає
єдиному розв’язку, iнварiантному вiдносно нього. Проблеми розв’язання
рiвнянь з класу (5.5) з Fu 6= 0 i вичерпного опису їх операторiв редукцiї
такого вигляду повнiстю еквiвалентнi.

Наслiдок 5.9. Будь-який розв’язок u = f(x) рiвняння (5.5) з Fu 6= 0

iнварiантний вiдносно двох операторiв редукцiї Q = ∂2 + ζ(x)∂u i
Q∗ = ∂1 + ζ∗(x)∂u рiвняння (5.5), причому їх копорядок сингулярностi
рiвний 0. Тут ζ = f2 i ζ∗ = f1. Властивiсть мати той самий iнварi-
антний розв’язок рiвняння (5.5) встановлює канонiчну бiєкцiю Q↔ Q∗

мiж множинами операторiв редукцiї копорядку сингулярностi 0. Вiд-
повiднi значення ζ i ζ∗ пов’язанi формулами

ζ∗ =
ζ11

Fu(F̌ (ζ1))
, ζ =

ζ∗22

Fu(F̌ (ζ∗2))
.

Регулярнi значення ζ, для яких scoLQ = scoL S = 1, задовольняють
умову ζu 6= 0. Тодi з рiвняння ζ1 + ζuu1 = F випливає, що

u1 =
F − ζ1

ζu
=: ζ∗.
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Критерiй умовної iнварiантностi дає тiльки одне рiвняння

ζ12 + ζζ1u + (ζ2u + ζζuu)
F − ζ1

ζu
+ ζuF = ζFu (5.6)

вiдносно однiєї функцiї ζ, тобто система визначальних рiвнянь добре ви-
значена. Рiвняння (5.6) можна переписати як умову сумiсностi

ζ1 + ζ∗ζu = ζ∗2 + ζζ∗u = F

рiвнянь u1 = ζ∗, u2 = ζ i u12 = F . Очевидно, що ζ∗u 6= 0. Завдяки симетрiї
вiдносно перестановки x1 i x2 отримаємо наступне твердження.

Твердження 5.4. Для будь-якого рiвняння з класу (5.5) iснує кано-
нiчна бiєкцiя Q ↔ Q∗ мiж множинами його сингулярних операторiв
редукцiї вигляду Q = ∂2 + ζ(x, u)∂u i Q∗ = ∂1 + ζ∗(x, u)∂u, де ζu 6= 0 i
ζ∗u 6= 0. Ця бiєкцiя задається формулами

Q→ Q∗ : ζ∗ =
F − ζ1

ζu
, Q∗ → Q : ζ =

F − ζ∗2
ζ∗u

.

Розв’язок рiвняння (5.5) Q-iнварiантний тодi i тiльки тодi, коли вiн
Q∗-iнварiантний.

Теорема 5.5. З точнiстю до еквiвалентностi сiмей розв’язкiв, для
довiльного рiвняння з класу (5.5) з Fu 6= 0 iснує взаємно-однозначна
вiдповiднiсть мiж однопараметричними сiм’ями його розв’язкiв i опе-
раторами редукцiї вигляду Q = ∂2 + ζ(x, u)∂u, де ζu 6= 0 (або
Q∗ = ∂1 + ζ∗(x, u)∂u, де ζ∗u 6= 0). А саме, будь-якому такому оператору
вiдповiдає сiм’я розв’язкiв, iнварiантних вiдносно нього. Проблеми по-
будови всiх однопараметричних сiмей розв’язкiв рiвнянь з класу (5.5)
з Fu 6= 0 i вичерпного опису їх операторiв редукцiї зазначеного вигляду
повнiстю еквiвалентнi.

Доведення аналогiчне доведенню теореми 5.3.

Наслiдок 5.10. Спряженi сингулярнi оператори редукцiї Q = ∂2 +

+ ζ(x, u)∂u i Q∗ = ∂1 + ζ∗(x, u)∂u рiвняння (5.5) (де обов’язково ζu 6= 0

i ζ∗u 6= 0) асоцiйованi з однiєю й тiєю ж однопараметричною сiм’єю
розв’язкiв цього рiвняння.
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Наслiдок 5.11. Нелiнiйне тривимiрне рiвняння (5.6) зводиться ком-
позицiєю перетворення Беклунда ζ = −Φ2/Φu, ζ∗ = −Φ1/Φu, де Φ —
функцiя вiд (x, u), i перетворення годографа

новi незалежнi змiннi: x̃1 = x1, x̃2 = x2, κ = Φ,

нова залежна змiнна: ũ = u

до рiвняння (5.5) для функцiї ũ = ũ(x̃,κ) з κ у якостi параметра.

Зауваження 5.4. Для будь-якого рiвняння з класу (5.5) з Fu = 0 опера-
тори редукцiї вигляду Q = ∂2 + ζ(x, u)∂u, де ζu 6= 0 (Q∗ = ∂1 + ζ∗(x, u)∂u,
де ζ∗u 6= 0), також бiєктивно асоцiйованi з однопараметричними сiм’ями
його розв’язкiв, що мають вигляд {u = f(x,κ)}, де f1κ 6= 0 (f2κ 6= 0).
Однопараметричнi сiм’ї з f1κ = 0 (f2κ = 0) вiдповiдають ультрасингу-
лярним операторам редукцiї з ζu = 0 (ζ∗u = 0), причому ця вiдповiднiсть
не є взаємно-однозначною.

Наведене вище дослiдження сингулярних операторiв редукцiї нелi-
нiйних хвильових рiвнянь вигляду (5.5) показує, що для таких рiвнянь
природним є розбиття вiдповiдних множин операторiв редукцiї на трiйки
пiдмножин, виокремлених умовами

1) ξ1 = 0; 2) ξ2 = 0; 3) ξ1ξ2 6= 0.

Пiсля факторизацiї за вiдношенням еквiвалентностi векторних полiв
отримаємо три пiдмножини операторiв редукцiї, визначенi умовами

1) ξ1 = 0, ξ2 = 1; 2) ξ2 = 0, ξ1 = 1; 3) ξ1 6= 0, ξ2 = 1.

Кожну пiдмножину потрiбно дослiдити окремо. Завдяки точковiй си-
метрiї перестановки x1 i x2, другий випадок зводиться до першого i його
можна опустити. Остаточно маємо два суттєво рiзнi випадки пiсля фак-
торизацiї: сингулярний випадок ξ1 = 0, ξ2 = 1 i регулярний випадок
ξ1 6= 0, ξ2 = 1. Калiбрування ξ2 = 1 не є єдиним можливим i природним
у регулярному випадку.
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Розглянемо iншу стандартну форму

u11 − u22 = F (u) (5.7)

нелiнiйних хвильових рiвнянь, отриману з (5.5) точковим перетворенням
x̃1 = x1−x2, x̃2 = x1+x2, ũ = u. Використовуючи це перетворення, всi ре-
зультати, отриманi для класу (5.5), можна легко поширити на клас (5.7).
Так, будь-яке рiвняння вигляду (5.7) має двi сингулярних множини опе-
раторiв редукцiї, виокремлених умовами ξ1 = −ξ2 i ξ1 = ξ2, i одну ре-
гулярну множину операторiв редукцiї, асоцiйовану з умовою ξ1 6= ±ξ2.
Сингулярнi множини вiдображаються одна в iншу замiною знаку x2, а
тому одну з них можна виключити з розгляду. Пiсля факторизацiї за
вiдношенням еквiвалентностi векторних полiв, маємо два випадки для
подальшого вивчення: сингулярний випадок ξ1 = ξ2 = 1 i регулярний
випадок ξ1 6= ±1, ξ2 = 1.

Для нелiнiйних хвильових рiвнянь бiльш загального вигляду

u11 − (G(u)u2)2 = F (u),

де G(u) > 0, природне розбиття множин операторiв редукцiї визначено
складнiшими умовами, залежними вiд параметр-функцiї G. Так сингу-
лярнi пiдмножини асоцiйованi з умовами ξ2 =

√
Gξ1 i ξ2 = −

√
Gξ1.

Наведенi приклади показують, що застосування традицiйного розбит-
тя множин операторiв редукцiї для факторизацiї часто приводить до роз-
щеплення однорiдних i комбiнування суттєво рiзних випадкiв. У резуль-
татi виведенi системи визначальних рiвнянь на коефiцiєнти операторiв
редукцiї є далекими вiд оптимальних i складними для дослiдження. От-
же, необхiдно використовувати природнi розбиття, що ґрунтуються на
врахуваннi структури сингулярних сiмей операторiв редукцiї.

5.2.5. Оператори редукцiї i параметричнi сiм’ї розв’язкiв.

Твердження 5.5. Cлабкий копорядок сингулярностi оператора редук-
цiї Q рiвняння L рiвний суттєвому порядку вiдповiдного редуковано-
го ЗДР.
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Доведення. Виконаємо таке точкове перетворення, щоб у нових змiнних
Q = ∂x2. (Для зручностi, для нових змiнних використовуємо тi ж позна-
чення, що i для старих.) Тодi анзацом, побудованим за Q, є u = ϕ(ω),
де ϕ = ϕ(ω) — нова невiдома функцiя i ω = x1 — iнварiантна незалежна
змiнна. Многовид Q(r) задано системою uα = 0, де α = (α1, α2), α2 > 0,
α1 + α2 6 r = ordL.

Оскiльки Q ∈ Q(L), iснують диференцiальнi функцiї λ̌ = λ̌[ϕ] i
Ľ = Ľ[ϕ] порядку, не вище нiж r, такi, що L|u=ϕ(ω) = λ̌Ľ (див. [297]).
Функцiя λ̌ ненульова i може залежати вiд x2 як параметра. Функцiю Ľ

виберемо мiнiмального порядку ř, якого можна досягти з точнiстю до ек-
вiвалентностi, породженої ненульовими диференцiальними функцiями-
множниками. Тодi редуковане рiвняння Ľ: Ľ = 0 має суттєвий порядок ř.

Умова wscoLQ = k означає, що iснують диференцiальнi функцiї L̃ i
λ̃, залежнi щонайбiльше вiд x i похiдних вiд u по x1, причому ord L̃ = k,
ord λ̃ 6 r, такi, що L|Q(r)

= λ̃L̃|Q(r)
.

Якби ř < k, можна було б використати λ̃new = λ̌|u ϕ i L̃new = Ľ|u ϕ в
означеннi слабкої сингулярностi замiсть λ̃ i L̃, що привело б до супере-
чностi wscoLQ 6 ord L̃new = ř < k. Отже, ř > k. (Тут “y  z” позначає,
що величину y потрiбно пiдставити замiсть величини z.)

Припустимо, що ř > k. Маємо рiвнiсть λ̌Ľ = (λ̃L̃)|u=ϕ(ω), в якiй змiн-
на x2 вiдiграє роль параметра. Фiксуючи значення x0

2 змiнної x2, отри-
маємо зображення

Ľ = Λ[ϕ] L̃

∣∣∣∣
u=ϕ(ω), x2=x02

, Λ :=
λ̃|u=ϕ(ω)

λ̌

∣∣∣∣
x2=x02

6= 0.

Оскiльки ord L̃|u=ϕ(ω), x2=x02
6 k < ř, це зображення суперечить умовi, що

ř — суттєвий порядок редукованого рiвняння Ľ. Отже, ř = k. обернене
перетворення змiнних зберiгає цю рiвнiсть.

Наслiдок 5.12. Слабкий копорядок сингулярностi оператора редук-
цiї Q рiвняння L дорiвнює максимальнiй кiлькостi суттєвих параме-
трiв у сiм’ях Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L.
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Наслiдок 5.13. Нехай Q ∈ Q(L) i wscoLQ = k, а диференцiальна
функцiя k-го порядку, асоцiйована з L на многовидi Q(r) з точнiстю
до ненульового множника, є максимального рангу по похiднiй вiд u по-
рядку k. Тодi L має k-параметричну сiм’ю Q-iнварiантних розв’язкiв,
i будь-який Q-iнварiантний розв’язок рiвняння L належить цiй сiм’ї.

Наслiдок 5.14. Припустимо, що диференцiальна функцiя мiнiмаль-
ного порядку, асоцiйована з L на многовидi Q(r) з точнiстю до нену-
льового множника, є максимального рангу за похiдною вiд u найвищого
порядку, що виникає в цiй диференцiальнiй функцiї. Якщо максимальна
кiлькiсть суттєвих параметрiв у сiм’ї Q-iнварiантних розв’язкiв рiв-
няння L не менше, нiж wscoLQ, то Q — оператор редукцiї рiвняння L.

Зауваження 5.5. Для будь-якого оператора Q максимальна кiлькiсть
суттєвих параметрiв у сiм’ї Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L не пе-
ревищує wscoLQ.

Наведений вище розгляд пiдсумовує наступне твердження.

Твердження 5.6. Припустимо, що диференцiальна функцiя мiнiмаль-
ного порядку, асоцiйована з диференцiальною функцiєю L[u] на много-
видi Q(r) (r = ordL) з точнiстю до ненульового множника, є макси-
мального рангу за похiдною вiд u найвищого порядку, що виникає в цiй
диференцiальнiй функцiї. Тодi з будь-яких двох наступних властиво-
стей випливає третя.

1) Q — оператор редукцiї рiвняння L: L = 0.

2) wscoLQ = k (0 6 k 6 r).

3) Рiвняння L має k-параметричну сiм’ю Q-iнварiантних розв’яз-
кiв, i будь-який Q-iнварiантний розв’язок рiвняння L належить цiй
сiм’ї.

Властивостi ультрасингулярних векторних полiв як операторiв редук-
цiї очевиднi.
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Твердження 5.7. 1) Будь-яке ультрасингулярне векторне поле Q

рiвняння L є оператором редукцiї цього рiвняння. Анзац, побудова-
ний за Q, редукує L до тотожностi. Отже, сiм’я Q-iнварiантних
розв’язкiв рiвняння L параметризована довiльною функцiєю вiд однiєї
Q-iнварiантної змiнної.

2) Якщо сiм’я Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L параметризо-
вана довiльною функцiєю однiєї Q-iнварiантної змiнної, то Q — уль-
трасингулярне векторне поле для L.

5.2.6. Оператори редукцiї копорядку сингулярностi 1. Резуль-
тати, отриманi для еволюцiйних i хвильових рiвнянь, можна частково
поширити на сингулярнi оператори редукцiї копорядку один загальних
ДРЧП з двома незалежними i однiєю залежною змiнною.

Розглянемо рiвняння L: L = 0, де L = L[u] — диференцiальна функ-
цiя порядку r > 1. Припустимо, що функцiя L допускає сингулярний
модуль векторних полiв першого копорядку. (В силу наслiдку 5.6 можна
обмежитися розглядом тiльки сильної сингулярностi модулiв векторних
полiв для диференцiальних рiвнянь.) Без обмеження загальностi з точ-
нiстю до замiни змiнних можна вважати, що модуль мiстить сингулярну
множину S = {Qζ} першого копорядку векторних полiв у зведеному ви-
глядi, тобто Qζ = ξ∂1 + ∂2 + ζ∂u для будь-якої гладкої функцiї ζ i фiксо-
ваної гладкої функцiї ξ вiд (x, u). Додатково можна покласти ξ ∈ {0, u}.

Згiдно теореми 5.1 диференцiальну функцiю L можна зобразити як
L = Ľ(x,Ωr,1), де Ωr,1 =

(
ωα = Dα1

1 (ξD1 + D2)
α2u, α1 6 1, α1 + α2 6 r

)
,

причому Ľωα 6= 0 для деякого ωα з α1 = 1. Тодi обмеження L на Qζ
(r)

спiвпадає з обмеженням на той же многовид функцiї L̃ζ = Ľ(x, Ω̃r,1), де

Ω̃r,1 =
(
Dα1

1 (Qζ)α2u, α1 6 1, α1 + α2 6 r
)
.

Отже, вигляд L̃ζ визначено виглядом L та ξ i вибраним значенням
параметр-функцiї ζ. Залежно вiд значення ζ, диференцiальна функ-
цiя L̃ζ може або тотожно щезати, або мати порядок 0 або 1. Це озна-
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чає, що або векторне поле Qζ ультрасингулярне, або scoLQ
ζ = 0 або

scoLQ
ζ = 1 вiдповiдно. Вивчимо кожен з перерахованих випадкiв окре-

мо. Нижче додатково припустимо, що функцiя L̃ζ має максимальний
ранг вiдносно u (u1), якщо scoLQ

ζ = 0 (scoLQ
ζ = 1).

Значення ζ, при яких Qζ ультрасингулярне для L, виокремленi умо-
вою L̃ζ = 0, де u i u1 потрiбно вважати незалежними змiнними. Роз-
щеплення цiєї умови по u1 дає систему S−1 ДРЧП на ζ порядкiв менше,
нiж r, яка може бути несумiсною у загальному випадку. Несумiснiсть
системи S−1 означає, що множина S не мiстить ультрасингулярних век-
торних полiв. Наприклад, еволюцiйнi рiвняння порядкiв вище, нiж 1, i
нелiнiйнi хвильовi рiвняння вигляду (5.5) з Fu 6= 0, на вiдмiну вiд рiв-
нянь вигляду (5.5) з Fu = 0, не допускають ультрасингулярних вектор-
них полiв (див. пiдроздiли 5.2.3 i 5.2.4). Умова ультрасингулярностi на
ζ гарантує, що Qζ ∈ Q(L) i сiм’я Qζ-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L
параметризована довiльною функцiєю однiєї Qζ-iнварiантної змiнної.

Якщо scoLQ
ζ = 0, параметр-функцiя ζ задовольняє умову L̃ζu1 = 0,

де u i u1 вважаємо незалежними змiнними. Ця умова слабша за умову
ультрасингулярностi. Отже, вiдповiдна система S0 ДРЧП на ζ (порядкiв
менше, нiж r), отримана розщепленням умови L̃ζu1 = 0 по u1, має бiльше
шансiв на сумiснiсть, нiж S−1. Наприклад, будь-яке нелiнiйне хвильо-
ве рiвняння вигляду (5.5) з Fu 6= 0 допускає векторнi поля нульового
копорядку сингулярностi, хоча це не так щодо ультрасингулярних век-
торних полiв. Водночас еволюцiйнi рiвняння не мають векторних полiв
нульового копорядку сингулярностi.

Можна сформулювати певнi умови, достатнi для сумiсностi S0. Так,
якщо Ľω(1,0)

= 0 i ξu = 0, то система S0 сумiсна, оскiльки її задовольняє
будь-яке ζ з ζu = 0. Iншими словами, scoLQ

ζ 6 0 для будь-якого ζ =

= ζ(x). Розглянемо цей частковий випадок докладнiше. (Нагадаємо, що
за умови ξu = 0 коефiцiєнт ξ можна вважати, з точнiстю до точкових
перетворень, рiвним 0, але цю можливiсть використовувати не будемо.)
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Якщо додатково Ľω(0,0)
= 0, умова L̃ζ = 0 при ζ = ζ(x) приводить тiль-

ки до одного ДРЧП вiдносно ζ. Кожен його розв’язок задовольняє сис-
тему S−1, а тому вiдповiдне векторне поле Qζ ультрасингулярне для L.

Iнакше scoLQ
ζ = 0 i рiвняння L̃ζ = 0 можна розв’язати вiднос-

но u: u = Gζ(x), де вираз для функцiї Gζ залежить вiд параметр-
функцiї ζ = ζ(x) i її похiдних до порядку r − 1 включно. Тодi критерiй
умовної iнварiантностi еквiвалентний ДРЧП r-го порядку ζ = ξGζ

1 +Gζ
2

вiдносно ζ. Якщо ζ — розв’язок цього рiвняння, то Qζ ∈ Q(L). Анзац, по-
будований за операторомQζ , можна записати у виглядi u = ϕ(ω)+Gζ(x),
де ϕ = ϕ(ω) — нова невiдома функцiя i ω = ω(x) — iнварiантна незалеж-
на змiнна, що задовольняє рiвняння ξω1 + ω2 = 0. Вiн редукує вихiдне
рiвняння L до тривiального алгебраїчного рiвняння ϕ = 0, тобто функцiя
u = Gζ(x) є єдиним Qζ-iнварiантним розв’язком рiвняння L. Навпаки,
фiксуємо розв’язок u = f(x) рiвняння L i покладемо ζ = ξf1 + f2. Тодi
f = Gζ(x), а тому ζ = ξGζ

1 + Gζ
2, тобто в силу критерiю умовної iнварi-

антностi Qζ = ξ∂1 +∂2 +ζ∂u ∈ Q(L), причому ζu = 0. Розв’язок u = f(x)

Qζ-iнварiантний за побудовою. У результатi маємо таке твердження.

Теорема 5.6. Нехай рiвняння L має множину S = {Qζ = ξ∂1+∂2+ζ∂u}
першого копорядку сингулярностi векторних полiв у зведенiй формi з
ξu = 0, тобто його лiва частина L допускає зображення L = Ľ(x,Ωr,1),
де Ωr,1 =

(
ωα = Dα1

1 (ξD1+D2)
α2u, α1 6 1, α1+α2 6 r

)
, Ľωα 6= 0 для деяко-

го α з α1 = 1, i додатково Ľω(1,0)
= 0 i Ľω(0,0)

6= 0. Тодi iснує бiєкцiя мiж
розв’язками рiвняння L i його операторами редукцiї з S iз ζu = 0. А са-
ме, будь-який такий оператор має нульовий копорядок сингулярностi
i вiдповiдає єдиному розв’язку, iнварiантному вiдносно нього. Пробле-
ми розв’язання рiвняння L i вичерпного опису таких його операторiв
редукцiї повнiстю еквiвалентнi.

Розглянемо тепер регулярнi значення ζ, для яких scoLQ
ζ = 1. Такi

значення задовольняють умову регулярностi L̃ζu1 6= 0. Отже, рiвняння
L̃ζ = 0, еквiвалентне L на многовидi Qζ

(r), можна розв’язати вiдносно u1:
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u1 = Gζ(x, u), де вираз для функцiї Gζ залежить вiд параметр-функцiї ζ
i ї ї похiдних до порядку r − 1 включно. Для рiвняння L i оператора Qζ

критерiй умовної iнварiантностi дає визначальне рiвняння

ζ1 + ζuG
ζ − (ξ1 + ξuG

ζ)Gζ = ξGζ
1 +Gζ

2 + ζGζ
u (5.8)

вiдносно функцiї ζ, яке можна переписати як умову сумiсностi

ζ1 + ζuG
ζ − (ξ1 + ξuG

ζ)Gζ − ξ(Gζ
1 +Gζ

uG
ζ) = Gζ

2 + (ζ − ξGζ)Gζ
u

рiвнянь u1 = Gζ i ξu1 + u2 = ζ вiдносно u. Порядок рiвняння (5.8)
дорiвнює r, тобто вiн бiльше за порядок системи S0. Це гарантує (при
певних умовах гладкостi, наприклад, в аналiтичному випадку), що рiв-
няння (5.8) має розв’язки, якi не є розв’язками системи S0. Iншими сло-
вами, рiвняння L обов’язково має оператори редукцiї першого копорядку
сингулярностi з множини S.

З результатiв пункту 5.2.5 випливає, що для кожного оператора ре-
дукцiї Q першого копорядку сингулярностi рiвняння L iснує однопа-
раметрична сiм’я Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L. Якщо L до-
пускає сингулярний модуль векторних полiв копорядку 1, то зворотне
твердження також є вiрним.

Теорема 5.7. Нехай рiвняння L має множину S = {Qζ = ξ∂1+∂2+ζ∂u}
першого копорядку сингулярностi векторних полiв у зведенiй формi. То-
дi для будь-якої однопараметричної сiм’ї F розв’язкiв рiвняння L iснує
значення параметр-функцiї ζ = ζ(x, u) таке, що Qζ є оператором ре-
дукцiї для L i кожен розв’язок з F є Qζ-iнварiантним.

Доведення. Розглянемо однопараметричну сiм’ю F = {u = f(x,κ)}
розв’язкiв рiвняння L. Тут fκ 6= 0, оскiльки параметр κ суттєвий. Розв’я-
зуючи u = f(x,κ) вiдносно κ, маємо κ = Φ(x, u) з деякою функцiєю
Φ = Φ(x, u), де Φu 6= 0, а тодi визначаємо ζ = ζ(x, u) за формулою

ζ = −ξΦ1 + Φ2

Φu
.
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Оскiльки fi = −(Φi/Φu)|u=f , i = 1, 2, то ξ|u=ff1 + f2 = ζ|u=f , тобто будь-
який розв’язок з F є Qζ-iнварiантним. Тодi або Qζ — ультрасингулярне
векторне поле для L, або scoLQ

ζ = 1. (Випадок scoLQ
ζ = 0 неможливий,

оскiльки iнакше рiвняння L не могло б мати однопараметричну сiм’юQζ-
iнварiантних розв’язкiв.) Кожне ультрасингулярне векторне поле для L
є оператором редукцiї для L. Якщо scoLQ

ζ = 1, то Q ∈ Q(L) в силу
наслiдку 5.14.

Наслiдок 5.15. Нехай S = {Qζ = ξ∂1 + ∂2 + ζ∂u}, wscoL S = 1 i жо-
ден елемент з S не є ультрасингулярним для L. Тодi з точнiстю до
еквiвалентностi сiмей розв’язкiв iснує бiєкцiя мiж однопараметрични-
ми сiм’ями розв’язкiв рiвняння L i його операторами редукцiї першо-
го копорядку сингулярностi, що належать S. А саме, кожному опе-
ратору такого типу вiдповiдає сiм’я розв’язкiв, iнварiантних вiдносно
нього. Проблеми побудови всiх однопараметричних сiмей розв’язкiв рiв-
няння L i вичерпного опису таких його операторiв редукцiї повнiстю
еквiвалентнi.

Бiєкцiя руйнується за наявностi ультрасингулярних векторних полiв.
Зазначена вiдповiднiсть приводить до зв’язку мiж вихiдним рiвнянням L
i визначальним рiвнянням (5.8).

Наслiдок 5.16. Нехай S = {Qζ = ξ∂1 + ∂2 + ζ∂u} i wscoL S = 1. Тодi
визначальне рiвняння для значень ζ, для яких wscoLQ

ζ = 1, зводиться
композицiєю перетворення Беклунда ξΦ1 +Φ2 +ζΦu = 0, Φ1 +GζΦu = 0,
де Φ — функцiя вiд (x, u), i перетворення годографа

новi незалежнi змiннi: x̃1 = x1, x̃2 = x2, κ = Φ,

нова залежна змiнна: ũ = u

до вихiдного рiвняння L для функцiї ũ = ũ(x̃,κ) з κ у якостi параметра.

Доведення. Фiксуємо довiльний розв’язок ζ рiвняння (5.8), який додат-
ково задовольняє умову L̃ζu1 6= 0. За теоремою Фробенiуса рiвняння
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ξΦ1 +Φ2 +ζΦu = 0 i Φ1 +GζΦu = 0 сумiснi вiдносно функцiї Φ = Φ(x, u),
оскiльки умова їх сумiсностi спiвпадає з (5.8) i тому виконується тотож-
но. Виберемо несталий розв’язок Φ обох цих рiвнянь. Тодi Φu 6= 0 i

ζ = −ξΦ1

Φu
+

Φ2

Φu
, Gζ = −Φ1

Φu
.

Пiсля перетворення годографа останнi рiвняння набувають вигляду
ξũx̃1 + ũx̃2 = ζ(x̃, ũ) i ũx̃1 = Gζ(x̃, ũ). З цього прямо випливає, що для
кожного значення κ функцiя ũ = ũ(x̃,κ) задовольняє рiвняння L. Па-
раметр κ суттєвий в ũ, оскiльки ũκ = 1/Φu 6= 0.

З доведення теореми 5.7 випливає, що застосування оберненого пе-
ретворення до однопараметричної сiм’ї розв’язкiв вихiдного рiвняння L
приводить до розв’язку рiвняння (5.8), якщо визначене значення ζ задо-
вольняє умову регулярностi L̃ζu1 6= 0.

5.3. Оператори редукцiї нелiнiйних рiвнянь
фiльтрацiї

Розглянемо клас нелiнiйних рiвнянь фiльтрацiї загального вигляду

vt = f(vx)vxx, (5.9)

де f = f(vx) — довiльна ненульова гладка функцiя вiд vx. Його група
еквiвалентностi G∼ складається з перетворень

t̃ = ε1t+ ε2, x̃ = ε′1x+ ε′2v + ε′3, ṽ = ε′′1x+ ε′′2v + ε′′3,

f̃ = ε−1
1 (ε′1 + ε′2vx)

2 f,

де ε1, ε2, ε
′
i, ε
′′
i , i = 1, 2, 3, — довiльнi сталi, ε1(ε

′
1ε
′′
2 − ε′2ε′′1) 6= 0.

Прокласифiкуємо оператори редукцiї рiвнянь з класу (5.9). А саме,
знайдемо всi G∼-нееквiвалентнi значення довiльного елемента f , при
яких рiвняння (5.9) допускають нелiївськi оператори редукцiї з ненульо-
вими коефiцiєнтами при ∂t. Оператори редукцiї з нульовими коефiцiєн-
тами при ∂t не розглядаємо, оскiльки вони є сингулярними для рiвнянь
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з класу (5.9), а вичерпний опис сингулярних операторiв редукцiї вже ви-
конано для загального класу (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь (див.
пiдроздiл 5.2.3). Пiд нелiївськими розумiємо оператори редукцiї, що не-
еквiвалентнi лiївським операторам.

Теорема 5.8. Нелiнiйнi рiвняння фiльтрацiї (5.9) допускають нелiїв-
ськi оператори редукцiї з ненульовими коефiцiєнтами при ∂t тiльки у
випадку нелiнiйностей типу Фуджити f = (avx

2 + bvx + c)−1, де a, b,
c — довiльнi сталi, не рiвнi одночасно нулю.

Цю теорему вперше представлено в [244], її стисле доведення наведено
в [8]. Зауважимо, що iснують рiвно три G∼-нееквiвалентнi випадки “не-
лiнiйностей” типу Фуджити: f(vx) = 1, f(vx) = v−1

x , f(vx) = (v2
x + 1)−1.

Оператори редукцiї (1 + 1)-вимiрного лiнiйного рiвняння теплопровiд-
ностi (f = 1) вичерпно дослiджено в [134]. Рiвняння з f = (v2

x + 1)−1

зводиться до рiвняння з f̃ = ṽ−1
x̃ над полем комплексних чисел за допо-

могою перетворення t̃ = t, x̃ = x+ iv, ṽ = x− iv. Тому можливим мето-
дом вивчення цього рiвняння є виконання вказаної комплексної замiни
в операторах редукцiї для випадку f = v−1

x та подальше дослiдження їх
дiйсної форми. Отже, для того, щоб завершити класифiкацiю операторiв
редукцiї нелiнiйних рiвнянь фiльтрацiї вигляду (5.9), достатньо описати
оператори редукцiї рiвняння з нелiнiйнiстю f = v−1

x , тобто рiвняння

vt = vx
−1vxx. (5.10)

Воно має достатньо звичайнi для нелiнiйних рiвнянь фiльтрацiї МАI
A = 〈∂t, ∂x, ∂v, t∂t+v∂v, x∂x−v∂v〉 та вiдповiдну групу лiївських симет-
рiй. Однак, це рiвняння вирiзняється своїми дискретними симетрiями.
Окрiм двох звичайних перетворень замiни знаку в множинах {t, v} та
{x, v}, воно допускає також перетворення годографа t̃ = t, x̃ = v, ṽ = x.
Цi iнволютивнi перетворення разом з однопараметричними групами не-
перервних перетворень, iнфiнiтезимальнi оператори яких належать ал-
гебрi A, породжують повну групу G точкових симетрiй рiвняння (5.10),
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що складається з перетворень

t̃ = ε3t+ ε1, x̃ = ε4x+ ε2, ṽ = ε3ε4
−1v та

t̃ = ε3t+ ε1, x̃ = ε3ε4
−1v, ṽ = ε4x+ ε2,

де ε1, . . . , ε4 — довiльнi сталi, ε3ε4 6= 0.
Опишемо нелiївськi оператори редукцiї рiвняння (5.10) з точнiстю до

G-еквiвалентностi. Оскiльки це еволюцiйне рiвняння, достатньо обмежи-
тися розглядом операторiв вигляду Q = ∂t+ξ∂x+θ∂v, де ξ та θ — функцiї
змiнних t, x, v. З критерiю умовної iнварiантностi випливає система ви-
значальних рiвнянь на коефiцiєнти ξ та θ

ξvv = ξξv, ξt = 2ξxv − θvv − θvξ + θξv − ξξx,

θxx = θθx, θt = 2θxv − ξxx − ξxθ + ξθx − θθv,

розв’язавши яку, отримуємо наступне твердження [244].

Теорема 5.9. G-нееквiвалентнi нелiївськi оператори редукцiї рiвнян-
ня (5.10) вичерпуються такими операторами:

1. ∂t + ε∂x + f(ω)∂v, де ω = x+ εt, ε ∈ {0, 1};

2. ∂t + f(ω)(∂x + ∂v), де ω = x+ v;

3. ∂t + ξ∂x + (ϕt + ϕxξ)∂v, де ξ =
−2

v + ϕ
, ϕ ∈ {t+ ex, tf(x)};

4. ∂t + ξ∂x −
χt + χxξ

1 + χ2
∂v, де ξ = −1 + χ tg(v/2)

tg(v/2)− χ
,

χ ∈ {− tg x th t, thx tg t};

5. ∂t + ξ∂x +
χt + χxξ

χ
∂v, де ξ =

1− χev

1 + χev
,

χ ∈
{
±e

2x − e2t

2
,
e2x + e2t

2
, ±sh(x− t)

sh(x+ t)
,

sh(x− t)
ch(x+ t)

,
ch(x− t)
ch(x+ t)

}
.

Тут f — довiльний несталий розв’язок ЗДР fωω = ffω, тобто

f ∈
{
− 2

ω
, − ctg

ω

2
, − th

ω

2
, − cth

ω

2

}
mod G.
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Оператори редукцiї нелiнiйного рiвняння фiльтрацiї (5.9) є потенцi-
альними некласичними симетрiями нелiнiйного рiвняння дифузiї

ut = (f(u)ux)x, (5.11)

оскiльки (5.9) є рiвнянням на потенцiал v, визначений потенцiальною
системою vx = u, vt = f(u)ux. Ця система вiдповiдає закону збереження
рiвняння (5.11) з характеристикою 1.

Мiж операторами редукцiї рiвнянь (5.9) та (5.11) iснує зв’язок, який
можна узагальнити до зв’язку мiж операторами редукцiї пари рiвнянь

ut = (f(t, x, u)ux + g(t, x, u))x, (5.12)

vt = f(t, x, vx)vxx + g(t, x, vx) (5.13)

з однаковими функцiями f i g. Рiвняння (5.13) є потенцiальним рiвнян-
ням для рiвняння (5.12), асоцiйованим з потенцiальною системою

vx = u, vt = f(t, x, u)ux + g(t, x, u), (5.14)

що вiдповiдає закону збереження рiвняння (5.12) з характеристикою 1.
Тому зазначений зв’язок можна iнтерпретувати як зв’язок мiж звичай-
ними i потенцiальними операторами редукцiї рiвняння (5.12).

Розглянемо оператори редукцiї Q = ∂t + ξ∂x + θ∂v та Q′ = ∂x + η∂u

рiвняння (5.13) i (5.12) вiдповiдно. Тут ξ i θ залежать тiльки вiд t та x,
а коефiцiєнт η визначається формулою

η =
θ(t, x)− ξ(t, x)u− g(t, x, u)

f(t, x, u)
. (5.15)

З критерiю умовної iнварiантностi для рiвняння (5.13) та оператора Q
випливає умова на функцiї ξ i θ

(ft + ξfx + θxfvx − ξxvxfvx − 2ξxf)(θ − ξvx − g) +

+ f(gt + ξgx + θgvx − θt − ξtvx) + f 2(θxx − ξxxvx) = 0,
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яку треба додатково розщепити за змiнною vx. Для рiвняння (5.12) та
оператора Q′ критерiй умовної iнварiантностi з точнiстю до перепозна-
чення vx через u дає таку ж умову η1 i η2, яку теж потрiбно розщепити за
змiнною u. Системи, отриманi в обох випадках, пiсля розщеплення спiв-
падають. Характеристичне рiвняння Q[v] = θ − vt − ξvx = 0, яке можна
переписати на многовидi розв’язкiв потенцiальної системи у виглядi

ux −
θ − ξu− g

f
= 0,

спiвпадає з характеристичним рiвнянням Q′[u] = 0.
Отже, отримуємо наступне твердження.

Твердження 5.8. Оператор Q = ∂t+ξ∂x+θ∂v, де ξ = ξ(t, x), θ = θ(t, x),
є оператором редукцiї рiвняння (5.13) тодi i тiльки тодi, коли оператор

Q′ = ∂x +
θ − ξu− g

f
∂u

є оператором редукцiї рiвняння (5.12). Система (5.14) встановлює зв’я-
зок мiж вiдповiдними множинами iнварiантних розв’язкiв.

5.4. Оператори редукцiї багатовимiрного лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi

Вивчимо оператори редукцiї n-вимiрного (n ≥ 2) лiнiйного однорiдного
рiвняння теплопровiдностi

ut = uaa, де u = u(t, ~x), t = x0, ~x = (x1, . . . , xn). (5.16)

У (5.16) i надалi iндекси a, b, c i d змiнюються вiд 1 до n, iндекси i i j —
вiд 1 до n− 1.

МАI ALHE рiвняння (5.16) добре вiдома. Її породжують оператори

∂t = ∂/∂t, ∂a = ∂/∂xa, D = 2t∂t + xa∂a,

Ga = t∂a − 1
2xau∂u, Jab = xa∂b − xb∂a (a < b), I = u∂u,

Π = 4t2 + 4txa∂a − (xaxa + 2t)u∂u, f(t, ~x)∂u,

(5.17)
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де f = f(t, ~x) — довiльний розв’язок рiвняння (5.16). Позначимо че-
рез SO(n), G(1, n) та G∞LHE пiдгрупи поворотiв, перетворень Галiлея та
перетворень лiнiйної суперпозицiї розв’язкiв з групи точкових симетрiй
рiвняння (5.16).

Теорема 5.10. Для будь-якого оператора Q редукцiї рiвняння (5.16)
виконується одне з спiввiдношень:

1. Q ∼ Q̃0, де Q̃0∈ALHE;

2. Q ∼ Q̃1 = ∂n + gng
−1u∂u mod SO(n)×G∞LHE,

де g = g(t, xn) — ненульовий розв’язок рiвняння gt = gnn;

3. Q ∼ Q̃2 = J12 + ϕ(θ)u∂u mod G(1, n)×G∞LHE,

де ϕ = ϕ(θ) — розв’язок рiвняння ϕθθ + 2ϕϕθ = 0, ϕθ 6= 0.

Зауваження 5.6. У теоремi 5.10 i надалi (r, θ) — полярнi координати
в площинi (x1, x2), тобто r = (x2

1 + x2
2)

1/2, θ = arctg x2/x1. Для функцiї
ϕ iснує чотири суттєво рiзнi (вiдносно зсувiв по θ) випадки (тут κ —
ненульова стала):

а) ϕ = −κ tgκθ, б) ϕ = κ thκθ, в) ϕ = κ cthκθ, г) ϕ = θ−1.

Зауваження 5.7. Анзаци i редукованi рiвняння, побудованi за операто-
рами Q̃1 i Q̃2, мають вiдповiдно вигляд:

1) u = g(t, xn)v(ω0, . . . , ωn−1), де ω0 = t, ωi = xi; v0 = vii;

2) u = e
∫
ϕ(θ)dθv(ω0, . . . , ωn−1), де ω0 = t, ω1 = r,

ωs = xs+1, s = 2, n− 1; v0 = v11 + ω−1
1 v1 − λω−2

1 v + vss.

У 2) λ = −ϕθ − ϕ2 = const . В силу зауваження 5.6 другий анзац
об’єднує в собi чотири суттєво рiзнi вiдносно A∞LHE анзаци:

а) ϕ = −κ tgκθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) cosκθ, λ = κ2;

б) ϕ = κ thκθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) chκθ, λ = −κ2;

в) ϕ = κ cthκθ : u = v(ω0, . . . , ωn−1) shκθ, λ = −κ2;

г) ϕ = θ−1 : u = v(ω0, . . . , ωn−1)θ, λ = 0.
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У доведеннi теореми 5.10 використовуються наступнi твердження.

Лема 5.4. Функцiя z = z(t, ~x) задовольняє рiвняння

zt − zaa − 2hnz = 0, де h = h(t, xn) : ht − hnn − 2hnh = 0 (5.18)

тодi i тiльки тодi, коли має мiсце зображення

z = fn − hf, де f = f(t, ~x) : ft = faa. (5.19)

Лема 5.5. Функцiя z = z(t, ~x) задовольняє рiвняння

zt − zaa − 2
ϕθ
r2
z = 0, де ϕ = ϕ(θ) : ϕθθ + 2ϕϕθ = 0, ϕθ 6= 0 (5.20)

тодi i тiльки тодi, коли має мiсце зображення

z = x1f2 − x2f1 − ϕf, де f = f(t, ~x) : ft = faa. (5.21)

Доведення теореми 5.10. Нехай Q = ξ0∂t + ξa∂a + η∂u — оператор
редукцiї рiвняння (5.16). Розглянемо окремо два суттєво рiзних випадки:
ξ0 6= 0 i ξ0 = 0.

I. ξ0 6= 0. У силу iснування вiдношення еквiвалентностi можна вважа-
ти, що ξ0 = 1, тобто Q = ∂t+ξa∂a+η∂u. Критерiй умовної iнварiантностi
для такого оператора i рiвняння (5.16) набуває вигляду:

ηt − ξat ua − (ηaa + 2ηauua + ηuuuaua)+

+(ξbaa + 2ξbauua + ξbuuuaua)ub + (ξba + ξbuua)uab = 0
(5.22)

при unn = η−ξaua−uii. Розщеплюючи в (5.22) по змiнним uab, a 6= b, uii,

ua, пiсля спрощення отримаємо наступну систему визначальних рiвнянь
на коефiцiєнти оператора Q :

ξau = 0, ηuu = 0 =⇒ ξa = ξa(t, ~x), η = η1(t, ~x)u+ η0(t, ~x)

ξab + ξba = 0, a 6= b, ξ1
1 = · · · = ξnn , (5.23)

2η1
a = −(ξat − ξacc + 2ξnnξ

a), (5.24)

η1
t − η1

aa + 2ξnnη
1 = 0, (5.25)

η0t− η0
aa + 2ξnnη

0 = 0. (5.26)



216

Лема 5.6. Розв’язки системи (5.23)–(5.25) мають вигляд

ξa = µabxb + νxa + χa, (5.27)

η1 = −1
4(νt + 2ν2)xaxa − 1

2(χat + 2νχa)xa + σ, (5.28)

де µab = −µba, ν, χa, σ — функцiї вiд t, що задовольняють систему ЗДР

νtt + 6ννt + 4ν3 = 0, (χat + 2νχa)t + 2ν(χat + 2νχa) = 0,

µabt + 2νµab = 0, σt + 2νσ + 1
2n(νt + 2ν2) = 0.

(5.29)

Iнтегрування першого рiвняння з системи (5.29) дає три сiм’ї розв’яз-
кiв для функцiї ν :

ν =
t+ C1

(t+ C1)2 + C2
, ν =

1

2(t+ C1)
, ν = 0.

Для кожної з цих сiмей розв’яжемо iншi рiвняння системи (5.29), а рiв-
няння (5.26) зведемо до (5.16). У результатi побудуємо набори операторiв
редукцiї, в яких будь-який оператор еквiвалентний оператору з ALHE:

Q1 =
(
(t+ C1)

2 + C2

)−1[
Π + C1D + (C2

1 + C2)∂t + Q̂1
]
,

Q2 =
(
t+ C1

)−1[1
2D + C1∂t + Q̂2

]
,

Q3 = ∂t + Q̂3,

де Q̂1, Q̂2, Q̂3 — довiльнi оператори з 〈Jab, Ga, ∂a, I〉 ⊕ A∞LHE.

Отже, для лiнiйного n-вимiрного (n > 2) рiвняння теплопровiдностi
будь-який оператор редукцiї з ξ0 6= 0 еквiвалентний оператору лiївської
симетрiї цього рiвняння.

II. ξ0 = 0. З точнiстю до SO(n)-еквiвалентностi операторiв редукцiї
можна покласти ξn = 1, тобто Q = ∂n + ξi∂i + η∂u. Критерiй умовної
iнварiантностi для такого оператора i рiвняння (5.16) набуває вигляду:

ηt − ξitui − (ηaa + 2ηauua + ηuuuaua)+

+(ξiaa + 2ξiauua + ξiuuuaua)ui + (ξia + ξiuua)uai = 0
(5.30)
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при un = η − ξiui, ujn = ηj + ηuuj − (ξij + ξiuuj)ui − ξiuij. Розщеплю-
ючи в (5.30) по змiнним uij та ui, пiсля спрощення отримаємо систему
визначальних рiвнянь на коефiцiєнти оператора Q :

ξiu = 0, ηuu = 0 =⇒ ξi = ξi(t, ~x), η = η1(t, ~x)u+ η0(t, ~x)

ξii − ξiξin = 0, ξij + ξji − ξ
iξjn − ξjξin = 0, i 6= j, (5.31)

η1
i − (ξiη1)n = −1

2(ξit − ξiaa + 2ξjnξ
i
j), (5.32)

η1
t − η1

aa − 2η1
nη

1 + 2ξjnη
1
j = 0, (5.33)

η0
t − η0

aa − 2η1
nη

0 + 2ξjnη
0
j = 0. (5.34)

(Пiдсумовування по i в (5.31) немає.)
Iнтегруючи систему (5.31)–(5.34), необхiдно дослiдити окремо такi

випадки: А. ξi = const; Б. ξin = 0 i ∃i : ξi 6= const; В. ∃i : ξin 6= 0.

А. ξi = const . Перейдемо до еквiвалентного (вiдносно поворотiв) опе-
ратора, у якого ξ̃i = 0. Тодi система (5.31)–(5.34) набуває вигляду

η1
i = 0, η1

t − η1
nn − 2η1

nη
1 = 0, η0

t − η0
aa − 2η1

nη
0 = 0,

звiдки в силу леми 5.4 η0 = fn − η1f, де f = f(t, ~x) — розв’язок рiвнян-
ня (5.16), а тому цей оператор еквiвалентний вiдносно 〈f∂u〉 оператору з
η̃ 0 = 0. Рiвняння Бюргерса на η1 замiною Коула–Хопфа η1 = gn/g зве-
демо до рiвняння теплопровiдностi на функцiю g = g(t, xn). У результатi
отримаємо оператор Q̃1 (випадок 2 теореми 5.10).

Б. ξin = 0 i ∃i : ξi 6= const . З (5.31) за цих умов випливає, що
ξi = µijxj + νi, де µij = µij(t), νi = νi(t) — гладкi функцiї змiнної t,
µij = −µji, причому ∃(i, j): µij 6= 0 або ∃i: νit 6= 0. З системи (5.32)–
(5.33) пiсля пiдстановки виразiв для ξi i диференцiювання та алгебра-
їчних перетворень отримаємо рiвняння µijt = 2η1

nµ
ij, νitt = 4η1

nν
i
t , звiдки

µijη1
na = νitη

1
na = 0. Отже, η1

na = 0, тобто ∃α = α(t): η1
n = 1

2α. Продифе-
ренцюємо (5.33) по xn i домножимо на 1

2 : αt = α2, а тому α = −ε/(εt+C),

де ε∈{0; 1}, C — довiльна стала, якщо ε = 1, i C = 1, якщо ε = 0. Тодi

µij =
Mij

εt+ C
, νi =

Ait+Bi

εt+ C
, η0 =

f(t, ~x)

εt+ C
,
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де Mij, Ai, Bi — константи iнтегрування, Mij = −Mji, f = f(t, ~x) —
розв’язок рiвняння (5.16). Враховуючи виведенi умови, рiвняння (5.32),
(5.33) можна переписати у виглядi η1

i = −1
2(νit − ανi), η1

t = αη1, звiдки
η1 = (εt+C)−1[−1

2Aixi− 1
2εxn+E], де E = const . Отже, в силу доведеного

Q = (εt+C)−1

[
εGn+C∂n+

∑
i<j

MijJij+AiGi+Bi∂i+EI+f∂u

]
,

тобто оператор Q еквiвалентний оператору з ALHE.

В. ∃i : ξin 6= 0. Зважаючи на вiдношення еквiвалентностi операторiв
редукцiї вiдносно SO(n), без обмеження загальностi можна покласти
ξ1
n 6= 0. Виконаємо в системi (5.31)–(5.33) перетворення годографа:

τ = t, yi = xi, yn = ξ1 — новi незалежнi змiннi,

ψ1 = xn, ψs = ξs, s = 2, n− 1, ζ = −2η1 — новi залежнi змiннi.

Проiнтегруємо в нових змiнних визначальнi рiвняння, дотримуючись та-
кого порядку: (5.31, i = 1), (5.31, i > 1), (5.32, i = 1), (5.32, i > 1), (5.33).
У процесi iнтегрування рiвнянь (5.31, i = 1) i (5.32, i = 1) змiнна y1 видi-
ляється у виразах для ψi i ζ в явному виглядi, а тому в iнших рiвняннях
по цiй змiннiй можна розщепити. Пiсля iнтегрування повернемося до
старих змiнних. У результатi отримаємо наступний вираз для Q:

Q = Z−1[Jn1 +M1sJ1s +MsnJsn

+
∑

s<p(Msp +MsnM1p −MpnM1s)Jsp

+A1G1 + AnGn + (As −MsnA1 −M1sAn)Gs

+B1∂1 +Bn∂n + (Bs −MsnB1 −M1sBn)∂s

+1
2(A1Bn − AnB1)u∂u + ϕ(ω)u∂u + χ(t, ~x)∂u],

де Mab = −Mba ((a, b) 6= (1, n) або (n, 1)), Aa, Ba — довiльнi сталi, Z =

= −x1 +Msnxs +Ant+Bn, ω = Z−1(xn −M1sxs +A1t+B1), χ = Z−1η0,

а тому χt − χaa − 2ϕωZ
−2χ = 0, iндекси s i p змiнюються вiд 2 до n− 1,
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ϕ = ϕ(ω) — розв’язок рiвняння

(
σ(ω)ϕω

)
ω

+ 2ϕϕω = 0, σ(ω) := 1 + ω2 +
n−1∑
s=2

(Msnω +M1s)
2,

для якого Mspϕω = Asϕω = Bsϕω = 0.

Якщо серед сталих Msp, As та Bs є хоча б одна ненульова, то ϕω = 0

i оператор Q еквiвалентний оператору з ALHE.

Нехай Msp = As = Bs = 0. Домножимо оператор Q на Z, послiдовно
подiємо на нього приєднаними зображеннями перетворень exp(AnG1 −
−A1Gn) i exp(Bn∂1−B1∂n) та поворотiв так, що A1 = An = B1 = Bn = 0,

M1s = Msn = 0 i виконаємо циклiчну перестановку змiнних xi → xi+1,

xn → x1. У результатi отримаємо оператор Q̂, еквiвалентний вихiдному
вiдносно G(1, n):

Q̂ = J12 + ϕ(ω)u∂u + χ(t, ~x)∂u,

де ((1 + ω2)ϕω)ω + 2ϕϕω = 0, ω = −x1/x2, χt − χaa − 2ϕωx
−2
2 χ = 0.

Замiняючи змiннi (x1, x2) на (r, θ) маємо

Q̂ = J12 + ϕ(θ)u∂u + χ(t, ~x)∂u, (5.35)

де ϕθθ + 2ϕϕθ = 0, χt − χaa − 2ϕθr
−2χ = 0. У силу леми 5.5 χ = x1f2 −

− x2f1− ϕf, де f = f(t, ~x) — розв’язок рiвняння (5.16), а тому оператор
(5.35) еквiвалентний вiдносно групи перетворень u → u + εf оператору
з χ̃ = 0. У результатi отримаємо оператор Q̃2 (випадок 3 теореми 5.10).

Доведення теореми 5.10 завершено.

5.5. Висновки

У цьому роздiлi введено поняття еквiвалентностi операторiв редукцiї вiд-
носно групи перетворень, поставлено задачi про класифiкацiю операторiв
редукцiї у класах диференцiальних рiвнянь вiдносно рiзних типiв точко-
вої еквiвалентностi i показано можливiсть застосування вiдображень мiж
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окремими рiвняннями або класами рiвнянь до розв’язання таких задач.
До цього проблеми щодо операторiв редукцiї не розглядалися явно як
класифiкацiйнi задачi, а можливiсть використання перетворень для їх
розв’язання було мимохiдь згадано лише стосовно груп лiївської симет-
рiї окремих рiвнянь без будь-яких суттєвих застосувань [185,281].

Знайдено всi оператори редукцiї багатовимiрного лiнiйного рiвняння
теплопровiдностi. Це єдиний у лiтературi приклад обрахунку некласич-
них симетрiй, коли кiлькiсть змiнних довiльна. Iснуючi результати сто-
суються випадку, як правило, двох чи зрiдка трьох незалежних змiнних.

Також прокласифiковано оператори редукцiї нелiнiйних рiвнянь
фiльтрацiї, що дає один з небагатьох вiдомих прикладiв вичерпного опи-
су операторiв редукцiї для важливого класу диференцiальних рiвнянь.
Оператори редукцiї нелiнiйних рiвнянь фiльтрацiї можна iнтерпретува-
ти як потенцiальнi оператори редукцiї для нелiнiйних рiвнянь дифузiї.
Тому, наприклад, можна сказати, що в теоремi 5.9 прокласифiковано по-
тенцiальнi некласичнi симетрiї рiвняння швидкої дифузiї ut = (u−1ux)x,
асоцiйованi з характеристикою 1. Спробу розв’язати таку задачу зробле-
но ранiше в [80]. Встановлено зв’язок мiж звичайними i потенцiальни-
ми операторами редукцiї загальних (1+1)-вимiрних рiвнянь конвекцiї–
дифузiї.

Запропоновано поняття сингулярних i регулярних операторiв редук-
цiї. Введено низку понять, необхiдних для розбиття множини операто-
рiв редукцiї на сингулярнi i регулярнi та подальшого дослiдження син-
гулярних операторiв (сингулярне векторне поле i сингулярний модуль
векторних полiв, слабкий i сильний копорядок сингулярностi та iн.). По-
казано, що особливi випадки редукцiї спричиненi пониженням порядку
розглядуваного рiвняння на многовидах, заданих вiдповiдними умовами
iнварiантної поверхнi у просторi струменiв.

Описано сингулярнi оператори редукцiї (1+1)-вимiрних еволюцiйних
рiвнянь порядку вище першого i знайдено зв’язок таких операторiв з
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однопараметричними сiм’ями розв’язкiв вiдповiдних рiвнянь. Саме iсну-
вання цього зв’язку приводить до вiдомої “no-go” теореми Р.З. Жданова
i В.I. Лагна [291, 292] про умовнi симетрiї (1+1)-вимiрних еволюцiйних
рiвнянь. Її переформулювання наведено у роздiлi як наслiдок 5.8.

Аналогiчнi результати отримано i для класу (1+1)-вимiрних хвильо-
вих рiвнянь, що дає перший приклад у певному сенсi вичерпного дослi-
дження сингулярних операторiв редукцiї рiвнянь, що не є еволюцiйни-
ми. Для них зв’язок мiж сингулярними операторами редукцiї i сiм’ями
розв’язкiв значно складнiший, нiж у випадку еволюцiйних рiвнянь. По-
казано, що традицiйне розбиття множини операторiв редукцiї для фак-
торизацiї є природним для еволюцiйних рiвнянь i не є таким для хви-
льових.

Доведено “no-go” теорему про сингулярнi оператори редукцiї копо-
рядку 1 диференцiальних рiвнянь з двома незалежними змiнними, що
допускають модулi векторних полiв першого копорядку сингулярностi.
Вона iстотно узагальнює згадану “no-go” теорему Р.З. Жданова i В.I. Ла-
гна [291,292].

Результати цього роздiлу опублiковано у роботах [10, 34, 37, 180, 224,
225,244,277,297].
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РОЗДIЛ 6

Розширений симетрiйний аналiз
лiнiйних еволюцiйних рiвнянь

Використаємо клас (1+1)-вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь дру-
гого порядку загального вигляду

ut = A(t, x)uxx +B(t, x)ux + C(t, x)u, (6.1)

де A, B, C — довiльнi гладкi функцiї змiнних (t, x), A 6= 0, як нетривi-
альний приклад для iлюстрацiї результатiв, отриманих у попереднiх роз-
дiлах. Розширений симетрiйний аналiз класу (6.1), представлений ниж-
че, включає докладне дослiдження структури нормалiзованих i напiв-
нормалiзованих пiдкласiв (пiдроздiл 6.1), локальних i потенцiальних за-
конiв збереження та потенцiальних систем (пiдроздiл 6.2), звичайних i
узагальнений потенцiальних симетрiй довiльних потенцiальних порядкiв
(пiдроздiл 6.3) та операторiв редукцiї (пiдроздiл 6.4).

6.1. Групова класифiкацiя та допустимi
перетворення

Для початку розглянемо вiдповiдний клас неоднорiдних рiвнянь

ut = A(t, x)uxx +B(t, x)ux + C(t, x)u+D(t, x), (6.2)

де A, B, C, D — довiльнi гладкi функцiї змiнних (t, x), A 6= 0. Мотивацi-
єю тимчасового розширення класу для дослiдження є те, що клас (6.2)
має кращi нормалiзацiйнi властивостi, нiж вихiдний клас (6.1).
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Лема 6.1. Точкове перетворення T у просторi змiнних (t, x, u) пов’язує
два рiвняння з класу (6.2) тодi i тiльки тодi, коли T tx = T tu = 0, T xu = 0,
T uuu = 0, тобто

T t = T (t), T x = X(t, x), T u = U 1(t, x)u+ U 0(t, x), (6.3)

де T , X, U 1 i U 0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв такi, що
TtXxU

1 6= 0. Довiльнi елементи перетворюються за формулами

Ã =
X2
x

Tt
A, B̃ =

Xx

Tt

(
B−2

U 1
x

U 1
A

)
− Xt−AXxx

Tt
, C̃ = −U

1

Tt
L

1

U 1
, (6.4)

D̃ =
U 1

Tt

(
D + L

U 0

U 1

)
. (6.5)

Тут L = ∂t − A∂xx − B∂x − C — лiнiйний диференцiальний оператор
другого порядку, асоцiйований з вихiдним (нетiльдованим) рiвнянням.

Наслiдок 6.1. Клас (6.2) сильно нормалiзований. Група еквiвалент-
ностi G∼inh класу (6.2) складається з точкових перетворень у просторi
змiнних i довiльних елементiв, визначених у лемi 6.1.

Використовуючи перетворення з G∼inh, можна калiбрувати довiльнi
елементи класу (6.2). Так, застосовуючи перетворення еквiвалентностi
з T = t, X = x, U 1 = 1 i U 0, що є розв’язком рiвняння LU 0 = −D, отри-
маємо стандартний перехiд вiд неоднорiдного рiвняння Lu = D до одно-
рiдного Lu = 0. У результатi, клас (6.2) вiдображається у клас (6.1). На
жаль, нормалiзацiйнi властивостi при цьому вiдображеннi руйнуються.

Наслiдок 6.2. Точкове перетворення T пов’язує два рiвняння з кла-
су (6.1) тодi i тiльки тодi, коли його компоненти мають вигляд (6.3),
де T , X, U 1 i U 0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв такi, що
TtXxU

1 6= 0 i додатково U 0/U 1 — розв’язок вихiдного рiвняння. Довiльнi
елементи перетворюються за формулами (6.4).

Наслiдок 6.3. Клас (6.1) сильно напiвнормалiзований. Група еквiва-
лентностi G∼ класу (6.1) складається з точкових перетворень у прос-
торi змiнних i довiльних елементiв, визначених у лемi 6.1, в яких до-
датково U 0 = 0.
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Iнша можливiсть полягає у калiбруваннi довiльного елементу A у кла-
сi (6.2) в 1 перетвореннями вигляду (6.3), де

Tt = signA, Xx = |A|−1/2, U1 = 1, U0 = 0.

Допустимими перетвореннями у пiдкласi, виокремленому з класу (6.2)
умовою A = 1, є такi перетворення (6.3), якi зберiгають умову A = 1,
тобто додатково задовольняють умову T tt = (T xx )2.

Наслiдок 6.4. Точкове перетворення T пов’язує два рiвняння з кла-
су (6.2) з A = Ã = 1 тодi i тiльки тодi, коли

T t = T (t), T x = X = ±
√
Tt(t)x+ ζ(t),

T u = U 1(t, x)u+ U 0(t, x), (6.6)

де T , ζ, U 1 i U 0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв такi, що
Tt > 0 i U 1 6= 0. Перетворення цього вигляду, продовженi на довiль-
нi елементи B, C i D за формулами (6.4) i (6.5), складають групу
еквiвалентностi пiдкласу рiвнянь (6.2) з A = 1. Цей пiдклас сильно
нормалiзований.

Аналогiчно випадку всього класу (6.2), можна перевести неоднорiднi
рiвняння з A = 1 в однорiднi. У результатi, пiдклас рiвнянь (6.2) з A = 1

вiдображається у пiдклас рiвнянь (6.1), що задовольняють таку ж умову.
Нормалiзацiйнi властивостi при цьому вiдображеннi знову руйнуються.
Точкове перетворення T пов’язує два рiвняння з класу (6.1) з A = Ã = 1

тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд, поданий у наслiдку 6.4, i до-
датково U 0/U 1 — розв’язок вихiдного рiвняння. Пiдклас рiвнянь (6.1) з
A = 1 сильно напiвнормалiзований. Його група еквiвалентностi склада-
ється з перетворень (6.6) з U 0 = 0, продовжених на довiльнi елементи B
i C за формулами (6.4).

Довiльнi елементи A i B можна разом калiбрувати у 1 i 0. Пiдклас
рiвнянь (6.2) з (A,B) = (1, 0) є обмеженням пiдкласу рiвнянь (6.2) з A =

= 1 i дослiджується аналогiчно.
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Наслiдок 6.5. Точкове перетворення T пов’язує два рiвняння з кла-
су (6.2) з A = Ã = 1 i B = B̃ = 0 тодi i тiльки тодi, коли воно має
вигляд (6.6), де додатково

U 1 = θ(t) exp

(
− Ttt

8Tt
x2 ∓ ζt

2Tt1/2
x

)
i T , ζ, θ i U 0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв такi, що Tt > 0

i θ 6= 0. Перетворення такого вигляду, продовженi на довiльнi елемен-
ти C i D за формулами (6.4) i (6.5), складають групу еквiвалентностi
пiдкласу рiвнянь (6.2) з A = 1 i B = 0. Цей пiдклас сильно нормалiзо-
ваний.

Неоднорiднi рiвняння з A = 1 i B = 0 вiдображаються в однорiднi
стандартним способом. Тому будь-яке рiвняння з класу (6.2) або кла-
су (6.1) можна звести перетворенням з вiдповiдної групи еквiвалентностi
до рiвняння загального вигляду

ut − uxx + V (t, x)u = 0. (6.7)

Властивiсть нормалiзацiї руйнується для класу (6.7). Точкове перетво-
рення T пов’язує два рiвняння з класу (6.7) тодi i тiльки тодi, коли воно
має вигляд, наведений у наслiдку 6.5, i додатково U 0/U 1 — розв’язок ви-
хiдного рiвняння. Водночас клас (6.7) сильно напiвнормалiзований. Його
група еквiвалентностi G∼1 складається з перетворень з U 0 = 0, продовже-
них на довiльний елемент V = −C за формулами (6.4). Отже, функцiї,
що параметризують G∼1 , залежать тiльки вiд t.

Вужча група еквiвалентностi при збереженнi певних властивостей
нормалiзацiї наводить на думку, що клас (6.7) найбiльш придатний для
групової класифiкацiя. Бiльш того, розв’язання проблеми групової кла-
сифiкацiї для будь-якого з класiв, наведених вище, зводиться до розв’я-
зання проблеми групової класифiкацiї у класi (6.7). Тому сформулюємо
основний результат про допустимi перетворення у класi (6.7) у виглядi
теореми.
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Теорема 6.1. Клас (6.7) сильно напiвнормалiзований. Будь-яке пере-
творення з групи еквiвалентностi G∼1 класу (6.7) має вигляд

t̃ =
∫
σ2dt, x̃ = σx+ ζ, ũ = uθ exp

(
− σt

4σ
x2 − ζt

2σ
x

)
,

Ṽ =
1

σ2

(
V +

σσtt − 2σt
2

4σ2
x2 +

σζtt − 2σtζt
2σ2

x− θt
θ
− σt

2σ
− ζt

2

4σ2

)
,

де σ = σ(t), ζ = ζ(t) i θ = θ(t) — довiльнi гладкi функцiї, σθ 6= 0.

МАI g(L) будь-якого лiнiйного (однорiдного) ДРЧП L порядку ви-
ще 1 вiдносно функцiї u допускає зображення g(L) = gess(L) 3 g∞(L).

Тут g∞(L) = 〈f∂u〉, де f пробiгає множину розв’язкiв рiвняння L, —
нескiнченновимiрний абелiв iдеал у g(L), а gess(L), як правило, — скiн-
ченновимiрна пiдалгебра у g(L), натянута на оператори з g(L), якi є про-
ектовними на множину незалежних змiнних i коефiцiєнти при ∂u яких
лiнiйно i однорiдно залежать вiд u. Оператори з gess(L) називають сут-
тєвими операторами лiївської симетрiї, саму алгебру gess(L) — суттєвою
алгеброю лiївської iнварiантностi, а алгебру gtriv(L) = g∞(L) ⊕ 〈u∂u〉 —
тривiальною алгеброю iнварiантностi рiвняння L. Перетин 〈u∂u〉 цих ал-
гебр мiститься у центрi алгебри gess(L); dim gess(L)/〈u∂u〉 називають кiль-
кiстю незалежних нетривiальних операторiв лiївської симетрiї.

В означених термiнах наслiдок 6.3 i подiбнi твердження можна сфор-
мулювати бiльш точно. Будь-яке точкове перетворення мiж двома рiв-
няннями з класу (6.1) є композицiєю тривiального перетворення симетрiї
з G∞ вихiдного рiвняння i перетворення з G∼.

Результати групової класифiкацiї класу (6.7) можна сформулювати у
виглядi наступної теореми [30,187].

Теорема 6.2. Перетином МАI рiвнянь з класу (6.7) є алгебра 〈u∂u〉.
Кожне рiвняння з класу (6.7) iнварiантне вiдносно операторiв f∂u, де
параметр-функцiя f = f(t, x) пробiгає множину розв’язкiв цього рiв-
няння. Всi можливi G∼1 -нееквiвалентнi випадки розширення МАI ви-
черпують наступнi (значення V наведено разом з вiдповiдними МАI):
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1. V = V (x) : 〈∂t, u∂u, f∂u〉;

2. V = µx−2, µ 6= 0: 〈∂t, D, Π, u∂u, f∂u〉;

3. V = 0: 〈∂t, ∂x, G, D, Π, u∂u, f∂u〉.

Тут D = 2t∂t + x∂x, Π = 4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u, G = 2t∂x − xu∂u.
У випадку 1 вважаємо, що V 6= µx−2 mod G∼1 , де µ ∈ R.

Зауваження 6.1. Теорему 6.2 можна переформулювати для цiлих
класiв (6.1) i (6.2), якщо G∼1 -еквiвалентнiсть замiнити G∼- i G∼inh-
еквiвалентностями вiдповiдно. Подiбнi переформулювання можливi та-
кож для пiдкласiв з A = 1. Пiдкреслимо, що групова класифiкацiя в на-
пiвнормалiзованому класi вiдносно його групи еквiвалентностi спiвпадає
з класифiкацiєю з точнiстю до всiх допустимих точкових перетворень.

Наслiдок 6.6. Для будь-якого рiвняння L з класу (6.1) dim gess(L) ∈
∈ {1, 2, 4, 6}, тобто кiлькiсть незалежних нетривiальних симетрiй
належить {0, 1, 3, 5}. Якщо dim gess(L) = 6, то рiвняння L G∼-еквiва-
лентне лiнiйному рiвнянню теплопровiдностi ut = uxx.

Зауваження 6.2. Використаний спосiб калiбрування довiльних елемен-
тiв оптимальний для групової класифiкацiї. Побудовано iєрархiю нор-
малiзованих класiв неоднорiдних рiвнянь i вiдповiдних напiвнормалiзо-
ваних класiв однорiдних рiвнянь. Завдяки своїм властивостям кiнцевий
пiдклас (6.7) оптимальний для розв’язання проблеми групової класифi-
кацiї. Отриманi результати можна поширити в очевидний спосiб на всi
класи з iєрархiї. Вибiр iнших калiбрувань для довiльних елементiв (на-
приклад, зведення до форми Колмогорова або Фокера–Планка) призво-
дить до значного ускладнення проблеми [241].

6.2. Закони збереження i потенцiальнi системи

6.2.1. Локальнi закони збереження. Використовуючи наслiдок 4.5
i прямий метод, можна довести таку теорему.
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Теорема 6.3. Для довiльного рiвняння вигляду (6.1) простiр всiх його
локальних законiв збереження породжено збережними векторами(

αu, −αAux + ((αA)x − αB)u
)
, (6.8)

де характеристика α = α(t, x) пробiгає множину розв’язкiв спряжено-
го рiвняння

αt + (Aα)xx − (Bα)x + Cα = 0. (6.9)

Наслiдок 6.7. Iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж локальни-
ми законами збереження i приєднаними симетрiями нульового порядку
рiвняння (6.1).

З твердження 4.2, наслiдку 6.3 i теореми 6.3 випливає наступне
твердження.

Твердження 6.1. Будь-яке точкове перетворення мiж рiвняннями
з класу (6.1) канонiчно продовжується на характеристики їх законiв
збереження за формулою α̃ = α/(XxU

1).

Зауваження 6.3. Кожне рiвняння (6.1) зводиться перетвореннями ек-
вiвалентностi до рiвняння вигляду (6.7). Згiдно твердження 4.3 це дозво-
ляє обмежитись дослiдженням законiв збереження для простiшого зве-
деного вигляду (6.7). Простiр локальних законiв збереження рiвняння
вигляду (6.7) породжений збережними векторами (αu, −αux + αxu), де
характеристика α = α(t, x) пробiгає множину розв’язкiв асоцiйованого
спряженого рiвняння αt+αxx−V α = 0. Водночас сказане не означає, що
для подальшого вивчення потенцiальних законiв збереження, i особливо
потенцiальних симетрiй, достатньо розглядати тiльки зведений вигляд.
Це вимагає додаткового дослiдження.

Твердження 6.2. Будь-яка пара (L,F), де L — рiвняння з класу (6.1)
i F ∈ CL(L), зводиться точковим перетворенням з групи еквiва-
лентностi класу (6.1) до пари (L̃, F̃), де L̃ — рiвняння Фокера–Планка
ut = uxx + (B̃u)x i F̃ — його закон збереження з характеристикою
α̃ = 1, тобто (u,−ux − B̃u) ∈ F̃ .
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6.2.2. Потенцiальнi закони збереження. Вивчаючи потенцiальнi
закони збереження першого рiвня рiвнянь з класу (6.1), у силу заува-
ження 6.3 i твердження 4.14 можна обмежитись рiвняннями зведеного
вигляду (6.7). Фiксуючи довiльне p ∈ N i вибираючи p лiнiйно незалеж-
них розв’язкiв ᾱ = (α1, . . . , αp) асоцiйованого спряженого рiвняння

αt + αxx − V α = 0, (6.10)

отримаємо p лiнiйно незалежних законiв збереження рiвняння (6.7) зi
збережними векторами (F s, Gs) = (αsu, αsxu− αsux).

Потенцiали v̄ = (v1, . . . , vp), асоцiйованi з цими збережними вектора-
ми за формулами

vsx = αsu, vst = αsux − αsxu, (6.11)

незалежнi у сенсi означення 4.14 згiдно наступної леми.

Лема 6.2. Для будь-якого рiвняння (6.7) потенцiали локально залежнi
на його многовидi тодi i тiльки тодi, коли вiдповiднi закони збережен-
ня, а отже i вiдповiднi розв’язки рiвняння (6.10), лiнiйно залежнi.

Доведення. Оскiльки зворотне твердження очевидне, доведемо (вiд
супротивного) тiльки пряме твердження. Припустимо, що потенцiа-
ли v1, . . . , vp, введенi за лiнiйно незалежними розв’язками α1, . . . , αp

рiвняння (6.10), локально залежнi. У випадку p = 1 маємо локальну
тривiальнiсть v1 як потенцiалу, тобто v1 можна виразити у термiнах ло-
кальних змiнних, а тому вiдповiдний закон збереження тривiальний. От-
же, достатньо дослiджувати випадок, коли кiлькiсть незалежних законiв
збереження бiльше, нiж 1.

Без обмеження загальностi можна вважати, що iснують r ∈ N, фiксо-
вана функцiя P вiд t, x, v̌ = (v2, . . . , vp) i u(r) такi, що v1 = H(t, x, v̌, u(r))

для будь-якого розв’язку об’єднаної системи, що визначає всю множи-
ну потенцiалiв v1, . . . , vp. У силу рiвняння (6.7) i його диференцiаль-
них наслiдкiв можна припустити, що H залежить тiльки вiд t, x, v̌ i
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uk = ∂ku/∂xk, k = 0, r′, де r′ 6 2r. Застосуємо оператор Dx до умови
v1 = H(t, x, v̌, u, u1, . . . , ur′): v1

x = Hx + Hvs′v
s′
x + Hukuk+1. (Тут iндекс s′

змiнюється вiд 2 до p.) Враховуючи рiвняння vsx = αsu, розщепимо про-
диференцiйовану умову вiдносно uk крок за кроком, починаючи з най-
вищої похiдної. У результатi отримаємо Huk = 0, Hx = 0 i α1 = Hvs′α

s′,
тобто функцiї α1, . . . , αp лiнiйно залежнi над кiльцем гладких функцiй
вiд t. Згiдно наслiдку 6.8 (див. нижче) це означає, що функцiї α1, . . . ,
αp лiнiйно залежнi у звичайному сенсi, що суперечить припущенню про
незалежнiсть законiв збереження.

НехайW (ϕ1, . . . , ϕl) позначає Вронськiан функцiй ϕ1, . . . , ϕl вiдносно
змiнної x, тобто W (ϕ1, . . . , ϕl) = det(ϕji−1)

l
i,j=1.

Лема 6.3. Розв’язки ϕ1 = ϕ1(t, x), . . . , ϕl = ϕl(t, x) (1 + 1)-вимiрного
лiнiйного еволюцiйного рiвняння Lϕ = 0 довiльного порядку лiнiйно за-
лежнi тодi i тiльки тодi, коли W (ϕ1, . . . , ϕl) = 0.

Наслiдок 6.8. Розв’язки (1 + 1)-вимiрного лiнiйного еволюцiйного рiв-
няння довiльного порядку лiнiйно залежнi у звичайному сенсi тодi i
тiльки тодi, коли вони лiнiйно залежнi над кiльцем гладких функцiй
вiд t.

Для рiвняння (6.7) повна множина потенцiальних законiв збереження
першого рiвня є об’єднанням законiв збереження систем вигляду (6.11),
вiдповiдних всiм можливим значенням p i p-наборам ᾱ.

Теорема 6.4. Будь-який локальний збережний вектор системи (6.11)
еквiвалентний на многовидi системи (6.11) локальному збережному
вектору рiвняння (6.7).

Наслiдок 6.9. Для кожного лiнiйного (1 + 1)-вимiрного еволюцiйно-
го рiвняння другого порядку потенцiальнi збережнi вектори будь-якого
рiвня еквiвалентнi локальним на многовидi вiдповiдної потенцiальної
системи, потенцiали будь-якого рiвня можна локально виразити че-
рез локальнi змiннi t, x, u(r) (для деякого r) i потенцiали тiльки пер-
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шого рiвня, а будь-яка потенцiальна система вищого рiвня еквiвалент-
на, вiдносно точкових перетворень, що нетривiально дiють тiльки на
потенцiальнi змiннi, потенцiальнiй системi першого рiвня.

Iншими словами, множина потенцiальних законiв збереження кожно-
го лiнiйного (1 + 1)-вимiрного еволюцiйного рiвняння другого порядку
вичерпується його локальними законами збереження, а множина локаль-
но незалежних потенцiалiв — потенцiалами першого рiвня.

Слiдуючи [181,236], представимо доведення теореми 6.4 у виглядi по-
слiдовностi лем. Надалi нижнi iндекси i та j вiдповiдно позначають по-
хiднi по x порядкiв i та j.

Лема 6.4. Кожен локальний закон збереження системи (6.11) мiс-
тить збережний вектор вигляду (Ku,Kxu − Kux), де функцiя K =

= K(t, x, v̄) — розв’язок системи

Kt +Kxx − V K = 0, αsKxvs − αsxKvs = 0. (6.12)

Доведення. Фiксуємо локальний закон збереження системи (6.11) i вiзь-
мемо його збережний вектор у найзагальнiшому виглядi вектор-функцiї
вiд t, x i похiдних функцiй u i vs порядкiв вiд нуля до деякого скiн-
ченного числа. З огляду на систему (6.11) i її диференцiальнi на-
слiдки можна виключати залежнiсть збережного вектора вiд будь-
яких похiдних функцiй vs (ненульового порядку) i похiдних функ-
цiї u, що мiстять диференцiювання по t. Подiбно лемi 4.2 можна до-
вести, що зведений збережний вектор (F,G) не залежить вiд похiд-
них функцiї u (ненульового порядку) i, бiльш того, F = F (t, x, v̄),
G = −αsFvs(t, x, v̄)u+G0(t, x, v̄). Функцiї F i G0 задовольняють систему
αsασFvsvσ = 0, αsG0

vs = 2αsxFvs +αsFxvs, Ft +G0
x = 0. Перейдемо до еквi-

валентного збережного вектора (F̃ , G̃), де F̃ = F +DxH, G̃ = G−DtH i
H = H(t, x, v̄) — розв’язок рiвнянь Hx = −F , Ht = G. (У цих рiвняннях
змiннi vs вважаємо параметрами.) Тодi F̃ = Ku, G̃ = Kxu−Kux. Функ-
цiя K = αsHvs залежить вiд t, x i v̄ та задовольняє систему (6.12).
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Лема 6.5. Нехай розв’язки αs = αs(t, x) i βs = βs(t, x) рiвняння (6.10)
задовольняють додаткову умову αsxβs − αsβsx = 0. Тодi для будь-яких
i, j ∈ N ∪ {0} маємо αsiβsj − αsjβsi = 0.

Лема 6.6. Якщо αsiβsj − αsjβsi = 0 для 0 6 i < j 6 p, то для кожного σ
W (α1, . . . , αp, βσ) = 0.

Лема 6.7. Загальний розв’язок системи (6.12) можна зобразити у
виглядi K = αsHvs + β0, де H — довiльна гладка функцiя вiд v̄, а
β0 = β0(t, x) — довiльний розв’язок рiвняння (6.10).

Доведення. Згiдно леми 6.4 функцiї αs i βs = Kvs задовольняють умо-
ви леми 6.5, а отже, i леми 6.6, причому змiннi v̄ вважаємо пара-
метрами. З лiнiйної незалежностi αs випливає, що Kvσ = Cσsαs, де
Cσs — гладкi функцiї тiльки змiнних v̄. Вирази для змiшаних похiд-
них Kvσvς = Cσs

vς α
s = Cςs

vσα
s приводять до рiвнянь Cσs

vς = Cςs
vσ , якi лег-

ко iнтегруються: Cσs = P s
vσ для деякої гладкої функцiї P s змiнних v̄.

Пiдставляючи вирази для Cσs у рiвняння на K i iнтегруючи, отримаємо
K = αsP s + β0, де β0 = β0(t, x) — розв’язок рiвняння (6.10). Остання
рiвнiсть i рiвняння αsKxvs − αsxKvs = 0 разом приводять до рiвняння
(ασxα

ς − ασαςx)(P
ς
vσ − P σ

vς) = 0. Аналогiчно лемi 6.6 можна стверджу-
вати, що (ασi α

ς
j − ασjα

ς
i)(P

ς
vσ − P σ

vς) = 0 для будь-яких i, j ∈ N ∪ {0}.
Домножимо це рiвняння на (−1)i+j+σ

′+ς ′Mσ′ς ′

ij i згорнемо вiдносно пари
iндексiв (i, j). Тут Mσ′ς ′

ij позначає мiнор матрицi W (ᾱ) (p− 2)-го поряд-
ку, отриманий викресленням σ′-го i ς ′-го стовпчикiв та i-го i j-го рядкiв,
де 0 6 i < j 6 p − 1, причому для зручностi рядки нумеруємо, по-
чинаючи з 0. З теореми Лапласа про розклад визначника випливає, що
W
(
ᾱ|ασ ασ′, ας ας′

)
(P ς

vσ−P σ
vς) = 0. Тут символ “ ” означає, що функцiї ασ

i ας потрiбно пiдставити замiсть функцiй ασ
′ i ας ′ вiдповiдно. Оскiль-

ки W
(
ᾱ|ασ ασ′, ας ας′

)
= 0 для будь-яких фiксованих σ 6= σ′ i ς 6= ς ′ та

W (ᾱ) 6= 0, це рiвняння приводить до умови P ς ′

vσ′
−P σ′

vς′
= 0, тобто P s = Hvs

для деякої гладкої функцiї H вiд v̄.
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Згiдно леми 6.7 збережний вектор (Ku,Kxu − Kux) з леми 6.4 має
вигляд (β0u + DxH, β

0
xu − β0ux − DtH). Тому вiн еквiвалентний збере-

жному вектору (β0u, β0
xu − β0ux), який також є локальним збережним

вектором рiвняння (6.7). Це завершує доведення теореми 6.4.

6.2.3. Найпростiшi потенцiальнi системи. Зафiксуємо рiвняння
ut = Auxx +Bux +Cu з класу (6.1) i ненульовий розв’язок α спряженого
рiвняння (6.9). Вводячи потенцiал v за канонiчним збережним векто-
ром (6.8), асоцiйованим з характеристикою α, отримаємо потенцiальну
систему

vx = αu,

vt = αAux − ((αA)x − αB)u.
(6.13)

Вихiдне рiвняння (6.1) для u є диференцiальним наслiдком систе-
ми (6.13). Iншим її диференцiальним наслiдком є рiвняння

vt = Avxx +
(
B − Ax − 2A

αx
α

)
vx (6.14)

на потенцiал v, яке називають потенцiальним рiвнянням, асоцiйованим
з рiвнянням (6.1) i характеристикою α. Iснує взаємно-однозначна вiдпо-
вiднiсть мiж розв’язками потенцiальної системи i потенцiального рiвнян-
ня через проекцiю (u, v) → v в одну сторону i формулу u = vx/α — в
iншу. Вiдповiднiсть мiж розв’язками вихiдного рiвняння i потенцiальної
системи взаємно-однозначна тiльки з точнiстю до сталого доданку до v.

У подальшому розглядi замiсть v зручно використовувати iншу за-
лежну змiнну w = v/α, яку назвемо модифiкованим потенцiалом, асо-
цiйованим з характеристикою α. Вiдповiдне модифiковане потенцiальне
рiвняння на w має вигляд

wt = Âwxx + B̂wx + Ĉw, (6.15)

Â := A, B̂ := B − Ax, Ĉ :=
ψt − Aψxx − (B − Ax)ψx

ψ
,
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тобто функцiя ψ := 1/α задовольняє рiвняння на w. Систему (6.13) та-
кож можна переписати у термiнах w i ψ замiсть v i α:

wx −
ψx
ψ
w = u, wt −

ψt
ψ
w = Aux +

(
A
ψx
ψ

+B − Ax

)
u. (6.16)

Зображення (6.14) i (6.13) потенцiальних рiвнянь i системи зручнiшi, нiж
вихiднi зображення, для класифiкацiї лiївських симетрiй. Крiм того, пер-
ше рiвняння системи (6.16) є перетворенням Дарбу [194] з (6.15) у (6.1).

Перетворення Дарбу має корисну властивiсть двоїстостi, яку сфор-
мулюємо у спосiб, вiдмiнний вiд [194]. Позначимо перетворення Дарбу,
побудоване за ненульовою функцiєю ψ, через DT[ψ], тобто

DT[ψ](w) = wx −
ψx
ψ
w.

Лема 6.8. Нехай w0 — фiксований ненульовий розв’язок рiвнян-
ня (6.15), i нехай перетворення Дарбу DT[w0] вiдображає (6.15) у (6.1).
Тодi α0 = 1/w0 задовольняє рiвняння (6.9), спряжене до (6.1), i DT[α0]

вiдображає (6.9) у рiвняння, спряжене до (6.15), тобто

ut = Auxx +Bux + Cu
DT[w0]←−−−− wt = Âwxx + B̂wx + Ĉw

m

αt + (Aα)xx − (Bα)x + Cα = 0
DT[α0]−−−−→ α̂t + (Âα̂)xx − (B̂α̂)x + Ĉα̂ = 0.

Зауваження 6.4. Перетворення Дарбу DT[α0] будемо називати спря-
женим до DT[w0]. Двiчi спряжене перетворення Дарбу спiвпадає з ви-
хiдним. Тому “тодi” в лемi можна посилити до “тодi i тiльки тодi”.

6.2.4. Загальнi потенцiальнi системи. Фiксуємо рiвняння вигля-
ду (6.1), довiльне p ∈ N i p лiнiйно незалежних розв’язкiв α1, . . . , αp

спряженого рiвняння (6.9). Закони збереження, вiдповiднi цим характе-
ристикам, лiнiйно незалежнi. Для кожного s введемо потенцiал vs за збе-
режним вектором канонiчного вигляду (6.8), асоцiйованим з αs. Вибiр
збережних векторiв обґрунтовано нижче у наслiдку 6.21. У результатi
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отримаємо потенцiальну систему, що вiдповiдає набору характеристик
ᾱ = (α1, . . . , αp):

vsx = αsu, vst = αsAux − ((αsA)x − αsB)u, (6.17)

Якщо вихiдне рiвняння пробiгає клас (6.1) i α1, . . . , αp пробiгають
лiнiйно незалежнi розв’язки спряженого рiвняння, то асоцiйованi потен-
цiальнi системи утворюють потенцiальний фрейм порядку p (i першого
рiвня) над класом (6.1). Загалом, (потенцiальним) порядком деякого об’-
єкту будемо називати кiлькiсть незалежних потенцiалiв першого рiвня,
вiд яких залежить цей об’єкт.

Система (6.17) однорiдна за iндексом s i складається з p подiбних
блокiв. Кожен з них є парою рiвнянь на потенцiал i вихiдну невiдому
функцiю u i має структуру найпростiшої потенцiальної системи. Всi по-
тенцiали v1, . . . , vp рiвноправнi. На перший погляд цi властивостi зда-
ються перевагами такого зображення потенцiальних систем, але пiсля
ретельного розгляду виявляється багато недолiкiв. Кiлькiсть невiдомих
функцiй у системi (6.17) дорiвнює p+1, а рiвнянь — 2p. Водночас система
не є “занадто” перевизначеною, оскiльки вона не має нетривiальних ди-
ференцiальних наслiдкiв. Для кожного фiксованого s з вiдповiдної пари
рiвнянь випливає рiвняння тiльки на vs i диференцiальний наслiдок, еквi-
валентний вихiдному рiвнянню. Насправдi система (6.17) мiстить тiльки
p + 1 незалежних рiвнянь, але кiлькiсть рiвнянь не можна зменшити
до мiнiмальної у симетричний спосiб. Не очевидно, яким є потенцiальне
рiвняння, що вiдповiдає цiлiй системi (6.17).

Iнший аргумент щодо необхiдностi модифiкувати систему (6.17) на-
дає груповий аналiз. Розглянемо оператор лiївської симетрiї Q = τ∂t +

ξ∂x + η∂u + θs∂vs системи (6.17). Його коефiцiєнти є функцiями вiд t, x,
u i vσ. З iнфiнiтезiмального критерiю iнварiантностi, застосованого до
системи (6.17), зокрема виливають такi визначальнi рiвняння на коефi-
цiєнти оператора Q: τu = τx = τvs = 0, ξu = ξvs = 0, θsu = 0. Порiвняно
з випадком однiєї характеристики, вивiд цих найпростiших визначаль-
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них рiвнянь для довiльної кiлькостi потенцiалiв є набагато складнiшим,
при цьому потрiбно нетривiальним чином використовувати лiнiйну не-
залежнiсть характеристик α1, . . . , αp. Знаходження iнших простих ви-
значальних рiвнянь, типових для лiнiйних систем (наприклад, ηuu = 0,
ηuvs = 0, θsvσvς = 0), вимагає ще бiльших обчислень i прийомiв. Повний
аналiз всiєї системи визначальних рiвнянь здається неможливим.

Нижче пiсля певної iтерацiйної процедури отримаємо iншу потенцi-
альну систему, асоцiйовану з набором характеристик ᾱ = (α1, . . . , αp).
Вона еквiвалентна системi (6.17), але є прийнятною для дослiдження
потенцiальних симетрiй вихiдного рiвняння. Для зручностi рiвняння на
невiдому функцiю ϕ позначимо через dϕc.

Крок 1. Перепозначимо u → w0, B → B0, C → C0, v1 → f 1, α → β0

i αs → β0,s. (Старi i новi позначення будемо використати паралельно.)
Розглянемо потенцiальну систему (першого рiвня)

f 1
x = β0,1w0, f 1

t = β0,1Aw0
x − ((β0,1A)x − β0,1B0)w0,

асоцiйовану з окремою характеристикою α1 = β0,1. Набiр (w0, f 1) є
розв’язком цiєї системи тодi i тiльки тодi, коли модифiкований потен-
цiал w1 = f 1/β0,1 задовольняє рiвняння w1

t = Aw1
xx + B1w1

x + C1w1, де
B1 = B0 − Ax i

C1 = C −Bx + Axx + Ax
β0,1
x

β0,1
+ 2A

(
β0,1
x

β0,1

)
x

=

= C −Bx + Axx + Ax
W 1

x

W 1
+ 2A

(
W 1

x

W 1

)
x

.

Тут i нижче використано позначенняW s для ВронськiанаW (α1, . . . , αs).
Функцiя w1,1 = 1/β0,1 — розв’язок рiвняння dw1c. Перетворення Дар-
бу DT[w1,1] вiдображає dw1c у dw0c = duc. Згiдно леми 6.8 спряжене
перетворення Дарбу DT[β0,1] вiдображає dαc = dβ0,1c у рiвняння, спря-
жене до dw1c. Отже, функцiї

β1,s = DT[β0,1](β0,s) = αsx −
α1
x

α1
αs =

W (α1, αs)

W (α1)
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задовольняють рiвняння dβ1c i β1,s ∈ Chf(dw1c), тобто це характеристи-
ки законiв збереження рiвняння dw1c. Зауважимо, що β1,1 = 0.

Припустимо, що виконано s− 1 крокiв.
Крок s. Використовуючи закон збереження з характеристикою βs−1,s

модифiкованого потенцiального рiвняння dws−1c з попереднього кроку,
введемо потенцiал f s i отримаємо потенцiальну систему

f sx = βs−1,sws−1,

f st = βs−1,sAws−1
x − ((βs−1,sA)x − βs−1,sBs−1)ws−1.

(6.18)

(Її об’єднання з потенцiальною системою (s − 1)-го рiвня, побудова-
ною пiд час попередньої iтерацiї, веде до потенцiальної системи s-
рiвня 6.1.) Пара (ws−1, f s) задовольняє систему (6.18) тодi i тiльки то-
дi, коли модифiкований потенцiал ws = f s/βs−1,s є розв’язком рiвняння
ws
t = Aws

xx +Bsws
x + Csws, де Bs = Bs−1 − Ax = B − sAx i

Cs = Cs−1 −Bs−1
x + Axx + Ax

βs−1,s
x

βs−1,s
+ 2A

(
βs−1,s
x

βs−1,s

)
x

= C − sBx +
s(s− 1)

2
Axx + Ax

W s
x

W s
+ 2A

(
W s

x

W s

)
x

,

оскiльки β0,1 . . . βs−1,s = W s. Функцiя ws,s = 1/βs−1,s — розв’язок рiвнян-
ня dwsc. DT[ws,s] вiдображає dwsc у dws−1c. Тодi спряжене перетворення
Дарбу DT[βs−1,s] вiдображає dβs−1c в βst = (Aβs)xx + (Bsβs)x + Csβs,
спряжене до dwsc. Отже, функцiї βs,σ = DT[βs−1,s](βs−1,σ) задовольня-
ють рiвняння dβsc i βs,σ ∈ Chf(dwsc), тобто це характеристики законiв
збереження рiвняння dwsc. Оскiльки βs−1,σ побудованi iтерацiями пере-
творення Дарбу з характеристик α1, . . . , αp, то в силу теореми Крума

βs,σ = DT[βs−1,s](βs−1,σ) = βs−1,σ
x − βs−1,s

x

βs−1,s
βs−1,σ =

=
W (α1, . . . , αs, ασ)

W (α1, . . . , αs)
.

Звiдси зокрема випливає, що βs,σ = 0 при σ 6 s i βs,σ 6= 0 при σ > s.
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Iтерацiйна процедура зупиняється на кроцi p пiсля побудови рiвняння
dwpc, оскiльки немає ненульових функцiй βp,σ.

Для кожного s < p друге рiвняння системи (6.18) є диференцiаль-
ним наслiдком системи (6.18), де s замiнено на s + 1. Отже, мiнiмальна
об’єднана потенцiальна система складається з перших рiвнянь потенцi-
альних систем з усiх крокiв i другого рiвняння потенцiальної системи,
побудованої на останньому, p-му, кроцi.

Нехай f 0 = w0 = u, W 0 = W−1 = 1 i β−1,s = 1 за означенням.
Виключаючи ws пiдстановкою ws = f s/βs−1,s, отримаємо об’єднану по-
тенцiальну систему у термiнах тiльки f s:

f sx = Hsf s−1, f pt = HpAf p−1
x −Gpf p−1, (6.19)

де

Hs =
βs−1,s

βs−2,s−1
=
W sW s−2

(W s−1)2
,

Gs = (HsA)x −HsBs−1 + 2HsA
βs−2,s−1
x

βs−2,s−1
.

Можна довести, що Hs
t +Gs

x = 0 для кожного s.
Система (6.19) має вигляд потенцiальної системи p-го рiвня рiвнян-

ня (6.1), асоцiйованої з набором характеристик ᾱ = (α1, . . . , αp). Рiв-
няння f st = HsAf s−1

x − Gsf s−1, s = 1, . . . , p − 1, є диференцiальними
наслiдками системи (6.19). При p > 1 похiднi по x можна виключити
з цих рiвнянь з s > 1, а також з останнього рiвняння системи (6.19).
Результуючими рiвняннями є f st = HsHs−1Af s−2 −Gsf s−1, s = 2, . . . , p.

Згiдно наслiдку 6.9, система (6.19) має бути еквiвалентна вiдносно
точкових перетворень потенцiальнiй системi першого рiвня. Нижче точ-
кове перетворення з системи (6.17) у систему (6.19) побудовано явно.

Визначимо функцiї gs,σ, σ > s, за рекурсивною формулою

g1,σ = vσ, gs+1,σ =
βs−1,σ

βs−1,s
gs,s − gs,σ.

Для зручностi можна вважати, що gs,σ = 0 при σ < s.
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Лема 6.9. Для будь-яких фiксованих s i σ функцiя gsσ є потенцiа-
лом рiвняння dws−1c, асоцiйованого з характеристикою βs−1,σ. Зокрема,
gs,s = f s з точнiстю до тривiального сталого доданку.

Лема 6.10. gs,σ = (−1)s−1W (α1, . . . , αs−1, ασ)v̄ ᾱs−1
W (α1, . . . , αs−1)

.

Тут нижнiй iндекс s−1 позначає похiдну по x порядку s−1, Формула
“ v̄  ᾱs−1” означає, що похiднi αςs−1 замiнено функцiями vς для iнтервалу
нижнiх iндексiв у вiдповiдному Вронськiанi, тобто для ς = 1, . . . , s−1, σ.
Зауважимо, що лема 6.10 дає iстотнi значення для gs,σ тiльки при σ > s,
а при σ < s gs,σ = 0, що узгоджується з означенням gs,σ.

Наслiдок 6.10. Системи (6.17) i (6.19) еквiвалентнi вiдносно точко-
вого перетворення тiльки потенцiальних залежних змiнних, лiнiйних
за цими змiнними. Iншими словами, потенцiальний фрейм p-рiвня над
класом (6.1) еквiвалентний потенцiальному фрейму першого рiвня по-
рядку p над цим же класом. Їх можна разом розглядати у рамках за-
гального потенцiального фрейму p-го порядку.

Наслiдок 6.11. На будь-якому рiвнi s функцiї gsσ, σ > s, можна вира-
зити через функцiї gςσ′, σ′ > ς, будь-якого нижчого рiвня ς:

gs,σ = (−1)s−ς
W (βς−1,ς , . . . , βς−1,s−1, βς−1,σ)ḡς β̄ς−1s−ς

W (βς−1,ς , . . . , βς−1,s−1)
.

Оскiльки ws = f s/βs−1,s, то в силу формули для βs−1,s маємо ще один
наслiдок з леми 6.10.

Наслiдок 6.12. Для кожного s остаточний результат s-ї iтерацiї
(тобто вираз для потенцiалу ws через потенцiали v1, . . . , vs i ви-
гляд рiвняння dwsc) iнварiантний вiдносно невиродженого лiнiйного
перетворення α̃σ =

∑s
ς=1 cςσα

ς , σ = 1, . . . , s, характеристик з набо-
ру (α1, . . . , αs). Тут cςσ, σ, ς = 1, . . . , s, — сталi, для яких det(cςσ) 6= 0.
Зокрема,

ws = (−1)s−1W (α1, . . . , αs)v̄ ᾱs−1
W (α1, . . . , αs)

.
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Зауваження 6.5. Невироджене лiнiйне перетворення α̃σ =
∑s

ς=1 α
ςcςσ,

σ = 1, . . . , s, у наборi характеристик (α1, . . . , αs) iндукує лiнiйне пере-
творення ṽσ =

∑
ς6s cσςv

ς в асоцiйованому наборi потенцiалiв (v1, . . . , vs)

з такими ж коефiцiєнтами.

Зауваження 6.6. Можна казати, що модифiкований потенцiал s-го рiв-
ня ws i рiвняння dwsc вiдповiдають s-вимiрному пiдпростору характе-
ристик 〈α1, . . . , αs〉 замiсть набору характеристик (α1, . . . , αs), оскiльки
вибiр базису пiдпростору несуттєвий у силу наслiдку 6.12.

Нижче позначення “(α1, . . . ,�ας , . . . , αs)” означає, що характеристика
ας вiдсутня у вiдповiдному наборi.

Лема 6.11. Для кожного фiксованого s функцiї

ws,ς = (−1)ς−1W (α1, . . . ,�ας , . . . , αs)
W (α1, . . . , αs)

, ς = 1, . . . , s,

є лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння dwsc. Бiльш того,

W (w1,s, . . . , ws,s)W (α1, . . . , αs) = 1.

Наслiдок 6.13. Потенцiал ws s-го рiвня є лiнiйною комбiнацiєю потен-
цiалiв v1, . . . , vs з функцiональними коефiцiєнтами, якi є фiксованими
розв’язками рiвняння dwsc: ws =

∑s
σ=1w

sσvσ.

Лема 6.12. DT[ws,s](ws,ς) = ws−1,ς , ς = 1, . . . , s− 1.

Багатократне перетворення Дарбу, побудоване за набором лiнiйно не-
залежних функцiй (ψ1, . . . , ψs), позначимо DT[ψ1, . . . , ψs], тобто

DT[ψ1, . . . , ψs](w) =
W (ψ1, . . . , ψs, w)

W (ψ1, . . . , ψs)
.

Теорема 6.5. Нехай α1, . . . , αp — лiнiйно незалежнi розв’язки рiв-
няння dαc = duc∗, спряженого до duc, i DT[α1, . . . , αp] dαc = dβpc. Тодi
рiвняння dβpc∗ = dwpc, спряжене до dβpc, є потенцiальним рiвнянням
p-рiвня для duc, побудованим за набором (α1, . . . , αp), а функцiї

wp,ς = (−1)ς−1W (α1, . . . ,�ας , . . . , αp)
W (α1, . . . , αp)

, ς = 1, . . . , p,
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є його лiнiйно незалежними розв’язками i DT[wp,1, . . . , wp,p] dwpc = duc,
тобто

duc DT[wp,1,...,wp,p]←−−−−−−−−− dwpc ⇐⇒ dαc DT[α1,...,αp]−−−−−−−→ dβpc.

У силу рефлексивностi спряженостi лiнiйних рiвнянь, теорему 6.5
можна також переформулювати, аналогiчно лемi 6.8, у термiнах харак-
теристик законiв збереження.

Наслiдок 6.14. Якщо ψ1, . . . , ψp — лiнiйно незалежнi розв’язки рiв-
няння L̂ з класу (6.1) i DT[ψ1, . . . , ψp](L̂ ) = L, то L належить кла-
су (6.1),

ας = (−1)ς−1W (ψ1, . . . ,�ψς , . . . , ψp)
W (ψ1, . . . , ψp)

∈ Chf(L), ς = 1, . . . , p,

причому DT[α1, . . . , αp] : Chf(L) → Chf(L̂ ). Набори (ψ1, . . . , ψp) i
(α1, . . . , αp) спряженi один до iншого.

Зауваження 6.7. Подiбно теоремi 6.5, можна сформулювати твердження
про зв’язок такого ж типу мiж рiвняннями з двох довiльних крокiв iтера-
цiйної процедури. Достатньо вважати крок з меншим номером початком
iтерацiй, а крок з бiльшим номером — їх кiнцем.

DT[ws,σ, . . . , ws,s] dwsc = dwσ−1c ⇔

⇔ DT[βσ−1,σ, . . . , βσ−1,s] dβσ−1c = dβsc.

Зауваження 6.8. Для будь-яких лiнiйно незалежних розв’язкiв
wp,1, . . . , wp,p рiвняння dwpc багатократне перетворення Дарбу
DT[wp,1, . . . , wp,p] є лiнiйним вiдображенням з простору розв’язкiв рiв-
няння dwpc у простiр розв’язкiв рiвняння duc. Ядро цього вiдображення
спiвпадає з лiнiйною оболонкою 〈wp,1, . . . , wp,p〉, а його образ — з усiм
простором розв’язкiв рiвняння duc, оскiльки це композицiя простих пере-
творень Дарбу DT[ws,s], якi для будь-якого s є лiнiйним вiдображенням з
простору розв’язкiв рiвняння dwsc на простiр розв’язкiв рiвняння dws−1c,
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де w0 := u. Отже, DT[wp,1, . . . , wp,p] породжує взаємно-однозначне лiнiй-
не вiдображення мiж простором розв’язкiв рiвняння dwpc, факторизова-
ним по пiдпростору 〈wp,1, . . . , wp,p〉, i простором розв’язкiв рiвняння duc.

Рiвняння duc i dwpc є диференцiальними наслiдками потенцiаль-
ної системи (6.19) p-рiвня. Iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж
розв’язками потенцiальної системи i рiвняння dwpc завдяки проекцiї
(f 0, . . . , f p) → f p i перетворенню wp = f p/βp−1,p у прямому напрямi i
завдяки оберненому перетворенню f p = βp−1,pwp i зворотнiй рекурсив-
нiй формулi f s−1 = f sx/H

s в iншому. Вiдповiднiсть мiж розв’язками ви-
хiдного рiвняння duc i потенцiальної системи взаємно-однозначне тiль-
ки з точнiстю до довiльної лiнiйної комбiнацiї p фiксованих розв’язкiв
системи (6.19). Це випливає, наприклад, з того, що кожен vs визначено
через u з точнiстю до довiльного сталого доданку i (f 1, . . . , f p) є добут-
ком (v1, . . . , vp) на матрицю-функцiю з коефiцiєнтами, залежними вiд t
i x. Враховуючи наведенi аргументи i зауваження 6.6, називатимемо рiв-
няння dwpc модифiкованим потенцiальним рiвнянням, асоцiйованим з
рiвнянням duc i пiдпростором характеристик 〈α1, . . . , αp〉.

Система загального вигляду (6.19) з H1 . . . HpA 6= 0 є потенцiальною
системою p-рiвня рiвняння з класу (6.1) тiльки при спецiальних обмежен-
нях на коефiцiєнти. А саме, наступнi умови є необхiдними i достатнiми:

Hp
t +Gp

x = 0, Hs
t = (AHs)xx −

(
Gs+1 − AHs+1

x

Hs+1
Hs

)
x

, s < p.

Тут коефiцiєнти Gs, s < p, обчислюються з Gp i Hσ, σ > s, за рекурсив-
ною формулою

Gs =
Gs+1 − (AHs+1)x

Hs+1
Hs − AHs

x.

Отже, для кожного фiксованого s < p функцiя Hs має задовольняти
рiвняння Фокера–Планка з коефiцiєнтом дифузiї A i коефiцiєнтом зносу,
вираженим через A, Gp i Hσ, σ > s.
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6.3. Потенцiальнi симетрiї

6.3.1. Критерiй iснування потенцiальних симетрiй. Розгляне-
мо систему загального вигляду (6.19) з H1 . . . HpA 6= 0, яка є потен-
цiальною системою p-рiвня рiвняння з класу (6.1). Така система має
s− 1 алгебраїчно незалежних нетривiальних диференцiальних наслiдкiв
f st = HsAf s−1

x − Gsf s−1, s = 1, . . . , p − 1, порядок яких як диференцi-
альних рiвнянь дорiвнює 1. З системи (6.19) випливає ДРЧП другого
порядку з єдиною невiдомою функцiєю f p:

f pt = Af pxx −
Gp + AHp

x

Hp
f px (6.20)

Означення 6.1. МАI потенцiальної системи p-го порядку (або p-го рiв-
ня) рiвняння L з класу (6.1) назвемо алгеброю потенцiальних симетрiй
p-го порядку рiвняння L. Будь-який оператор з цiєї алгебри назвемо опе-
ратором потенцiальних симетрiй p-порядку рiвняння L.

Лема 6.13. Нехай система (6.19) — потенцiальна система p-рiвня рiв-
няння з класу (6.1). Тодi МАI системи (6.19) i рiвняння (6.20) iзоморф-
нi. А саме, для будь-якого оператора Q = τ∂t+ξ∂x+η∂u+θs∂fs лiївської
iнварiантностi системи (6.19) його проекцiя Q′ = τ∂t + ξ∂x + θp∂fp на
змiннi (t, x, f p) є оператором лiївської iнварiантностi рiвняння (6.20).
Коефiцiєнт θs−1 у Q, де θ0 := η, виражається через коефiцiєнти
(p − s + 1)-го продовження оператора Q′ вiдносно x у зворотнiй ре-
курсивний спосiб у вiдповiдностi з рiвняннями fσ−1 = fσx /H

σ.

Наслiдок 6.15. Якщо θs−1
fσ = 0 для фiксованого значення s i кожного

σ > s− 1, то θς−1
fσ = 0 для будь-яких ς 6 s i σ > s− 1.

Iншими словами, якщо Q = τ∂t+ξ∂x+η∂u+θς∂f ς — оператор лiївської
iнварiантностi системи (6.19) i θsfσ = 0 для фiксованого s i кожного σ > s,
то зрiзаний оператор Q̌ = τ∂t + ξ∂x + η∂u +

∑s
ς=1 θ

ς∂f ς є оператором
лiївської iнварiантностi потенцiальної системи s-рiвня

f ςx = H ςf ς−1, ς 6 s, f st = HsAf s−1
x −Gsf s−1,
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яка є пiдсистемою системи (6.19), розширеної своїми диференцiальними
наслiдками. Це означає, що вiдповiдну потенцiальну симетрiю вихiдного
рiвняння також iндуковано зрiзаним оператором Q̌, а тому її порядок
можна вважати меншим, нiж p.

Згiдно леми 6.13, аналiз лiївських симетрiй будь-якої потенцiальної
системи p-го рiвня, асоцiйованої з рiвнянням duc з класу (6.1) зводиться
до подiбного дослiдження для вiдповiдного потенцiального рiвняння p-
го рiвня. Насправдi ж будемо дослiджувати модифiковане потенцiальне
рiвняння p-го рiвня dwpc замiсть df pc. Це має двi переваги. По-перше, по-
тенцiал wp не залежить вiд невироджених лiнiйних замiн (включаючи пе-
реупорядкування, див. наслiдок 6.12) у наборi характеристик. По-друге,
dwpc пов’язане з duc через p-кратне перетворення Дарбу. Потенцiальну
систему p-го рiвня, переписану в термiнах ws,

ws
x +

βs−1,s
x

βs−1,s
ws = ws−1,

wp
t +

βp−1,p
t

βp−1,p
wp = Awp−1

x −
(
Ax +

βp−1,p
x

βp−1,p
A−Bp−1

)
wp−1 (6.21)

назвемо модифiкованою потенцiальною системою p-го рiвня, асоцiйова-
ною з duc i набором характеристик (α1, . . . , αp).

Єдина можливiсть отримання тут чисто потенцiальних симетрiй по-
в’язана з коефiцiєнтом η, а саме, повинна виконуватись умова ηfs 6= 0

(або ηws 6= 0 у термiнах w) для деякого s. У дiйсностi потенцiальнi си-
метрiї p-порядку необхiдно дослiджувати тiльки у випадку, коли вони
не iндукованi потенцiальними симетрiями меншого порядку. Незвiднiсть
природно визначати у термiнах w. Одна з причин цього полягає знову
у незалежностi wp вiд невиродженого лiнiйного комбiнування в наборах
характеристик. Iнша причина така. Нехай Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u + θς∂f ς i
Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u + ζς∂wς є зображеннями одного й того оператора Q
у термiнах f i w. Згiдно наслiдку 6.13 умови “θs−1

fσ = 0 для фiксованого
значення s i будь-якого σ > s − 1” i “θς−1

fσ = 0 для будь-якого ς 6 s i
будь-якого σ > s− 1” еквiвалентнi подiбним умовам у термiнах w, тобто
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“ζs−1
wσ = 0 для фiксованого значення s i будь-якого σ > s− 1” i “ζς−1

wσ = 0

для будь-якого ς 6 s i будь-якого σ > s− 1”. Отже, наслiдок 6.15 можна
повнiстю переформульовано у термiнах w.

Наслiдок 15′. Якщо ζs−1
wσ = 0 для фiксованого значення s i будь-якого

σ > s− 1, то ζς−1
wσ = 0 для будь-якого ς 6 s i будь-якого σ > s− 1.

Означення 6.2. НехайQ′ = τ∂t+ξ∂x+ζp∂wp — оператор лiївської iнварi-
антностi модифiкованого потенцiального рiвняння p-рiвня, асоцiйовано-
го з рiвнянням з класу (6.1) i пiдпростором характеристик 〈α1, . . . , αp〉.
Будемо казати, що Q′ породжує потенцiальну симетрiю строго p-го
порядку вихiдного рiвняння, якщо для будь-якого базису (α̃1, . . . , α̃p) у
〈α1, . . . , αp〉 продовження Q = Q′ + ζ̃s−1∂w̃s−1 оператора Q′ на вiдповiднi
потенцiали w̃s−1, де w̃0 := u, задовольняє таку умову: для будь-якого s
iснує σ > s− 1 таке, що ζ̃s−1

w̃σ 6= 0.

Означення 6.3. Нехай g —МАI модифiкованого потенцiального рiвнян-
ня p-рiвня, асоцiйованого з рiвнянням з класу (6.1) i пiдпростором ха-
рактеристик 〈α1, . . . , αp〉. Будемо казати, що g породжує алгебру строго
потенцiальних симетрiй p-го порядку вихiдного рiвняння, якщо для
будь-якого базису (α̃1, . . . , α̃p) у 〈α1, . . . , αp〉 i для будь-якого s iснує
Q′ ∈ g, продовження Q = Q′ + ζ̃s−1∂w̃s−1 на вiдповiднi потенцiали w̃s−1,
де w̃0 := u, задовольняє таку умову: iснує σ > s− 1, для якого ζ̃s−1

w̃σ 6= 0.

Грубо кажучи, оператор (алгебра) потенцiальної симетрiї порядку
строго p, якщо її не можна отримати з меншої кiлькостi законiв збе-
реження i потенцiалiв.

Нагадаємо, що w0 = u i ζ0 = η за означенням. З леми 6.13 в силу
формули ws = f s/βs−1,s випливає, що

ζs =

p∑
σ=s

ζsσ(t, x)wσ+%s(t, x), ζ0 = ζ00(t, x)w0+

p∑
σ=1

ζ0σ(t, x)wσ+%0(t, x),

i точнiша форма коефiцiєнтiв ζs−1 рахується за наведеною вище зво-
ротною рекурсивною формулою, що включає τ , ξ i ζp, у вiдповiдностi з
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рiвняннями з (6.21). Зокрема,

ζp−1,p =
1

wp,p
DT[wp,p](Q′[wp,p]) =

W (wp,p, Q′[wp,p])

wp,pW (wp,p)
,

ζs−1,p =
1

wp,p
DT[ws,s](wp,pζsp) =

W (wp,s+1, . . . , wp,p, Q′[wp,p])

wp,pW (wp,s+1, . . . , wp,p)
, s < p,

за теоремою Крума. Тут Q′[wp,p] = ζppwp,p − τwp,p
t − ξwp,p

x .
Розглянемо продовження перетворення з групи еквiвалентностi G∼

на загальний потенцiальний фрейм. Будь-яке точкове перетворення ек-
вiвалентностi T в класi (6.1) дiє на змiннi (t, x, u) за формулою t̃ = T (t),
x̃ = X(t, x), ũ = U 1(t, x)u, де TtXxU

1 6= 0. У силу твердження 6.1 воно
продовжується на характеристики αs законiв збереження рiвнянь з цьо-
го класу: α̃s = αs/(XxU

1). Можна вважати, що вiдповiдний потенцiал vs

перетворюється тотожно при продовженнi T (див. пiдроздiл 6.2.3). Вра-
ховуючи побудоване зображення для βs,σ, gs,σ, σ > s, f s i ws через αs

i vs, отримаємо таке твердження.

Лема 6.14. Для кожного p ∈ N будь-яке перетворення T ∈ G∼ ка-
нонiчно продовжується на потенцiальний фрейм порядку p над кла-
сом (6.1). Продовження T p:

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U 1(t, x)u,

α̃s =
αs

XxU 1
, ṽs = vs, β̃s,σ =

βs,σ

Xx
s+1U 1

,

g̃s,σ = gs,σ, f̃ s = f s, w̃s = Xx
sU 1ws, w̃s,σ = Xx

sU 1ws,σ,

Ã =
X2
x

Tt
A, B̃ =

Xx

Tt

(
B − 2

U 1
x

U 1
A

)
− Xt − AXxx

Tt
, C̃ = −U

1

Tt
L

1

U 1
,

де TtXxU
1 6= 0, дiє на наборах, кожен з яких складається з вихiдного,

потенцiального i модифiкованого потенцiального рiвнянь i потенцiаль-
них систем у термiнах vs i f s. Перетворення з G∼, продовженi на по-
тенцiальний фрейм порядку p над класом (6.1), утворюють групу G∼[p],
яку називатимемо групою еквiвалентностi цього фрейму.
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Зауваження 6.9. Загалом, при перетвореннi T : t̃ = T (t), x̃ = X(t, x),
ψ̃ = Φ(t, x)ψ, ψ̃s = Φ(t, x)ψs маємо(

DT[ψ̃1, . . . , ψ̃s]ψ̃
)
(x̃) =

Φ(t, x)

(Xx(t, x))s
(
DT[ψ1, . . . , ψs]ψ

)
(x).

Зауваження 6.10. Продовженi перетворення з G∼ не вичерпують всi
можливi перетворення еквiвалентностi потенцiального фрейму порядку
p над класом (6.1). Їх можна розширити, наприклад, лiнiйним комбiну-
ванням характеристик. Якщо змiннi (t, x, u) (а отже, i довiльнi елементи
(A,B,C)) не перетворюються i α̃s = ασcσs, де cσs = const, det(cσs) 6= 0 i
cσs = 0, σ > s, то вiдповiднi перетворення iнших функцiй, що виникають
у потенцiальному фреймi, легко побудувати:

ṽs = vσcσs, β̃s,σ = βs,ςcςσ, g̃s,σ = gs,ςcςσ,

f̃ s = f scss, w̃s = ws, w̃s,σ = ws,ς ĉςσ.

Тут (ĉςσ) — обернена матриця до (cσς).

Нехай Q = τ∂t + ξ∂x + η∂u + θs∂fs — оператор лiївської iнварiантностi
системи (6.19). Коефiцiєнти оператора Q перетворюються при вiдобра-
женнi операторiв, породженому T p ∈ G∼[p], за формулою

τ̃ = τTt, ξ̃ = τXt + ξXx, η̃ = τU1
t u+ ξU 1

xu+ U 1η, θ̃s = θs.

Отже обидвi умови ηfσ 6= 0 i ηfσ = 0, а також умови θsfσ 6= 0 i θsfσ = 0 збе-
рiгаються перетвореннями з G∼[p] для будь-яких s i σ. Це означає, що пе-
ретворення з G∼[p] не змiшують потенцiальнi симетрiї строго p-го порядку
будь-якого рiвняння з класу (6.1) з потенцiальними симетрiями менших
порядкiв або лiївськими симетрiями. Розмiрнiсть фактор-просторiв опе-
раторiв потенцiальної симетрiї p-го порядку, асоцiйованих з набором p

характеристик, по пiдпросторам операторiв потенцiальної симетрiї мен-
ших порядкiв також не змiнюється. Отже, потенцiальнi симетрiї p-го по-
рядку рiвнянь з класу (6.1) можна вивчати з точнiстю до вiдношення
еквiвалентностi, породженого перетвореннями з G∼[p].
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Iснують рiзнi способи використання цього вiдношення еквiвалентнос-
тi. В одному з них наголос робиться на спрощеннi вигляду рiвняння, що
розглядається. Зокрема, можна покласти A = 1 i B = 0 (i перепозна-
чити C через −V ) у (6.1), звiдки Bs = B − sAx = 0. В результатi си-
метрiйний аналiз потенцiального фрейму p-го порядку над класом (6.1)
зводиться до симетрiйного аналiзу потенцiального фрейму p-го порядку
над класом (6.7).

Група еквiвалентностi G∼1 зведеного класу (6.7) канонiчно iзомор-
фна пiдгрупi групи еквiвалентностi G∼ з спецiальним обмеженням на
параметр-функцiї X i U 1. У силу леми 6.14 перетворення з G∼1 продов-
жуються до перетворень еквiвалентностi всього зведеного потенцiально-
го фрейму. Продовженi перетворення утворюють групу Ĝ∼[p], канонiчно
iзоморфну через проекцiю групi еквiвалентностi класу модифiкованих
потенцiальних рiвнянь p-го рiвня для рiвнянь вигляду (6.7). Тому кла-
сифiкацiя потенцiальних симетрiй класу (6.7) випливає з групової кла-
сифiкацiї того ж класу у термiнах (wp, V p) замiсть (u, V ).

Iнший спосiб полягає у спрощеннi вигляду операторiв. Оператор Q′

лiївської iнварiантностi рiвняння з класу (6.1) з ненульовим коефiцiєн-
том при ∂t (або нульовим коефiцiєнтом при ∂t i ненульовим коефiцiєнтом
при ∂x) можна звести перетворенням з G∼ до вигляду Q′ = ∂t̃ (Q′ =

= ∂x̃). Зауважимо, що правильне спрощення вигляду рiвнянь приводить
до спрощення вигляду їх операторiв симетрiї i навпаки. Вибiр того, як
використовувати вiдношення еквiвалентностi, залежить вiд розв’язува-
ної проблеми.

Сформулюємо критерiй того, коли оператор лiївської iнварiантностi
модифiкованого потенцiального рiвняння p-го рiвня породжує потенцi-
альну симетрiю строго p-го порядку вихiдного рiвняння. Тут спрацьовує
спрощення вигляду операторiв.

Теорема 6.6. Нехай dwpc — рiвняння з класу (6.1), ψ1, . . . , ψp — його
лiнiйно незалежнi розв’язки i DT[ψ1, . . . , ψp] dwpc = duc.
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1) Тривiальнi оператори лiївської iнварiантностi рiвняння dwpc
породжують тiльки тривiальнi оператори лiївської iнварiантностi
рiвняння duc. А саме, wp∂wp породжує u∂u i ψ(t, x)∂wp породжує
DT[ψ1, . . . , ψp](ψ)∂u. Тут функцiя ψ = ψ(t, x) пробiгає множину
розв’язкiв рiвняння dwpc, а тому DT[ψ1, . . . , ψp](ψ) пробiгає множину
розв’язкiв рiвняння duc.

2) Нехай Q′ ∈ gess(dwpc). Тодi Q′ породжує потенцiальну симетрiю
строго p-го порядку рiвняння duc тодi i тiльки тодi, коли будь-який
пiдпростiр у 〈ψ1, . . . , ψp〉 не iнварiантний пiд дiєю асоцiйованого дифе-
ренцiального оператора Q̂′.

Наслiдок 6.16. Суттєвий оператор Q′ лiївської iнварiантностi рiв-
няння dwpc породжує потенцiальну симетрiю строго p-го порядку рiв-
няння duc = DT[ψ1, . . . , ψp] dwpc тодi i тiльки тодi, коли будь-який
одновимiрний пiдпростiр у 〈ψ1, . . . , ψp〉 в комплексному випадку (будь-
який одно- або двовимiрний пiдпростiр у дiйсному випадку) не iнварi-
антний пiд дiєю асоцiйованого диференцiального оператора Q̂′.

Зауваження 6.11. Теорему 6.6 можна переформулювати у рiзних тер-
мiнах. Так, пiдпростiр 〈wp,1, . . . , wp,q〉 простору розв’язкiв рiвняння dwpc
iнварiантний пiд дiєю оператора Q̂′, причому Q′[wp,σ] = κσςw

p,ς , де κσς —
сталi, тодi i тiльки тодi, коли (wp,1, . . . , wp,q) — iнварiантний розв’я-
зок незачепленої системи з q копiй рiвняння dwpc вiдносно оператора
Q̄′ = τ∂t + ξ∂x + ζp1wp,σ∂wp,σ − κσςwp,ς∂wp,σ .

Теорема 6.7. Лiнiйне (1 + 1)-вимiрне еволюцiйне рiвняння другого по-
рядку допускає алгебру потенцiальних симетрiй строго p-го порядку
тодi i тiльки тодi, коли воно еквiвалентне вiдносно точкових пере-
творень еквiвалентностi рiвнянню з класу (6.7), в якому

V = P (x)− 2
(
ln |W (ψ1, . . . , ψp)|

)
xx
, (6.22)

де ψs = ψs(t, x) — лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння ψt − ψxx +

+ P (x)ψ = 0 i або P = µx−2, µ = const, або жоден пiдпростiр у
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〈ψ1, . . . , ψp〉 не є iнварiантним пiд дiєю ∂t, якщо P нееквiвалентно µx−2

вiдносно точкових перетворень еквiвалентностi. Асоцiйованим пiдпро-
стором характеристик є 〈α1, . . . , αp〉, де

ας = (−1)ς−1W (ψ1, . . . ,�ψς , . . . , ψp)
W (ψ1, . . . , ψp)

, ς = 1, . . . , p.

При P = µx−2 з µ 6= 0 (P = 0) алгебра потенцiальної симетрiї мiс-
тить щонайменше один (два) оператори, якi лiнiйно незалежнi з точ-
нiстю до лiївських симетрiй i суттєво залежать вiд потенцiала по-
рядку p. Для загального значення P = P (x) достатньою умовою того,
що алгебра потенцiальних симетрiй, вiдповiдна 〈ψ1, . . . , ψp〉, має стро-
го p-ий порядок, є V s−1

t = 0 для всiх модифiкованих потенцiальних рiв-
нянь dws−1c, включаючи dw0c = duc, при довiльному виборi базису в
〈ψ1, . . . , ψp〉.

Наслiдок 6.17. Рiвняння з класу (6.1) допускає алгебру потенцiальних
симетрiй строго p-го порядку, асоцiйовану з p-вимiрним пiдпростором
його характеристик 〈α1, . . . , αp〉, тiльки якщо вiдповiдне потенцiальне
рiвняння p-рiвня має нетривiальнi оператори лiївської симетрiї. Якщо
потенцiальне рiвняння p-рiвня має бiльш нiж один незалежний нетри-
вiальний оператор лiївської симетрiї, то алгебра потенцiальних си-
метрiй є строго p-го порядку. Точнiше, якщо таких операторiв бiльше,
нiж один (три), то для будь-якого вибору базису в 〈α1, . . . , αp〉 алгебра
потенцiальних симетрiй мiстить щонайменше один (два) незалежних
оператори, якi суттєво залежать вiд потенцiалiв p-го порядку.

6.3.2. Iєрархiї потенцiальних симетрiй. Розглянемо наступнi пи-
тання щодо потенцiальних симетрiй лiнiйних параболiчних рiвнянь: Чи
може фiксоване рiвняння з класу (6.1) мати нескiнченну серiю нееквi-
валентних алгебр потенцiальних симетрiй? Чи є серед них рiвняння, що
має алгебри потенцiальних симетрiй всiх порядкiв? Якi порядки потенцi-
альних симетрiй можливi для фiксованого рiвняння? Буде вивчено тiль-
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ки певнi приклади, що однак дозволяє сформулювати досить загальнi
твердження, якi дають вiдповiдi на цi питання.

Рiвняння, що має алгебри потенцiальних симетрiй всiх порядкiв,
iснує. Дiйсно, вiзьмемо лiнiйне рiвняння теплопровiдностi wt = wxx як
потенцiальне рiвняння (тобто P = 0) i для кожного p ∈ N виберемо набiр
ψ̄ = (P0, . . . , Pp−1) його p розв’язкiв. Тут Pk — многочлен теплопровiд-
ностi степеня k:

P2m(t, x) =
x2m

(2m)!
+
t

1!

x2m−2

(2m− 2)!
+ · · ·+ tm−1

(m− 1)!

x2

2!
+
tm

m!
,

P2m+1(t, x) =
x2m+1

(2m+ 1)!
+
t

1!

x2m−1

(2m− 1)!
+ · · ·+ tm−1

(m− 1)!

x3

3!
+
tm

m!

x

1!
,

k,m ∈ N ∪ {0}. Зауважимо, що ∂Pk+1/∂x = Pk, а тому ∂kPk/∂xk = 1,
∂kPk+1/∂x

k = x. Пряме обчислення дає, що W (P0, . . . , Pp−1) = 1 i що
вiдповiдне значення довiльного елемента V дорiвнює 0 для будь-якого
p ∈ N. Отже, DT[P0, . . . , Pp−1] dwc = duc, де duc також є лiнiйним рiв-
нянням теплопровiдностi ut = uxx. Насправдi багатократне перетворення
Дарбу DT[P0, . . . , Pp−1] є не чим iншим як диференцiюванням по x по-
рядку p: u = DT[P0, . . . , Pp−1]w = ∂pw/∂xp. Нехай (αp1, . . . , αpp) — набiр
характеристик рiвняння duc, спряжений набору розв’язкiв (P0, . . . , Pp−1)

рiвняння dwc, тобто αps = (−1)s−1W (P1, . . . , Pp−s), s = 1, . . . , p − 1,
αpp = (−1)p−1 (див. наслiдок 6.14). Вронськiани W q = W (P1, . . . , Pq),
q ∈ N, i W 0 := 1 — розв’язки зворотного рiвняння теплопровiдностi
i додатково задовольняють умови ∂W q/∂x = W q−1, W q(0, 0) = 0. От-
же, W q = Pq(−t, x) — зворотний многочлен теплопровiдностi порядку q
i αps = (−1)s−1Pp−s(−t, x), s = 1, . . . , p. У силу теорем 6.5 i 6.7, для
будь-якого p ∈ N алгебра потенцiальних симетрiй gp рiвняння duc, асоцi-
йована з p-вимiрним пiдпростором характеристик 〈αp1, . . . , αpp〉, є стро-
го p-го порядку. Для будь-якого вибору базису в 〈αp1, . . . , αpp〉 алгебра
потенцiальних симетрiй мiстить два лiнiйно незалежних оператори, якi
суттєво залучають потенцiал порядку p. Пiдсумовуючи цi результати,
можна сформулювати наступне твердження.
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Твердження 6.3. Лiнiйне рiвняння теплопровiдностi допускає нескiн-
ченну серiю {gp, p ∈ N} алгебр потенцiальної симетрiї. Для кожного
p ∈ N алгебра gp має строго p-ий потенцiальний порядок i асоцiйована
з набором p лiнiйно незалежних полiномiальних розв’язкiв найнижчо-
го степеня зворотного рiвняння теплопровiдностi. Бiльш того, вона є
стандартним p-им продовженням вiдносно тiльки x алгебри g0, пере-
писаної у термiнах (t, x, w), i тому iзоморфна g0.

Описану побудову можна узагальнити. Нехай duc буде рiвнянням
ut − uxx + V u = 0, де функцiя V має вигляд (6.22) з P = 0, тобто
ψs = ψs(t, x) є лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння ψt = ψxx.
Це означає, що duc — образ лiнiйного рiвняння теплопровiдностi dwc
при перетвореннi Дарбу DT[ψ1, . . . , ψp]. Тодi для кожного q ∈ N
duc = DT[P0, . . . , Pq−1, ψ̃

q1, . . . , ψ̃qp] dwc, де ψ̃qs — розв’язок лiнiйного рiв-
няння теплопровiдностi такий, що DT[P0, . . . , Pq−1]ψ̃

qs = ψs. Функцiю ψ̃qs

знаходять q-кратним iнтегруванням функцiї ψs по x при спецiальному
виборi “сталих iнтегрування”, залежних вiд t. Найкращий спосiб — скори-
статися рекурсивними формулами ψ̃qsx = ψ̃q−1,s, ψ̃qst = ψ̃q−1,s

x , ψ̃0s := ψs.
В силу твердження 6.3 з цього випливає такий наслiдок.

Наслiдок 6.18. Нехай рiвняння з класу (6.1) точково еквiвалентне рiв-
нянню (6.7), де V = −2

(
ln |W (ψ1, . . . , ψp)|

)
xx
, а ψs = ψs(t, x) — лiнiйно

незалежнi розв’язки лiнiйного рiвняння теплопровiдностi. Тодi це рiв-
няння має нескiнченну серiю {g̃p+k, k ∈ N ∪ {0}} алгебр потенцiальної
симетрiї. Кожна алгебра g̃p+k з серiї має строго (p+k)-ий потенцiаль-
ний порядок, iзоморфна МАI g0 лiнiйного рiвняння теплопровiдностi i
мiстить щонайменше два оператори, що суттєво залучають потен-
цiал (p+ k)-го рiвня.

Наведений розгляд ґрунтується на побудовi нескiнченної серiї автопе-
ретворень Дарбу {DT[P0, . . . , Pp−1], p ∈ N} для лiнiйного рiвняння теп-
лопровiдностi. Подiбнi серiї iснують для всiх рiвнянь вигляду

ut − uxx + µx−2u = 0. (6.23)
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Щоб показати це, достатньо довести, що рiвняння (6.23) має нескiн-
ченну серiю лiнiйно незалежних розв’язкiв, для якої Вронськiан p пер-
ших розв’язкiв сталий для нескiнченної множини значень p. Нехай ϕ0i,
i = 1, 2, — лiнiйно незалежнi стацiонарнi розв’язки рiвняння (6.23),
тобто ϕ0i

t = 0, ϕ0i
xx = µx−2ϕ0i. Розглянемо функцiї ϕki = Π̂kϕ0i, де

Π̂ = −4t2∂t − 4tx∂x − x2 − 2t. Вони лiнiйно незалежнi, є многочленами
по t i є розв’язками рiвняння (6.23), оскiльки отриманi дiєю оператора
симетрiї Π на розв’язки. Вронськiан W k = W (ϕ01, ϕ02, . . . , ϕk1, ϕk2) не
залежить вiд t, оскiльки ϕkit обов’язково є лiнiйною комбiнацiєю функ-
цiй ϕk′i′, k′ < k. Отже, достатньо оцiнити W k для одного значення t = 0.
По iндукцiї можна довести, щоW k

x |t=0 = 0, тобтоW k — ненульова стала.
В результатi DT[ϕ01, ϕ02, . . . , ϕk1, ϕk2] є автоперетворенням Дарбу рiв-
няння (6.23) для будь-якого k ∈ N ∪ {0}.
Твердження 6.4. Рiвняння (6.23) допускає серiю {ĝ2q, q ∈ N} алгебр
потенцiальної симетрiї. Кожна алгебра ĝ2q має строго 2q-ий потенцi-
альний порядок i асоцiйована з набором 2q лiнiйно незалежних розв’яз-
кiв рiвняння (6.23), якi є многочленами найнижчого степеня по t.
Бiльш того, вона iзоморфна МАI ĝ0 рiвняння (6.23) i мiстить щонай-
менше один оператор, що суттєво залучає потенцiал 2q-го рiвня.
Наслiдок 6.19. Нехай рiвняння з класу (6.1) точково еквiвалентне
рiвнянню (6.7), де V = µx−2−2

(
ln |W (ψ1, . . . , ψp)|

)
xx
, а ψs = ψs(t, x) —

лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння ψt−ψxx+µx−2ψ = 0. Тодi це рiв-
няння має нескiнченну серiю {ǧp+2k, k ∈ N∪ {0}} алгебр потенцiальної
симетрiї. Кожна алгебра ǧp+2k має строго (p + 2k)-ий потенцiальний
порядок, iзоморфна МАI ĝ0 рiвняння (6.23) i мiстить щонайменше один
оператор, що суттєво залучає потенцiал (p+ 2k)-го рiвня.

6.3.3. Найпростiшi потенцiальнi симетрiї лiнiйного рiвняння
теплопровiдностi. Теорема 6.7 дає опис рiвнянь з класу (6.1), що
мають нетривiальнi потенцiальнi симетрiї. Водночас iснує iнша зада-
ча щодо потенцiальних симетрiй: для заданого рiвняння з класу (6.1)
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прокласифiкувати всi набори його характеристик, що приводять до не-
тривiальних потенцiальних симетрiй. Розглянемо цю проблему докла-
дно для найпростiших потенцiальних симетрiй (тобто для лiївських
симетрiй найпростiших потенцiальних систем, асоцiйованих з окремими
характеристиками) лiнiйного рiвняння теплопровiдностi

ut = uxx. (6.24)

Нагадаємо, що МАI лiнiйного рiвняння теплопровiдностi є алгебра

g0 = 〈 ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x, 2t∂x − xu∂u,

4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u, u∂u, f∂u 〉,

а група G0 його точкових симетрiй складається з перетворень вигляду

ũ = ε3
e−

ε5x+ε6x
2−ε25t

1+4ε6t

√
1 + 4ε6t

u

(
ε2

4t

1 + 4ε6t
− ε2,

ε4(x− 2ε5t)

1 + 4ε6t
− ε1

)
+ f(t, x),

де ε1, . . . , ε6 — довiльнi сталi, ε3ε4 6= 0, а функцiя f = f(t, x) пробi-
гає множину розв’язкiв цього рiвняння. Суттєву частину Gess

0 групи G0

утворено перетвореннями з f ≡ 0. Проблеми щодо потенцiальних симет-
рiй рiвняння (6.24) природно дослiджувати з точнiстю до вiдношення
еквiвалентностi, породженого Gess

0 на потенцiальному фреймi над рiв-
нянням (6.24) (див. наслiдок 4.14 i лему 6.14).

Теорема 6.8. Потенцiальнi симетрiї лiнiйного рiвняння теплопро-
вiдностi, асоцiйованi з характеристикою α, є нетривiальними тодi i
тiльки тодi, коли α ∈ {1, x} mod Gess

0 .

Випадок характеристики α = 1 добре вивчено [75,239,264]. Вiдповiд-
ний потенцiал v1 визначено системою v1

x = u, v1
t = ux, МАI якої

p1 = 〈 ∂t, ∂x, 2t∂x − (xu+ v1)∂u − xv1∂v1, 2t∂t + x∂x − u∂u,

4t2∂t + 4tx∂x − ((x2 + 6t)u+ 2xv1)∂u − (x2 + 2t)v1∂v1,

u∂u + v1∂v1, fx∂u + f∂v1 〉.
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Потенцiальне рiвняння v1
t = v1

xx має той же вигляд, що i вихiдне рiвнян-
ня (6.24). Ось чому алгебри g0 i p1 iзоморфнi [239]. Базиснi оператори
алгебри p1 можна отримати з базисних операторiв алгебри g0 перепо-
значенням u → v1 i наступним першим продовження вiдносно x в силу
рiвняння u = v1

x. Будь-яка лiнiйна комбiнацiя операторiв з p1, яка мiстить
третiй або п’ятий базиснi оператори, є оператором чисто потенцiальної
симетрiї лiнiйного рiвняння теплопровiдностi.

Випадок найпростiшої несталої характеристики α = x розглянуто
в [159]. Вiдповiдна потенцiальна система v2

x = u, v2
t = xux − u має МАI

p2 = 〈 ∂t, 2t∂t + x∂x − 2u∂u,

4t2∂t + 4tx∂x − ((x2 + 6t)u+ 2v2)∂u − (x2 − 2t)v2∂v2,

u∂u + v2∂v2, x
−1hx∂u + h∂v2 〉,

де функцiя h = h(t, x) пробiгає множину розв’язкiв потенцiального рiв-
няння v2

t +2x−1v2
x−v2

xx = 0. Будь-яка лiнiйна комбiнацiя операторiв з p2,
яка мiстить третiй базисний оператор, є оператором чисто потенцiальної
симетрiї лiнiйний рiвняння теплопровiдностi.

Наслiдок 6.20. Gess
0 -еквiвалентнi найпростiшi чисто потенцiальнi си-

метрiї рiвняння (6.24) вичерпано операторами з p1 i p2 , що задоволь-
няють вiдповiдно умови ηv1 6= 0 або ηv2 6= 0, де η — коефiцiєнт при ∂u.

Результати цього пункту можна легко поширити на рiвняння, еквi-
валентнi рiвнянню теплопровiдностi вiдносно точкових перетворень, на-
приклад, рiвняння Фокера–Планка ut = uxx + (xu)x [241]. Це суттєво
узагальнює результати з [159,247,253] щодо найпростiших потенцiальних
симетрiй рiвняння Фокера–Планка, асоцiйованих з характеристикою 1.

6.3.4. Узагальненi потенцiальнi симетрiї. Щоб остаточно обґрун-
тувати вибiр збережних векторiв у канонiчнiй формi (6.8) для побудови
потенцiальних систем, необхiдно довести твердження щодо узагальнених
потенцiальних симетрiй рiвнянь з класу (6.1), аналогiчне лемi 6.13.
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Лема 6.15. Нехай система (6.19) — потенцiальна система рiвня p рiв-
няння з класу (6.1). З точнiстю до еквiвалентностi узагальнених си-
метрiй, кожен оператор узагальненої симетрiї системи (6.19) отри-
мується через продовження порядку p вiдносно тiльки змiнної x опера-
тора узагальненої симетрiї вiдповiдного модифiкованого потенцiально-
го рiвняння (6.20) рiвня p i вираження похiдних вiд f p через f s i похiднi
вiд u згiдно системи (6.19). Зокрема, з точнiстю до еквiвалентностi
узагальнених симетрiй коефiцiєнти кожного оператора узагальненої
симетрiї системи (6.19) залежать щонайбiльше вiд t, x, f s i похiд-
них u по x i є лiнiйними по залежних змiнних i похiдних вiд u.

Доведення. Припустимо, що Q = η∂u + θs∂fs — оператор узагальненої
симетрiї системи (6.19). Тут коефiцiєнти θ0 := η i θs — функцiї вiд t, x i
похiдних вiд u i f s. З огляду на систему (6.19), її диференцiальнi наслiдки
i вiдношення еквiвалентностi узагальнених симетрiй, можна виключити
похiднi вiд f s ненульових порядкiв i похiднi вiд u, що мiстять диферен-
цiювання по t, з коефiцiєнтiв оператора Q. Отже, вважатимемо надалi,
що вони залежать щонайбiльше вiд t, x, f s i похiдних u по x.

Тимчасово введемо позначення uk := ∂ku/∂xk, k > 1, u0 := f 0 = u,
u−s := f s, ord θµ = max{k | ∂θµ/∂uk 6= 0, k > −p}, r := ord θp, r > −p.
З iнфiнiтезiмального критерiя iнварiантностi, застосованого до рiвняння
f sx = Hsf s−1, випливає, що

θs−1 =
1

Hs

(
θsx + θsfσH

σfσ−1 +
∑
k>0

θsukuk+1

)
. (6.25)

Iнтегруючи (6.25) у зворотному порядку, починаючи з s = p, отримаємо
вираз θs−1 через повнi похiднi вiд θp по x до порядку p − s + 1 включ-
но згiдно рiвняння f s−1 = (Hs)−1∂x

(
(Hs+1)−1∂x

(
. . .
(
(Hp)−1∂xf

p
)
. . .
))
.

Зокрема, ord θs−1 = r + p− s+ 1.
Останнє рiвняння f pt = HpAf p−1

x − Gpf p−1 системи (6.19) в силу її
iнших рiвнянь еквiвалентне (6.20). Рiвняння на θp, отриманi з iнфiнiте-
зiмального критерiю iнварiантностi для рiвняння (6.20) як диференцi-
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ального наслiдку системи (6.19), спiвпадають з визначальними рiвнян-
нями для оператора узагальненої симетрiї Q′ = θp∂fp окремого рiвнян-
ня (6.20) при наведених вище спiввiдношеннях мiж x-похiдними вiд f p

i функцiями uk, k > −p. Отже, iснує бiєкцiя мiж узагальненими симе-
трiями системи (6.19) i рiвняння (6.20), встановлена через проекцiю на
простiр струменiв над (t, x, f p) у прямому напрямi i через продовжен-
ня за формулою (6.25) — в зворотньому. Неявно вважаємо, що x-похiднi
вiд f p можна виражати у термiнах функцiй uk, k > −p, i навпаки.

Iнфiнiтезiмальну умову iнварiантностi для рiвняння (6.20) можна роз-
щепити по ur+1. (Це еквiвалентно розщепленню по f pp+r+1, якщо розгля-
дати (6.20) як окреме рiвняння.) Збираючи коефiцiєнти при u2

r+1, виве-
демо рiвняння θpurur = 0. В силу останнього рiвняння, можна зiбрати
коефiцiєнти при ur+1ur, звiдки θpurur−1 = 0. Iтеруючи процедуру, на l-му
кроцi (l 6 r+p+1) можна зiбрати коефiцiєнти при ur+1ur+2−l i отримати
рiвняння θpurur+1−l

= 0. Наведену вище процедуру можна повторити для
членiв, що мiстять ur, i так далi. Остаточно виведемо рiвняння θpukuk′ = 0,
−p 6 k, k′ 6 r. Тодi в силу iтеративної формули (6.25) маємо θs−1

ukuk′
= 0,

−p 6 k, k′ 6 r + p− s+ 1.

Наслiдок 6.21. Для вичерпного дослiдження потенцiальної симетрiї
рiвняння з класу (6.1) достатньо розглянути тiльки набори збережних
векторiв вигляду (6.8), якi є канонiчними представниками вiдповiдних
законiв збереження.

Доведення. Розглянемо p збережних векторiв рiвняння вигляду (6.1),
асоцiйованих з p лiнiйно незалежними законами збереження. Вони обо-
в’язково мають зображення(

αsu+DxΦ
s, −αsAux + ((αsA)x − αsB)u−DtΦ

s
)
, (6.26)

де αs = αs(t, x) — лiнiйно незалежнi розв’язки приєднаного рiвнян-
ня (6.8), а Φs — функцiї вiд t, x i похiдних u. Завдяки вiдношенню ек-
вiвалентностi збережних векторiв на множинi розв’язкiв вихiдного рiв-
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няння можна вважати, що серед аргументiв функцiй Φs є похiднi тiльки
по x. Вiдповiдну потенцiальну систему можна отримати пiдстановкою
vs = ṽs−Φs з системи (6.17), асоцiйованої з еквiвалентним набором збе-
режних векторiв у канонiчнiй формi. Тут ṽs —потенцiали, введенi за збе-
режними векторами (6.26). Згiдно лем 6.9 i 6.10 iндукована пiдстановка
у термiнах потенцiалiв f s має вигляд f s = f̃ s−Ψs. Для кожного s функ-
цiя Ψs є лiнiйною комбiнацiєю функцiй Φσ, σ = 1, s, з коефiцiєнтами,
залежними вiд t i x, причому коефiцiєнт при Φs ненульовий. Позначимо
максимальний порядок похiдних у Ψs через ρ i значення s, для якого
Ψs
uρ
6= 0, — через s0. Можна вважати, що ρ > 1, оскiльки iнакше фун-

кцiями Ψs, а отже i функцiями Φs можна нехтувати завдяки точковому
перетворенню, яке не має з точнiстю до подiбностi нiякого впливу на
лiївськi симетрiї розглядуваних потенцiальних систем.

Кожнiй лiївськiй симетрiї системи на f̃ s i u вiдповiдає узагальнена
симетрiя системи (6.19) на f s i u. Питання полягає у тому, коли оператор
узагальненої симетрiї Q = η∂u + θs∂fs системи (6.19) iндукує оператор
лiївської симетрiї Q̃ = η̃∂u+θ̃s∂fs (в еволюцiйнiй формi) системи на f̃ s i u.

Припустимо, що r + p > 1, де r = ord θp. Оскiльки

θ̃s0 = Qf̃ s0
∣∣
f̃s−Ψs fs

=

(
θs0 +

ρ∑
k=0

Dk
x(η)Ψs

uk

)∣∣∣∣
f̃s−Ψs fs

(тут використано позначення з доведення леми 6.15), доданок
ηur+pΨ

s
uρ
ur+p+ρ не може скоротитися з iншими доданками в θ̃s0. Отже,

ord θ̃s0 = r + p + ρ > 2. Водночас, якщо Q̃ був би оператором лiївської
симетрiї, то виконувалася б умова ord θ̃s 6 max(2− s, 0) 6 1.

У випадку r+p = 0 коефiцiєнт θp має вигляд θp = θp1(t, x)f p+θp0(t, x).
З визначальних рiвнянь для узагальнених симетрiй системи (6.19) ви-
пливає, що θp1(t, x) = C = const. Тодi θs−1 = Cf s−1 + θs−1,0(t, x) в силу
формули (6.25). Оскiльки η̃ = η = Cu + θ00(t, x), оператор Q̃ дає три-
вiальну потенцiальну симетрiю вихiдного рiвняння, яка вiдповiдає його
тривiальнiй лiївськiй симетрiї.
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6.4. Оператори редукцiї

6.4.1. Визначальнi рiвняння для операторiв редукцiї. Поперед-
нiй опис операторiв редукцiї рiвнянь з класу (6.1) дає наступна лема.

Лема 6.16. Кожен оператор редукцiї рiвняння L з класу (6.1) еквiва-
лентний або оператору ∂t + g1∂x + (g2u + g3)∂u, де коефiцiєнти g1, g2,
g3 залежать лише вiд t i x та задовольняють систему

L̃g1 +HB +Bxg
1 + 2Ag2

x +Bt = 0,

L̃g2 −HC − Cxg1 − Ct = 0,

L̃g3 − Cg3 = 0

(6.27)

з L̃ = ∂t −A∂xx −B∂x +H та H = 2g1
x − (Axg

1 +At)/A, або оператору
∂x + η(t, x, u)∂u, де функцiя η = η(t, x, u) — розв’язок рiвняння

ηt = A(ηxx + 2ηηxu + η2ηuu) + Ax(ηx + ηηu) + (Bη)x +

+ C(η − uηu) + Cxu.
(6.28)

Позначимо множину операторiв редукцiї рiвняння L з класу (6.1) че-
рез Q(L), вiдповiдну множину, факторизовану по вiдношенню еквiва-
лентностi операторiв редукцiї, — через Qf(L). Розглянемо пiдмножини
Q1(L) i Q0(L) у Q(L), якi складаються з операторiв, зв’язаних умо-
вами τ = 1 i (τ, ξ) = (0, 1) вiдповiдно. Фактор-множину Qf(L) мож-
на ототожнити з Q1(L) ∪Q0(L). Це об’єднання дає канонiчне розбиття
для Qf(L). Систему вигляду (6.27) i рiвняння вигляду (6.28), асоцiйо-
ванi з L (якi є визначальними рiвняннями на коефiцiєнти операторiв з
Q1(L) i Q0(L)), позначимо вiдповiдно через DE1(L) i DE0(L). Очевидно,
що правила L → DE1(L) i L → DE0(L) визначають взаємно-однозначне
вiдображення класу (6.1) на класи (6.27) i (6.28).

Зауваження 6.12. Розбиття множини операторiв редукцiї згiдно умови,
є чи нi коефiцiєнт τ нульовим, природно для рiвнянь з класу (6.1) (як i
всього класу еволюцiйних рiвнянь) i узгоджено з їх трансформацiйними
властивостями (див. параграф 6.4.3).
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Зауваження 6.13. З певних причин оператори редукцiї буде вивчено
для рiвнянь незведеного вигляду (6.1). Однак з точнiстю до вiдношення
еквiвалентностi, породженого групою еквiвалентностi класу (6.1) на мно-
жинi пар “(рiвняння вигляду (6.1), його оператор редукцiї)”, достатньо
дослiджувати тiльки пiдклас (6.7) рiвнянь з A = 1 i B = 0. Визначальнi
рiвняння (6.27) i (6.28) мають тодi простiший вигляд

g1
t − g1

xx + 2g1
xg

1 + 2g2
x = 0,

g2
t − g2

xx + 2g1
x(g

2 + V ) + Vxg
1 + Vt = 0,

g3
t − g3

xx + 2g1
xg

3 + V g3 = 0

(6.29)

i
ηt = ηxx + 2ηηxu + η2ηuu − V (η − uηu)− Vxu. (6.30)

6.4.2. Лiнеаризацiя визначальних рiвнянь до вихiдних. Iсну-
ють однозначнi зв’язки мiж певними сiм’ями розв’язкiв рiвняння L
з класу (6.1) i його операторами редукцiї. Це породжує зв’язки систе-
ми DE1(L) i рiвняння DE0(L) з вихiдним рiвнянням L через нелокальнi
перетворення.

Розглянемо спочатку оператори редукцiї з Q1(L). Надалi iндекси i i
j змiнюються вiд 1 до 3, iндекси p i q — вiд 1 до 2.

Теорема 6.9. З точнiстю до еквiвалентностi операторiв i еквiвалент-
ностi сiмей розв’язкiв, для кожного рiвняння з класу (6.1) iснує бiєкцiя
мiж його операторами редукцiї з ненульовими коефiцiєнтами при ∂t i
двопараметричними сiм’ями його розв’язкiв вигляду

u = c1v
1(t, x) + c2v

2(t, x) + v3(t, x), (6.31)

де c1 i c2 — сталi параметри. А саме, кожному такому оператору вiд-
повiдає сiм’я розв’язкiв, iнварiантних вiдносно нього. Проблема побудо-
ви всiх двопараметричних сiм’ей розв’язкiв рiвняння (6.1), лiнiйних за
параметрами, повнiстю еквiвалентна проблемi вичерпного опису його
операторiв редукцiї з ненульовими коефiцiєнтами при ∂t.
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Наслiдок 6.22. Нелiнiйна зачеплена система (6.27) перетворенням

g1 = −Av
1v2
xx − v1

xxv
2

v1v2
x − v1

xv
2
−B, g2 = −Av

1
xv

2
xx − v1

xxv
2
x

v1v2
x − v1

xv
2

+ C,

g3 =
A

v1v2
x − v1

xv
2

∣∣∣∣∣∣∣∣
v1 v1

x v1
xx

v2 v2
x v2

xx

v3 v3
x v3

xx

∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.32)

зводиться до незачепленої системи з трьох копiй рiвнянь (6.1)

Lvi = vit − Avixx −Bvix − Cvi = 0 (6.33)

для функцiй vi = vi(t, x), причому функцiї v1 i v2 лiнiйно незалежнi.

Зауваження 6.14. В силу леми 6.3 формули (6.32) добре визначенi.

Наслiдок 6.23. Нехай G∞(L) позначає групу тривiальної лiївської iн-
варiантностi рiвняння L з класу (6.1), що складається з перетворень
вигляду

t̃ = t, x̃ = x, ũ = u+ f(t, x),

де параметр-функцiя f = f(t, x) пробiгає множину розв’язкiв рiвнян-
ня L. Кожен оператор редукцiї рiвняння L з ненульовим коефiцiєнтом
при ∂t G∞(L)-еквiвалентний оператору ∂t+g1∂x+g2u∂u з коефiцiєнта-
ми g1 = g1(t, x) i g2 = g2(t, x), що є розв’язками двох перших рiвнянь з
DE1(L).

Зауваження 6.15. Функцiї vi, що задовольняють систему (6.33) i дода-
тковi умови (6.32) з фiксованими значеннями коефiцiєнтiв gj, визначенi
з точнiстю до перетворення

ṽp = µpqv
q, ṽ3 = v3 + µ3qv

q, (6.34)

де µiq = const i det(µpq) 6= 0. Перетворення (6.34) iндукує перетворен-
ня сталих c1 i c2: c̃p = µ̃pq(cq − νq), де (µ̃pq) = (µp′q′)

−1. Очевидно, що
сiм’ї розв’язкiв (6.31) i u = c̃1ṽ

1 + c̃2ṽ
2 + ṽ3 спiвпадають з точнiстю до

репараметризацiї i їх можна ототожнити.
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Щодо операторiв редукцiї з класу Q0(L) справедливi всi результа-
ти, отриманi у параграфi 5.2.3 для сингулярних операторiв редукцiї ево-
люцiйних рiвнянь. Зокрема, наслiдок 5.8 можна переформулювати як
твердження про лiнеаризацiю визначального рiвняння (6.28).

Цiкавим є зв’язок мiж (узагальненими) операторами редукцiї i пере-
творенням Дарбу. Перетворення Дарбу DT[ψ1, . . . , ψp] можна зобразити
як дiю лiнiйного диференцiального оператора p-порядку з диференцi-
юваннями тiльки по x, DT[ψ1, . . . , ψp](u) = DT[ψ1, . . . , ψp]u. Оператор
позначимо тим же символом, що i перетворення, i назвемо оператором
Дарбу, асоцiйованим з набором (ψ1, . . . , ψp). Припустимо, що оператор
редукцiї Q рiвняння L має канонiчний вигляд i асоцiйований з лiнiй-
ним диференцiальним оператором першого порядку Q̃, дiючим на функ-
цiї вiд t i x, тобто або Q = ∂t + g1∂x + g2u∂u, якщо Q ∈ Q1(L), або
Q = ∂x + η1u∂u, якщо Q ∈ Q0(L). (Тут g1, g2 i η1 — функцiї вiд t i x.)
У першому випадку оператор Q̃ = −∂t−g1∂x+g2 дорiвнює −ADT[v1, v2]

на множинi розв’язкiв рiвняння L, де розв’язки vi = vi(t, x), i = 1, 2, рiв-
няння L визначено згiдно наслiдку 6.22. У другому випадку коефiцiєнт η1

допускає зображення η1 = Ψx/Ψ, де Ψ = Ψ(t, x) — розв’язок рiвняння L.
Отже Q̃ = −DT[Ψ]. Остаточно маємо наступне твердження.

Твердження 6.5. Нехай оператор редукцiї Q рiвняння L з класу (6.1)
асоцiйований з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi операторiв
з лiнiйним диференцiальним оператором першого порядку, що дiє на
функцiї вiд t i x. Тодi вiн еквiвалентний оператору Дарбу, побудованому
за одним (двома) лiнiйно незалежними розв’язками цього рiвняння у
випадку нульового (або ненульового) коефiцiєнта при ∂t.

6.4.3. Допустимi перетворення, групи еквiвалентностi i лiївськi
симетрiї визначальних рiвнянь. “No-go” результати можна пошири-
ти на дослiдження точкових перетворень, лiївських симетрiй i лiївських
редукцiї визначальних рiвнянь (6.27) i (6.28). Так, МАI цих рiвнянь кано-
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нiчно iзоморфнi МАI рiвняння (6.1). (Ранiше цей результат був вiдомий
тiльки для лiнiйного рiвняння теплопровiдностi [134].) Бiльш того, по-
дiбнi твердження вiрнi для повних груп точкових симетрiй, включаючи
перетворення дискретної симетрiї, а також груп еквiвалентностi i мно-
жин допустимих перетворень класи таких рiвнянь.

Цi твердження обґрунтовано лемами 5.3 i 6.1. Дiйсно, кожне точ-
кове перетворення T мiж рiвняннями L i L̃ з класу (6.1) має ви-
гляд (6.3) i iндукує взаємно-однозначнi вiдображення T∗ : Q(L)→ Q(L̃)

i Tf : Qf(L) → Qf(L̃). Завдяки умовам T tx = 0 i T tu = 0, перетворення
T∗ зберiгає зв’язок τ = 0 (τ 6= 0) на коефiцiєнти операторiв редукцiї.
Отже, перетворення Tf розщеплюється на взаємно-однозначнi вiдобра-
ження Tf,1 : Q1(L) → Q1(L̃) i Tf,0 : Q0(L) → Q0(L̃) згiдно канонiчного
розбиття множин Qf(L) i Qf(L̃), а тому перетворення T iндукує в кано-
нiчний спосiб перетворення T1 i T0 в просторах змiнних (t, x, g1, g2, g3) i
(t, x, u, η), для яких T1

(
DE1(L)

)
= DE1(L̃), T0

(
DE0(L)

)
= DE0(L̃).

Процедура виведення явної формули для T1 наступна: дiючи на опе-
ратор ∂t+g1∂x+(g2u+g3)∂u перетворенням T∗ i нормалiзуючи коефiцiєнт
при ∂t̃ до 1, отримаємо оператор ∂t̃ + g̃1∂x̃ + (g̃2ũ+ g̃3)∂ũ, де новi коефi-
цiєнти g̃i = g̃i(t̃, x̃), i = 1, 2, 3, виражаються за формулами

g̃1 =
Xx

Tt
g1 +

Xt

Tt
,

g̃2 =
1

Tt
g2 +

U 1
x

TtU 1
g1 +

U 1
t

TtU 1
, (6.35)

g̃3 =
U 1

Tt
g3 − U 0

Tt
g2 +

U 0
xU

1 − U 0U 1
x

TtU 1
g1 +

U 0
t U

1 − U 0U 1
t

TtU 1
,

якi описують дiю T1 на залежнi змiннi (g1, g2, g3). Незалежнi змiннi t, x i
довiльний елементи A, B, C перетворюються за тими ж формулами (6.3)
i (6.4), як i у перетвореннi T . Перетворенням для u нехтуємо.

Якщо перетворення T належить групi еквiвалентностiG∼ класу (6.1),
то воно визначене для всiх значень довiльних елементiв, а тому таке ж
твердження справедливе i для T1. Отже, T1 належить групi еквiвалент-
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ностi G∼1 класу (6.27). Iншими словами, група G∼ iндукує пiдгрупу G∼1
групи еквiвалентностi класу визначальних рiвнянь для випадку τ = 1.

Припустимо, що перетворення T параметризоване параметром ε i ця
сiм’я перетворень є однопараметричною групою лiївської симетрiї рiв-
няння L, породженою оператором Q = τ∂t + ξ∂x + (ζ1u + ζ0)∂u. Проди-
ференцiюємо (6.35) по ε i покладемо ε = 0, враховуючи умови

τ = τ(t) = Tε
∣∣
ε=0
, T
∣∣
ε=0

= t, ξ = ξ(t, x) = Xε

∣∣
ε=0
, X

∣∣
ε=0

= x,

ζ1 = ζ1(t, x) = U 1
ε

∣∣
ε=0
, U 1

∣∣
ε=0

= 1, ζ0 = ζ0(t, x) = U 0
ε

∣∣
ε=0
, U 0

∣∣
ε=0

= 0.

У результатi отримаємо вирази для коефiцiєнтiв θi оператора лiївської
симетрiї Q1 = τ∂t + ξ∂x + θi∂gi системи DE1(L), асоцiйованого з Q:

θ1 = (ξx − τt)g1 + ξt,

θ2 = −τtg2 + η1
xg

1 + η1
t , (6.36)

θ3 = (η1 − τt)g3 − η0g2 + η0
xg

1 + η0
t .

Явнi формули для T0 виведемо аналогiчно. Дiя T∗ на оператор ∂x+η∂u

i нормалiзацiя коефiцiєнта при ∂x̃ до 1 дають оператор ∂x̃ + η̃∂ũ, де

η̃ =
U 1

Xx
η +

U 1
x

Xx
u+

U 0
x

Xx
. (6.37)

Формула (6.37) зображає вираз для залежної змiнної η, перетвореної T0.
Незалежнi змiннi t, x, u i довiльнi елементи A, B, C перетворюються
згiдно формул (6.3) i (6.4). Єдина рiзниця з T є у тому, що тут змiн-
ну u вважаємо незалежною. Отже, кожне перетворення з групи еквi-
валентностi G∼ класу (6.1) iндукує перетворення з групи еквiвалент-
ностi G∼0 класу (6.28). Також кожен оператор лiївської iнварiантностi
Q = τ∂t+ξ∂x+(ζ1u+ζ0)∂u рiвняння L можна продовжити до оператора
лiївської iнварiантностi Q0 = Q + θ∂η рiвняння DE0(L), де коефiцiєнт θ
визначено формулою

θ = (ζ1 − ξx)η + ζ1
xu+ ζ0

x. (6.38)
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Проблема полягає у тому, щоб довести, що iндукованi об’єкти (допус-
тимi перетворення, точковi еквiвалентностi i симетрiї, оператори лiїв-
ської iнварiантностi) вичерпують всi можливi об’єкти вiдповiдного типу
для визначальних рiвнянь.

Лема 6.17. Якщо точкове перетворення пов’язує двi системи DE1(L)

i DE1(L̃) з класу (6.27), то воно має вигляд

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), g̃i = Gii′(t, x)gi
′
+Gi0(t, x), (6.39)

де T , X, G33 i G32 — гладкi функцiї своїх аргументiв, де TtXxG
33 6= 0 i

додатково G32/G33 — розв’язок асоцiйованого рiвняння L; i, i′ = 1, 2, 3.
Iншi параметр-функцiї в (6.39) явно визначенi:

G10 =
Xt

Tt
, G11 =

Xx

Tt
, G12 = 0, G13 = 0,

G20 =
(TtG

33)t
Tt2G33

, G21 =
G33
x

TtG33
, G22 =

1

Tt
, G23 = 0,

G30 =
(TtG

33)t
Tt2G33

, G31 =
G33
x

G33
G32 −G32

x .

(6.40)

Довiльнi елементи перетворюються за формулами

Ã =
X2
x

Tt
A, B̃ =

Xx

Tt

(
B − 2

G33
x

G33
A

)
− Xt − AXxx

Tt
,

C̃ = −G33L
1

TtG33
. (6.41)

Теорема 6.10. Iснує канонiчна бiєкцiя мiж множинами допустимих
перетворень класiв (6.1) i (6.27). А саме, кожне точкове перетворення
мiж рiвняннями L i L̃ з класу (6.1) iндукує точкове перетворення мiж
асоцiйованими системами DE1(L) i DE1(L̃) згiдно формули (6.35), а
незалежнi змiннi перетворюються так само. Iндукованi перетворення
вичерпують множину допустимих перетворень у класi (6.27).

Зауваження 6.16. З доведення теореми 6.10 випливає, що “якщо . . . ,
то . . . ” в лемi 6.17 можна замiнити на “. . . тодi i тiльки тодi, коли . . . ”,
тобто наведенi умови є необхiдними i достатнiми.
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Наслiдок 6.24. Група еквiвалентностi G∼1 класу (6.27) iзоморфна гру-
пi еквiвалентностi G∼ класу (6.1). Канонiчний iзоморфiзм встановлю-
ють формули (6.35), де U 0 = 0.

Наслiдок 6.25. Максимальна групи точкових симетрiй (а також
МАI) кожного рiвняння L з класу (6.1) i вiдповiдної системи DE1(L)

iзоморфнi. Оператор лiївської симетрiї Q = τ∂t+ ξ∂x+(ζ1u+ ζ0)∂u рiв-
няння L iндукує оператор лiївської симетрiї Q1 = τ∂t+ξ∂x+θ

i∂gi систе-
ми DE1(L), де коефiцiєнти θi, i = 1, 2, 3, визначено формулами (6.36).

Наслiдки 6.24 i 6.25 разом з теоремою 6.2 дають вичерпну групову
класифiкацiю класу (6.27).

Ланцюжок подiбних тверджень також отримано для класу (6.28).

Лема 6.18. Якщо точкове перетворення у просторi змiнних (t, x, u, η)

пов’язує два рiвняння DE0(L) i DE0(L̃) з класу (6.28), то його вигляд
задається формулами (6.3) i (6.37), де T , X, U 1 i U 0 — довiльнi гладкi
функцiї своїх аргументiв такi, що TtXxU

1 6= 0 i додатково U 0/U 1 за-
довольняє L. Довiльнi елементи перетворюється за формулами (6.4).

Теорема 6.11. Iснує канонiчна бiєкцiя мiж множинами допустимих
перетворень класiв (6.1) i (6.28). А саме, кожне точкове перетворення
мiж рiвняннями L i L̃ з класу (6.1) можна розширити до точкового
перетворення мiж асоцiйованими рiвняннями DE0(L) i DE0(L̃) згiдно
формули (6.37) (змiннi (t, x, u) i довiльнi елементи перетворюються
так само). Розширенi перетворення вичерпують множину допусти-
мих перетворень у класi (6.28).

Наслiдок 6.26. Група еквiвалентностi G∼0 класу (6.28) iзоморфна гру-
пi еквiвалентностi G∼ класу (6.1). Канонiчний iзоморфiзм встановле-
но через розширення перетворень з G∼ на змiнну η за формулою (6.37),
де U 0 = 0.

Наслiдок 6.27. Для кожного рiвняння L з класу (6.1) максимальнi
групи точкових симетрiй (а також МАI) рiвнянь L i DE0(L) iзоморф-
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нi. Канонiчний iзоморфiзм мiж алгебрами реалiзується через розши-
рення кожного оператора Q = τ∂t+ξ∂x+(ζ1u+ζ0)∂u з МАI рiвняння L
до оператора Q1 = Q+

(
(ζ1− ξx)η+ ζ1

xu+ ζ0
x

)
∂η з МАI рiвняння DE0(L).

У силу наслiдкiв 6.26 i 6.27 результати щодо групової класифiкацiї
класу (6.28) випливають з теореми 6.2.

6.4.4. Лiївськi редукцiї визначальних рiвнянь. Припустимо, що
рiвняння L з класу (6.1) допускає оператор лiївської симетрiї Q = τ∂t +

+ξ∂x+ζ∂u. Коефiцiєнти Q обов’язково мають вигляд τ = τ(t), ξ = ξ(t, x)

i ζ = ζ1(t, x)u + ζ0(t, x), причому ζ0 — розв’язок рiвняння L. Згiдно
наслiдкiв 6.25 i 6.27, визначальнi рiвняння DE1(L) i DE0(L) вiдповiдно
мають оператори лiївської симетрiї Q1 i Q0, асоцiйованi з Q, якi можна
використати для редукцiї визначальних рiвнянь i побудови їх точних
розв’язкiв. Знайденi розв’язки визначальних рiвнянь дають оператори
редукцiї спецiального типу для вихiдного рiвняння L, неявно пов’язанi з
його властивостями лiївської iнварiантностi. Питання полягає у тому, якi
властивостi мають його розв’язки, iнварiантнi вiдносно таких операторiв
редукцiї, наприклад, чи є цi розв’язки обов’язково лiївськими, чи нi.

Допустиме перетворення T рiвняння L у класi (6.1) має вигляд (6.3)
i вiдображає пару (L, Q) у пару (L′, Q′), де рiвняння L′ також нале-
жить класу (6.1), а Q′ — (не)тривiальний оператор лiївської симетрiї
рiвняння L′, якщо Q — (не)тривiальний оператор лiївської симетрiї рiв-
няння L. З точнiстю до еквiвалентностi, породженої множиною допусти-
мих перетворень класу (6.1) (див. лему 6.1) на множинi пари “(рiвнян-
ня вигляду (6.1), його оператор лiївської симетрiї)”, можна вважати, що
Q ∈ {∂t, ∂x} або Q ∈ {u∂u, ∂u}, якщо Q — нетривiальний або тривiаль-
ний оператор лiївської симетрiї рiвняння L вiдповiдно. Q ∼ ∂t при τ 6= 0

i Q ∼ ∂x при τ = 0 та ξ 6= 0. Якщо Q ∈ {∂t, ∂x}, оператори Q1 i Q0

формально мають такий самий вигляд, як оператор Q, але визначенi в
iнших просторах змiнних.
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Твердження 6.6. Нехай R = ∂t + g1∂x + (g2u + g3)∂u ∈ Q1(L), де
(g1, g2, g3) — Q1-iнварiантний розв’язок системи DE1(L).

1) Якщо τ 6= 0, то функцiї g1, g2 i g3 виражаються згiдно (6.32)
через розв’язок (v1, v2, v3) незачепленої системи 3L, iнварiантний вiд-
носно оператора лiївської симетрiї τ∂t+ξ∂x+ζ1v1∂v1 +ζ1v2∂v2 +(ζ1v3 +

ζ0)∂v3 + λiqv
q∂vi цiєї системи, де λiq — деякi сталi, i = 1, 2, 3, q = 1, 2,

а функцiї v1 i v2 лiнiйно незалежнi. Кожний R-iнварiантний розв’язок
рiвняння L є лiнiйною комбiнацiєю (з одиничним коефiцiєнтом при v3)
компонент лiївського розв’язку (v1, v2, v3) системи 3L.

2) Якщо τ = 0 i ξ 6= 0, то оператор R обов’язково еквiвалентний
оператору лiївської iнварiантностi рiвняння L.

Щоб сформулювати результати щодо лiївських розв’язкiв визначаль-
них рiвнянь DE0(L), потрiбно спочатку ввести допомiжне поняття одно-
параметричної сiм’ї розв’язкiв рiвняння L, асоцiйованої з оператором
лiївської симетрiї Q. Множину таких сiмей можна зобразити як об’єд-
нання двох пiдмножин, якi вiдповiдно утворено сингулярними асоцiйова-
ними сiм’ями, що складаються з Q-iнварiантних розв’язкiв рiвняння L,
i регулярними асоцiйованими сiм’ями, отриманими через дiю на фiксо-
ванi не Q-iнварiантнi розв’язки рiвняння L однопараметричною групою
перетворень, породженою Q. Регулярнi однопараметричнi сiм’ї, асоцiйо-
ванi з одним i тим же оператором, еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли
вони вiдрiзнятися тiльки зсувами параметра. Такi сiм’ї отримано дiєю
тiєї ж однопараметричної групи перетворень на фiксованi розв’язки, по-
дiбнi вiдносно цiєї групи. Розглядається окiл точки, неособливої для Q.
(Iнакше взаємно-однозначна вiдповiднiсть у наступнiй теоремi зруйнує-
ться. В деяких випадках її можна зберегти, враховуючи дискретнi пере-
творення симетрiї, див. зауваження 14 з [230].)

Твердження 6.7. Нехай рiвняння L з класу (6.1) iнварiантне вiднос-
но точкового перетворення T (оператора Q) i функцiя η = η(t, x, u) —
розв’язок асоцiйованого визначального рiвняння DE0(L). Тодi рiвняння
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ux = η(t, x, u) допускає T (Q) як перетворення точкової симетрiї (опе-
ратор лiївської симетрiї) тодi i тiльки тодi, коли функцiя η є iнварiан-
том асоцiйованого перетворення точкової симетрiї T0 (асоцiйованого
оператора лiївської симетрiї Q0) рiвняння DE0(L).

Теорема 6.12. Для кожного рiвняння L з класу (6.1) i кожного його
оператора лiївської симетрiї Q iснує бiєкцiя мiж Q0-iнварiантними
розв’язками визначального рiвняння DE0(L) i однопараметричними
сiм’ями розв’язкiв рiвняння L, асоцiйованими з Q. А саме, редукцiя
рiвняння L за оператором ∂x+η∂u, де коефiцiєнт η — Q0-iнварiантний
розв’язок рiвняння DE0(L), дає однопараметричну сiм’ю розв’язкiв рiв-
няння L, асоцiйовану з Q. I навпаки, кожна сiм’я такого типу скла-
дається з розв’язкiв, iнварiантних вiдносно оператора ∂x + η∂u, де ко-
ефiцiєнт η — Q0-iнварiантний розв’язок рiвняння DE0(L).

Оскiльки визначальне рiвняння DE0(L) має три незалежнi змiннi, во-
но допускає також лiївськi редукцiї по двовимiрних пiдалгебрах своєї
МАI до ЗДР i, отже, має вiдповiднi iнварiантнi розв’язки. Щоб сформу-
лювати твердження про такi розв’язки аналогiчно теоремi 6.12, потрiб-
но визначати однопараметричнi сiм’ї розв’язкiв рiвняння L, асоцiйова-
нi з його двовимiрною алгеброю лiївської iнварiантностi g. Множина
цих сiмей визначається через розбиття на пiдмножини сингулярних i
регулярних сiмей. Кожна сингулярна асоцiйована сiм’я складається з g-
iнварiантних розв’язкiв рiвняння L. Кожну регулярну асоцiйовану сiм’ю
отримано через дiю на фiксований Q1-iнварiантний i не Q2-iнварiантний
розв’язок рiвняння L однопараметричною групою перетворень, породже-
них Q2. Тут Q1 i Q2 — довiльнi лiнiйно незалежнi елементи з g.

Теорема 6.13. Нехай двовимiрна алгебра лiївської iнварiантностi g

рiвняння L з класу (6.1) iндукує алгебру лiївської iнварiантностi g0

вiдповiдного визначального рiвняння DE0(L), яка прийнятна для йо-
го лiївської редукцiї. Тодi iснує взаємно-однозначна вiдповiднiсть мiж
g0-iнварiантними розв’язками рiвняння DE0(L) i однопараметричними
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сiм’ями розв’язкiв рiвняння L, асоцiйованими з g. А саме, редукцiя L
за оператором ∂x + η∂u, де коефiцiєнт η — g0-iнварiантний розв’язок
рiвняння DE0(L), дає однопараметричну сiм’ю розв’язкiв рiвняння L,
асоцiйовану з g. I навпаки, кожна сiм’я такого типу складається з
розв’язкiв, iнварiантних вiдносно оператора ∂x+η∂u, де коефiцiєнт η —
g0-iнварiантний розв’язок рiвняння DE0(L).

Аналогiчно можна дослiдити нелiївськi редукцiї визначальних рiв-
нянь [231].

6.5. Висновки

У цьому роздiлi виконано розширений симетрiйний аналiз (1+1)-
вимiрних лiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Проаналiзова-
но структуру нормалiзаних пiдкласiв таких рiвнянь, знайдено локальнi i
потенцiальнi закони збереження, описано потенцiальнi симетрiї, узагаль-
ненi потенцiальнi симетрiї i оператори редукцiї. Це суттєво узагальнює
вiдомi результати щодо рiвнянь з цього класу.

Повну групову класифiкацiю для нього виконано С. Лi [187] як части-
ну бiльш загальної групової класифiкацiї лiнiйних ДРЧП другого поряд-
ку з двома незалежними змiнними. Сучасне трактування класифiкацiї Лi
подано в [30]. Iснує також багато робiт, в яких частково перевiдкрито цi
результати С. Лi i Л.В. Овсяннiкова (див., наприклад, [22,41,69,105,255]).
У деяких з них робилися спроби виконання класифiкацiї для вiдмiнних
вiд [30, 187] канонiчних форм рiвнянь, наприклад, для рiвнянь Колмо-
горова чи Фокера–Планка, але в результатi задача ставала значно скла-
днiшою. Через вивчення нормалiзiцiйних властивостей класу (6.1) в пiд-
роздiлi 6.1 пояснено складнощi групової класифiкацiї при виборi форми
рiвнянь Колмогорова чи Фокера–Планка як канонiчної для класу.

Щодо законiв збереження i потенцiальних симетрiй таких рiвнянь ра-
нiше iснували тiльки результати про локальнi закони збереження [13,89]
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та найпростiшi потенцiальнi симетрiї, асоцiйованi з характеристикою 1,
[247,248] лише для деяких пiдкласiв чи навiть конкретних рiвнянь з кла-
су (6.1). Пiсля повного опису локальних законiв збереження доведено,
що всi потенцiальнi закони збереження рiвнянь з класу (6.1) iндукова-
но локальними. Це дало змогу побудувати повну iєрархiю потенцiальних
систем над цим класом, тобто, iншими словами, знайти його абелеве на-
криття. Потенцiальний фрейм розширено через уведення модифiкованих
потенцiалiв i визначення рiзних типiв зображень для потенцiальних сис-
тем та асоцiйованих з ними окремих потенцiальних рiвнянь. Докладно
вивчено властивостi багатократного двоїстого перетворення Дарбу [194],
оскiльки воно є основним iнструментом дослiдження (модифiкованих)
потенцiальних структур. Через продовження перетворень еквiвалентнос-
тi вихiдних рiвнянь на весь потенцiальний фрейм визначено вiдношення
еквiвалентностi для класифiкацiї потенцiальних структур.

Пiсля аналiзу лiївської iнварiантностi потенцiальних систем, в рiзних
термiнах сформульовано критерiї iснування загальних потенцiальних си-
метрiй. Їх ефективнiсть продемонстровано через побудову широких пiд-
класiв класу (6.1), рiвняння з яких допускають нескiнченнi серiї алгебр
потенцiальної симетрiї як завгодно великого порядку. При цьому як поту-
жний допомiжний засiб суттєво використано багатократне автоперетво-
рення Дарбу. Прокласифiковано всi найпростiшi потенцiальнi симетрiї
лiнiйного рiвняння теплопровiдностi. Вивчено узагальненi потенцiальнi
симетрiї, що дозволило вперше у лiтературi обґрунтувати вибiр потенцi-
альних систем для обчислення потенцiальних симетрiй.

Доведено вичерпний набiр “no-go” тверджень про оператори редукцiї
рiвнянь з класу (6.1):

1) З точнiстю до вiдношень еквiвалентностi на вiдповiдних множинах
iснує бiєкцiя мiж однопараметричними (двопараметричними i лiнiйними
за параметрами) сiм’ями розв’язкiв кожного рiвняння з класу (6.1) i його
операторами редукцiї з (не)нульовими коефiцiєнтами при ∂t.
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2) Визначальнi рiвняння на коефiцiєнти операторiв редукцiї обох ти-
пiв зводяться за допомогою нелокальних замiн до вихiдних рiвнянь.

3) МАI i групи точкових симетрiй визначальних рiвнянь, а також
групи еквiвалентностi i множини допустимих перетворень їх класiв iн-
дуковано вiдповiдними об’єктами для вихiдних рiвнянь.

4) Лiївська редукцiя визначальних рiвнянь дає такi оператори редук-
цiї, що кожна з асоцiйованих сiмей розв’язкiв вихiдних рiвнянь або скла-
дається з лiївських розв’язкiв, або породжена з фiксованого розв’язку
дiєю групи лiївських симетрiй.

Водночас, цi твердження зовсiм не означають, що оператори редукцiї
не є корисними для побудови точних розв’язкiв рiвнянь з класу (6.1)
[33,127,231].

Вiдомими з цих тверджень були лише друге та, частково (щодо МАI),
третє i лише для лiнiйного рiвняння теплопровiдностi [134] та деякого
класу лiнiйних рiвнянь переносу [33, 127], а також друге для випадку
сингулярних операторiв редукцiї [291,292]. Четверте твердження є прин-
ципово новим.

У випадку сингулярних операторiв редукцiї всi цi твердження мож-
на поширити на загальнi (1 + 1)-вимiрнi еволюцiйнi рiвняння. Можна
також розглянути узагальненi оператори редукцiї рiвнянь з класу (6.1),
коефiцiєнти яких залежать вiд похiдних невiдомої функцiї.

Результати цього роздiлу опублiковано у роботах [159, 162, 224, 228,
231,236,241].
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РОЗДIЛ 7

Сумiжнi проблеми теорiї алгебр Лi

У цьому роздiлi розглянуто сумiжнi проблеми теорiї алгебр Лi над дiй-
сним або комплексним полем F. У пiдроздiлi 7.1 за допомогою оригiналь-
ного алгоритму, що залучає метод рухомих реперiв Картана, пораховано
узагальненi оператори Казiмiра серiй розв’язних алгебр Лi, нiльрадика-
ли яких iзоморфнi алгебрi строго верхньотрикутних матриць. Розглянутi
серiї включають алгебри з одним нiльнезалежним елементом та алгебри
строго верхньотрикутних матриць, нестрого верхньотрикутних матриць,
спецiальних верхньотрикутних матриць. У пiдроздiлi 7.2 наведено про-
стий необхiдний критерiй для перевiрки нееквiвалентностi реалiзацiй ал-
гебр Лi. Низку нових необхiдних критерiїв контракцiй алгебр Лi запро-
поновано у пiдроздiлi 7.3, в якому також вивчено багатопараметричнi i
повторнi контракцiї.

7.1. Iнварiанти трикутних алгебр Лi

7.1.1. Означення узагальнених операторiв Казiмiра. Розглянемо
алгебру Лi g розмiрностi dim g = n <∞ i вiдповiдну зв’язану групу ЛiG.
Нехай g∗ — дуальний простiр до g. Вiдображення Ad∗ : G → GL(g∗),
визначене для кожного g ∈ G спiввiдношенням 〈Ad∗gx, u〉 = 〈x,Adg−1u〉
∀x ∈ g∗ i ∀u ∈ g, називають коприєднаним зображенням групи Лi G.
Тут Ad: G → GL(g) — звичайне приєднане зображення групи G на g,
а образ AdG групи G при Ad — група внутрiшнiх автоморфiзмiв Int(g)

алгебри g. Образ Ad∗G групи G при Ad∗ є пiдгрупою групи GL(g∗).



274

Рангом коприєднаного зображення rank Ad∗G групи G (i алгебри g)
називають максимальну розмiрнiсть орбiт групи Ad∗G. Це базисно неза-
лежна характеристика алгебри g. Орбiти такої розмiрностi називають
регулярними.

Функцiю F ∈ C∞(Ω), де Ω — деяка область у g∗, називають iнварi-
антом групи Ad∗G (глобальним на Ω), якщо F (Ad∗gx) = F (x) для всiх
g ∈ G i x ∈ Ω таких, що Ad∗gx ∈ Ω. Множину iнварiантiв групи Ad∗G на
Ω позначимо через Inv(Ad∗G), не вказуючи явно область. Нехай надалi
Ω — окiл точки з регулярної орбiти. Його завжди можна вибрати таким
чином, щоб група Ad∗G дiяла на ньому регулярно. Тодi максимальна кiль-
кiсть Ng функцiонально незалежних iнварiантiв у Inv(Ad∗G) спiвпадає з
корозмiрнiстю регулярних орбiт групи Ad∗G, тобтоNg = dim g−rank Ad∗G.

Щоб обчислити iнварiанти явно, в алгебрi g необхiдно зафiксу-
вати базис E = {e1, . . . , en}. Це веде до фiксацiї дуального базису
E∗ = {e∗1, . . . , e∗n} у дуальному просторi g∗ i ототожнення Int(g) i Ad∗G

з вiдповiдними матричними групами. Базиснi елементи e1, . . . , en за-
довольняють комутацiйнi вiдношення [ei, ej] = ckijek, де ckij — ком-
поненти тензора структурних сталих алгебри g у базисi E . Нехай
x→ x̌ = (x1, . . . , xn) — координати у просторi g∗, асоцiйованi з E∗.

Добре вiдомо, що iснує бiєкцiя мiж елементами центру унiверсаль-
ної обгортуючої (операторами Казiмiра) i полiномiальними iнварiанта-
ми алгебри g (див., наприклад, [52]). Таку бiєкцiю встановлює, зокрема,
оператор симетризацiї Sym, який дiє на одночлени за формулою

Sym(ei1 · · · eir) =
1

r!

∑
σ∈Sr

eiσ1 · · · eiσr ,

де i1, . . . , ir приймають значення вiд 1 до n, r ∈ N, Sr позначає групу пе-
рестановок r елементiв. Симетризацiю також можна коректно визначити
для рацiональних iнварiантiв [52], а її коректнiсть для iнших iнварiан-
тiв (якщо в Inv(Ad∗G) не iснує функцiонального базису з рацiональних
iнварiантiв) вимагає додаткового дослiдження для кожного конкретної
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алгебри, оскiльки загальних результатiв щодо цього поки не iснує. Симе-
тризованi елементи з Inv(Ad∗G) природно назвати iнварiантами або уза-
гальненими операторами Казiмiра алгебри g. Множина функцiонально
незалежних iнварiантiв F l(x1, . . . , xn), l = 1, Ng, утворює функцiональ-
ний базис (фундаментальний iнварiант) множини Inv(Ad∗G), тобто будь-
який iнварiант F (x1, . . . , xn) можна єдиним чином зобразити як функцiю
вiд незалежних iнварiантiв F l(x1, . . . , xn), l = 1, Ng. Вiдповiдну множи-
ну SymF l(e1, . . . , en), l = 1, Ng, називають базисом множини iнварiан-
тiв Inv(g) алгебри g.

7.1.2. Алгоритм. Нагадаємо деякi факти з [117, 118] i адаптуємо їх
до часткового випадку коприєднаної дiї групи G на простiр g∗. Не-
хай G = Ad∗G × g∗ — тривiальне лiве головне Ad∗G-розшарування над g∗.
Правою регуляризацiєю R̂ коприєднаної дiї групи G на g∗ є дiагональ-
на дiя групи Ad∗G на G = Ad∗G × g∗, що задається вiдображенням
R̂g(Ad∗h, x) = (Ad∗h · Ad∗g−1,Ad∗gx), g, h ∈ G, x ∈ g∗, i є регулярною
та вiльною. Назвемо R̂g пiднятою коприєднаною дiєю групи G. Вона
проектується на коприєднану дiю на g∗ через Ad∗G-еквiварiантну прое-
кцiю πg∗ : G → g∗. Будь-який пiднятий iнварiант групи Ad∗G — це (ло-
кально визначена) гладка функцiя з G на деякий многовид, iнварiантна
вiдносно пiднятої коприєднаної дiї групи G. Функцiя I : G → g∗, задана
формулою I = I(Ad∗g, x) = Ad∗gx, є фундаментальним пiднятим iнва-
рiантом групи Ad∗G, тобто I — пiднятий iнварiант, i будь-який пiднятий
iнварiант єдиним чином можна локально задати як функцiю вiд I. Ви-
користовуючи довiльну функцiю F (x) на g∗, можна утворити пiднятий
iнварiант F ◦ I групи Ad∗G замiною x на I = Ad∗gx у виразi для F .
Звичайнi iнварiанти є частковими випадками пiднятих iнварiантiв, що
спiвпадають зi своїми композицiями з стандартною проекцiєю πg∗. От-
же, звичайнi iнварiанти є частковими функцiональними комбiнацiями
пiднятих, якi виявляються незалежними вiд параметрiв групи Ad∗G.
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Алгебраїчний алгоритм для знаходження iнварiантiв алгебри Лi g
стисло сформульовано у наступних чотирьох кроках.

1. Побудова загальної матрицi B(θ) групи Ad∗G. B(θ) — матриця вну-
трiшнього автоморфiзму алгебри Лi g у вибраному базисi e1, . . . , en,
θ = (θ1, . . . , θr) — повний набiр параметрiв (координат) групи Int(g) i
r = dim Ad∗G = dim Int(g) = n− dim Z(g), де Z(g) — центр алгебри g.

2. Зображення фундаментального пiднятого iнварiанту. Фундамен-
тальний пiднятий iнварiант I = (I1, . . . , In) групи Ad∗G у вибраних ко-
ординатах (θ, x̌) в Ad∗G × g∗ має явний вигляд I = x̌B(θ).

3. Виключення параметрiв через нормалiзацiю. Виберемо максималь-
но можливу кiлькiсть ρ пiднятих iнварiантiв Ij1, . . . , Ijρ, сталi c1, . . . , cρ
i параметри групи θk1, . . . , θkρ такi, що рiвняння Ij1 = c1, . . . , Ijρ = cρ

розв’язнi вiдносно θk1, . . . , θkρ. Пiдстановка знайдених значень θk1, . . . , θkρ
в iншi пiднятi iнварiанти Ij дає Ng = n− ρ виразiв F l(x̌) без θ.

4. Симетризацiя. Функцiї F l(x1, . . . , xn) обов’язково утворюють ба-
зис множини Inv(Ad∗G). Тодi SymF l(e1, . . . , en) — базис множини Inv(g).

Твердження 7.1. Нехай I = (I1, . . . , In) — фундаментальний пiдня-
тий iнварiант i для пiднятих iнварiантiв Ij1, . . . , Ijρ та деяких ста-
лих c1, . . . , cρ система Ij1 = c1, . . . , Ijρ = cρ розв’язна вiдносно пара-
метрiв θk1, . . . , θkρ, а пiдстановка знайдених значень цих параметрiв
у iншi пiднятi iнварiанти приводить до m = n − ρ виразiв Î1, . . . , Îm,
залежних тiльки вiд x̌. Тодi ρ = rank Ad∗G, m = Ng i Î1, . . . , Îm утво-
рюють базис множини Inv(Ad∗G).

Iснуючi приклади обчислення iнварiантiв алгебр Лi показують, що
версiя алгебраїчного методу, яка залучає твердження 7.1, є найдiєвiшою.

Зазвичай для першого кроку пiдходять другi канонiчнi координати
на Int(g), хоча iнодi першi канонiчнi координати є бiльш прийнятним
вибором. На вiдмiну вiд загальної ситуацiї, для трикутних алгебр Лi ви-
користаємо спецiальнi координати для їх груп внутрiшнiх автоморфiз-
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мiв, якi природно узгодженi з канонiчними матричними зображеннями
вiдповiдних груп Лi i зi спецiальною подвiйною нумерацiєю базисних
елементiв. Це приводить до прояснення i суттєвого спрощення всiх об-
числень. Зокрема, алгебраїчнi системи, якi необхiдно розв’язувати при
нормалiзацiї, стають лiнiйними вiдносно невiдомих.

7.1.3. Трикутна алгебра Лi з одним нiль-незалежним дiагональ-
ним елементом. Розглянемо розв’язну алгебру Лi tγ(n) над полем F з
нiльрадикалом NR(tγ(n)), iзоморфним алгебрi строго верхньотрикутних
матриць t0(n), i одним нiль-незалежним елементом f , який дiє на еле-
менти нiльрадикалу так, як дiагональна матриця Γ = diag(γ1, . . . , γn)

дiє на строго верхньотрикутнi матрицi, причому вважаємо, що матри-
ця Γ непропорцiйна одиничнiй матрицi, тобто набiр γ = (γ1, . . . , γn) має
рiзнi елементи. Цей набiр визначено з точнiстю до ненульового множни-
ка i однорiдного зсуву. Iншими словами, алгебри tγ(n) i tγ′(n) iзоморфнi
тодi i тiльки тодi, коли iснує λ, µ ∈ F, λ 6= 0 такi, що γ′i = λγi + µ,
i = 1, n. Набори γ i γ′ вважаємо еквiвалентними. З точнiстю до введеної
еквiвалентностi на параметри алгебри можна накласти додаткову умо-
ву Tr Γ =

∑
i γi = 0. Отже, алгебра tγ(n) природно вкладена в st(n)

як iдеал, при цьому NR(tγ(n)) ототожнено з t0(n) i f — з Γ. Виберемо
як канонiчний базис у tγ(n) об’єднання канонiчного базису в NR(tγ(n)) i
одноелементної множини {f}. Елементи з базису в NR(tγ(n)) занумерує-
мо двома iндексами. Так, базиснi елементи eij ∼ En

ij, i < j, i f ∼
∑

i γiE
n
ii

задовольняють комутацiйнi спiввiдношення [eij, ei′j′] = δi′jeij′ − δij′ei′j,
[f, eij] = (γi−γj)eij. Тут i надалi δij — символ Кронекера, En

ij (для фiксо-
ваних значень i i j) позначає n×n матрицю (δii′δjj′) з i′ i j′, що пробiгають
рядки i стовпчики вiдповiдно, тобто n×n матрицю з одиницею на перети-
нi i-го рядка i j-го стовпчика i нулями всюди iнде, En = diag(1, . . . , 1) —
n× n одинична матриця. tγ(n) можна розглядати як алгебру Лi пiдгру-
пи Tγ(n) = {B ∈ T (n) | ∃ ε ∈ F : bii = eγiε} групи Лi T (n) неособливих
верхньотрикутних n× n матриць.
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Нехай e∗ji, xji i yij позначають базисний елемент у спряженому про-
сторi t∗γ(n) та координатнi функцiї в t∗γ(n) i tγ(n), якi вiдповiдають бази-
сному елементу eij, i < j. Зокрема, 〈e∗j′i′, eij〉 = δii′δjj′. Зворотний порядок
нижнiх iндексiв спряжених елементiв i координат спрощує матричне зо-
браження пiднятих iнварiантiв. f ∗, x0 i y0 позначають подiбнi об’єкти
для базисного елемента f . Додатково покладемо yii = γiy0 i тодi попов-
нимо множини з xji i yij нулями до матриць X i Y . Тому X — строго
нижньотрикутна, а Y — нестрого верхньотрикутна матрицi. Аналогiчну
“матрицю” з iстотними елементами eij, i < j, позначимо через E .

Лема 7.1. Повну множину функцiонально незалежних пiднятих iнва-
рiантiв групи Ad∗Tγ(n) вичерпують вирази

Iij =
∑

i6i′<j′6j

bii′ b̂j′jxi′j′, j < i, I0 = x0 +
∑
j<i

∑
j6l6i

γlblib̂jlxij,

де B = (bij) — довiльна матриця з Tγ(n), а (̂bij) = B−1.

Доведення. Приєднана дiя матрицi B ∈ Tγ(n) на матрицю Y визначає-
ться як AdBY = BY B−1, тобто

AdB

(
y0f +

∑
i<j

yijeij

)
=

= y0f + y0

∑
i<j

∑
i6i′6j

bii′γi′̂bi′jeij +
∑

i6i′<j′6j

bii′yi′j′ b̂j′jeij.

Пiсля замiни eij → xji, yij → e∗ji, f → x0, y0 → f ∗, bij ↔ b̂ij в останнiй
рiвностi отримаємо зображення для коприєднаної дiї матрицi B

Ad∗B

(
x0f

∗ +
∑
i<j

xjie
∗
ji

)
=

=

(
x0 +

∑
i<j

∑
i6i′6j

bi′jxjib̂ii′γi′

)
f ∗ +

∑
i′<j′

(BXB−1)j′i′e
∗
j′i′.

Отже, I0 i елементи Iij, j < i, матрицi I = BXB−1, де B ∈ Tγ(n),
утворюють фундаментальний пiднятий iнварiант групи Ad∗Tγ(n).
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Зауваження 7.1. Повну множину параметрiв отриманого зображення
пiднятих iнварiантiв утворено bij, j < i, i ε. Центр групи Tγ(n) ненульо-
вий тiльки, якщо γ1 = γn, а саме тодi Z(Tγ(n)) = {En + b1nE

n
1n, b1n ∈ F}.

У цьому випадку група внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри tγ(n) iзомор-
фна фактор-групi Tγ(n)/Z(Tγ(n)), тому її розмiрнiсть дорiвнює 1

2n(n−1).
Параметр b1n у зображеннi пiднятих iнварiантiв тодi є несуттєвим. Iнак-
ше група внутрiшнiх автоморфiзмiв алгебри tγ(n) iзоморфна групi Tγ(n),
i всi параметри в побудованих пiднятих iнварiантах суттєвi.

Нижче Ai1,i2
j1,j2

, де i1 6 i2, j1 6 j2, позначає пiдматрицю (aij)
i=i1,...,i2
j=j1,...,j2

матрицi A = (aij). |A| = detA. κ = n− k + 1.

Лема 7.2. Нехай 1 < k < n. Якщо |Xκ+1,n
1,k−1 | 6= 0, то для кожного β ∈ F

β −X i,i
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

j,j =
(−1)k+1

|Xκ+1,n
1,k−1 |

∣∣∣∣∣∣X
i,i
1,k−1 β

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

j,j

∣∣∣∣∣∣ ,(
xκj −Xκ,κ

1,k−1(X
κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

j,j

)(
xjk −Xj,j

1,k−1(X
κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

k,k

)
=

=
1

|Xκ+1,n
1,k−1 |

∣∣∣∣∣∣ X
j,j
1,k β

Xκ,n
1,k Xκ,n

j,j

∣∣∣∣∣∣+
|Xκ,n

1,k |
|Xκ+1,n

1,k−1 |2

∣∣∣∣∣∣ X
j,j
1,k−1 β

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

j,j

∣∣∣∣∣∣ .
Зокрема, xκk −Xκ,κ

1,k−1(X
κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

k,k = (−1)k+1|Xκ+1,n
1,k−1 |−1|Xκ,n

1,k |.
Теорема 7.1. Базис у Inv(Ad∗Tγ(n)) утворено виразами

1) |Xκ,n
1,k |, k = 1, . . . ,

[n
2

]
,

x0 +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1

|Xκ,n
1,k |

(γk − γk+1)
∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣ X
i,i
1,k 0

Xκ,n
1,k Xκ,n

i,i

∣∣∣∣∣∣ ,
якщо γk = γκ для всiх k ∈ {1, . . . , [n/2]};

2) |Xκ,n
1,k |, k = 1, . . . , k0 − 1,

|Xκ0,n
1,k0
|αk|Xκ,n

1,k |, k = k0 + 1, . . . ,
[n

2

]
, αk := −

k∑
i=k0

γn−i+1 − γi
γn−k0+1 − γk0

.

iнакше. Тут k0 — мiнiмальне значення k, для якого γk 6= γκ i
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Доведення. При нормалiзацiї накладемо такi обмеження на пiднятi iнва-
рiанти: Iij = 0, якщо j < i, (i, j) 6= (n − j′ + 1, j′), j′ = 1, [n/2], тобто
не фiксуємо тiльки значення елементiв матрицi I, якi розташованi на
побiчнiй дiагоналi вище основної. Iншi iстотнi елементи в I покладемо
рiвними 0. Рiшення про те, що робити з пiднятими iнварiантами I0 i Iκk,
k = 1, [n/2], приймемо пiзнiше, оскiльки виявляється, що кiлькiсть i ви-
гляд умов нормалiзацiї залежить вiд значень γ. Як показано нижче, в
усiх випадках можна забезпечити остаточну нормалiзацiю, що задоволь-
няє умови твердження 7.1.

З зображення I = BXB−1 завдяки трикутнiй структурi матриць B
i X випливає, що BX = IB. Ця матрична рiвнiсть також iстотна тiльки
для матричних елементiв, що лежать пiд основною дiагоналлю, тобто

eγiεxij +
∑
i<i′

bii′xi′j = Iijeγjε +
∑
j′<j

Iij′bj′j, j < i.

Для зручностi останню систему розбито за вибраних умов нормалiзацiї
на чотири множини пiдсистем

Sk1 : eγκεxκj +
∑
i′>κ

bκi′xi′j = 0, i = κ, j < k, k = 2, . . . ,

[
n+ 1

2

]
,

Sk2 : eγκεxκk +
∑
i′>κ

bκi′xi′k = Iκkeγkε, i = κ, j = k, k = 1, . . . ,

[
n

2

]
,

Sk3 : eγκεxκj+
∑
i′>κ

bκi′xi′j =Iκkbkj, i=κ, k<j<κ, k=1, . . . ,

[
n

2

]
−1,

Sk4 : eγkεxkj +
∑
i′>k

bki′xi′j = 0, i = k, j < k, k = 2, . . . ,

[
n

2

]
.

Розв’язуємо їх одну за iншою. Пiдсистема S1
2 складається з одного рiв-

няння In1 = xn1e
(γn−γ1)ε. Для будь-якого фiксованого k ∈ {2, . . . , [n/2]}

пiдсистема Sk1 ∪Sk2 — добре визначена система лiнiйних рiвнянь вiдносно
bκi′, i′ > κ, i Iκk. Аналогiчно, пiдсистема Sk1 для k = κ = [(n + 1)/2] у
випадку непарного n — добре визначена система лiнiйних рiвнянь вiд-
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носно bki′, i′ > k. Розв’язки цих пiдсистем є виразами вiд xi′j, i′ > κ,
j < k, i ε:

Iκk = (−1)k+1
|Xκ,n

1,k |
|Xκ+1,n

1,k−1 |
e(γκ−γk)ε, k = 2, . . . ,

[n
2

]
,

Bκ,κκ+1,n = −eγκεXκ,κ
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1, k = 2, . . . ,

[
n+ 1

2

]
.

Пiсля пiдстановки виразiв для Iκk i bκi′, i′ > κ, через ε i x в Sk3 ,
ця система тривiально розв’язується вiдносно bkj як незв’язна система
лiнiйних рiвнянь:

b1j = eγ1ε
xnj
xn1

, 1 < j < n,

bkj =
eγkε

|Xκ,n
1,k |

∣∣∣∣∣∣X
κ,κ
1,k−1 xκj

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

j,j

∣∣∣∣∣∣ , k < j < κ, k = 2, . . . ,
[n

2

]
− 1.

Наступна пiдстановка порахованих виразiв для bkj в Sk4 для будь-
якого фiксованого допустимого k приводить до добре визначеної системи
лiнiйних рiвнянь, наприклад, вiдносно bki′, i′ > κ. Її розв’язок виражає-
ться через x, bkκ i ε:

Bk,k
κ+1,n = − eγkε

|Xκ,n
1,k |

∑
k6j<κ

∣∣∣∣∣∣X
κ,κ
1,k−1 xκj

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

j,j

∣∣∣∣∣∣Xj,j
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1 −

− bkκXκ,κ
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1, k = 2, . . . ,

[n
2

]
.

Вираз для I0 перепишемо, враховуючи вже накладенi нормалiзацiйнi
зв’язки (зауважимо, що κ = [(n+ 1)/2] + 1, якщо k = [n/2]):

I0 = x0 +

[n2 ]∑
k=1

γkb̂kk

( ∑
k<i6κ

+
∑
i>κ

)
bkixik +

[n+1
2 ]∑

k=1

γκ b̂κκ
∑
i>κ

bκixiκ −

−
[n2 ]∑
k=1

γκ b̂κκIκkbkκ,
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а потiм пiдставимо у нього вже знайденi вирази для b i Iκk:

I0 = x0 + (γ1 − γn)e−γ1εb1nxn1 +

+

[n2 ]∑
k=2

(γk − γκ)e−γkεbkκ(−1)k+1
|Xκ,n

1,k |
|Xκ+1,n

1,k−1 |
+

−
[n2 ]∑
k=2

γkX
k,k
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

k,k −
[n+1

2 ]∑
k=2

γκX
κ,κ
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

κ,κ +

+

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1γk
|Xκ,n

1,k |
∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣ X
i,i
1,k 0

Xκ,n
1,k Xκ,n

i,i

∣∣∣∣∣∣+

+

[n2 ]∑
k=2

(−1)k+1γk

|Xκ+1,n
1,k−1 |

∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣ X
i,i
1,k−1 0

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

i,i

∣∣∣∣∣∣ .
Якщо γk = γκ для всiх k ∈ {1, . . . , [n/2]}, то Iκk, k = 1, [n/2], i I0 не

залежать вiд параметрiв b i ε, тобто це iнварiанти. Як простiший базис
вiзьмемо Î0 = I0, а також Î1 = In1 i комбiнацiї Îk = (−1)k+1IκkÎk−1,
k = 2, [n/2], що приводить до першого набору iнварiантiв з твердження
теореми. Зауважимо тiльки, що за припущень на γ, наведена вище фор-
мула для I0 перетворюється в

I0 = x0 +

([n2 ]−1∑
k=1

+

[n2 ]∑
k=[n2 ]

)
(−1)k+1γk
|Xκ,n

1,k |
∑
k<i<κ

∣∣∣∣∣∣X
i,i
1,k 0

Xκ,n
1,k Xκ,n

i,i

∣∣∣∣∣∣+

+

[n2 ]∑
k=2

(−1)k+1γk

|Xκ+1,n
1,k−1 |

∑
k6i6κ

∣∣∣∣∣∣X
i,i
1,k−1 0

Xκ+1,n
1,k−1 Xκ+1,n

i,i

∣∣∣∣∣∣−
−

[n+1
2 ]∑

k=[n2 ]

γκX
κ,κ
1,k−1(X

κ+1,n
1,k−1 )−1Xκ+1,n

κ,κ .

Це приводить до виразу для I0 з твердження пiсля зсуву iндексу k у
третiй сумi на −1 i подальшої перестановки i перекомбiнування членiв.



283

Iнакше, якщо iснує k0 ∈ {1, . . . , [n/2]} таке, що γk0 6= γκ0
, то I0

обов’язково залежить вiд параметра bk0κ0
, який є в виразах для Iκk,

k = 1, [n/2], при вже накладених умовах нормалiзацiї. Тому необхiд-
но накласти додаткову умову нормалiзацiї на I0, наприклад, I0 = 0. Це
дає вираз для bk0κ0

через x, iншi bkκ i ε, точний вигляд якого не є суттє-
вим. Припустимо, що k0 є мiнiмальним k, для якого γk 6= γκ. Вiзьмемо
Î1 = In1 i комбiнацiї

Îk = (−1)k+1IκkÎk−1, k = 2, [n/2].

Оскiльки Îk0 явно залежить вiд ε, накладемо ще одну умову нормалi-
зацiї Îk0 = 1 i, використовуючи її, виключимо параметр ε з iнших Î. У
результатi побудуємо другий набiр iнварiантiв з твердження теореми.

В обох випадках усi параметри b виключено з незв’язаних пiднятих
iнварiантiв, а частину параметрiв b виражено через x i iншi b. Вирази
в отриманих наборах iнварiантiв функцiонально незалежнi. Не виведено
жодних рiвнянь тiльки на x. Згiдно твердження 7.1 це означає, що вибiр
зв’язкiв для нормалiзацiї залежно вiд значень γ коректний. Ось чому
кiлькiсть знайдених функцiонально незалежних iнварiантiв максималь-
на, тобто вони утворюють базис у Inv(Ad∗Tγ(n)).

Наслiдок 7.1. |Xκ,n
1,k |, k = 1, [n/2], — функцiонально незалежнi вiдноснi

iнварiанти для Ad∗Tγ(n) для будь-якого допустимого значення γ.

Нагадаємо [214, означення 3.30], що коли група G дiє на множинi M ,
функцiю F : M → R називають вiдносним iнварiантом зображення гру-
пи G, якщо F (g · x) = µ(g, x)F (x) для всiх g ∈ G, x ∈ M i деякого
множника µ : G×M → R цього зображення.

Теорема 7.2. Базис у Inv(tγ(n)) складається з виразiв

1) |E1,k
κ,n|, k = 1, . . . ,

[n
2

]
,

f +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1

|E1,k
κ,n|

(γk − γk+1)
n−k∑
i=k+1

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
i,i E1,k

κ,n

0 E i,iκ,n

∣∣∣∣∣∣ ,
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якщо γk = γκ для всiх k ∈ {1, . . . , [n/2]}; тут i надалi κ = n − k + 1,
E i1,i2j1,j2

, i1 6 i2, j1 6 j2, позначає матрицю (eij)
i=i1,...,i2
j=j1,...,j2

;

2) |E1,k
κ,n|, k = 1, . . . , k0 − 1, |E1,k0

κ0,n
|αk|E1,k

κ,n|, k = k0 + 1, . . . ,
[n

2

]
iнакше. Тут k0 — мiнiмальне значення k, для якого γk 6= γκ i

αk = −
k∑

i=k0

γn−i+1 − γi
γn−k0+1 − γk0

.

Доведення. Розглянемо спочатку iнварiанти з теореми 7.1, якi не мiстять
змiнної x0, що вiдповiдає нiль-незалежному елементу f . Розвиваючи ви-
значники в цих iнварiантах, отримаємо вирази вiд x, що мiстять тiльки
координатнi функцiї, для яких асоцiйованi базиснi елементи комутують
один з iншим. Отже, процедура симетризацiї для них тривiальна. Оскiль-
ки xij ∼ eji, j < i, тут i надалi необхiдно транспонувати матрицi в
отриманих виразах iнварiантiв для полiпшення зображення. Остаточно
побудуємо першу частину базису в Inv(tγ(n)) для випадку 1 твердження
i повний базис у Inv(tγ(n)) у випадку 2.

Процедуру симетризацiї для iнварiанта з x0, представленого в тео-
ремi 7.1, також можна вважати тривiальною. Щоб показати це, знову
розвинемо всi визначники. Тiльки одночлени визначникiв∣∣∣∣∣∣X

i,i
1,k 0

Xκ,n
1,k Xκ,n

i,i

∣∣∣∣∣∣ , k ∈ {1, . . . , [n/2]}, i = k, . . . ,κ,

мiстять координатнi функцiї, асоцiйованi з некомутуючими елементами
базису алгебри tγ(n). Бiльш точно, кожен з одночленiв включає двi такi
координатнi функцiї, а саме, xii′ i xj′i для деяких значень i′ ∈ {1, . . . , k}
i j′ ∈ {κ, . . . , n}. Достатньо симетризувати тiльки вiдповiднi пари бази-
сних елементiв. У результатi, пiсля симетризацiї i перестановки матрицi
отримаємо наступний вираз для iнварiанту алгебри tγ(n), вiдповiдного
iнварiанту з x0 з теореми 7.1 (тут

∣∣E1,k;̂i′

κ,n;ĵ′

∣∣ позначає мiнор матрицi E1,k
κ,n,
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доповнюючий елемент ei′j′):

f +

[n2 ]∑
k=1

(−1)k+1

|E1,k
κ,n|

(γk − γk+1)
∑
k<i<κ

k∑
i′=1

n∑
j′=κ

ei′ieij′+ eij′ei′i
2

(−1)i
′j′
∣∣E1,k;̂i′

κ,n;ĵ′

∣∣.
Оскiльки ei′ieij′ = eij′ei′i + ei′j′, то

k∑
i′=1

n∑
j′=κ

ei′ieij′+ eij′ei′i
2

(−1)i
′j′
∣∣E1,k;̂i′

κ,n;ĵ′

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
i,i E1,k

κ,n

0 E i,iκ,n

∣∣∣∣∣∣± 1

2
|E1,k
κ,n|,

де потрiбно взяти знак “+” (“−”), якщо елементи з E1,k
i,i розмiщено пi-

сля елементiв (перед елементами) з E i,iκ,n в усiх релевантних одночленах.
Отже, з точнiстю до сталого доданку виведемо вираз для останнього еле-
менту базису у випадку 1 твердження. Його формально можна отримати
з вiдповiдного виразу з x замiною xij → eji i x0 → f i транспонуванням
усiх матриць. Ось чому вважаємо, що процедура симетризацiї є три-
вiальною в описаному сенсi. Пiдкреслимо, що при використаннi такого
несиметризованого вигляду iнварiантiв, як i наведених у наслiдку 7.4,
зауваженнi 7.5 i теоремi 7.6 (див. нижче) в усiх одночленах з E1,k

i,i i E i,iκ,n
потрiбно фiксувати однаковий порядок елементiв.

Наслiдок 7.2. Якщо γk = γκ для всiх k ∈ {1, . . . , [n/2]}, то Inv(tγ(n))

має базис з операторiв Казiмiра. Iнакше, алгебра tγ(n) допускає рацiо-
нальний базис iнварiантiв тодi i тiльки тодi, коли αk ∈ Q для всiх
k ∈ {k0, . . . , [n/2]}, i допускає полiномiальний базис iнварiантiв тодi i
тiльки тодi, коли додатково αk > 0 для всiх k ∈ {k0, . . . , [n/2]}. Тут
k0 — мiнiмальне значення k, для якого γk 6= γκ.

Зауваження 7.2. З теореми 7.2 випливає, що максимальна кiлькiсть
Ntγ(n) функцiонально незалежних iнварiантiв алгебри tγ(n) дорiвнює
[n/2] + 1, якщо γk = γκ для всiх k ∈ {1, . . . , [n/2]} i [n/2]− 1 — в iнших
випадках. Умову на розширення Inv(tγ(n)) можна переформулювати у
термiнах комутаторiв: [f, ekκ] = 0, k = 1, [n/2].
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7.1.4. Алгебра строго верхньотрикутних матриць. Нiльпотентна
алгебра Лi t0(n) строго верхньотрикутнiх n×n матриць над полем F має
розмiрнiсть n(n− 1)/2 i є алгеброю Лi групи Лi T0(n) верхнiх унiпонен-
тних n × n матриць, тобто верхньотрикутних матриць з одиницями на
дiагоналi. Канонiчний базис алгебри t0(n) складається з базисних еле-
ментiв eij ∼ En

ij, i < j, що задовольняють комутацiйнi спiввiдношення
[eij, ei′j′] = δi′jeij′ − δij′ei′j. Нехай e∗ji i xji позначають базиснi елементи
i координатнi функцiї у спряженому просторi t∗0(n), вiдповiднi базисно-
му елементу eij, i < j. Зокрема, 〈e∗j′i′, eij〉 = δii′δjj′. Поповнимо множину
елементiв xji до строго нижньотрикутної матрицi X нулями.

Лема 7.3. Повна множина незалежних пiднятих iнварiантiв групи
Ad∗T0(n) вичерпується виразами

Iij = xij +
∑
i<i′

bii′xi′j +
∑
j′<j

bj′jxij′ +
∑

i<i′, j′<j

bii′ b̂j′jxi′j′, j < i,

де B = (bij) — довiльна матриця з T0(n) i (̂bij) = B−1.

Зауваження 7.3. Центром групи T0(n) є Z(T0(n)) = {En+ b1nE
n
1n, b1n∈

∈F}. Внутрiшня група автоморфiзмiв алгебри t0(n) iзоморфна фактор-
групi T0(n)/Z(T0(n)), тому її розмiрнiсть дорiвнює 1

2n(n−1)−1. Параметр
b1n у наведеному вище зображеннi пiднятих iнварiантiв не є суттєвим.

Теорема 7.3. Базис множини Inv(Ad∗T0(n)) складається з многочленiв

|Xκ,n
1,k |, k = 1, . . . ,

[n
2

]
.

Наслiдок 7.3. Базис у Inv(t0(n)) утворено операторами Казiмiра

|E1,k
κ,n|, k = 1, . . . ,

[n
2

]
.

7.1.5. Алгебра верхньотрикутних матриць. Розв’язна алгебра Лi
t(n) верхньотрикутних n × n матриць має розмiрнiсть n(n + 1)/2 i є
алгеброю Лi групи Лi T (n) невироджених верхньотрикутних n × n ма-
триць. Її базиснi елементи eij ∼ En

ij, i 6 j, задовольняють стандартнi
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комутацiйнi спiввiдношення [eij, ei′j′] = δi′jeij′− δij′ei′j. Центр алгебри t(n)

одновимiрний i спiвпадає з лiнiйною оболонкою елемента e11 + · · ·+ enn,
що вiдповiдає одиничнiй матрицi En. Елементи eij, i < j, i e11 + · · ·+ enn

утворюють базис нiльрадикала алгебри t(n), iзоморфного t0(n)⊕a, де a—
одновимiрна (абелева) алгебра Лi. Нехай e∗ji i xji позначають елементи
базису i координатнi функцiї в дуальному просторi t∗(n), якi вiдповiда-
ють базисним елементам eij, i 6 j. Так, 〈e∗j′i′, eij〉 = δii′δjj′. Поповнимо
множину елементiв xji до нижньотрикутної матрицi X нулями.

Лема 7.4. Фундаментальний пiднятий iнварiант групи Ad∗T (n) склада-
ється з виразiв Iij =

∑
i6i′, j′6j bii′ b̂j′jxi′j′, j 6 i, де B = (bij) — довiльна

матриця з T (n), (̂bij) = B−1.

Зауваження 7.4. Центром групи T (n) є Z(T (n)) = {βEn | β ∈ F/{0} }.
При F = C група T (n) зв’язана. У випадку F = R зв’язану компоненту
T+(n) одиницi в T (n) утворено матрицями з T (n) з додатними дiагональ-
ними елементами: T+(n) ' T (n)/Zn2 , де Zn2 = {diag(ε1, . . . , εn) | εi = ±1}.
Внутрiшня група автоморфiзмiв Int(t(n)) алгебри t(n) iзоморфна
фактор-групi T (n)/Z(T (n)) (або T+(n)/Z(T (n)), якщо F = R), а тому
її розмiрнiсть дорiвнює n(n + 1)/2− 1. Значення одного з дiагональних
елементiв матрицi B або їх однорiдної комбiнацiї у наведеному вище зо-
браженнi пiднятих iнварiантiв можна вважати несуттєвими. З доведення
теореми 7.4 очевидно, що у всiх випадках iнварiантнi множин коприєд-
наних зображень груп Int(t(n)) i T (n) спiвпадають.

Теорема 7.4. Базис у Inv(Ad∗T (n)) утворено рацiональними виразами

1

|Xκ,n
1,k |

κ−1∑
j=k+1

∣∣∣∣∣∣X
j,j
1,k xjj

Xκ,n
1,k Xκ,n

j,j

∣∣∣∣∣∣ , k = 0, . . . ,

[
n− 1

2

]
, де |Xn+1,n

1,0 | := 1.

Наслiдок 7.4. Inv(t(n)) має базис з рацiональних iнварiантiв

Îk =
1

|E1,k
κ,n|

n−k∑
j=k+1

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
j,j E1,k

κ,n

ejj E j,jκ,n

∣∣∣∣∣∣ , k = 0, . . . ,

[
n− 1

2

]
.
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Зауваження 7.5. Iнварiанти з наслiдку 7.4 можна переписати у виглядi

Îk =
1

|E1,k
κ,n|

n−k∑
j=k+1

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
j,j E1,k

κ,n

0 E j,jκ,n

∣∣∣∣∣∣+ (−1)k
n−k∑
j=k+1

ejj, k = 0, . . . ,

[
n− 1

2

]
.

Зокрема, Î0 =
∑

j ejj.

7.1.6. Алгебра спецiальних верхньотрикутних матриць. Алгеб-
ра Лi st(n) спецiальних верхньотрикутних n × n матриць природно
вкладається у t(n) як iдеал. dim st(n) = 1

2n(n + 1) − 1. Бiльш того,
t(n) = st(n)⊕Z(t(n)), де Z(t(n)) = 〈e11 + · · ·+ enn〉 — центр у t(n), який
вiдповiдає одновимiрнiй абелевiй алгебрi Лi матриць, пропорцiйних En.
Завдяки цьому можна побудувати базис у Inv(st(n)), використовуючи
знайдений базис в Inv(t(n)), оскiльки для алгебра Лi g, розкладної у
пряму суму алгебр Лi g1 i g2, об’єднання базисiв в Inv(g1) i Inv(g2) буде
базисом у Inv(g). Базис в Inv(Z(t(n))) очевидно складається з одного
елемента, наприклад, e11 + · · ·+ enn. Отже, кiлькiсть елементiв у базисi
Inv(st(n)) дорiвнює кiлькостi елементiв у базисi Inv(t(n)) мiнус 1, тоб-
то [(n− 1)/2]. Щоб побудувати базис у Inv(st(n)), достатньо переписати
[(n − 1)/2] функцiонально незалежних комбiнацiй елементи з базису в
Inv(t(n)) через елементи з st(n) i виключати центральний елемент з ба-
зису. Виберемо в st(n) як пiдалгебри алгебри t(n) такий базис:

eij, i < j, fk =
n− k
n

k∑
i=1

eii −
k

n

n∑
i=k+1

eii, k = 1, . . . , n− 1.

Комутацiйнi спiввiдношення алгебри st(n) у вибраному базисi

[eij, ei′j′] = δi′jeij′− δij′ei′j, i < j, i′ < j′,

[fk, eij] = eij, i 6 k 6 j, iнакше [fk, eij] = 0, i < j

спiвпадають з комутацiйними вiдношеннями алгебри L(n, n− 1) з [272],
тобто L(n, n − 1) iзоморфна st(n). Об’єднуючи цi спостереження з ле-
мою 6 з [272], отримаємо наступну теорему.
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Теорема 7.5. Алгебра Лi st(n) має максимальну розмiрнiсть (рiвну
n(n+1)/2−1) серед розв’язних алгебр Лi з нiльрадикалами, iзоморфними
алгебрi t0(n). Це єдина алгебра з такою властивiстю.

Теорема 7.6. Inv(st(n)) має базис з рацiональних iнварiантiв

Ǐk =
(−1)k+1

|E1,k
κ,n|

n−k∑
j=k+1

∣∣∣∣∣∣ E
1,k
j,j E1,k

κ,n

0 E j,jκ,n

∣∣∣∣∣∣+ fk − fn−k, k = 1, . . . ,

[
n− 1

2

]
.

Доведення. Згiдно зауваження 7.5 маємо, що

Ǐk = (−1)k+1Îk +
n− 2k

n
Î0, k = 1, . . . ,

[
n− 1

2

]
.

Цi комбiнацiї елементiв з базису в Inv(t(n)) функцiонально незалежнi i
виражаються через елементи з st(n). Їх кiлькiсть дорiвнює [(n − 1)/2].
Отже, вони утворюють базис Inv(st(n)).

7.2. Критерiй нееквiвалентностi реалiзацiй
алгебр Лi

Розглянемо n-вимiрну (дiйсну або комплексну) алгебру Лi g (n ∈ N) i
позначимо через Int(g), Aut(g), Ad(g), Der(g) її групи внутрiшнiх i всiх
автоморфiзмiв, приєднане зображення i алгебру диференцiювань.

Означення 7.1. Мегаiдеалом алгебри g назвемо будь-який її пiдпростiр,
iнварiантний вiдносно дiї групи Aut(g).

Оскiльки Int(g) — нормальна пiдгрупа в Aut(g), зрозумiло, що будь-
який мегаiдеал алгебри g є пiдалгеброю i, бiльш того, iдеалом в алгебрi g.
Але коли Int(g) 6= Aut(g) (наприклад, для нiльпотентної алгебри), то
iснують iдеали в g, якi не є мегаiдеалами. Бiльш того, будь-який мега-
iдеал I алгебри g є iнварiантним вiдносно всiх диференцiювань алгебри g:
Der(g)I ⊂ I, тобто це характеристичний iдеал. Характеристичнi iдеали,
якi не є мегаiдеалами, iснують тiльки за умови, що Aut(g) — незв’язна
група Лi.
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Обидвi невласнi пiдмножини алгебри g (порожня множина i сама g)
очевидно є мегаiдеалами у g.

Лема 7.5. 1) Якщо I1 i I2 — мегаiдеали в g, то I1 +I2, I1∩I2 i [I1, I2] —
також мегаiдеали, тобто суми, перетини i добутки Лi мегаiдеалiв є
також мегаiдеалами.

2) Якщо I ′ — мегаiдеал у I, а I — мегаiдеал у g, то I ′ — також
мегаiдеал алгебри g, тобто мегаiдеали мегаiдеалiв — також мегаiдеали.

3) Радикал i нiльрадикал алгебри g є її мегаiдеалами.

Аналог першого твердження леми справедливий i для звичайних, i
для характеристичних iдеалiв, другого — тiльки для характеристичних.

Наслiдок 7.5. Всi члени ряду похiдних, спадаючого i зростаючого цен-
тральних рядiв алгебри g є мегаiдеалами в g.

Лема 7.5 дає багато iнварiантних пiдпросторiв всiх автоморфiзмiв у g,
а тому дозволяє спростити обчислення групи Aut(g).

Списки мегаiдеалiв i групи автоморфiзмiв три- та чотиривимiрних
алгебр Лi, а також iнших їх характеристик наведено в [233].

НехайM позначаєm-вимiрний гладкий многовид, Vect(M) — алгебру
Лi гладких векторних полiв на M з дужкою Лi векторних полiв.

Означення 7.2. Реалiзацiєю алгебри Лi g векторними полями на M
називають гомоморфiзм R : g → Vect(M). Нехай G — пiдгрупа групи
Aut(g). Реалiзацiї R1 : g → Vect(M1) i R2 : g → Vect(M2) називають G-
еквiвалентними, якщо iснують ϕ ∈ G i дифеоморфiзм f зM1 уM2 такi,
що R2(v) = f∗R1(ϕ(v)) для всiх v ∈ g. Тут f∗ — iзоморфiзм з Vect(M1) у
Vect(M2), iндукований f . Якщо G мiстить тiльки тотожне перетворення,
реалiзацiї називають сильно еквiвалентними. Реалiзацiї слабо еквiвален-
тнi, якщо G = Aut(g). Обмеження реалiзацiї R на пiдалгебру g0 алгебри
g називають реалiзацiєю, iндукованою R, i позначають як R|g0.

У рамках локального пiдходу множину M можна розглядати як вiд-
криту пiдмножину в Rm, а всi дифеоморфiзми вважати локальними.
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Зазвичай реалiзацiї алгебр Лi потрiбно класифiкувати вiдносно слаб-
кої еквiвалентностi, хоча еквiвалентнiсть, яку використовують в теорiї
зображень, подiбна до сильної. Сильна еквiвалентнiсть пiдходить краще
для побудови реалiзацiй алгебри з використанням реалiзацiй їх пiдалгебр
i перевiряється у простiший спосiб, нiж слабка еквiвалентнiсть. У деяких
статтях не акцентують увагу на тому, яка еквiвалентнiсть повинна вико-
ристовуватись, що призводить до помилок у класифiкацiї.

Щоб прокласифiкувати реалiзацiї n-вимiрної алгебри Лi g у найбiльш
прямий спосiб, необхiдно взяти n лiнiйно незалежних векторних полiв за-
гального вигляду ei = ξia(x)∂a, де ∂a = ∂/∂xa, x = (x1, . . . , xm) ∈ M, i
вимагати, щоб вони задовольняли комутацiйнi спiввiдношення алгебри g.
У результатi отримаємо систему ДРЧП першого порядку для коефiцiєн-
тiв ξia, яку iнтегруємо, розглядаючи всi можливi випадки. Для кожного
випадку знайдений розв’язок перетворюємо до найпростiшого вигляду,
застосовуючи або локальний дифеоморфiзми простору x i автоморфiзми
алгебри g при використаннi слабкої еквiвалентностi, або тiльки локальнi
дифеоморфiзми простору x у випадку сильної еквiвалентностi. Недолi-
ком цього методу є необхiднiсть розв’язувати складнi нелiнiйнi системи
ДРЧП. Iнший спосiб полягає у тому, щоб класифiкувати послiдовно ре-
алiзацiї набору вкладених пiдалгебр алгебри g, починаючи з одновимiр-
ної пiдалгебри i закiнчуючи g. Саме цим методом знайдено повнi набори
нееквiвалентних реалiзацiй три- та чотиривимiрних алгебр Лi в [232].
В обох прямих методах необхiдно доводити нееквiвалентнiсть отрима-
них реалiзацiй. Iснує також алгебраїчний метод класифiкацiї реалiзацiй,
але його використання вимагає побудови оптимальної системи пiдалгебр
для алгебр, що розглядаються.

Нехай V — пiдмножина в Vect(M) i

r(x) = dim〈V (x)〉, x ∈M.

Звiдси 0 ≤ r(x) ≤ m. Загальне значення r(x) на M називають рангом
пiдмножини V i позначають rankV.
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Лема 7.6. Нехай B — пiдмножина, а R1 i R2 — реалiзацiї алгебри g.
Якщо реалiзацiї R1(B) i R2(B) нееквiвалентнi вiдносно ендоморфiзмiв
у Vect(M), породжених дифеоморфiзмами на M , то реалiзацiї R1 i R2

сильно нееквiвалентнi.

Наслiдок 7.6. Якщо rankR1(B) 6= rankR2(B) для деякої пiдмножини
B алгебри g, то реалiзацiї R1 i R2 сильно нееквiвалентнi.

Лема 7.7. Нехай I — мегаiдеал, а R1 i R2 — реалiзацiї алгебри g. Якщо
R1|I i R2|I Aut(g)|I-нееквiвалентнi, то R1 i R2 слабо нееквiвалентнi.

Наслiдок 7.7. Якщо R1|I i R2|I — слабо нееквiвалентнi, то R1 i R2

також слабо нееквiвалентнi.

Наслiдок 7.8. Якщо iснує мегаiдеал I алгебри g такий, що
rankR1(I) 6= rankR2(I), то реалiзацiї R1 i R2 слабо нееквiвалентнi.

7.3. Контракцiї алгебр Лi

7.3.1. Означення контракцiй та їх еквiвалентностi. Поняття кон-
тракцiї визначено для довiльного поля у термiнах замикання орбiт у
многовидi алгебр Лi [91–93, 150, 184]. Нехай V — n-вимiрний векторний
простiр над полем F, n < ∞, i Ln = Ln(F) позначає множину всiх мо-
жливих дужкок Лi на V . Ототожнимо µ ∈ Ln з вiдповiдною алгеброю Лi
g = (V, µ). Ln — це алгебраїчна пiдмножина многовиду V ∗⊗V ∗⊗V бiлi-
нiйних вiдображень з V × V у V . Дiйсно, фiксування базису {e1, . . . , en}
у V встановлює взаємно-однозначну вiдповiднiсть мiж Ln i множиною
Cn = {(ckij) ∈ Fn

3 | ckij + ckji = 0, ci
′

ijc
k′

i′k + ci
′

kic
k′

i′j + ci
′

jkc
k′

i′i = 0}, визна-
чену для будь-якої дужки Лi µ ∈ Ln i будь-якого набору структурних
сталих (ckij) ∈ Cn формулою µ(ei, ej) = ckijek. Ln називають многовидом
n-вимiрних алгебр Лi (над полем F) або, бiльш точно, многовидом мо-
жливих дужок Лi на V . Група GL(V ) дiє на Ln у наступний спосiб:

(U · µ)(x, y) = U−1
(
µ(Ux, Uy)

)
∀U ∈ GL(V ),∀µ ∈ Ln,∀x, y ∈ V.
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Позначимо орбiту µ ∈ Ln пiд дiєю GL(V ) через O(µ), а її замикання
в топологiї Зарiського в Ln — через O(µ).

Означення 7.3. Алгебру Лi g0 = (V, µ0) називають контракцiєю (або
виродженням) алгебри Лi g = (V, µ), якщо µ0 ∈ O(µ). Контракцiя вла-
сна, якщо µ0 ∈ O(µ)\O(µ), i нетривiальна, якщо µ0 6≡ 0.

У випадку F = C замикання орбiт у топологiї Зарiського спiвпадає iз
замиканням орбiт в евклiдовiй топологiї i означення 7.3 зводиться до зви-
чайного означення контракцiї, яке також пiдходить для випадку F = R.

Означення 7.4. Розглянемо параметризовану сiм’ю алгебр Лi gε =

= (V, µε), iзоморфних g = (V, µ). Сiм’ю нових дужок Лi µε, ε ∈
∈ (0, 1], визначено через дужку Лi µ за допомогою неперервної функцiї
U : (0, 1] → GL(V ) за правилом µε(x, y) = Uε

−1µ(Uεx, Uεy) ∀ x, y ∈ V .
Якщо для будь-яких x, y ∈ V iснує границя lim

ε→+0
µε(x, y) =: µ0(x, y), то µ0

є добре визначеною дужкою Лi. Алгебру Лi g0 = (V, µ0) називають одно-
параметричною неперервною контракцiєю (або просто контракцiєю) ал-
гебри Лi g. Процедуру g → g0 переходу вiд g до g0 також називають
контракцiєю.

Якщо базис {e1, . . . , en} у V фiксований, то оператор Uε визначає вiд-
повiдна матриця Uε ∈ GLn(F) i означення 7.4 можна переформулювати
у термiнах структурних сталих ckij алгебри g у цьому базисi. А саме, во-
но еквiвалентне тому, що границя lim

ε→+0
(Uε)

i
i′(Uε)

j
j′(Uε

−1)k
′

k c
k
ij =: ck

′

0,i′j′ iснує

для всiх i′, j′ i k′, а тому ck′0,i′j′ — компоненти добре визначеного тензора
структурних сталих алгебри Лi g0. Параметр ε i матрицю-функцiю Uε

називають параметром i матрицею контракцiї вiдповiдно.
Контракцiя g → g0 тривiальна, якщо g0 абелева, i невласна, якщо

g0 iзоморфна g. Тривiальнi i невласнi контракцiї iснують для будь-якої
алгебри Лi. Як матрицi таких контракцiй можна завжди використати
Uε = diag(ε, ε, . . . , ε) i Uε = diag(1, 1, . . . , 1) вiдповiдно.

Означення 7.5. Контракцiї g → g0 i g̃ → g̃0 називають (слабо) еквiва-
лентними, якщо алгебри g̃ i g̃0 вiдповiдно iзоморфнi алгебрам g i g0.
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Поняття послiдовної контракцiї подiбне до поняття неперервної кон-
тракцiї [258,285]. Розглянемо послiдовнiсть алгебр Лi gp = (V, µp), p ∈ N,
iзоморфних g = (V, µ). Послiдовнiсть нових дужок Лi {µp, p ∈ N}, визна-
чають через дужку µ i послiдовнiсть {Up, p ∈ N} ⊂ GL(V ) за правилом
µp(x, y) = Up

−1µ(Upx, Upy) ∀ x, y ∈ V . Якщо для будь-яких x, y ∈ V iснує
границя lim

p→+0
µp(x, y) =: µ0(x, y), то µ0 — добре визначена дужка Лi. Ал-

гебру Лi g0 = (V, µ0) називають послiдовною контракцiєю алгебри Лi g.
Будь-яка неперервна контракцiя з g до g0 дає нескiнченну сiм’ю ма-

тричних послiдовностей, асоцiйованих з послiдовними контракцiями з g
до g0. Бiльш точно, якщо Uε — матриця неперервної контракцiї i послi-
довнiсть {εp, p ∈ N} задовольняє умови εp ∈ (0, 1], εp → 0, p → ∞, то
матрична послiдовнiсть {Uεp, p ∈ N} породжує послiдовну контракцiю
з g до g0. Навпаки, якщо послiдовнiсть {Up, p ∈ N} ⊂ GL(V ) визначає
послiдовну контракцiю з g до g0 (i знак detUp однаковий для всiх p ∈ N,
якщо F = R), то iснує однопараметрична неперервна контракцiя з g до g0

з матрицею Ũ : (0, 1]→ GL(V ) така, що Ũ1/p = Up для будь-якого p ∈ N.
Означення спецiальних типiв контракцiй, твердження про властиво-

стi i їх доведення у випадку послiдовних контракцiй можна легко перене-
сти з випадку неперервних контракцiй. Достатньо замiнити неперервну
параметризацiю дискретною. Замiна є оборотною.

7.3.2. Необхiднi критерiї контракцiй. Оптимальний метод вичер-
пного дослiдження контракцiй у множинах алгебр Лi включає iнтенсивне
використання необхiдних критерiїв, що ґрунтуються на величинах, iнва-
рiантних або напiвiнварiантних при контракцiях. Iнварiантнi величи-
ни зберiгаються при контракцiях. Напiвiнварiантнiсть означає iснування
нерiвностi мiж вiдповiдними величинами вихiдних i контрактованих ал-
гебр. Оскiльки контракцiї є граничними переходами, замiсть термiнiв
iнварiантнiсть i iнварiантнiсть також вживають термiни неперервнiсть
i напiвнеперервнiсть.
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Нижче використаємо наступнi позначення величин i об’єктiв, пов’яза-
них з алгеброю g: дужка Лi [·, ·], алгебра диференцiювань Der(g), орбiта
O(g) при дiї GL(V ) у многовидi Ln, центр Z(g), радикал R(g), нiльра-
дикал N(g), максимальна розмiрнiсть nA(g) абелевих пiдалгебр, макси-
мальна розмiрнiсть nAi(g) абелевих iдеалiв, ранг rg, тобто розмiрнiсть
пiдалгебри Картана, приєднане i коприєднане зображення ad g i ad∗ g,
приєднане зображення adx елемента x ∈ g, ранги приєднаного i копри-
єднаного зображення, якi рахують у фiксованому базисi за формулами

rank(ad g) = max
x∈V

rank(ckijx
j) i rank(ad∗ g) = max

u∈V ∗
rank(ckijuk).

Визначимо також три стандартних серiї характеристичних iдеалiв, а са-
ме спадаючий центральний ряд: g0 = g, gl = [g, gl−1], ряд похiдних:
g(0) = g, g(l) = [g(l−1), g(l−1)], зростаючий центральний ряд: g(0) = {0},
g(l)/g(l−1) — центр g/g(l−1), l ∈ N. Якщо g — розв’язна (нiльпотентна)
алгебра Лi, то rs(g) (rn(g)) позначає її ранг розв’язностi (нiльпотентно-
стi), тобто мiнiмальну величину l таку, що g(l) = {0} (gl = {0}). Введе-
мо модифiковану форму Кiлiнга κ̃αg = tr(adu adv) + α tr(adu) tr(adv), де
α ∈ F. У дiйсному випадку позначимо ранг додатньої (вiд’ємної) частини
форми κ̃αg , тобто кiлькiсть додатнiх (вiд’ємних) дiагональних елементiв
дiагональної форми її матрицi, через rank+ κ̃

α
g (rank− κ̃

α
g ).

Лема 7.8. Нехай Ap, p ∈ N, — дiйснi або комплекснi матрицi одна-
кової розмiрностi i iснує покомпонентна границя lim

p→∞
Ap =: A0. Якщо

rankAp = r ∀p ∈ N, то rankA0 6 r.

Теорема 7.7. Якщо g0 — власна контракцiя алгебри g, то виконуються
наступнi спiввiдношення:

1) dim Der(g0) > dim Der(g) (i dimO(g0) < dimO(g));

2) nA(g0) > nA(g);

3) dimZ(g0) > dimZ(g); бiльш того, dim g0(l) > dim g(l), l ∈ N;
4) dim g

(l)
0 6 dim g(l), l ∈ N;
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5) dim gl0 6 dim gl, l ∈ N;
6) dimR(g0) > dimR(g);

7) dimN(g0) > dimN(g);

8) nAi(g0) > nAi(g);

9) rg0 > rg;

10) rank ad g0 6 rank ad g, rank ad∗ g0 6 rank ad∗ g;

11) rankκαg0 6 rankκαg ;

12) g0 l-унiмодулярна для кожного l ∈ N, для якого g l-унiмодулярна,
тобто tr(adu

l) = 0 ∀u ∈ g спричиняє таку ж умову для g0;

13) якщо g розв’язна, то g0 також розв’язна i rs(g0) 6 rs(g);

14) g0 нiльпотентна, якщо g нiльпотентна, i rn(g0) 6 rn(g);

15) (тiльки над R!) rank+ κ̃
α
g0
6 rank+ κ̃

α
g i rank− κ̃

α
g0
6 rank− κ̃

α
g ∀α ∈ R;

Доведення. Достатньо розглянути послiдовнi контракцiї.
Доведемо спочатку докладно критерiї 4 i 5. Вони виконуються, якщо

dim[g, g] = dim g =: n. Дiйсно, тодi dim g(l) = dim gl = n для всiх l ∈ N,
що приводить до критерiїв 4 i 5 в силу очевидних умов dim g

(l)
0 6 dim g0,

dim gl0 6 dim g0 i dim g0 = dim g = n.
Припустимо, що dim[g, g] < n. Нехай {e1, . . . , en} — базис у дуально-

му просторi V ∗, спряжений до базису {e1, . . . , en}, тобто 〈ei, ej〉 = δij, де
δij — символ Кронекера. Визначимо A як n × n2 матрицю, що склада-
ється з елементiв ckij = 〈ek, [ei, ej]〉, де iндекс k пробiгає номери рядкiв,
а пара (i, j) — стовпчикiв. Завдяки антисиметричностi ckij за нижнiми
iндексами, можна брати до уваги тiльки стовпчики з i < j. Аналогiчно
введемо матрицi Ap i A0 для алгебр gp i g0.

Розмiрностi [g, g] i [g, g]p спiвпадають; позначимо їх спiльне значення
як n1. У термiнах матриць A i Ap це означає, що rankA = rankAp =

= n1. Отже, всi (n1 + 1)-вимiрнi мiнори матриць Ap, p ∈ N рiвнi нулю.
Крiм того, ckp,ij = 〈ek, [ei, ej]p〉 → ck0,ij = 〈ek, [ei, ej]0〉, p → ∞, тобто
елементи матрицьAp збiгаються до вiдповiдних елементiв матрицiA0, що
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приводить до збiжностi мiнорiв. Отже, будь-який (n1+1)-вимiрний мiнор
матрицi A0 рiвний 0, звiдки rankA0 6 n1, що еквiвалентно [g0, g0] 6 n1,
Це доводить критерiї 4 i 5 при l = 1. Для iнших значень l доведення
аналогiчне. Потрiбнi матрицi визначать аналогiчно матрицям A, Ap i A0

у випадку l = 1 з замiною звичайних комутаторiв [ei, ej] вiдповiдними
повторними комутаторами базисних елементiв.

Критерiї 9, 10 i 11 доводяться у подiбний i простiший спосiб через
граничний перехiд p→∞ у формулах для p ∈ N

rg = n−max
x∈V

rank(ckijx
j)n = rgp = n−max

x∈V
rank(ckp,ijx

j)n,

rank(ad g) = max
x∈V

rank(ckijx
j) = rank(ad gp) = max

x∈V
rank(ckp,ijx

j),

rank(ad∗ g) = max
u∈V ∗

rank(ckijuk) = rank(ad∗ gp) = max
u∈V ∗

rank(ckp,ijuk),

rank(καg ) = rank(ckijc
j
i′k + αcjijc

k
i′k) =

= rank(καgp) = rank(ckp,ijc
j
p,i′k + αcjp,ijc

k
p,i′k).

Критерiй 12 очевидний, оскiльки з tr(adu
l) = 0 ∀u ∈ g випливає

така ж умова в gp i tr(adgp,u
l)→ tr(adg0,u

l), p→∞.
Критерiї 13 i 14 є прямими наслiдками критерiїв 4 i 5.
Оскiльки радикал R(g) є ортогональним доповненням до [g, g] вiд-

носно форми Кiлiнга κg, то dimR(g) = dimR(gp) спiвпадає зi значенням
n−rank(ckijc

j
i′kc

i′

i′′j′′) = n−rank(ckp,ijc
j
p,i′kc

i′

p,i′′j′′), p ∈ N. У вiдповiдних матри-
цях пара (i′′, j′′) пробiгає номери рядкiв i iндекс i — номери стовпчикiв.
Граничний перехiд p→∞ в останнiй формулi приводить до критерiю 6.

Центр Z(g) спiвпадає з множиною розв’язкiв системи [ei, x] = 0, або
ckijx

j = 0 у координатнiй формi. Отже, dimZ(g) = dimZ(gp) дорiвнює
n − rank(ckij) = n − rank(ckp,ij), p ∈ N, де пара (k, j) пробiгає номери
рядкiв, а iндекс i — номери стовпчикiв. Граничний перехiд p → ∞ в
останнiй формулi дає критерiй 3 при l = 1. Доведення для iнших зна-
чень l подiбне. Замiсть (ckij) = (〈ek, [ei, ej]〉) потрiбно використати ма-
трицю (〈ek, [. . . [ei, ej1], . . . , ejl]〉), де набiр (k, j1, . . . , jl) пробiгає номери
рядкiв, а iндекс i — номери стовпчикiв.
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Доведення критерiю 2 також подамо докладно, оскiльки воно репре-
зентує iнший типовий трюк, застосовний при виведеннi необхiдних кри-
терiїв контракцiй. Нехай nA(g) = l. Тодi також nA(gp) = l. Виконаємо
замiну базису в gp, асоцiйовану з невиродженою матрицеюWp, щоб у ре-
зультатi c̃kp,ij = 0 при i, j 6 l. Тут c̃kp,ij = (Wp)

i
i′(Wp)

j
j′(Wp

−1)k
′

k c
k′

p,i′j′ — стру-
ктурнi сталi алгебри gp у новому базисi. Завдяки можливостi “ортогона-
лiзацiї” базису без обмеження загальностi можна вважати, що Wp — ор-
тогональна (унiтарна) матриця у випадку дiйсного (комплексного) поля.
Множина ортогональних (або унiтарних) матриць компактна в iндуко-
ванiй “евклiдовiй” матричнiй нормi. Отже, iснує збiжна пiдпослiдовнiсть
{Wpq , q ∈ N}. Позначимо через W0 ортогональну (унiтарну) матрицю,
що є границею цiєї пiдпослiдовностi. Тодi

c̃kpq,ij = (Wpq)
i
i′(Wpq)

j
j′(Wpq

−1)k
′

k c
k′

pq,i′j′
→

→ (W0)
i
i′(W0)

j
j′(W0

−1)k
′

k c
k′

0,i′j′ = c̃k0,ij, q →∞.

Тому c̃k0,ij = 0, i, j 6 l, в силу такої ж умови для ckp,ij, тобто g0 мiстить
l-вимiрну абелеву пiдалгебру, що завершує доведення критерiю 2.

Критерiї 6, 7 i 8 виводяться аналогiчно з замiною умови для абелевої
пiдалгебри умовою для iдеалу

c̃kp,ij = 0, якщо (i 6 l або j 6 l) i k > l,

доповненою вiдповiдно умовами

c̃kp,ij = 0, якщо i, j 6 l i k > max(i, j), l = dimR(g),

c̃kp,ij = 0, якщо i, j 6 l i k > max(i, j), l = dimN(g),

c̃kp,ij = 0, якщо i, j 6 l, l = nAi(g)

розв’язностi для радикала, нiльпотентностi для нiльрадикала i комута-
тивностi для абелевого iдеалу максимальної розмiрностi. Зауважимо, що
отримано друге доведення критерiю 6.

Подiбну технiку, що ґрунтується на компактностi множини ортого-
нальних матриць, можна застосувати у доведеннi критерiю 15. Позначи-



299

мо кiлькiсть додатних (вiд’ємних) дiагональних елементiв у дiагональ-
нiй формi симетричної матрицi K через rank+K (rank−K). Достатньо
довести, що для будь-якої збiжної послiдовностi симетричних матриць
Kp → K0, p → ∞, з rank+Kp = r+ i rank−Kp = r−, p ∈ N, вiрнi
нерiвностi rank+K0 6 r+ i rank−K0 6 r−. Тодi це твердження засто-
соване до послiдовностi матриць (модифiкованих) форм Кiлiнга алгебр
gp, якi мають однаковi значення rank+ i rank− згiдно закону iнерцiї ква-
дратичних форм i збiгаються до матрицi (модифiкованої) форми Кiлiнга
результуючої алгебри g0. НехайWp — ортогональна матриця, що зводить
Kp до матрицi Dp = diag(dp1, . . . , dpn), де dpi1 > 0, i1 = 1, r+, dpi2 < 0,
i2 = r+ + 1, r+ + r− i dpi3 = 0, i3 = r+ + r− + 1, n (r+ + r− 6 n), тобто
Kp = WpDpWp

T. Виберемо збiжну пiдпослiдовнiсть {Wpq , q ∈ N} i позна-
чимо її границю через W0. Тодi Dpq = Wpq

TKpqWpq → W0
TK0W0 =: D0,

q → ∞. D0 = diag(d01, . . . , d0n), де d0i = lim
q→∞

dpqi. Крiм того, d0i1 > 0,
i1 = 1, r+, d0i2 6 0, i2 = r+ + 1, r+ + r− i d0i3 = 0, i3 = r+ + r− + 1, n, що
дає потрiбне твердження.

Критерiй 1 доведено у комплексному випадку, наприклад, у [81,150].
У випадку поля дiйсних чисел цей критерiй також справедливий i є на-
слiдком версiї для комплексного випадку. Дiйсно, у фiксованому базисi
простору V коефiцiєнти dij матрицi будь-якого оператора з Der(g) за-
довольняють однорiдну систему лiнiйних рiвнянь ck′ijdkk′ = cki′jd

i′

i + ckij′d
j′

j .

Якщо g — алгебра Лi над R, а gC — її комплексифiкацiя, то при ви-
борi вiдповiдного базиса в gC коефiцiєнти матрицi кожного оператора з
Der(gC) задовольняють ту ж систему лiнiйних рiвнянь. Розширення поля
не змiнює ранг матрицi системи. Тому dim Der(g) = dim Der(gC).

Зауваження 7.6. Критерiї можна переформулювати у термiнах
замкнутих пiдмножин многовиду Ln. Зокрема, множини нiльпо-
тентних, розв’язних i унiмодулярних алгебр замкнутi. Множини
{g ∈ Ln | dim gl 6 r}, {g ∈ Ln | dim g(l) 6 r}, {g ∈ Ln | dim g(l) > r} i
подiбнi їм замкнутi для кожного l i r = 0, n.
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Зауваження 7.7. Необхiднi критерiї з’явилися вже в раннiх статтях
про контракцiї алгебр Лi. Так, у своїй пiонерськiй роботi [258] Сегал ви-
користав для компактних напiвпростих алгебр Лi критерiй, що ґрунтує-
ться на законi iнерцiї для форм Кiлiнга (перша частина критерiю 15 при
α = 0). Нерiвнiсть на розмiрностi похiдних алгебр dim[g0, g0] 6 dim[g, g]

доведено в [254] у практично такий же спосiб, як i вище. Критерiї 3 i 5 що-
до зростаючого i спадаючого центрального рядiв виникли при вивченнi
многовидiв нiльпотентних алгебр [278]. Важливий критерiй 1 у випадку
комплексного поля є прямим наслiдком леми про замикання орбiт, на-
веденої, наприклад, у [81]. Критерiй 2 доведено в [150] з використанням
розкладу Iвасави. У [262] вказано, що таку ж технiку можна використа-
ти для доведення iнших необхiдних критерiїв контракцiї. Для дiйсного
i комплексного полiв цю технiку можна спростити i також використа-
ти її, щоб довести критерiї 6, 7 i 8. Критерiї 3, 4 i 5 застосовано разом
у [177], див. також обговорення в [11]. Всi наведений вище критерiї ґрун-
туються на напiвiнварiантних величинах. Низку критерiїв зiбрано в [93].
Зокрема, iдею щодо критерiю 9 взято звiдти. Частина критерiю 10 щодо
рангу коприєднаного зображення виникла у дослiдженнях зв’язкiв мiж
iнварiантами вихiдних i контрактованих алгебр [94,95].

Зауваження 7.8. Список критерiїв можна розширити iншими величи-
нами, що пов’язанi з алгебрами i є напiвiнварiантними при контракцi-
ях [24,92,93]. Запропонованi критерiї є простими з обчислювальної точки
зору. Множина (або навiть її пiдмножина) наведених критерiїв повна для
три- i чотиривимiрних алгебр Лi у сенсi, що вони точно видiляють всi
пари алгебр Лi, мiж якими немає контракцiй. Деякi критерiї з наведених
iндуковано iншими наведеними критерiями. Наприклад, з критерiїв 4 i 5
випливають критерiї 13 i 14.

Критерiй 15 є єдиним критерiєм, спецiальним для дiйсного поля. Вiн
працює для пар алгебр, мiж якими немає контракцiї над C, але є (пiсля
комплексифiкацiї) контракцiя над R.
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7.3.3. Багатопараметричнi i повторнi контракцiї. Для реалiзацiї
вироджень алгебр Лi достатньо використовувати однопараметричнi не-
перервнi контракцiї. Водночас корисними є також iншi типи неперервних
контракцiй, зокрема, для знаходження однопараметричних контракцiй.

Поняття багатопараметричної (неперервної) контракцiї вводиться
аналогiчно до поняття однопараметричної (неперервної) контракцiї. За-
мiсть матричної функцiї одного дiйсного параметра розглядається функ-
цiя U : (0, 1]m → GL(V ), тобто Uε̄ = U(ε1, . . . , εm) — невироджений лi-
нiйний оператор на V для будь-якого ε̄ ∈ (0, 1]m, m ∈ N. Параметри
ε1, . . . , εm i матрицю-функцiю Uε̄ вiдповiдно називають параметрами i
матрицею контракцiї.

Очевидно, що поняття замикання орбiт [93] транзитивне. Таке ж
твердження справедливе i для однопараметричних контракцiй, але про-
сте множення матриць послiдовних контракцiй не дає матрицi результу-
ючої контракцiї. Введемо необхiднi поняття щодо композицiї контракцiй.

Нехай матриця U1(ε
′
1, . . . , ε

′
m1

) контрактує алгебру g2 до алгебри g1,
яка, в свою чергу, контрактована матрицею U2(ε

′′
1, . . . , ε

′′
m2

) до алгеб-
ри g0. Якщо матриця U1(ε

′
1, . . . , ε

′
m1

)U2(ε
′′
1, . . . , ε

′′
m2

) визначає (m1 + m2)-
параметричну контракцiю g2 → g0, то цю контракцiю називають компо-
зицiєю двох вихiдних контракцiй.

Означення 7.6. Багатопараметричну контракцiю називають розкла-
дною, якщо її можна зобразити як композицiю двох власних багатопара-
метричних контракцiй. m-параметричну контракцiю називають цiлком
розкладною, якщо її можна зобразити як композицiю m однопараметри-
чних контракцiй.

Бiльш точно, m-параметрична контракцiя g → g0 розкладна тодi i
тiльки тодi, коли iснує така алгебра g1, неiзоморфна g i g0, що контракцiю
g → g0 можна зобразити як композицiю m1-параметричної контракцiї з
g у g1 i m2-параметричної контракцiї з g1 у g0, де m1 +m2 = m.
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Означення 7.7. Якщо iснують двi однопараметричнi контракцiї g→ g1

i g1 → g0, то алгебру g0 називають повторною контракцiєю алгебри g.

Аналогiчно будь-яка l-повторна контракцiя є результатом l однопа-
раметричних послiдовних контракцiй. Поняття повторних багатопара-
метричних контракцiй можна також ввести у подiбний спосiб. Цi озна-
чення можна обґрунтувати наступним чином. Нехай U1(ε1), U2(ε2) —
матрицi однопараметричних контракцiй g → g1 i з g1 → g0 вiдпо-
вiдно i Uε̄ = U1(ε1)U2(ε2), де ε̄ = (ε1, ε2). Тодi для всiх значень i′,
j′, k′ iснує повторна границя lim

ε2→+0

(
lim
ε1→+0

(Uε̄)
i
i′(Uε̄)

j
j′(U

−1
ε̄ )k

′

k c
k
ij,
)

=: c̃k
′

i′j′

тобто c̃k
′

i′j′ — компоненти добре визначеного тензора структурних ста-
лих алгебри Лi g0. Якщо повторну границю можна замiнити сумi-
сною lim

ε̄→+0̄
(Uε̄)

i
i′(Uε̄)

j
j′(U

−1
ε̄ )k

′

k c
k
ij = lim

ε2→+0

(
lim
ε1→+0

(Uε̄)
i
i′(Uε̄)

j
j′(U

−1
ε̄ )k

′

k c
k
ij

)
з ε̄ =

(ε1, ε2), то ця повторна контракцiя є повнiстю розкладною багатопара-
метричною контракцiєю.

Приклади, коли повторнi контракцiї породжують добре визначенi
розкладнi багатопараметричнi контракцiї або як можна побудувати вiд-
повiдну однопараметричну контракцiю, коли це не так, наведено в [205].

Нехай алгебри Лi в парах (g, ĝ) i (ĝ, g̃) зв’язанi однопараметричними
контракцiями з матрицями Ûε̂ i Ũε̃, ckij, ĉk

′′

i′′j′′ i c̃k
′

i′j′ — компоненти тензора
структурних сталих алгебр g, ĝ i g̃ вiдповiдно, Uε̄ = Ûε̂Ũε̃, де ε̄ = (ε̂, ε̃).
Згiдно означення контракцiй,

lim
ε̂→+0

(Ûε̂)
i
i′′(Ûε̂)

j
j′′(Ûε̂

−1)k
′′

k c
k
ij = ĉk

′′

i′′j′′,

lim
ε̃→+0

(Ũε̃)
i′′

i′ (Ũε̃)
j′′

j′ (Ũε̃
−1)k

′

k′′ ĉ
k′′

i′′j′′ = c̃k
′

i′j′,

i, отже, маємо повторну контракцiю

lim
ε̃→+0

(Ũε̃)
i′′

i′ (Ũε̃)
j′′

j′ (Ũε̃
−1)k

′

k′′

(
lim
ε̂→+0

(Ûε̂)
i
i′′(Ûε̂)

j
j′′(Ûε̂

−1)k
′′

k c
k
ij

)
=

= lim
ε̃→+0

(
lim
ε̂→+0

(Uε̄)
i
i′(Uε̄)

j
j′(Uε̄

−1)k
′

k c
k
ij

)
= c̃k

′

i′j′,

тобто lim
ε̃→+0

lim
ε̂→+0

gk
′

i′j′(ε̄) = 0, де gk
′

i′j′(ε̄) = g̃k
′i′′j′′

i′j′k′′ (ε̃) ĝ
i′′j′′

k′′ (ε̂), g̃k
′i′′j′′

i′j′k′′ (ε̃) =

= (Ũε̃)
i′′

i′ (Ũε̃)
j′′

j′ (Ũε̃
−1)k

′

k′′, ĝ
i′′j′′

k′′ (ε̂) = (Ûε̂)
i
i′′(Ûε̂)

j
j′′(Ûε̂

−1)k
′′

k c
k
ij − ĉk

′′

i′′j′′.
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Якщо повторну границю в останньому рiвняннi можна коректно за-
мiнити сумiсною границею ε̄→ +0̄ або простою границею зi зв’язаними
значеннями ε1 i ε2, то матриця Uε̄ вiдповiдає добре визначенiй багато-
або однопараметричнiй контракцiї. А саме, вiрне таке твердження.

Лема 7.9. Матриця Uε̄ = Ûε̂Ũε̃ (або Uf̄(ε) = Ûf̂(ε)Ũf̃(ε), де f̂ , f̃ — не-
перервнi монотоннi функцiї з (0, 1] в (0, 1], f̂ , f̃ → 0, ε → +0) по-
роджує багатопараметричну (однопараметричну) контракцiю g → g̃

тодi i тiльки тодi, коли lim
ε̄→+0

gk
′

i′j′(ε̄) = 0
(

lim
ε→+0

gk
′

i′j′(f̂(ε), f̃(ε)) = 0
)
.

Наслiдок 7.9. Якщо функцiї g̃k
′i′′j′′

i′j′k′′ (ε̃) обмеженi для всiх значень iнде-
ксiв при ε̃ → +0, то матриця Uε̄ = Ûε̂Ũε̃ породжує двопараметричну
контракцiю алгебри g в алгебру g̃.

Теорема 7.8. Нехай матриця Ûε̂ контрактує g до ĝ i матриця
Ũε̂ контрактує ĝ до g̃. Тодi iснує неперервна монотонна функцiя
f : (0, 1] → (0, 1], f → 0, ε → +0, така, що матриця Ǔε = Ûf(ε)Ũε

породжує однопараметричну неперервну контракцiю g→ g̃.

Доведення. Оскiльки g̃k
′i′′j′′

i′j′k′′ — неперервнi функцiї для будь-яких значень
iндексiв, то для кожного p ∈ N iснує таке κp > 0, що g̃k

′i′′j′′

i′j′k′′ (ε) < κp при
ε ∈ [ 1

p+1 ,
1
p ]. У силу того, що ĝi

′′j′′

k′′ (ε̂)→ 0 при ε̂→ +0, для кожного p ∈ N
iснує δp ∈ (0, 1], для якого |gi

′′j′′

k′′ (ε̂)| < n−3p−1 min(1,κ−1
p ) при ε̂ ∈ (0, δp].

Без обмеження загальностi покладемо δ1 > δ2 > . . . i визначимо бажану
функцiю f формулою

f(ε) = pδp((p+ 1)ε− 1)− (p+ 1)δp+1(pε− 1)

для ε ∈ [ 1
p+1 ,

1
p ], p ∈ N.

Теорема 7.9. Нехай матриця Ûε̂ контрактує g до ĝ, матриця Ũε̂ кон-
трактує ĝ до g̃ i коефiцiєнти цих матриць можна розвинути в ряди
Лорана в околi 0. Тодi iснує ν ∈ N, для якого матриця Ǔε = Ûεν Ũε

породжує однопараметричну неперервну контракцiю з g у g̃.
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Доведення. Згiдно умов теореми функцiї g̃k
′i′′j′′

i′j′k′′ i ĝ
i′′j′′

k′′ також можна роз-
винути в ряди Лорана в околi 0. Оскiльки ĝi

′′j′′

k′′ (ε̂) → 0 при ε̂ → +0, то
ĝi
′′j′′

k′′ (ε̂) = O(ε̂) при ε̂ → +0. Нехай µ — модуль мiнiмальної степенi у
розвиненнях функцiй g̃k

′i′′j′′

i′j′k′′ . Тодi ν = µ+ 1 — шукане значення.

Наслiдок 7.10. Якщо контракцiї g→ ĝ i ĝ→ g̃ породжено матрицями
з коефiцiєнтами, що є многочленами вiд параметрiв контракцiй, то
контракцiю g→ g̃ можна здiйснити матрицею такого ж типу.

7.4. Висновки

У цьому роздiлi вивчено деякi проблеми теорiї алгебр Лi, сумiжнi до
групового аналiзу.

Застосовуючи оригiнальний алгебраїчний алгоритм, що залучає вер-
сiю Фелса–Олвера методу рухомих реперiв Картана [117, 118], i спецi-
альну технiку, розроблену для алгебр трикутних матриць, пораховано
iнварiанти (узагальненi оператори Казiмiра) серiй розв’язних алгебр Лi,
нiльрадикали яких iзоморфнi алгебрi строго верхньотрикутних матриць.
Цим пiдтверджено гiпотезу, що iснувала, про iнварiанти алгебр спецiаль-
них верхньотрикутних матриць (твердження 1 з [273]) та поправлено ана-
логiчну гiпотезу щодо серiї алгебр з одним нiльнезалежним елементом
(твердження 2 з [273]). Використаний алгоритм дозволяє уникнути iн-
тегрування громiздких перевизначених систем квазiлiнiйних ДРЧР пер-
шого порядку, замiняючи його розв’язанням (часто — лiнiйних) систем
алгебраїчних рiвнянь. З iншого боку, цей алгоритм можна розглядати
як спецiальний метод iнтегрування таких систем ДРЧР. Його ефектив-
нiсть продемонстровано також на iнших серiях розв’язних алгебр i усiх
низькорозмiрних алгебрах до розмiрностi шiсть включно [84,85,88,271].

Запропоновано новий необхiдний критерiй для перевiрки еквiвалент-
ностi реалiзацiй алгебр Лi, оснований на порiвняннi рангiв обмежень ре-
алiзацiй на мегаiдеали. Його застосування дозволило прокласифiкувати



305

реалiзацiї алгебр Лi до розмiрностi чотири включно у просторах з до-
вiльною кiлькiстю змiнних [232,233] i порiвняти отриману класифiкацiю
з вiдомими частковими результати, якi було значно узагальнено, а також
суттєво вiдкореговано. Цю класифiкацiю можна використати, зокрема,
для класифiкацiї систем ЗДР, iнтегровних у квадратурах [23].

Зiбрано, доповнено i узагальнено необхiднi критерiї контракцiй алгебр
Лi. З їх допомогою в [205] описано контракцiї дiйсних i комплексних
алгебр Лi до розмiрностi чотири включно. Особливий наголос зроблено
на дiйсному випадку, оскiльки його дослiджували значно менше, нiж
комплексний. Вивчено зв’язок мiж багатопараметричними, повторними
i звичайними контракцiями.

Результати цього роздiлу опублiковано у роботах [84–88,191,204,205,
232,233].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї вдосконалено ряд iснуючих i розроблено новi методи гру-
пового аналiзу диференцiальних рiвнянь та сумiжних галузей теорiї ал-
гебр Лi. Переваги i можливостi цих методiв продемонстровано через їх
застосування у рiзних класифiкацiйних задачах. Основнi результати ди-
сертацiї можна пiдсумувати таким чином:
• Введено низку нових понять, пов’язаних з класами диференцiальних
рiвнянь: розширена (узагальнена розширена, умовна, потенцiальна) гру-
па еквiвалентностi, нормалiзований (напiвнормалiзований, строго норма-
лiзований) клас, подiбнi класи, вiдображення мiж класами, породжене
точковими перетвореннями тощо. Для дослiдження задач групової кла-
сифiкацiї розвинуто методи розбиття на нормалiзованi пiдкласи, розга-
луженого розщеплення, калiбрування довiльних елементiв перетворен-
нями еквiвалентностi i вiдображеннями мiж класами диференцiальних
рiвнянь. Визначено межi застосовностi алгебраїчного методу. Цi понят-
тя i методи iстотно розширяють коло розв’язних класифiкацiйних задач.
Вони дозволяють адекватно формулювати проблеми класифiкацiї для
складних класiв, узагальнювати постановки задач i отримувати кiнцевi
результати класифiкацiй у замкненому i простому виглядi. На їх осно-
вi можна проводити вiдбiр класiв для дослiдження. Поставлено задачi
про класифiкацiю допустимих перетворень, лiївських симетрiй, законiв
збереження, потенцiальних симетрiй та операторiв редукцiї вiдносно рiз-
них типiв еквiвалентностей. Такi задачi розв’язано для багатьох класiв
диференцiальних рiвнянь, важливих для застосувань.
• Вивчено ряд модифiкованих i узагальнених задач групової класифi-
кацiї. Зокрема, побудовано iєрархiю вкладених нормалiзованих класiв не-
лiнiйних рiвняньШрьодiнгера у випадку довiльної кiлькостi просторових
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змiнних. Виконано групову класифiкацiю у класах (1+1)-вимiрних рiв-
нянь Шрьодiнгера з потенцiалами та модульними нелiнiйностями, (1+2)-
вимiрних кубiчних рiвнянь Шрьодiнгера з потенцiалами, рiвнянь Шрьо-
дiнгера з довiльною нелiнiйнiстю, залежною лише вiд невiдомої функ-
цiї i спряженої до неї, нелiнiйних рiвнянь реакцiї–дифузiї та конвекцiї–
дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами, узагальнених рiвнянь Гамiльтона–
Якобi та систем двох двовимiрних нелiнiйних рiвнянь Лапласа.
• Використовуючи версiю леми Адамара для розшарованих просторiв
та навантаженi простори струменiв i модифiкуючи поняття цiлковитої
невиродженостi систем диференцiальних рiвнянь, обґрунтовано коре-
ктнiсть методiв обчислення потенцiальних законiв збереження, що за-
лучають характеристичну форму законiв збереження. Доведено теорему
про закони збереження двовимiрних потенцiальних систем, що iндукова-
нi законами збереження вихiдних систем. Її узагальнено на багатовимiр-
нi абелевi накриття, (не)калiброванi потенцiальнi, псевдопотенцiальнi та
загальнi розшарованi системи.
• Отримано критерiй для визначення того, чи є закон збереження абе-
левого накриття чисто потенцiальним законом збереження вихiдної сис-
теми. Застосовуючи цей критерiй, проаналiзовано iєрархiю потенцiаль-
них законiв збереження рiвнянь конвекцiї–дифузiї.
• З точнiстю до контактної еквiвалентностi описано закони збереження
(1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь другого порядку. Це значно уза-
гальнює i водночас спрощує результати Р.Л. Брайанта i П.А. Грiфi-
тса [89] щодо класифiкацiї законiв збереження у (ненормалiзованому)
пiдкласi рiвнянь, не залежних явно вiд часу.
• Запропоновано поняття сингулярних i регулярних операторiв редук-
цiї. Показано, що особливi випадки редукцiї спричинено пониженням по-
рядку розглядуваного рiвняння на многовидах, заданих вiдповiдними
умовами iнварiантної поверхнi у просторi струменiв.
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• Описано сингулярнi оператори редукцiї (1+1)-вимiрних еволюцiйних
i хвильових рiвнянь, а також знайдено їх зв’язок iз сiм’ями розв’язкiв
вiдповiдних рiвнянь.
• Доведено “no-go” теорему про сингулярнi оператори редукцiї дифе-
ренцiальних рiвнянь з двома незалежними змiнними, що допускають
модулi векторних полiв першого копорядку сингулярностi. Вона iстотно
узагальнює вiдому “no-go” теорему Р.З. Жданова i В.I. Лагна [291, 292]
про умовнi симетрiї (1+1)-вимiрних еволюцiйних рiвнянь.
• Знайдено всi оператори редукцiї багатовимiрного лiнiйного рiвняння
теплопровiдностi. Це єдиний у лiтературi приклад обрахунку некласич-
них симетрiй, коли кiлькiсть змiнних довiльна. Iснуючi результати сто-
суються випадку, як правило, двох чи зрiдка трьох незалежних змiнних.
Також прокласифiковано оператори редукцiї нелiнiйних рiвнянь фiль-
трацiї, що дає один з небагатьох вiдомих прикладiв вичерпного опису
операторiв редукцiї для важливого класу диференцiальних рiвнянь.
• Проведено розширений симетрiйний аналiз (1+1)-вимiрних лiнiйних
еволюцiйних рiвнянь другого порядку, що включає вивчення структу-
ри нормалiзованих пiдкласiв, локальних i потенцiальних законiв збере-
ження, звичайних та узагальнених потенцiальних симетрiй i операторiв
редукцiї. До цього були вiдомi лише частковi результати про локальнi за-
кони збереження, найпростiшi потенцiальнi симетрiї i оператори редукцiї
деяких рiвнянь з цього класу.
• Застосовуючи оригiнальний пiдхiд, побудовано iнварiанти серiй роз-
в’язних алгебр Лi, нiльрадикали яких iзоморфнi алгебрi строго верхньо-
трикутних матриць. Цим пiдтверджено або уточнено кiлька сформульо-
ваних у лiтературi гiпотез щодо таких iнварiантiв.
• Запропоновано новi необхiднi критерiї контракцiй алгебр Лi i крите-
рiй нееквiвалентностi їх реалiзацiй, якi дозволили описати контракцiї i
реалiзацiї алгебр Лi до розмiрностi чотири включно.
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271. Šnobl L. All solvable extensions of a class of nilpotent Lie algebras of
dimension n and degree of nilpotency n−1 / L. Šnobl, P. Winternitz //
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Додаток А

Груповий аналiз рiвнянь
реакцiї–конвекцiї–дифузiї

У цьому додатку наведено результати розширеного групового аналiзу у
рiзних класах (1 + 1)-вимiрних рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузiї, якi,
починаючи з робiт Овсяннiкова, традицiйно є об’єктами симетрiйних до-
слiджень. Такi рiвняння дають нетривiальнi приклади щодо iлюстрацiї
запропонованих у дисертацiї понять i застосувань розроблених методiв
у ситуацiях, коли iснуючi методи неефективнi. Також побудовано прихо-
ванi симетрiї i точнi розв’язки (1 + 2)-вимiрного рiвняння Бюргерса.

Результати, зiбранi у цьому додатку, опублiковано в роботах [161–166,
181,229,235,236,243,250,275–277].

А.1. Закони збереження i потенцiальнi системи
рiвнянь конвекцiї–дифузiї

Прокласифiкуємо закони збереження i потенцiальнi системи рiвнянь
конвекцiї–дифузiї вигляду (4.16), залучаючи технiку, розвинуту у пiд-
роздiлах 4.3 i 4.9.

Група еквiвалентностi G∼ класу (4.16) складається з перетворень

t̃ = ε4t+ ε1, x̃ = ε5x+ ε7t+ ε2, ũ = ε6u+ ε3,

Ã = ε−1
4 ε2

5A, B̃ = ε−1
4 ε5B − ε7,
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де ε1, . . . , ε7 — довiльнi сталi, ε4ε5ε6 6= 0, а ядро (перетин) G∩ максималь-
них груп лiївської iнварiантнiстi рiвнянь з класу (4.16) — з перетворень
t̃ = t+ ε1, x̃ = x+ ε2, ũ = u.

Кожне рiвняння з класу (4.16) має закон збереження

F0 = F0(A,B) : F = u, G = −Aux −
∫
B, λ = 1,

де F , G, λ — вiдповiдно його густина, потiк i характеристика. Повний
список G∼-нееквiвалентних рiвнянь (4.16), що мають додатковi (тобто
лiнiйно незалежнi вiд F0) закони збереження, вичерпують наступнi рiв-
няння

B = 0, F1 = F1(A) : F = xu, G =
∫
A− xAux, λ = x;

B = A, F2 = F2(A) : F = exu, G = −exAux, λ = ex;

A = 1, B = 0, F3
h : F = hu, G = hxu− hux, λ = h,

де
∫
A =

∫
A(u)du,

∫
B =

∫
B(u)du, h = h(t, x) — довiльний розв’язок

зворотного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi ht + hxx = 0. (Разом з
обмеженнями для A i B наведена таблиця також мiстить повнi списки
густин, потокiв i характеристик додаткових законiв збереження.)

Загальний випадок. У загальному випадку рiвняння (4.16) має єдиний
лiнiйно незалежний локальний закон збереження F0(A,B). Вiдповiдна
потенцiальна система v1

x = u, v1
t = Aux +

∫
B допускає тiльки нульовий

закон збереження, тобто рiвняння (4.16) загального вигляду не має чисто
потенцiальних законiв збереження.

B = 0. Кожне рiвняння з B = 0 i загальним значенням A допускає
точно два лiнiйно незалежнi локальнi закони збереження F0 = F0(A, 0)

i F1 = F1(A), причому з точнiстю до сталого множника будь-який закон
збереження G∩-еквiвалентний одному з них. Використовуючи цi закони
збереження, введемо потенцiали v1 i v2, де

v1
x = u, v1

t = Aux, (А.1)

v2
x = xu, v2

t = xAux −
∫
A. (А.2)
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Пари рiвнянь (А.1) i (А.2), взятi окремо, утворюють двi потенцiальнi сис-
теми для рiвняння (4.16) (з нульовим B) з невiдомими функцiями (u, v1)

i (u, v2) вiдповiдно. Третю потенцiальну систему рiвняння (А.1) i (А.2)
утворюють разом, причому невiдомими вважаємо три функцiї u, v1 i v2.
Оскiльки характеристики λ = 1 i λ = x неособливi, то вихiдне рiвняння є
диференцiальним наслiдком обох потенцiальних частин (А.1) i (А.2) i не
входить до мiнiмальної множини рiвнянь, що зображають потенцiальнi
системи. Отже, характеристики систем (А.1) i (А.2) мають двi компо-
ненти. Компоненти β i α вiдповiдають першому i другому рiвнянням
цих систем вiдповiдно.

Система (А.1) має тiльки один лiнiйно незалежний локальний закон
збереження F , вектор густини (F,G) = (v1,−

∫
A) якого асоцiйований з

характеристикою (α, β) = (1, 0). В силу теореми 4.2 цей закон збережен-
ня iндуковано законом збереження вихiдного рiвняння. Знайдемо вектор
густини (F̃ , G̃), еквiвалентний вектору (F,G) i додатково не залежний
вiд похiдних потенцiалiв. Функцiя Φ (див. пiдроздiл 4.9) задовольняє
рiвняння DxΦ = α = 1 i DtΦ = −β = 0. Виберемо значення Φ = x i
розглянемо вектор (F̂ , Ĝ), еквiвалентний вектору (F,G) з компонентами

F̂ = F + Φ(v1
x − u) = (xv1)x − xu,

Ĝ = G− Φ(v1
t − Aux) = −(xv1)t −

∫
A+ xAux.

З точнiстю до доданку ((xv1)x,−(xv1)t), який очевидно є нульовою ди-
вергенцiєю, вектор (F̂ , Ĝ), що зберiгається, еквiвалентний вектору гус-
тини (F̃ , G̃) = (−xu, xAux −

∫
A) закону збереження −F1. Ось чому

потенцiальна система “другого рiвня”

v1
x = u, w1

x = v1, w1
t =

∫
A, (А.3)

отримана з (А.1) введенням потенцiалу “другого рiвня” w1 за законом
збереження F , в дiйсностi еквiвалентна вiдносно точкового перетворен-
ня w1 = xv1−v2 об’єднанiй потенцiальнiй системi “першого рiвня” (А.1)–
(А.2). Хоча система (А.3) формально належить другому рiвню, вона
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бiльше пiдходить для подальшого дослiдження, оскiльки має найпростi-
ший вигляд серед потенцiальних систем, побудованих за двома законами
збереження з рiвняння (4.16) з B = 0.

Аналогiчно, система (А.2) має тiльки один лiнiйно незалежний
локальний закон збереження F з вектором густини (F,G) =

= (x−2v2,−x−1
∫
A) i характеристикою (α, β) = (x−2, 0). З теореми 4.2

випливає, що цей закон збереження iндуковано законом збереження ви-
хiдного рiвняння. Як розв’язок рiвнянь DxΦ = α = x−2 i DtΦ = −β = 0

виберемо значення Φ = −x−1. Тодi

F̂ = x−2v2 − x−1(v2
x − xu) = −(x−1v2)x + u,

Ĝ = −x−1
∫
A+ x−1(v2

t − xAux +
∫
A) = −(x−1v2)t − Aux.

Вектор (F̂ , Ĝ) еквiвалентний за побудовою вектору (F,G) на мно-
жинi розв’язкiв системи (А.3). З точнiстю до нульової диверген-
цiї ((x−1v2)x,−(x−1v2)t), вiн також еквiвалентний вектору (F̃ , G̃) =

= (u,−Aux), який залежить тiльки вiд похiдних функцiй u i належить
закону збереження F0. Отже потенцiальна система “другого рiвня”

v2
x = xu, w2

x = x−2v2, w2
t = x−1

∫
A,

отримана з (А.2) введенням потенцiалу “другого рiвня” w2 за законом
збереження F , також еквiвалентна вiдносно точкового перетворення
w2 = v1 − x−1v2 об’єднанiй системi (А.1)–(А.2).

Простiр законiв збереження об’єднаної системи (А.1)–(А.2) нуль-
вимiрний. Отже, для будь-якого рiвняння (4.16) з B = 0 всi потенцiальнi
закони збереження iндуковано локальними, а всi нееквiвалентнi потен-
цiальнi системи вичерпано системами (А.1), (А.2) i (А.3).

B = A. Аналiз виконуємо у спосiб, подiбний до попереднiх випад-
кiв. Кожне рiвняння з B = A i загальним значенням A має двовимiр-
ний простiр локальних законiв збереження з базисом F0 = F0(A,A) i
F2 = F2(A), причому з точнiстю до сталого множника будь-який закон
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збереження G∩-еквiвалентний або F0, або F2 + εF0, де ε ∈ {0,±1}. Ви-
користовуючи закони збереження F0 i F2+εF0, можна ввести незалежнi
потенцiали v1 i v3, що задовольняють умови

v1
x = u, v1

t = Aux +
∫
A, (А.4)

v3
x = (ex + ε)u, v3

t = (ex + ε)Aux + ε
∫
A. (А.5)

Пари рiвнянь (А.4) i (А.5) окремо утворюють двi потенцiальнi системи
для рiвняння (4.16) з B = A з невiдомими функцiями (u, v1) i (u, v3) вiд-
повiдно. Третю потенцiальну систему утворено рiвняннями (А.4) i (А.5)
разом, причому три функцiї u, v1 i v3 вважаємо невiдомими. Оскiльки
характеристики λ = 1 i λ = ex + ε неособливi, то вихiдне рiвняння є
диференцiальним наслiдком обох потенцiальних частин (А.4) i (А.5) i
не входить у мiнiмальнi множини рiвнянь, що зображають потенцiальнi
системи. Отже, характеристики систем (А.4) i (А.5) мають двi компо-
ненти. Компоненти β i α вiдповiдають першому i другому рiвнянням
цих систем.

Система (А.4) має тiльки один лiнiйно незалежний локальний закон
збереження F , вектор густини (F,G) = (exv1,−ex

∫
A) якого асоцiйо-

ваний з характеристикою (α, β) = (ex, 0). Виберемо розв’язок Φ = ex

рiвнянь DxΦ = α = 1 i DtΦ = −β = 0 i покладемо

F̂ = exv1 + ex(v1
x − u) = (exv1)x − exu,

Ĝ = −ex
∫
A− ex(v1

t − Aux −
∫
A) = −(exv1)t + exAux.

Вектор (F̂ , Ĝ) еквiвалентний вектору (F,G) за побудовою i з точнi-
стю до нульової дивергенцiї ((exv1)x,−(exv1)t) еквiвалентний вектору
(F̃ , G̃) = (−exu, exAux). Цей вектор не залежить вiд потенцiалу v1 i нале-
жить закону збереження −F2. Тому закон збереження F потенцiальної
системи (А.5) iндуковано законом збереження −F2 вихiдного рiвняння.
Отже, потенцiальна система “другого рiвня”

v1
x = u, w1

x = exv1, w1
t = ex

∫
A, (А.6)
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отримана з (А.5) введенням потенцiалу “другого рiвня” w1 за за-
коном збереження F , еквiвалентна вiдносно точкового перетворення
w1 = exv1 − v3 об’єднанiй системi (А.4)–(А.5), де ε = 0. Хоча систе-
ма (А.6) формально належить другому рiвню, вона є найбiльш прида-
тною для подальших дослiджень з-помiж потенцiальних систем, побудо-
ваних з рiвняння (4.16) з B = A за двома законами збереження, оскiльки
має найпростiший вигляд.

Система (А.5) також допускає тiльки один лiнiйно незале-
жний локальний закон збереження F , який мiстить вектор густини
(F,G) = (ex(ex+ε)−2v3,−ex(ex+ε)−1

∫
A), асоцiйований з характеристи-

кою (α, β) = (ex(ex+ε)−2, 0), i тому в силу теореми 4.2 iндукований зако-
ном збереження вихiдного рiвняння. Виберемо розв’язок Φ = −(ex+ε)−1

рiвнянь DxΦ = α i DtΦ = −β i покладемо

F̂ =
exv3

(ex + ε)2
− v3

x − (ex + ε)u

ex + ε
= −

(
v3

ex + ε

)
x

+ u,

Ĝ =
ex
∫
A

ex + ε
+
v3
t − (ex + ε)Aux − ε

∫
A

ex + ε
=

(
v3

ex + ε

)
t

− Aux −
∫
A.

Аналогiчно попередньому випадку вектор (F̂ , Ĝ) еквiвалентний векто-
ру (F,G) i з точнiстю до нульової дивергенцiї також еквiвалентний век-
тору (F̃ , G̃) = (u,−Aux−

∫
A), який залежить тiльки вiд похiдних функ-

цiй u i належить закону збереження F0. Отже, потенцiальна система
“другого рiвня”

v3
x = (ex + ε)u, w3

x =
ex

(ex + ε)2
v3, w3

t =
ex

ex + ε

∫
A,

отримана з (А.5) введенням потенцiалу “другого рiвня” w3 за законом
збереження F , також еквiвалентна вiдносно точкового перетворення
w3 = v1 − (ex + ε)−1v3 об’єднанiй системi (А.4)–(А.5).

Простiр законiв збереження об’єднаної системи (А.4)–(А.5) нульви-
мiрний. Отже, для будь-якого рiвняння (4.16) з B = A всi потенцiальнi
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закони збереження iндуковано локальними, а всi нееквiвалентнi потен-
цiальнi системи вичерпано системами (А.4), (А.5) i (А.6).

B =
∫
A + uA. З точки зору локальних законiв збереження, цей ви-

падок не вирiзняється iз загального. Будь-яке рiвняння з класу (4.16) з
таким значенням параметр-функцiї B i довiльним значенням параметр-
функцiї A має єдиний лiнiйно незалежний локальний закон збережен-
ня F0 = F0(A,

∫
A+ uA). Водночас вiдповiдна потенцiальна система

v1
x = u, v1

t = Aux + u
∫
A (А.7)

також допускає один лiнiйно незалежний локальний закон збережен-
ня F4 = F4(A) з вектором густини (F,G) = (ev

1

,−ev1
∫
A) i харак-

теристикою (α, β) = (ev
1

,−ev1
∫
A). Оскiльки характеристика повнiстю

зведена i залежить вiд потенцiалу v1, то в силу твердження 4.11 закон
збереження F4 не iндуковано локальним законом збереження вихiдного
рiвняння, тобто це чисто потенцiальний закон збереження. Потенцiаль-
на система (А.7) зводиться до потенцiальної системи (А.4) за допомогою
потенцiального перетворення годографа

t̃ = t, x̃ = v1, ṽ1 = x, ũ = u−1, Ã = u2A, (А.8)

причому закон збереження F4 вiдображається у iндукований зако-
ном збереження F2. Те саме перетворення, розширене за формулою
w̃ = −w + v1ex на потенцiал другого рiвня w, введений за законом збе-
реження F4, також зводить потенцiальну систему другого рiвня vx = u,
wx = ev, wt = ev

∫
A до системи (А.6). Отже, хоча будь-яке рiвняння

з класу (4.16) з B =
∫
A + uA допускає нетривiальний потенцiальний

закон збереження, цей випадок не дає принципово нових потенцiальних
систем.

Лiнiйне рiвняння теплопровiдностi. (Див. пiдроздiл 6.2.) Прос-
тiр локальних законiв збереження лiнiйного рiвняння теплопровiднос-
тi ut = uxx нескiнченновимiрний. Його утворюють закони збереження
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F4
h , де h = h(t, x) пробiгає розв’язки зворотного лiнiйного рiвняння теп-

лопровiдностi ht + hxx = 0 [13]. Фiксуючи довiльне p ∈ N i вибираючи
p лiнiйно незалежних розв’язкiв h1, . . . , hp зворотного лiнiйного рiвняння
теплопровiдностi, отримаємо p лiнiйно незалежних законiв збереження
F4
h1, . . . , F4

hp. Потенцiали v1, . . . , vp, введенi за цими законами збереження
рiвняннями

vsx = hsu, vst = hsux − hsxu, s = 1, p, (А.9)

незалежнi у сенсi означення 4.14. Кожен локальний закон збереження
системи (А.9) iндуковано локальним законом збереження лiнiйного рiв-
няння теплопровiдностi. Таким чином, системи вигляду (А.9) вичерпу-
ють всi можливi потенцiальнi системи цього рiвняння, i всi його потен-
цiальнi закони збереження iндуковано локальними.

Лiнеаризовнi рiвняння. З точнiстю до G∼-еквiвалентностi клас
(4.16) мiстить три лiнеаризовнi рiвняння, а саме рiвняння u−2-дифузiї
ut = (u−2ux)x [74,261], спорiднене рiвняння ut = (u−2ux)x+u

−2ux [120,269]
i рiвняння Бюргерса ut = uxx + 2uux [110, 121, 153]. Добре вiдомо, що цi
рiвняння лiнеаризуються нелокальними перетвореннями (так званими
потенцiальними перетвореннями еквiвалентностi у клас (4.16) [189,239])
до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi. Маючи звичайнi властивостi що-
до локальних законiв збереження, вони вирiзняються з iнших рiвнянь
конвекцiї–дифузiї вигляду (4.16) тим, що мають нескiнченну кiлькiсть
лiнiйно незалежних чисто потенцiальних законiв збереження.

Рiвняння u−2-дифузiї ut = (u−2ux)x допускає, як пiдвипадок ви-
падку B = 0, два лiнiйно незалежних локальних закони збереження
F0 = F0(u−2, 0) i F1 = F1(u−2). Потенцiальна система, побудована за
законом збереження F1, спiвпадає з (А.2), де A = u−2, i має тi самi
властивостi, як для загального A (див. випадок B = 0). Закон збере-
ження F0 дає потенцiальну систему вигляду (А.1) з A = u−2, простiр
локальних законiв збереження якої нескiнченновимiрний на вiдмiну вiд
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загального A i складається iз законiв збереження F5
σ з векторами гус-

тини (F,G) = (σ, σvu
−1) i характеристиками (α, β) = (σv,−σtu−1). Тут

параметр-функцiя σ = σ(t, v) пробiгає множину розв’язкiв зворотного
лiнiйного рiвняння теплопровiдностi σt + σvv = 0, потенцiал v1 перепо-
значено як v. Оскiльки будь-яка з наведених вище характеристик повнi-
стю зведена i залежить вiд потенцiалу v у випадку σvv 6= 0, то внаслiдок
твердження 4.11 кожен закон збереження F5

σ з σvv 6= 0 не iндукований
локальним законом збереження вихiдного рiвняння, тобто це чисто по-
тенцiальний закон збереження. Закон збереження F5

v iндуковано законом
збереження F2 = F2(u−2) i F5

1 — нульовий закон збереження.
Рiвняння u−2-дифузiї зводиться до лiнiйного рiвняння теплопровiд-

ностi [74] потенцiальним перетворенням годографа (А.8). Бiльш точно,
перетворення (А.8) є локальним перетворенням мiж вiдповiдними по-
тенцiальними системами vx = u, vt = u−2ux i vx = u, vt = ux, побудо-
ваними за законами збереження F0(u−2, 0) i F0(1, 0) = F4

1 вiдповiдно.
Тому дiя перетворення (А.8) вiдображає кожен з цих законiв збережен-
ня у нульовий закон збереження перетвореної системи. Бiльш того, пе-
ретворення (А.8) зумовлює вiдповiднiсть законiв збереження F5

σ i F4
h з

однаковими значеннями параметр-функцiй σ(t, v) = h(t̃, x̃).
Зафiксуємо довiльне p ∈ N i виберемо p розв’язкiв σ1, . . . , σp зво-

ротного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi, будь-яка лiнiйна комбiна-
цiя яких не є сталою. Використовуючи p лiнiйно незалежних законiв
збереження F5

σ1, . . . , F5
σp, з системи (А.1) з A = u−2 побудуємо потен-

цiальну систему другого рiвня S. Система S точково еквiвалентна по-
тенцiальнiй системi лiнiйного рiвняння теплопровiдностi, асоцiйованiй iз
законами збереження F4

1 , F4
σ1, . . . , F4

σp. Наведенi вище результати для
законiв збереження лiнiйного рiвняння теплопровiдностi означають, що
будь-який закон збереження системи S iндуковано законом збереження
системи (А.1) з A = u−2. Отже, цей випадок не дає принципово нових
потенцiальних систем, хоча рiвняння u−2-дифузiї допускає нескiнченно-
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вимiрний простiр потенцiальних законiв збереження першого рiвня, по-
в’язаних з системою (А.1).

Оскiльки рiвняння ut = (u−2ux)x + u−2ux зводиться до рiвняння
u−2-дифузiї точковим перетворенням t̃ = t, x̃ = ex, ũ = e−xu, його за-
кони збереження пов’язанi iз законами збереження лiнiйного рiвняння
теплопровiдностi подiбно до попереднього випадку.

Рiвняння Бюргерса ut = uxx + 2uux вирiзняється з рiвнянь вигля-
ду (4.16), де B =

∫
A+uA, своїми потенцiальними законами збереження.

Як будь-яке рiвняння з B =
∫
A + uA, воно має єдиний лiнiйно незале-

жний локальний закон збереження F0 = F0(1, 2u). Асоцiйована потен-
цiальна система vx = u, vt = ux + u2 має нескiнченновимiрний простiр
законiв збереження F7

h з векторами густини (hev, hxe
v − huev) i харак-

теристиками (hev, hxe
v− huev). Тут параметр-функцiя h = h(t, x) пробi-

гає множину розв’язкiв зворотного лiнiйного рiвняння теплопровiдностi
ht+hxx = 0. Будь-яка з наведених вище характеристик повнiстю зведена
i залежить вiд потенцiалу v, якщо h 6= 0. Тому в силу твердження 4.11
кожний закон збереження F7

h з h 6= 0 не є iндукованим локальним зако-
ном збереження вихiдного рiвняння, тобто це чисто потенцiальний закон
збереження.

Потенцiальна система vx = u, vt = ux + u2 рiвняння Бюргер-
са ut = uxx + 2uux вiдображається у потенцiальну систему ṽx̃ = ũ,
ṽt̃ = ũx̃ (побудовану з лiнiйного рiвняння теплопровiдностi ũt̃ = ũx̃x̃ з
використанням “спiльного” закону збереження F0(1, 0) = F4

1 ) точковим
перетворенням t̃ = t, x̃ = x, ũ = uev, ṽ = ev. Це перетворення вста-
новлює вiдповiднiсть мiж законом збереження F7

hx
i законом збереження

потенцiальної системи ṽx̃ = ũ, ṽt̃ = ũx̃, iндукованим F4
h . Зауважимо, що

якщо параметр-функцiя h = h(t, x) є розв’язком оберненого лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi, то її похiдна hx також є розв’язком того са-
мого рiвняння. Вiдома пiдстановка Коула–Хопфа [110,153] (вперше зна-
йдена в [121]) є наслiдком наведеного вище перетворення i в дiйсностi
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лiнеаризує рiвняння Бюргерса до лiнiйного рiвняння теплопровiдностi
на потенцiал ṽ [189,239].

Для деякого p ∈ N виберемо p розв’язкiв h1, . . . , hp зворотного лi-
нiйного рiвняння теплопровiдностi так, щоб будь-яка їх лiнiйна комбi-
нацiя не дорiвнювала константi. Потенцiальна система другого рiвня S,
побудована з потенцiальної системи vx = u, vt = ux + u2 iз викори-
станням p лiнiйно незалежних законiв збереження F7

h1x
, . . . , F7

hpx
точково

еквiвалентна потенцiальнiй системi лiнiйного рiвняння теплопровiднос-
тi, асоцiйованiй iз законами збереження F4

1 , F4
h1, . . . , F4

hp. З наведених
результатiв для законiв збереження лiнiйного рiвняння теплопровiдностi
випливає, що будь-який закон збереження системи S iндуковано зако-
ном збереження потенцiальної системи vx = u, vt = ux + u2. Отже, цей
випадок дає тiльки потенцiальнi системи, що є точково еквiвалентними
системi вигляду (А.9).

Використовуючи побудованi потенцiальнi системи i результати щодо
потенцiальних симетрiй лiнiйного рiвняння теплопровiдностi (див. пiд-
роздiл 6.3), можна отримати досить повний опис потенцiальних симетрiй
рiвнянь (4.16) [3, 162,239].

На прикладi лiнеаризовних рiвнянь конвекцiї–дифузiї проiлюструємо
твердження про вплив невизначеностi потенцiалiв на потенцiальнi зако-
ни збереження (див. пiдроздiл 4.10). Так, потенцiальна система vx = u,
vt = u−2ux рiвняння u−2-дифузiї ut = (u−2ux)x має нескiнченновимiрний
простiр локальних законiв збереження F5

σ з векторами густини (σ, σvu
−1)

i характеристиками (σv,−σtu−1). Тут параметр-функцiя σ = σ(t, v) про-
бiгає множину розв’язкiв зворотного лiнiйного рiвняння теплопровiднос-
тi σt+σvv = 0. (Нагадаємо, v позначає потенцiал v1.) Оскiльки похiдна σv
також є розв’язком цього ж рiвняння, дiя оператора ∂v вiдображає век-
тор (σ, σvu

−1) у вектор густини закону збереження F5
σv
. Характеристика

(σv,−σtu−1) закону збереження F5
σ спiвпадає з вектором густини закону

збереження F5
σv
. Аналогiчно, локальнi закони збереження потенцiальної
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системи vx = u, vt = u−2ux − u−1 рiвняння ut = (u−2ux)x + u−2ux ви-
черпують закони збереження F6

σ з векторами густини (σex, σvu
−1ex) i ха-

рактеристиками (σve
x,−σtu−1ex). Образ вектора (σex, σvu

−1ex) пiд дiєю
оператора ∂v є вектором густини (σve

x, σvvu
−1ex) закону збереження F6

σv

i спiвпадає з характеристикою (σve
x,−σtu−1ex) закону збереження F6

σ .
Будь-який локальний закон збереження потенцiальної системи vx = u,
vt = ux + u2, асоцiйованої з рiвнянням Бюргерса ut = uxx + 2uux, має
вектор густини i характеристику однакового вигляду (hev, hxe

v − huev),
де параметр-функцiя h = h(t, x) пробiгає множину розв’язкiв зворотного
лiнiйного рiвняння теплопровiдностi ht+hxx = 0. Дiя оператора ∂v не змi-
нює такi вектори i характеристики, що пояснює в силу твердження 4.13,
чому вони спiвпадають. Схоже спостереження справедливе для рiвнянь
конвекцiї–дифузiї вигляду (4.16) з B =

∫
A + uA. Кожне з цих рiв-

нянь має єдиний лiнiйно незалежний потенцiальний закон збережен-
ня F4 = F4(A) з вектором густини (F,G) = (ev,−ev

∫
A) i характерис-

тикою (α, β) = (ev,−ev
∫
A), якi очевидно спiвпадають. Дiя оператора ∂v

вiдображає F4 в себе. Iншi нелiнеаризовнi рiвняння конвекцiї–дифузiї
допускають тiльки потенцiальнi закони збереження, iндукованi локаль-
ними, якi вiдображаються диференцiюваннями по потенцiалам у нульовi
закони збереження цих рiвнянь.

А.2. Рiвняння конвекцiї–дифузiї зi змiнними
коефiцiєнтами

Розглянемо клас нелiнiйних рiвнянь конвекцiї–дифузiї зi змiнними кое-
фiцiєнтами загального вигляду

f(x)ut = (g(x)A(u)ux)x + h(x)B(u)ux, (А.10)

де A, B, f , g, h — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, fghA 6= 0.

Рiзнi властивостi i об’єкти, пов’язанi з цими рiвняннями в рамках си-
метрiйного пiдходу (лiївськi, некласичнi i потенцiальнi симетрiї, групи
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еквiвалентностi, допустимi перетворення, точнi розв’язки, закони збе-
реження тощо), дослiджено в роботах [161–166, 235]. Зробимо короткий
огляд цих результатiв.

Теорема А.1. Розширена група еквiвалентностi Ĝ∼ класу (А.10) скла-
дається з перетворень

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = X, ũ = δ3u+ δ4,

f̃ =
ε1δ1ϕ

Xx
f, g̃ =

ε1

ε2
Xxϕ g, h̃ =

ε1

ε3
ϕh, Ã = ε2A, B̃ = ε3(B − ε4A),

де δj, εj, i = 1, 4, — довiльнi сталi, δ1δ3ε1ε2ε3 6= 0, X = X(x) — довiльна
гладка функцiя, Xx 6= 0, ϕ := exp

(
ε4

∫
h(x)/g(x) dx

)
.

Звичайна група еквiвалентностi G∼ є пiдгрупою групи Ĝ∼, виокрем-
леною умовою ε4 = 0. Перетворення з Ĝ∼, у яких δ1 = δ3 = 1, δ2 = δ4 = 0

i X(x) = x, дiють тiльки на довiльнi елементи i в дiйсностi не замiнюють
рiвнянь з класу (А.10). Тому вони утворюють нормальну пiдгрупу гру-
пи Ĝ∼, яка є розширеною калiбрувальною групою еквiвалентностi Ĝg∼

класу (А.10). Будь-яке допустиме калiбрувальне перетворення у цьому
класi породжується елементом з Ĝg∼, тобто два зображення (А.10), асо-
цiйованi з наборами довiльних елементiв (f, g, h, A,B) i (f̃ , g̃, h̃, Ã, B̃),
визначають однакове рiвняння тодi i тiльки тодi, коли

f̃ = ε1ϕf, g̃ = ε1ε
−1
2 ϕ g, h̃ = ε1ε

−1
3 ϕh, Ã = ε2A, B̃ = ε3(B + ε4A)

для деяких сталих εj. Iншими словами, одне рiвняння має нескiнченну
серiю рiзних зображень (А.10). Саме невизначеннiсть зображення рiв-
няння у виглядi (А.10) пояснює iснування перетворень еквiвалентностi з
ε4 6= 0. Перетин груп Ĝg∼ i G∼ дає звичайну калiбрувальну групу еквi-
валентностi Gg∼, що складається з калiбрувальних перетворень, в яких
ε4 = 0, i є нормальною пiдгрупою в G∼.

Фактор-група Ĝ∼/Ĝg∼ для класу (А.10) канонiчно iзоморфна фактор-
групi G∼/Gg∼ i її можна ототожнити з пiдгрупою в Ĝ∼, складеною пе-
ретвореннями з εj = 0.
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Перетворення з G∼ мiстять функцiональну довiльнiсть (функцiя X),
яку можна використати, щоб калiбрувати довiльнi елементи f або g. Най-
бiльш простим здається калiбрування f = 1, але насправдi воно сильно
ускладнює виконання групової класифiкацiї порiвняно з калiбрування-
ми, обговореними нижче.

Пiд час дослiдження пiдкласу класу (А.10), виокремленого додатко-
вою умовою h = 1 [235], виявилося зручним калiбрувати довiльний
елемент g в 1. У той же спосiб, використовуючи перетворення t̃ = t,
x̃ =

∫
1/g(x) dx, ũ = u з G∼/Gg∼, кожне рiвняння з класу (А.10) можна

звести до вигляду

f(x)ut = (A(u)ux)x + h(x)B(u)ux. (А.11)

Ось чому без втрати загальностi можна обмежитися дослiдженням рiв-
нянь з класу (А.11).

Будь-яке перетворення з Ĝ∼, що зберiгає умову g = 1, пiсля нехту-
вання компоненти перетворення для g має вигляд

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ5

∫
e−ε4

∫
hdx+ δ6, ũ = δ3u+ δ4,

f̃ =
δ1

δ5
ε1fe

2ε4
∫
h, h̃ =

ε1

ε3
heε4

∫
h, Ã = δ5ε1A, B̃ = ε3(B − ε4A),

(А.12)

де δi, i = 1, 6, ε1, ε3, ε4 — довiльнi сталi, δ1δ3δ5ε1ε3 6= 0,
∫
h :=

∫
h(x) dx.

Вигляд перетворень (А.14) отримано з загального вигляду перетворень
у Ĝ∼ за допомогою зв’язкiв X = δ5

∫
e−ε4

∫
hdx+δ6 i ε2 = δ5. Також з умо-

ви g = h очевидно випливає, що ϕ = eε4
∫
h. Множина таких перетворень є

узагальненою розширеною групою еквiвалентностi G∼1 класу (А.11). Тут
додатково вжито атрибут “узагальнена”, оскiльки перетворення змiнних
у (А.14) (а саме, x) (нелокально) залежать вiд довiльного елементу h.
Звичайна група G∼1 еквiвалентностi класу (А.11) спiвпадає з пiдгрупою
групи Ĝ∼1 , виокремленою умовою ε4 = 0. Перетворення з G∼h , в яких
δ1 = δ3 = δ5 = 1 i δ2 = δ4 = δ6 = ε4 = 0, дiють тiльки на довiльнi
елементи, а тому вони утворюють нормальну пiдгрупу групи G∼1 , яка
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є калiбрувальною групою еквiвалентностi Gg∼
1 класу (А.11). Перетво-

рення (А.12), що вiдповiдають параметру ε4, є проекцiями композицiй
перетворень з Ĝg∼ i G∼/Gg∼. Це пояснює, чому такi перетворення не
є калiбрувальними для класу (А.11). Саме сплетiння нелокальних ка-
лiбрувальних перетворень еквiвалентностi зi звичайними приводить до
ускладнення структури групи еквiвалентностi.

Операцiй з нелокальними перетвореннями еквiвалентностi можна
уникнути, вважаючи, що довiльний елемент B визначений з точнiстю
до доданку, пропорцiйного A, i вiднiмати такi доданки вiд B перед за-
стосуванням перетворень еквiвалентностi (А.12) з ε4 = 0.

Водночас iснує iнше можливе узагальнення калiбрування g = 1 з
випадку h = 1 на загальний випадок h, а саме калiбрування g = h.
Кожне рiвняння з класу (А.10) можна звести до рiвняння вигляду

f(x)ut = (h(x)A(u)ux)x + h(x)B(u)ux (А.13)

перетворенням t̃ = t, x̃ =
∫
h(x)/g(x) dx, ũ = u з G∼/Gg∼. Будь-яке пе-

ретворення з Ĝ∼, що зберiгає умову g = h, пiсля нехтування компоненти
перетворення для g має вигляд

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ5x+ δ6, ũ = δ3u+ δ4,

f̃ =
δ1

δ5
ε1fe

ε4x, h̃ =
ε1

ε3
heε4x, Ã = δ5A, B̃ = ε3(B − ε4A),

(А.14)

де δi, i = 1, 6, ε1, ε3, ε4 — довiльнi сталi, δ1δ3δ5ε1ε3 6= 0. Вигляд пе-
ретворень (А.14) отримано з загального вигляду перетворень у Ĝ∼ за
допомогою зв’язкiв X = δ5x+ δ6 i ε2 = δ5. Також очевидно, що завдяки
умовi g = h маємо ϕ = eε4x. Множина таких перетворення є проекцiєю
пiдгрупи групи Ĝ∼ за умови g = h i насправдi утворює групу еквiва-
лентностi G∼h класу (А.13). Перевага калiбрування g = h над калiбруван-
ням g = 1 полягає у тому, що G∼h є звичайною групою точкової еквiва-
лентностi. Перетворення з G∼h , в яких δ1 = δ3 = δ5 = 1 i δ2 = δ4 = δ6 = 0,
дiють тiльки на довiльнi елементи, а тому вони утворюють нормальну
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пiдгрупу групи G∼h , яка є калiбрувальною групою еквiвалентностi Gg∼
h

класу (А.13).
Наведенi приклади показують, що рiзнi калiбрування можуть iстотно

змiнити тип групи еквiвалентностi, як покращуючи, так i погiршуючи її
структуру.

Щоб дослiдити залежнiсть мiж вибором калiбрування i складнiстю
виконання класифiкацiї в цiлому, а також спростити кiнцевий результат,
при груповiй класифiкацiї у класi (А.10) використовувались обидва ка-
лiбрування g = 1 i g = h. Будь-яке рiвняння з g = 1 можна звести до
рiвняння з g̃ = h̃ простим перетворенням еквiвалентностi

t̃ = t, x̃ =
∫
h, ũ = u, f̃ =

f

h
, h̃ = h, Ã = A, B̃ = B.

Зауваження А.1. При B = 0 вважаємо для визначеностi, що h = 1.

Оптимальний шлях виконання групової класифiкацiї у класi (А.10)
полягає у використаннi методу розгалуженого розщеплення до пари до-
вiльних елементiв A i B разом зi змiнним калiбруванням довiльного еле-
менту g до 1 або h у залежностi вiд випадку розщеплення. А саме, схема
класифiкацiї наступна. З визначальних рiвнянь на коефiцiєнти операто-
рiв лiївської симетрiї випливає, що довiльний елемент A повинен задо-
вольняти k ∈ {0, 1, 2} незалежних рiвнянь вигляду (αu+ β)Au = γA, де
α, β, γ — деякi сталi. При k = 0 (випадок загального значення A) покла-
демо g = 1; подальше розщеплення залежить вiд того, чи B ∈ 〈1, A〉, чи
нi. Якщо k = 1, то або A = |u|µ mod G∼, де µ 6= 0, або A = eu mod G∼;
вiдкалiбруємо g в 1 або h, якщо вiдповiдно B ∈ 〈1, A〉 або B 6∈ 〈1, A〉.
При k = 2 маємо A = 1 mod G∼ i виберемо калiбрування g = h.

Пiдкреслимо, що вирiшальним для успiшної класифiкацiї є викорис-
тання розширеної, а не звичайної групи еквiвалентностi. Бiльш того, ча-
стина калiбрувальних перетворень не входить у звичайну групу еквiва-
лентностi. При нехтуваннi ними у класифiкацiйному списку опиняються
елементи з класу (А.10), що є зображенням одного й того ж рiвняння!
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Тому без використання додаткових перетворень еквiвалентностi такий
список не є вiрним. Спробу виконання класифiкацiї вiдносно звичайної
еквiвалентностi було зроблено в [167].

Результати групової класифiкацiї у класi (А.10) при обох фiксованих
калiбруваннях g = 1 i g = h представлено в [163], а оптимiзованої класи-
фiкацiї зi змiнним калiбруванням — у [164]. Знайдено усi додатковi пере-
творення еквiвалентностi мiж випадками класифiкацiї. З цього, зокрема,
випливає твердження, що кожне рiвняння з класу (А.10), яке допускає
МАI розмiрностi не нижче 4, зводиться точковим перетворенням до рiв-
няння з цього ж класу з f = g = h = 1. Вивчено також можливi граничнi
переходи мiж випадками класифiкацiї, що приводять до граничних пере-
ходiв мiж вiдповiдними МАI, якi можна описати у термiнах контракцiй
алгебр Лi чи їх зображень. Такi граничнi переходи мiж парами (“рiв-
няння”, “його МАI”) природно назвати контракцiями МАI. Побудовано
низку нетривiальних умовних груп еквiвалентностi для класу (А.10), ви-
конано попереднiй опис його множини допустимих перетворень.

Обговоримо класифiкацiю законiв збереження рiвнянь з класу (А.10).
З наслiдку 4.5 випливає, що кожен закон збереження такого рiвняння
має характеристику, залежну лише вiд t i x, тому класифiкацiя не є
складною. Водночас, щоб отримати результат у замкненiй i лаконiчнiй
формi, класифiкацiю необхiдно виконати з точнiстю до розширеної Ĝ∼1 -
еквiвалентностi, а потiм знайти додатковi еквiвалентностi мiж отрима-
ними випадками.

Теорема А.2. Повний список Ĝ∼1 -нееквiвалентних рiвнянь (А.11), що
мають ненульовi закони збереження, вичерпують наступнi рiвняння:

1. h = 1: 1, −Aux −
∫
B.

2. A = 1, Bu 6= 0, f = −h(h−1)xx : − eth−1, et(h−1ux− (h−1)xu+
∫
B).

3. B = 1, f = hx : et, −et(Aux + hu).

4. B = 1, f = hx + hx−1 : etx, −et(xAux + xhu−
∫
A).
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5a. B = 0: 1, −Aux; x, −xAux +
∫
A.

5b. B = 1, f = 1, h = 1: 1, −Aux−u; (x+t), −(x+t)(Aux+u)+
∫
A.

5c. B = 1, f = ex, h = ex : ex+t, −et(Aux + exu);

ex+t(x+ t), −et(x+ t)(Aux + exu) + et
∫
A.

5d. B = 1, f = xµ−1, h = xµ : eµt, −eµt(Aux + xµu);

e(µ+1)tx, e(µ+1)t(−xAux − xµ+1u+
∫
A).

6. B = 1, f = e−µ/xx−3, h = e−µ/xx−1, µ ∈ {0, 1} :

eµtx, −eµtx(Aux + hu) + eµt
∫
A;

eµt(tx− 1), −eµt(tx− 1)(Aux + hu) + teµt
∫
A.

7. B = 1, f = |x− 1|µ−3/2|x+ 1|−µ−3/2, h = |x− 1|µ−1/2|x+ 1|−µ−1/2 :

e(2µ+1)t(x− 1), −e(2µ+1)t(x− 1)(Aux + hu) + e(2µ+1)t
∫
A;

e(2µ−1)t(x+ 1), −e(2µ−1)t(x+ 1)(Aux + hu) + e(2µ−1)t
∫
A.

8. B = 1, f = eµ arctg x(x2 + 1)−3/2, h = eµ arctg x(x2 + 1)−1/2 :

eµt(x cos t+ sin t), −eµt(x cos t+ sin t)(Aux + hu) + eµt cos t
∫
A;

eµt(x sin t− cos t), −eµt(x sin t− cos t)(Aux + hu) + eµt sin t
∫
A.

9. A = 1, B = 0: α(t, x), −αux + αxu.

Тут µ = const, α пробiгає множину розв’язкiв рiвняння fαt + αxx = 0.
У кожному випадку разом зi зв’язками на довiльнi елементи A, B, f , h
також наведено характеристики (λ) i потоки базисних елементiв вiд-
повiдних просторiв законiв збереження. Густина усюди дорiвнює λfu.

Випадки 5b–5d теореми А.2 можна звести до випадку 5a за допомогою
додаткових перетворень еквiвалентностi, якi не належать навiть до Ĝ∼

(у кожному перетвореннi ũ = u):

5b→ 5af=1 : t̃ = t, x̃ = x+ t;

5c→ 5af=ex : t̃ = et, x̃ = x+ t;

5d(µ+ 1 6= 0)→ 5af=xµ−1 : t̃ = (µ+ 1)−1(e(µ+1)t − 1), x̃ = xet;

5d(µ+ 1 = 0)→ 5af=x−2 : t̃ = t, x̃ = xet.
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Побудовано приклади граничних переходiв мiж парами (“рiвняння”,
“простiр його законiв збереження”), подiбних до граничних переходiв мiж
МАI. По аналогiї з контракцiями алгебр Лi їх можна назвати контракцi-
ями законiв збереження. Такi граничнi переходи зручнiше всього опи-
сувати у термiнах контракцiй характеристик.

Використовуючи теорему А.2, вичерпно прокласифiковано потенцi-
альнi системи, потенцiальнi закони збереження i потенцiальнi симетрiї
рiвнянь з класу (А.11). Показано, що всi потенцiальнi симетрiї породжу-
ються лiївськими симетрiями деяких iнших рiвнянь через потенцiальнi
перетворення еквiвалентностi.

Знайденi лiївськi симетрiї, перетворення з групи еквiвалентностi, до-
датковi перетворення еквiвалентностi застосовано поряд з некласичним
методом до побудови точних розв’язкiв рiвнянь з класу (А.11).

А.3. Рiвняння реакцiї–дифузiї зi змiнними
коефiцiєнтами

У роботах [8, 162, 243, 275–277] вивчено рiзнi пiдкласи рiвнянь реакцiї–
дифузiї зi змiнними коефiцiєнтами, що мають загальний вигляд

f(x)ut = (g(x)A(u)ux)x + h(x)B(u), (А.15)

де f , g, h, A, B — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, fgA 6= 0.
Клас нелiнiйних рiвнянь дифузiї мiж пластинами загального вигляду

ut = (D(u)ux)x + h(x)u, (А.16)

де Du 6= 0, є достатньо простим з точки зору групового аналiзу. Вiн був
вiдiбраний для дослiдження в [276] з огляду на те, що в лiтературi iсну-
вало кiлька спроб його класифiкацiї. Його звичайна група еквiвалентнос-
тi G∼, що складається з перетворень t̃ = δ1t + δ2, x̃ = δ3x + δ4, ũ = δ5u,
D̃ = δ−1

1 δ2
3D, h̃ = δ−1

1 h, де δi, i = 1, . . . , 5, — довiльнi сталi, δ1δ3δ5 6= 0,
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не мiстить зсувiв по u, що було однiєю з причин помилок при виконан-
нi класифiкацiї. Отримано всi G∼-нееквiвалентнi випадки розширення
МАI, знайдено всi можливi додатковi перетворення еквiвалентностi мiж
ними, що дало також класифiкацiю вiдносно точкової еквiвалентностi.
Виникнення деяких випадкiв розширення пояснено через iснування у
класi (А.16) нетривiальних умовних груп еквiвалентностi.

Значно цiкавiшим є пiдклас рiвнянь зi степеневими нелiнiйностями

f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)um, (А.17)

де n та m — довiльнi сталi, (n,m) 6= (0, 0) [275]. Довiльний елемент m не
є визначеним, якщо h = 0. Як буде видно далi, в цьому випадку зручно
вважати, що m = n+ 1 (або m = 1).

Теорема А.3. Узагальнена розширена група еквiвалентностi Ĝ∼ кла-
су (А.17) складається з перетворень

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u,

f̃ =
δ0δ1

ϕxψn+2
f, g̃ =

δ0ϕx
ψ2n+2

g, h̃ =
δ0

ϕxψm+n+1
h, ñ = n, m̃ = m,

де δj (j = 0, 1, 2) — довiльнi сталi, δ0δ1 6= 0, ϕ — довiльна гладка функцiя
змiнної x, ϕx 6= 0. Функцiя ψ(x) визначається за формулою

ψ(x) =


(
1− (n+ 1)F (x)

)− 1
n+1 , n 6= −1

eF (x), n = −1
, F (x) = δ3

∫
dx

g(x)
+ δ4.

Вибране зображення функцiї ψ(x) гарантує, що ця сiм’я перетворень
неперервно параметризована параметром n.

Звичайна група еквiвалентностi G∼ класу (А.17) є власною пiдгрупою
групи Ĝ∼, що виокремлюється умовою δ3 = 0, або ψ — ненульова стала.

Перетворення t̃ = t, x̃ =
∫

1/g(x) dx, ũ = u з G∼ калiбрує довiль-
ний елемент g у 1. Замiсть такого калiбрування можна використати iн-
шi, наприклад f = 1, але саме калiбрування g = 1 є оптимальним для
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загальних значень степеня n. Це дозволяє, не втрачаючи загальностi,
обмежитись дослiдженням рiвнянь загального вигляду

f(x)ut = (unux)x + h(x)um. (А.18)

Усi результати, а саме, симетрiї, розв’язки та закони збереження кла-
су (А.18) можна розмножити для класу (А.17) перетворенням, оберненим
до калiбрувального. Групу еквiвалентностi класу (А.18) можна отрима-
ти, накладаючи на перетворення з Ĝ∼ зв’язок g̃ = g = 1.

Теорема А.4. Узагальнена група еквiвалентностi Ĝ∼1 класу (А.18)
складається з перетворень, якi мають вигляд

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ =
δ3x+ δ4

δ5x+ δ6
=: ϕ(x), ũ = δ7ϕx

1
2n+2u,

f̃ = δ1δ7
nϕx

− 3n+4
2n+2f, h̃ = δ7

−m+n+1ϕx
−m+3n+3

2n+2 h, ñ = n, m̃ = m

при n 6= −1, де δj, j = 1, 7, — довiльнi сталi, δ1δ7 6= 0, δ3δ6−δ4δ5 = ±1, i

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3x+ δ4, ũ = δ5e
δ6xu,

f̃ =
δ1

δ3
2δ5eδ6x

f, h̃ =
1

δ3
2δ5

memδ6x
h, ñ = n, m̃ = m

при n = −1, де δj, j = 1, 6, — довiльнi сталi, δ1δ3δ5 6= 0.

Для перетворень з Ĝ∼1 також можна отримати зображення, непе-
рервно параметризоване довiльним елементом n, включаючи значення
n = −1. Оскiльки довiльний елемент n iнварiантний вiдносно всiх пере-
творень з Ĝ∼1 (i, бiльш того, — вiдносно всiх допустимих перетворень у
класах (А.17) i (А.18)), клас (А.18) можна розбити на пiдкласи, асоцiйо-
ванi з фiксованими значеннями n. Вiдповiдно узагальнену групу еквiва-
лентностi Ĝ∼1 можна розглядати як сiм’ю звичайних груп еквiвалентностi
пiдкласiв класу (А.18), параметризованих n.

У класi (А.17) є нетривiальнi умовнi групи еквiвалентностi.

Теорема А.5. Пiдклас, виокремлений з класу (А.17) умовою m = n+1,
тобто утворений рiвняннями, якi мають вигляд

f(x)ut = (g(x)unux)x + h(x)un+1, (А.19)
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допускає групу еквiвалентностi G∼m=n+1, що складається з перетворень

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u, ñ = n,

f̃ =
δ0δ1

ψn+2ϕx
f, g̃ =

δ0ϕx
ψ2n+2

g, h̃ = δ0
h− ψn+1(ψ−(n+2)ψxg)x

ψ2n+2ϕx
,

де ϕ, ψ — довiльнi функцiї змiнної x, δj, j = 0, 1, 2, — довiльнi сталi,
δ0δ1ϕxψ 6= 0.

Клас (А.19) також можна розглядати як сiм’ю класiв, параметризо-
ваних n, але G∼m=n+1 є звичайною групою еквiвалентностi, навiть якщо
вважати n довiльним елементом. Вона є нетривiальною умовною групою
еквiвалентностi всього класу (А.17), оскiльки власно мiстить обмеження
Ĝ∼|m=n+1 групи Ĝ∼ за умови m = n+ 1.

При калiбруваннi g = 1 на параметри групи G∼m=n+1 накладається
обмеження δ0ϕx = ψ2n+2.

Наслiдок А.1. Узагальнена група еквiвалентностi Ĝ∼1,m=n+1 класу рiв-
нянь f(x)ut = (unux)x + h(x)un+1, асоцiйованих з калiбруванням g = 1,
складається з перетворень

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u,

f̃ =
δ2

0δ1

ψ3n+4
f, h̃ = δ2

0

h− ψn+1[ψ−(n+2)ψx]x
ψ4n+4

(ñ = n),

де ϕ, ψ — функцiї, що задовольняють умови ϕxψ 6= 0 i δ0ϕx = ψ2n+2,
δj, j = 0, 1, 2, — довiльнi сталi, δ0δ1 6= 0.

Зауважимо, що група Ĝ∼1,m=n+1 стає звичайною групою еквiвалент-
ностi для будь-якого пiдкласу таких рiвнянь з фiксованим значенням n.

Наступну умовну групу еквiвалентностi розглянемо одразу при калi-
бруваннi g = 1.

Теорема А.6. При g = 1 i m = 1 умова (h/f)x 6= 0 iнварiантна вiднос-
но Ĝ∼1 . Узагальнена розширена група еквiвалентностi Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0
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пiдкласу, виокремленого з класу (А.18) умовами m = 1 i (h/f)x 6= 0,
складається з перетворень, якi мають вигляд

t̃ = T (t), x̃ = ϕ(x), ũ =
ψ(x)

|Tt|1/n
u, f̃ =

ψn

ϕx2
(signTt)f, ñ = n,

де ϕ = δ3x + δ4, ψ = δ5e
δ6x, δj, j = 3, 6, — довiльнi сталi, δ3δ5 6= 0 при

n = −1 i ϕ = (δ3x+ δ4)/(δ5x+ δ6), ψ = δ7ϕx
1

2n+2 , δj, j = 3, 7, — довiльнi
сталi, δ7 6= 0, δ3δ6 − δ4δ5 = ±1 при n 6= −1. У залежностi вiд значень
α := h/f = const i α̃ := h̃/f̃ = const на T = T (t) маємо рiвняння

αα̃ 6= 0:
enα̃T − 1

nα̃
= δ1

enαt − 1

nα
+ δ2, α = α̃ = 0: T = δ1t+ δ2,

α = 0

α̃ 6= 0
:
enα̃T − 1

nα̃
= δ1t+ δ2,

α 6= 0

α̃ = 0
: T = δ1

enαt − 1

nα
+ δ2.

Опишемо всi допустимi перетворення у пiдкласi класу (А.17), асоцi-
йованому з умовою n 6= 0. Пiдклас рiвнянь з n = 0 є сингулярним з точки
зору усiх трансформацiйних властивостей, тому його треба дослiджува-
ти окремо. Оскiльки iснує вiдображення, породжене перетвореннями з
групи G∼, класу (А.17) на свiй пiдклас (А.18), то достатньо розв’язати
цю задачу для пiдкласу (А.18), де додатково n 6= 0.

Теорема А.7. Нехай рiвняння f(x)ut = (unux)x + h(x)um та рiвняння
f̃(x̃)ũt̃ = (ũñũx̃)x̃ + h̃(x̃)ũm̃ пов’язанi точковим перетворенням змiн-
них t, x, u. Тодi ñ = n та або m̃ = m, або (m, m̃) = (1, n + 1), або
(m, m̃) = (n+ 1, 1). Перетворення, що пов’язує цi рiвняння, породжене
перетвореннями з групи еквiвалентностi

a) Ĝ∼1 , якщо або m 6= 1, n+ 1, або m = 1, (h/f)x 6= 0;
b) Ĝ∼1,m=n+1, якщо m = m̃ = n+ 1;
c) Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0, якщо m = m̃ = 1, (h/f)x = 0; тодi i (h̃/f̃)x = 0.

Якщо m = 1 i m̃ = n+ 1, то (h/f)x = 0 i перетворення є композицiєю
перетворень з груп Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0 i Ĝ∼1,m=n+1 через промiжне рiвняння,
в якому h = 0. Випадок з m = n+ 1 та m̃ = 1 є подiбним.

Iнших допустимих перетворень у класi (А.18) з n 6= 0 немає.
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Наслiдок А.2. Клас (А.18) з n 6= 0 можна зобразити як об’єднання
нормалiзованих пiдкласiв, вiдповiдно асоцiйованих з умовами 1) h 6= 0,
m 6= 1, n+ 1; 2) m = 1, (h/f)x 6= 0; 3) m = 1, (h/f)x = 0; 4) m = n+ 1.
Тiльки пiдкласи 3 i 4 мають непорожнiй перетин i цим перетином є
нормалiзований пiдклас, виокремлений умовою h = 0. Мiж рiвняння-
ми з рiзних пiдкласiв перетворення можливi тiльки, якщо цi рiвняння
належать пiдкласам 3 i 4. Кожне таке перетворення є композицiєю
перетворень через промiжне рiвняння, в якому h = 0. Будь-яке рiвнян-
ня з пiдкласу 3 можна вiдобразити у рiвняння, в якому h = 0.

Наслiдок А.3. Групи Ĝ∼1,m=n+1, Ĝ∼1,m=1,(h/f)x=0 вичерпують множину
максимальних умовних груп еквiвалентностi у класi (А.18) з n 6= 0.

Виконано групову класифiкацiю у класi (А.18) з n 6= 0. Природно
виникають три рiзнi випадки: 1) m 6= 1, n + 1; 2) m = 1; 3) m = n + 1

(або h = 0). Класифiкацiю зроблено з точнiстю до G∼1 -еквiвалентностi
при m 6= n + 1 i з точнiстю до G∼1,m=n+1-еквiвалентностi при m = n + 1

або h = 0. Знайдено всi додатковi перетворення еквiвалентностi мiж
отриманими випадками розширення МАI. Вони очiкувано вичерпуються
перетвореннями, що зводять рiвняння з m = 1 у рiвняння з h = 0.
Це дає також класифiкацiю вiдносно загальної точкової еквiвалентностi.
Оскiльки група G∼1,m=n+1 має функцiональну довiльнiсть у параметрах,
при класифiкацiї у пiдкласi, в якому m = n + 1 або h = 0, можливе
ще одне калiбрування, додаткове до g = 1, — зв’язок на f або h. Як не
дивно, умова h = 0 не є вдалим калiбруванням, оскiльки приводить до
iстотного ускладнення структури групи еквiвалентностi. Оптимальним
виявилось на перший погляд складне калiбрування:

f = 1 при n 6= −4

3
i f = ex або (f, h) = (1, 0) iнакше.

Дослiдження пiдкласу рiвнянь вигляду

f(x)ut = (g(x)ux)x + h(x)um, (А.20)

асоцiйованого з умовою n = 0, набагато складнiше, нiж при n 6= 0 [277].
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Теорема А.8. Узагальнена розширена група еквiвалентностi Ĝ∼ кла-
су (А.20) складається з перетворень

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u,

f̃ =
δ0δ1

ϕxψ2
f, g̃ =

δ0ϕx
ψ2

g, h̃ =
δ0

ϕxψm+1
h, m̃ = m,

де δj, j = 0, 1, 2, — довiльнi сталi, δ0δ1 6= 0; ϕ — довiльна гладка функцiя
змiнної x, причому ϕx 6= 0, а ψ задовольняє ЗДР (gψx/ψ

2)x = 0.

Звичайну групу еквiвалентностi G∼ класу (А.20) можна виокремити
з Ĝ∼ умовою ψx = 0. Довiльний елемент m є iнварiантом групи Ĝ∼.
Це дозволяє розбити клас (А.20) на пiдкласи, кожен з яких вiдповiдає
фiксованому значенню m. Цiкавим є пiдклас з m = 2.

Теорема А.9. Пiдклас рiвнянь (А.20) з m = 2 допускає узагальнену
розширену групу еквiвалентностi Ĝ∼m=2, що складається з перетворень

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = ϕ(x), ũ = ψ(x)u+ χ(x),

f̃ =
δ0δ1

ϕxψ2
f, g̃ =

δ0ϕx
ψ2

g, h̃ =
δ0

ϕxψ3
h,

де δj, j = 0, 1, 2, — довiльнi сталi, δ0δ1 6= 0, ψ — розв’язок ЗДР[
g

ψ2

(
ψ2

2h

(
gψx
ψ2

)
x

)
x

]
x

=
ψ

4h

[(
gψx
ψ2

)
x

]2

, а χ = −ψ
2

2h

(
gψx
ψ2

)
x

.

Група Ĝ∼m=2 є нетривiальною умовною групою еквiвалентностi кла-
су (А.20) за умовиm = 2, оскiльки обмеження Ĝ∼|m=2 групи Ĝ∼ наm = 2

вужче за групу Ĝ∼m=2: Ĝ∼|m=2  Ĝ∼m=2. Водночас G∼|m=2 = G∼m=2, тобто
умова m = 2 не дає розширення звичайної групи еквiвалентностi.

На вiдмiну вiд класу (А.17) у класi (А.20) калiбрування g = 1 не є
ефективним, як i iншi простi калiбрування. Запропонований вихiд з цiєї
ситуацiї — вiдобразити клас (А.20) деяким вiдображенням, породженим
точковими перетвореннями змiнних, на клас, для якого легше розв’язати
задачу класифiкацiї. Спочатку перетворенням з G∼ накладемо калiбру-
вання g = f , тобто вiдобразимо клас (А.20) на його пiдклас

f(x)ut = (f(x)ux)x + h(x)um. (А.21)
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Теорема А.10. Узагальнена розширена група еквiвалентностi Ĝ∼g=f

класу (А.21) складається з перетворень

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ũ = ψ(x)u,

f̃ =
δ0δ1

ψ2
f, h̃ =

δ0

δ1ψm+1
h, m̃ = m.

Тут δj, j = 0, 3, — довiльнi сталi, δ0δ1 6= 0; ψ = ψ(x) — довiльний
(ненульовий) розв’язок ЗДР з теореми А.8, де g = f .

Теорема А.11. Пiдклас рiвнянь (А.21) з m = 2 допускає узагальнену
розширену групу еквiвалентностi Ĝ∼g=f,m=2, складену перетвореннями

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ũ = ψ(x)u+ χ(x),

f̃ =
δ0δ1

ψ2
f, h̃ =

δ0

δ1ψ3
h,

де δj, j = 0, 3, — довiльнi сталi, δ0δ1 6= 0, а функцiї ψ i χ визначено як
у теоремi А.9, якщо покласти g = f .

Група Ĝ∼g=f,m=2 є нетривiальною умовною групою еквiвалентностi
класу (А.21), оскiльки вона ширша за Ĝ∼g=f |m=2. Звичайнi групи еквiва-
лентностi класiв (А.21) i його пiдкласу зm = 2 виокремлюються зв’язком
ψx = 0 вiдповiдно з Ĝ∼g=f i Ĝ∼g=f,m=2. Очевидно, що G∼g=f |m=2 = G∼g=f,m=2.

Сiм’я точкових перетворень v(t, x) =
√
|f(x)|u(t, x), параметризо-

ваних довiльним елементом f , породжує вiдображення вихiдного кла-
су (А.21) на клас-образ

vt = vxx +H(x)vm + F (x)v, (А.22)

де новi довiльнi елементи F та H визначаються за формулами

F (x) = −
(
√
|f(x)|)xx√
|f(x)|

, H(x) =
h(x)

(
√
|f(x)|)m+1

. (А.23)

Це дає специфiчне калiбрування довiльних елементiв класу (А.21),
оскiльки кожна фiксована пара (F,H) є образом нескiнченної кiлькостi
пар функцiй (f, h), що задовольняють умови (А.23).
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Теорема А.12. Звичайна група еквiвалентностi G∼FH класу (А.22)
спiвпадає з узагальненою розширеною i складається з перетворень

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ṽ = δ4v,

F̃ =
F

δ1
2 , H̃ =

H

δ1
2δ4

m−1 , m̃ = m.

Тут i надалi δj, j = 1, ..., 4, — довiльнi сталi, δ1δ4 6= 0.

Теорема А.13. Пiдклас рiвнянь (А.22) з m = 2 допускає узагальнену
розширену групу еквiвалентностi Ĝ∼FH,m=2, складену перетвореннями

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, ṽ = δ4v + χ(x),

F̃ =
F

δ1
2 −

2H

δ1
2δ4

χ, H̃ =
H

δ1
2δ4

,

де χ(x) — розв’язок ЗДР χxx = δ−1
4 Hχ2 − Fχ. Вона є нетривiальною

умовною групою еквiвалентностi класу (А.22) за умови m = 2.

У випадкуm = 2 потрiбно додатково калiбрувати через вiдображення
мiж класами так, щоб складнi перетворення еквiвалентностi, вiдповiднi
функцiї ψ, вiдобразились у тотожнi перетворення. Цього можна досягти
сiм’єю перетворень

w(t, x) = v(t, x) +
F (x)

2H(x)
, (А.24)

що породжує вiдображення пiдкласу рiвнянь (А.22) з m = 2 на клас
рiвнянь вигляду

wt = wxx +H(x)w2 +G(x). (А.25)

Новий довiльний елемент G виражається через F та H за формулою

G(x) = −
(
F (x)

2H(x)

)
xx

− F (x)2

4H(x)
. (А.26)

Теорема А.14. Звичайна група еквiвалентностi G∼HG класу (А.25)
спiвпадає з узагальненою розширеною i складається з перетворень

t̃ = δ1
2t+ δ2, x̃ = δ1x+ δ3, w̃ = δ4w, G̃ =

δ4G

δ1
2 , H̃ =

H

δ1
2δ4

.
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Кiнцевi класи ( (А.22) приm 6= 2 i (А.25) ) мають групи еквiвалентнос-
тi простої структури i взагалi є достатньо простими для групової класи-
фiкацiї. Всi виконанi вiдображення мiж класами переводять орбiти груп
еквiвалентностi в орбiти груп еквiвалентностi. Тому можна використати
метод групової класифiкацiї, описаний у пунктi 2.2.3. А саме, якщо взяти
по одному прообразу вiдносно (А.24) для кожного елемента списка G∼HG-
нееквiвалентних розширень МАI у класi (А.25), отримаємо подiбний
список вiдносно Ĝ∼FH,m=2-еквiвалентностi для пiдкласу рiвнянь (А.22) з
m = 2, який є “специфiкацiєю” списку вiдносно Ĝ∼FH-еквiвалентностi
для класу (А.22) для значення m = 2. Аналогiчно, з класифiкацiйно-
го списку для класу (А.22) за перетворенням v(t, x) =

√
|f(x)|u(t, x)

будуємо класифiкацiйний список для класу (А.20), який включає Ĝ∼g=f -
нееквiвалентнi розширення МАI при m 6= 2 i Ĝ∼g=f,m=2-нееквiвалентнi
розширення МАI при m = 2. Знайдено всi додатковi перетворення ек-
вiвалентностi, що дає також класифiкацiю вiдносно всiх точкових пере-
творень. Для пiдкласу рiвнянь (А.17) з m 6= 2 у термiнах класу-образу
прокласифiковано максимальнi умовнi групи еквiвалентностi та макси-
мальнi нормалiзованi пiдкласи i в результатi описано множину допусти-
мих перетворень.

Для всiх класiв рiвнянь, розглянутих у цьому пiдроздiлi, рiзними ме-
тодами побудовано широкi сiм’ї точних розв’язкiв та проведено попере-
днє дослiдження операторiв редукцiї.

А.4. Редукцiї i прихованi симетрiї
(1+2)-вимiрного рiвняння Бюргерса

Пiд час аналiзу багатовимiрних квазiпростих хвиль у слабо дисипатив-
них течiях у [250] виведено модельне (1+2)-вимiрне рiвняння Бюргерса

Φt + ΦΦx − Φxx − Φyy = 0, (А.27)
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яке має гарнi симетрiйнi властивостi, в особливостi — пов’язанi з прихо-
ваними симетрiями. МАI рiвняння (А.27) є алгебра

g = 〈∂t, ∂x, ∂y, G = t∂x + ∂Φ, D = 2t∂t + x∂x + y∂y − Φ∂Φ〉.

Повна група точкових симетрiй G рiвняння (А.27) складається з пере-
творень, що дiють на розв’язки за формулою

Φ̃(t, x, y) = ε1e
δ5Φ(e2δ5t+ δ1, ε1e

δ5x+ δ2 + δ4t, ε2e
δ5y + δ3),

де δ1, . . . , δ5 — довiльнi сталi, ε1, ε2 = ±1. Перелiк одно- i двовимiрних
G-нееквiвалентних пiдалгебр алгебри g вичерпують алгебри

〈D〉, 〈∂t + αG+ β∂y〉, (α, β) ∈ {(1, β′), (0, 1), (0, 0)}, β′ > 0,

〈G+ ∂y〉, 〈∂y + α∂x〉, α > 0, 〈G〉, 〈∂x〉.

〈D, ∂t〉, 〈D,G〉, 〈G+ ∂y, ∂x〉, 〈G, ∂x〉,

〈D, ∂y + α∂x〉, 〈∂t + εG, ∂y + α∂x〉, 〈G, ∂y + α∂x〉, α > 0, ε∈{0, 1},

〈D, ∂x〉, 〈∂t + αG+ β∂y, ∂x〉, (α, β)∈{(1, β′), (0, 1), (0, 0)}, β′ > 0.

Кожну одновимiрну пiдалгебру алгебри g можна використати для ре-
дукцiї рiвняння (А.27) до ДРЧП з двома незалежними змiнними. Наве-
демо анзаци, побудованi за нееквiвалентними одновимiрними пiдалгебра-
ми, i асоцiйованi редукованi рiвняння.

1. 〈D〉 : Φ = |t|−1/2ϕ(ω1, ω2), ω1 = |t|−1/2x, ω2 = |t|−1/2y, δ = sign t,

ϕ11 + ϕ22 − ϕϕ1 +
δ

2
(ϕ+ ω1ϕ1 + ω2ϕ2) = 0. (А.28)

2. 〈∂t + αG+ β∂y〉 : Φ = ϕ(ω1, ω2) + αt, ω1 = x− α

2
t2, ω2 = y − βt,

ϕ11 + ϕ22 − ϕϕ1 + βϕ2 − α = 0. (А.29)

3. 〈G+ ∂y〉 : Φ = ϕ(ω1, ω2) + y, ω1 = t, ω2 = x− ty,

ϕ1 + ϕϕ2 − (1 + ω2
1)ϕ22 = 0. (А.30)

4. 〈∂y + α∂x〉 : Φ =
√

1 + α2 ϕ(ω1, ω2), ω1 = t, ω2 =
x− αy√
1 + α2

,

ϕ1 + ϕϕ2 − ϕ22 = 0. (А.31)
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5. 〈G〉 : Φ = t−1ϕ(ω1, ω2) + t−1x, ω1 = t, ω2 = y.

6. 〈∂x〉 : Φ = ϕ(ω1, ω2), ω1 = t, ω2 = y.

Редукованi рiвняння у випадках 5 i 6 мають однаковий вигляд

ϕ1 − ϕ22 = 0. (А.32)

Серед редукованих рiвнянь є вiдомi. Так, (А.32) — одновимiрне лiнiй-
не рiвняння теплопровiдностi, (А.31) — звичайне, а (А.30) — узагальнене
(одновимiрне) рiвняння Бюргерса [267]. Симетрiйнi властивостi цих рiв-
нянь добре дослiдженi. Зокрема, рiвняння (А.32) i (А.31) мають широкi
МАI, що мiстять оператори, не iндукованi операторами з МАI g вихiдно-
го рiвняння (А.27). Отже, рiвняння (А.27) має велику множину операто-
рiв прихованої симетрiї. Зауважимо, що перший нетривiальний приклад
прихованої симетрiї, пов’язаної з редукцiєю ДРЧП, знайдено Капiтан-
ським [18, 19] для рiвнянь Ойлера. Класи прихованих симетрiй рiвнянь
Нав’є–Стокса i Ойлера побудовано в [127, 128, 223]. Рiвняння Бюргер-
са (А.31) зводиться пiдстановкою Коула–Хопфа ϕ = −2ϕ̃2/ϕ̃ до лiнiйно-
го рiвняння теплопровiдностi на функцiю ϕ̃ = ϕ̃(ω1, ω2). Отже, остаточно
маємо три класи розв’язкiв рiвняння (А.27) (тi, що вiдповiдають анза-
цам 4, 5 i 6), якi виражаються через розв’язки лiнiйного рiвняння тепло-
провiдностi. Подальшi редукцiї лiнiйного рiвняння теплопровiдностi не
потрiбнi, оскiльки багато точних розв’язкiв для нього вже побудовано,
що одразу дає великi сiм’ї точних розв’язкiв рiвняння (А.27).

Редукованi рiвняння (А.28), (А.29), (А.30) не мають цiкавих власти-
востей щодо лiївської симетрiї. Всi оператори з їх МАI iндуковано опера-
торами з алгебри g, а тому подальшi їх лiївськi редукцiї не дають нових
точних розв’язкiв порiвняно з прямою редукцiєю рiвняння (А.27) по дво-
вимiрних пiдалгебрах алгебри g.

Щоб редукувати рiвняння (А.27) до ЗДР у рамках лiївського пiдходу,
достатньо вибрати тiльки алгебри зi списку нееквiвалентних двовимiр-
них пiдалгебр алгебри g, якi не мiстять операторiв G, ∂y + α∂x або ∂x.
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(Iнакше вiдповiднi розв’язки належать класам вже описаних розв’язкiв,
що виражаються через розв’язки лiнiйного рiвняння теплопровiдностi.)
Цiй умовi задовольняє тiльки пiдалгебра 〈D, ∂t〉. Вiдповiднi анзац i ре-
дуковане рiвняння мають вигляд Φ = −y−1ϕ(ω), де ω = y−1x, та

(1 + ω2)ϕ′′ + 4ωϕ′ + 2ϕ+ ϕϕ′ = 0. (А.33)

Загальний розв’язок рiвняння (А.33) виражається через елементарнi
функцiї. Проiнтегруємо його один раз: (1 + ω2)ϕ′ + 2ωϕ + 1

2ϕ
2 = 2A, де

A = const, i зведемо отримане рiвняння Рiкатi пiдстановкою

ϕ = 2(1 + ω2)
ψ′

ψ
, ψ = ψ(ω)

до лiнiйного ЗДР другого порядку (1 + ω2)2ψ′′ + 4ω(1 + ω2)ψ′−Aψ = 0.

Вигляд загального розв’язку останнього рiвняння залежить вiд A:

A = 0: ψ = C1 + C2

(
θ +

ω

1 + ω2

)
,

A = 1: ψ = C1
ω√

1 + ω2
+ C2

ωθ + 1√
1 + ω2

,

A > 1: ψ = C1
ω − α√
1 + ω2

e−αθ + C2
ω + α√
1 + ω2

eαθ,

A < 1

A 6= 0
: ψ = C1

ω cos(αθ)− α sin(αθ)√
1 + ω2

+ C2
ω sin(αθ) + α cos(αθ)√

1 + ω2
,

де θ := arctgω, α :=
√
|A− 1|.

Розглянемо нелiївський анзац

Φ = ϕ(t, y)x+ ψ(t, y), (А.34)

що редукує рiвняння (А.27) до системи

ϕt − ϕyy + ϕ2 = 0, ψt − ψyy + ϕψ = 0 (А.35)

двох ДРЧП на двi новi невiдомi функцiї ϕ = ϕ(t, y) i ψ = ψ(t, y). Цей
анзац допускає iнтерпретацiю в рамках рiзних пiдходiв до побудови то-
чних розв’язкiв нелiнiйних ДРЧП, таких як нелiнiйне роздiлення змiн-
них [145], метод диференцiальних зв’язкiв [40], антиредукцiя [137] або
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узагальненi умовнi симетрiї [119,290], якi пов’язанi мiж собою [212]. Так,
диференцiальний зв’язок Φxx = 0, що вiдповiдає анзацу (А.34), фор-
мально сумiсний з (А.27). Антиредукцiя рiвняння (А.27) за допомогою
анзаца, що мiстить двi новi невiдомi функцiї двох аргументiв, до сис-
теми двох ДРЧП означає, що Φxx∂Φ є оператором узагальненої умовної
симетрiї рiвняння (А.27).

МАI g1 = 〈 ∂t, ∂y, ϕ∂ψ, G1 = (tϕ − ψ)∂ψ, D1 = 2t∂t + y∂y − 2ϕ∂ϕ,
D′1 = ψ∂ψ 〉 системи (А.35) шестивимiрна, а dim g = 5. Отже, в g1 повиннi
iснувати оператори, не iндукованi операторами з g. Дiйсно, оператори ∂t,
∂y, ∂x, G, D з g iндукують вiдповiдно оператори ∂t, ∂y, ϕ∂ψ, G1, D1−D′1
з g1. Будь-який оператор з g1, який мiстить лiнiйну комбiнацiю операто-
рiв D1 i D′1 з коефiцiєнтами, непропорцiйними (1,−1), не є iндукованим
оператором з g, тобто рiвняння (А.27) має нетривiальнi прихованi симет-
рiї, асоцiйованi з нелiївським анзацом (А.34).

Для побудови точних розв’язкiв системи (А.35) можна використати
той факт, що ця система напiвзачеплена. Пiдстановка вiдомого розв’яз-
ку першого рiвняння у друге приводить до лiнiйного рiвняння теп-
лопровiдностi з потенцiалом ϕ на функцiю ψ. Обговоримо тут ли-
ше випадок ϕ = 6y−2 mod G, у якому загальний розв’язок рiвняння
ψt−ψyy+6y−2ψ = 0 на ψ виражається через загальний розв’язок (вiльно-
го) рiвняння теплопровiдностi. Пiсля пiдстановки ψ = y3ζ(t, y) отримає-
мо рiвняння ζt−ζyy−6y−1ζy = 0 для функцiї ζ = ζ(t, y). Мiж рiвняннями
вигляду ηt−ηyy−νy−1ηy = 0 i θt−θyy−(ν−2)y−1θy = 0, де ν = const, є пе-
ретворення Беклунда θy = yη, θt = (yη)y+(ν−2)η, що зсуває параметр ν
на −2. Застосовуючи його тричi до рiвняння ζt−ζyy−6y−1ζy = 0, отрима-
ємо зображення розв’язкiв цього рiвняння через розв’язки рiвняння теп-
лопровiдностi: ζ = (y−1∂y)

3θ, де θt−θyy = 0. У результатi, маємо ще один
клас розв’язкiв Φ = 6y−2x+ (y−1∂y)

3θ(t, y) рiвняння (А.27), зображених
у термiнах довiльного розв’язку θ = θ(t, y) лiнiйного рiвняння теплопро-
вiдностi. Фiзичний змiст побудованих розв’язкiв обговорено в [250].
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Додаток Б

Закони збереження потенцiальних систем.
Доведення

Наведенi у пiдроздiлi 4.8 результати для двовимiрного випадку можна
узагальнити на багатовимiрний випадок двома способами. Один iз них
пов’язаний з так званими абелевими накриттями [193], а iнший грунту-
ється на введеннi потенцiалiв згiдно теореми 4.3. Частину результатiв
можна також поширити на калiброванi потенцiальнi системи i загальнi
накриття. У сукупностi це обґрунтовує поняття характеристики закону
збереження для таких потенцiальних структур, доводить для них теоре-
му 4.2, а також дає деякi iншi твердження (див. теореми Б.1 i Б.2).

Б.1. Абелевi накриття

Припустимо, що система L допускає p потенцiалiв v1, . . . , vp, визначених
спiввiдношеннями

vsi = Gsi[u], (Б.1)

де диференцiальнi функцiї Gsi = Gsi[u] задовольняють умовi сумiсностi
DjG

si = DiG
sj на множинi розв’язкiв системи L. Вiдповiдну потенцi-

альну систему Lp канонiчно зображено потенцiальною частиною (Б.1) i
системою L, з якої виключено пiдсистему рiвнянь, що є диференцiальни-
ми наслiдками iнших рiвнянь системи L i потенцiальної частини, узятих
разом. Як i в пiдроздiлi 4.8, iндекс ν пробiгає множину N номерiв рiв-
нянь з L, що входять до зображення системи Lp, а iндекс ν ′ пробiгає її
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доповнення N ′ = {1, . . . , l}\N . Описане зображення дає канонiчне роз-
шарування системи Lp над системою L.

Система Lp визначає абелеве накриття (першого рiвня) системи L,
оскiльки правi частини Gsi у (Б.1) не залежать вiд потенцiалiв v1, . . . , vp.
Кожну з умов сумiсностi (DjG

si−DiG
sj)
∣∣
L= 0 можна iнтерпретувати як

закон збереження системи L зi збережним вектором, який має тiльки
двi ненульовi компоненти, а саме, i-та компонента дорiвнює Gsj i j-та
компонента дорiвнює −Gsi. Отже, для визначення одного потенцiалу в
абелевому накриттi необхiдно мати 1

2n(n− 1) законiв збереження спецi-
ального вигляду.

Подiбно до двовимiрного випадку, два набори v = (v1, . . . , vp) i
ṽ = (ṽ1, . . . , ṽp) потенцiалiв абелевих накриттiв деякої багатовимiрної
системи L еквiвалентнi, якщо iснують диференцiальнi функцiї Φs[u] i
сталi csσ такi, що |csσ| 6= 0 i перетворення ṽs = csσv

σ + Φs[u] (змiннi x i
похiднi функцiй u не перетворюють) вiдображає систему Lp, асоцiйова-
ну з v, у систему L̃p, асоцiйовану з ṽ. Набори диференцiальних функцiй
(Gsi[u]) i (G̃si[u]) з потенцiальних частин цiєї системи пов’язанi спiввiд-
ношеннями (G̃si − csσG

σi − DiΦ
s)
∣∣
L= 0. При локально-координатному

пiдходi абелеве накриття системи L у дiйсностi є класом еквiвалентностi
наборiв потенцiалiв, якi розглядають разом з вiдповiдними рiвняннями
вигляду (Б.1) i продовженнями операторiв повного диференцiювання на
потенцiали, що збiгаються на множинi розв’язкiв системи L. Еквiвалент-
нiсть p-наборiв потенцiалiв узгоджена з еквiвалентнiстю асоцiйованих p-
елементних множин 1

2n(n−1)-наборiв збережних векторiв з урахуванням
лiнiйних комбiнацiй.

Означення 4.14 легко узагальнити на абелевi накриття довiльної роз-
мiрностi.

Означення Б.1. Потенцiали v1, . . . , vp називають локально залежни-
ми на множинi розв’язкiв системи L (або скорочено залежними),
якщо iснують r′ ∈ N i функцiя Ω змiнних x, u(r′), v1, . . . , vp такi, що
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Ωvs 6= 0 для деякого s i Ω(x, u(r′), v
1, . . . , vp) = 0 для будь-якого розв’яз-

ку (u, v1, . . . , vp) системи Lp (з точнiстю до калiбрувальних перетворень,
тобто додавання сталих до потенцiалiв).

Якщо лiнiйна комбiнацiя наборiв (Gs1, . . . , Gsn), s = 1, p, — повний
градiєнт, тобто csG

si = DiH для деяких сталих cs i диференцiальної
функцiї H[u], то потенцiали v1, . . . , vp залежнi i csvs = H[u] + c0 для
деякої нехтовної сталої c0.

Застосування характеристичної форми (4.1) законiв збереження ви-
магає цiлковитої невиродженостi систем L i Lp. Знову використаємо при-
йом iз введенням навантажених просторiв струменiв i розширенням ваги
на потенцiали. Процедура подiбна до двовимiрного випадку. Так, прави-
ло для розширення ваги на похiднi потенцiалiв v1, . . . , vp задає формула

%(vsα) = max
(
0, %(Gs1)− 1, . . . , %(Gsn)− 1

)
+ |α|.

Лема Б.1. Система L цiлком невироджена за вагою тодi i тiльки
тодi, коли система Lp цiлком невироджена за цiєю вагою, розширеною
на похiднi потенцiалiв.

Доведення. Повну множину Lp[k] незалежних диференцiальних наслiд-
кiв системи Lp якi мають розширенi ваги не вище, нiж k, вичер-
пують рiвняння L̆µ̆ = 0, µ̆ = 1, . . . , l̆, vsα = Dαi−1

i D
αi+1

i+1 . . . D
αn
n G

si.

Тут рiвняння L̆µ̆ = 0, µ̆ = 1, . . . , l̆, утворюють повну множину L[k] неза-
лежних диференцiальних наслiдкiв системи L, якi мають ваги не ви-
ще k, i vsα = ∂|α|vs/∂xα1

1 . . . ∂xαnn . Для фiксованих i i s мультиiндекс
α = (α1, . . . , αn) пробiгає множину мультиiндексiв, що задовольняють
обмеження α1 = · · · = αi−1 = 0, αi > 0, %(vs) + |α| 6 k. Далi доведення
повторює доведення леми 4.9.

Будь-яка потенцiальна система, що зображає абелеве накриття, роз-
шарована над вiдповiдною вихiдною системою. Тому всi твердження пiд-
роздiлу 4.7 можна застосовувати до її законiв збереження (пiсля необ-
хiдних модифiкацiй у доведеннi теореми 4.7, пов’язаних iз введенням
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навантажених просторiв струменiв). Строге твердження про зв’язок мiж
характеристиками, вiльними вiд потенцiалiв, i законами збереження, iн-
дукованими законами збереження вiдповiдної вихiдної системи, можна
довести завдяки спецiальнiй структурi цього розшарування.

Лема Б.2. Якщо характеристика потенцiальної системи Lp зале-
жить тiльки вiд “локальних” змiнних (тобто є функцiєю тiльки вiд x
i похiдних функцiй u), то асоцiйований закон збереження системи Lp

має вектор густини, незалежний вiд потенцiалiв.

Доведення. Нехай (αsi, γν, s = 1, p, i = 1, n, ν ∈ N ) — характеристика
потенцiальної системи Lp, незалежна вiд потенцiалiв v1, . . . , vp. (Згiдно
визначальним рiвнянням (Б.1) для потенцiалiв, залежнiстю характерис-
тики вiд похiдних потенцiалiв ненульового порядку можна знехтувати
з точнiстю до вiдношення еквiвалентностi характеристик.) Компоненти
αsi i γν є диференцiальними функцiями вiд u i асоцiйованi з рiвняннями
vsi = Gsi i Lν = 0 вiдповiдно. За означенням характеристики iснує вектор
(F 1, . . . , F n), що зберiгається, системи Lp, для якого

DiF
i = αsi(vsi −Gsi) + γνLν =: V. (Б.2)

Оскiльки диференцiальна функцiя V = V [u, v] є повною дивергенцi-
єю, дiя розширеного оператора Ейлера E = (Eu1, . . . ,Eum,Ev1, . . . ,Evp)

на V дає набiр з m + p нулiв. Зокрема, −Evs V = Diα
si = 0, а тому

(αs1[u], . . . , αsn[u]) — нульова дивергенцiя i згiдно теореми 4.3 iснують та-
кi диференцiальнi функцiї Φsij = Φsij[u], що αsi = DjΦ

sij i Φsij = −Φsji.
Набiр F̂ з компонентами F̂ i = F i + Φsij(vsj − Gsj), є вектором, що збе-
рiгається, еквiвалентним вихiдному вектору F . У термiнах вектора F̂

рiвняння (Б.2) можна переписати у виглядi

DiF̂
i = αsi(vsi −Gsi) + γνLν + (DiΦ

sij)(vsj −Gsj) +

+ Φsij(vsij −DiG
sj) =

∑
i<j

Φsij(DjG
si −DiG

sj) + γνLν.
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Права частина цiєї рiвностi щезає на множинi розв’язкiв системи L. Дi-
ючи згiдно стандартного способу виведення характеристичної форми за-
конiв збереження, отримаємо, що DiF̌

i = γ̌µLµ для деяких диференцi-
альних функцiй γ̌µ[u] i деякого збережного вектора F̌ , еквiвалентного
F̂ , а отже, i F . (Вектор F̌ вiдрiзняється вiд F̂ на набiр, що щезає на
множина розв’язкiв системи L.) Оскiльки γ̌µLµ залежить тiльки вiд x

i похiдних функцiй u, iз останньої рiвностi i наслiдку 4.1 випливає, що
iснує збережний вектор F̃ системи Lp який залежить тiльки вiд x i по-
хiдних функцiй u i є еквiвалентним вектору F̌ , а отже i вектору F .

Лема Б.3. Якщо розширену характеристику потенцiальної систе-
ми Lp iндуковано характеристикою вихiдної системи L, то асоцiйо-
ваний закон збереження системи Lp має характеристики, що не зале-
жать вiд потенцiалiв.

Доведення. Нехай система Lp визначає абелеве накриття системи L.
Припустимо, що Lp має розширену характеристику, iндуковану характе-
ристикою λ системи L. Це еквiвалентно iснуванню вектора F , що зберi-
гається, системи Lp з DiF

i = λµ[u]Lµ[u]. У загальному випадку, це рiв-
няння не є характеристичною формою закону збереження системи Lp,
що мiстить вектор F , оскiльки деякi рiвняння системи L можуть не мi-
ститися в мiнiмальнiй множинi рiвнянь, що зображають потенцiальну
систему Lp. Зберемо iндекси таких рiвнянь у множину N ′ = {ν ′} i при-
пустимо, що N ′ 6= ∅ (iнакше це вже характеристична форма).

За лемою 4.7, зображення будь-якого Lν′ як диференцiального наслiд-
ку системи Lp має вигляд

Lν
′
= Aν′νLν +

∑
i<j

Bν′sij(DiG
sj −DjG

si),

де Aν′ν i Bν′sij — многочлени вiд операторiв повного диференцiювання
Di з гладкими коефiцiєнтами, залежними вiд x i похiдних функцiй u,
Bν′sij = −Bν′sji. Оскiльки DiG

sj −DjG
si = Dj(v

s
i −Gsi)−Di(v

s
j −Gsj),
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то DiF
i = λνLν +λν

′
Aν′νLν +λν

′
Bν′sijDj(v

s
i −Gsi), звiдки, iнтегруючи по

частинах, отримаємоDiF̃
i = γνLν+αsi(vsi−Gsi). Тут αsi = −DjB

jisν′∗λν
′

i γν = λν + Aνν′∗λν
′ — диференцiальнi функцiї вiд u, Aνν′∗ i Bjisν′∗ по-

значають формально спряженi оператори до Aν′ν i Bν′sij вiдповiдно. F i
F̃ — еквiвалентнi збережнi вектори, оскiльки їх рiзниця щезає на Lp.

Отже, знайдено характеристику (αsi, γν, s = 1, p, i = 1, n, ν ∈ N )

закону збереження з вектором густини F , залежну тiльки вiд x i похiдних
функцiй u.

Комбiнуючи твердження 4.8, теорему 4.7 i леми Б.2 i Б.3, одержимо
версiю теореми 4.2 для абелевих накриттiв.
Зауваження Б.1. Властивостi локальностi законiв збереження, перера-
хованi у теоремi 4.2, зберiгаються при перетвореннях еквiвалентностi по-
тенцiальних систем. Бiльш точно, якщо системи Lp i L̃p належать одному
абелевому накриттю системи L, то вiдповiдне перетворення еквiвалент-
ностi вiдображає будь-який закон збереження системи Lp з властивостя-
ми локальностi у закон збереження системи L̃p з такими ж властивостя-
ми. Отже, твердження про властивостi локальностi законiв збереження
потенцiальних систем можна переформулювати у термiнах абелевих на-
криттiв.

Б.2. Стандартнi потенцiали

Розглянемо потенцiальнi системи, отриманi введенням потенцiалiв згi-
дно теореми 4.3 при n > 2. Припустимо, що система L має p лi-
нiйно незалежних локальних законiв збереження з векторами густини
Gs = (Gs1, . . . , Gsn), s = 1, p. Введемо потенцiали vsij = −vsji, зв’язанi з
цiєю множиною векторiв рiвнянням

vsijj = Gsi. (Б.3)

Додатково вважатимемо, що цi потенцiали локально незалежнi на мно-
жинi розв’язкiв системи L. Канонiчне зображення вiдповiдної стан-
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дартної потенцiальної системи Lp складається з потенцiальної части-
ни (Б.3) i системи L, з якої виключено пiдсистему рiвнянь, що є диферен-
цiальними наслiдками iнших рiвнянь системи L i потенцiальної частини,
узятих разом. Iндекс ν ′ пробiгає множину N ′ iндексiв таких рiвнянь, а
iндекс ν — її доповнення N = {1, . . . , l}\N ′. (Зауважимо, що |N | > l−p
i може не дорiвнювати l − p.) Описане вище зображення є канонiчним
розшаруванням системи Lp над системою L.

Набори v = (vsij) i ṽ = (ṽsij) потенцiалiв, асоцiйованi з одним й тим
самим p-вимiрним пiдпростором простору CL(L), вважаємо еквiвалент-
ними. Iншими словами, набори потенцiалiв v i ṽ еквiвалентнi, якщо iсну-
ють диференцiальнi функцiї Φsij[u] i сталi csσ такi, що Φsij = −Φsji,
|csσ| 6= 0 i перетворення ṽsij = csσv

σij + Φsij[u] (змiннi x i похiднi функ-
цiй u не перетворюють) вiдображає систему Lp, асоцiйовану з v, у систе-
му L̃p, асоцiйовану з ṽ. Набори вiдповiдних збережних векторiв Gs i G̃s

пов’язанi умовами (G̃si − csσGσi −DiΦ
sij)
∣∣
L= 0. Будемо також казати,

що системи Lp i L̃p еквiвалентнi як потенцiальнi системи системи L.
Процедура градуювання простору струменiв вiдносно потенцiалiв при

n > 2 аналогiчна двовимiрному випадку (див. пiдроздiл 4.8). Вiдмiннiсть
полягає у тому, що ваги всiх потенцiалiв, якi виникають з одного закону
збереження (тобто з однаковим значенням iндексу s), вважаємо рiвними,
тобто %(vsijα ) = max

(
0, %(Gs1)− 1, . . . , %(Gsn)− 1

)
+ |α|.

Лема Б.4. Система L цiлком невироджена за деякою вагою тодi i
тiльки тодi, коли система Lp цiлком невироджена за цiєю вагою, роз-
ширеною на похiднi потенцiалiв.

Доведення. Повну множину Lp[k] незалежних диференцiальних наслiдкiв
системи Lp з розширеними вагами не вище, нiж k, вичерпують рiвняння
L̆µ̆ = 0, µ̆ = 1, l̆, vsijα+δj

= Dα1
1 . . . Dαn

n G
si, де рiвняння L̆µ̆ = 0, µ̆ = 1, l̆,

утворюють повну множину L[k] незалежних диференцiальних наслiдкiв
системи L, з вагами не вище, нiж k, i vsα = ∂|α|vs/∂xα1

1 . . . ∂xαnn . Для
фiксованих i та s мультиiндекс α = (α1, . . . , αn) пробiгає множину муль-
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тиiндексiв, в якiй %(vs) + |α| < k i додатково α1 = 0, якщо i = 1. Далi
доведення повторює доведення леми 4.9.

Подiбно до двовимiрних потенцiальних систем i систем, що зобража-
ють абелевi накриття, багатовимiрнi потенцiальнi системи розшарованi
над вiдповiдними вихiдними системами у спецiальний спосiб. Окрiм всiх
тверджень пiдроздiлу 4.7, це дозволяє доводити бiльш сильнi твердження
про закони збереження таких систем, iндукованi законами збереження
вихiдних систем.

Лема Б.5. Якщо характеристика потенцiальної системи Lp зале-
жить тiльки вiд локальних змiнних (тобто вiд незалежних i непо-
тенцiальних залежних), то асоцiйований закон збереження цiєї сис-
теми має вектор густини, не залежний вiд потенцiалiв.

Доведення. За припущенням, потенцiальна система Lp має характерис-
тику (αsi, γν, s = 1, p, i = 1, . . . , n, ν ∈ N ), не залежну вiд потенцiа-
лiв v1, . . . , vp. (Завдяки (Б.3) залежнiстю характеристики вiд похiдних
потенцiалiв ненульового порядку можна нехтувати з точнiстю до вiдно-
шення еквiвалентностi характеристики.) Компоненти αsi i γν, що є ди-
ференцiальними функцiями вiд u, вiдповiдають рiвнянням Djv

sij = Gsi i
Lν = 0. Тому iснує вектор F , що зберiгається, потенцiальної системи Lp з

DiF
i = αsi(vsijj −G

si) + γνLν =: V. (Б.4)

Оскiльки V = V [u, v] — повна дивергенцiя, то розширений оператор
Ейлера E = (Eu1, . . . ,Eum,Ev1ij , . . . ,Evpij , 1 6 i < j 6 n) переводить V у
набiр нулiв. Зокрема, −Evsij V = Djα

si−Diα
sj = 0. Цi умови означають,

що для кожного значення s “горизонтальна” диференцiальна 1-форма
ωs = αsi[u] dxi замкнена вiдносно повного диференцiалу D, оскiльки

Dωs = Djα
si dxj ∧ dxi =

∑
i<j

(Djα
si −Diα

sj)dxj ∧ dxi = 0.

“Горизонтальний” комплекс [7] де Рама (або D-комплекс [31]) над цiлком
зiрчастою областю незалежної змiнної x i залежної змiнної u є точним
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(див., наприклад, теорему 5.59 з [31]). Отже, 1-форма ωs — D-точна,
тобто iснує “горизонтальна” диференцiальна 0-форма (iншими словами,
диференцiальна функцiя) Φs = Φs[u] така, що ωs = DΦs. Покомпонентно
остання рiвнiсть має вигляд αsi = DiΦ

s.
Розглянемо збережний вектор F̂ , еквiвалентний вихiдному вектору F ,

з компонентами F̂ i = F i − Φs(vsijj − Gsi). Тодi рiвняння (Б.4) можна
переписати як

DiF̂
i = −Φs(vsijij −DiG

si) + γνLν = ΦsDiG
si + γνLν.

Права частина цього рiвняння є диференцiальною функцiєю вiд u i ще-
зає на многовидi L(k) у просторi струменiв Jk(x|u), де k — найвищий
порядок похiдних у цьому виразi. Використовуючи лему Адамара i “iн-
тегрування по частинах” як при виведеннi загальної характеристичної
форми законiв збереження, отримаємо, що DiF̌

i = γ̌µLµ для деяких ди-
ференцiальних функцiй γ̌µ[u]. Вектор F̌ , що зберiгається, еквiвалентний
вектору F̂ i, отже, вектору F , оскiльки його рiзниця з F̂ щезає на мно-
жинi розв’язкiв системи L. Права частина γ̌µLµ залежить тiльки вiд x i
похiдних функцiй u, тому в силу наслiдку 4.1 з цiєї рiвностi випливає, що
iснує вектор F̃ , що зберiгається, системи Lp, який залежить тiльки вiд x
i похiдних функцiй u i еквiвалентний вектору F̌ i, отже, вектору F .

Лема Б.6. Якщо розширену характеристику потенцiальної систе-
ми Lp iндуковано характеристикою системи L, то асоцiйований закон
збереження системи Lp має характеристику, не залежну вiд потен-
цiалiв.

Доведення. Нехай багатовимiрна потенцiальна система Lp має розшире-
ну характеристику, iндуковану характеристикою λ вихiдної системи L.
Отже, iснує вектор F = (F 1, . . . , F n), що зберiгається, системи Lp та-
кий, що DiF

i = λµ[u]Lµ[u]. Оскiльки деякi рiвняння системи L можуть
не входити до мiнiмальної множини рiвнянь, що канонiчно зображають
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потенцiальну систему Lp, це спiввiдношення не обов’язково є характери-
стичною формою закону збереження системи Lp.

Утворимо множину N ′ = {ν ′} з iндексiв таких рiвнянь i припустимо,
що N ′ 6= ∅. Тодi згiдно леми 4.7, Lν′, що є диференцiальним наслiдком
системи Lp, можна зобразити як Lν′ = Aν′νLν+Bν′sDiG

si, де Aν′ν i Bν′s —
многочлени вiд операторiв повного диференцiюванняDi з коефiцiєнтами,
залежними вiд x i похiдних функцiй u. З рiвнянь DiG

si = Di(v
sij
j −Gsi)

випливає, що

DiF
i = λνLν + λν

′
Aν′νLν + λν

′
Bν′sDi(v

sij
j −G

si),

i iнтегрування по частинах справа приводить до

DiF̃
i = αsi(vsijj −G

si) + γνLν.

Тут αsi = −DiB
sν′∗λν

′ i γν = λν + Aνν′∗λν
′ — диференцiальнi функцiї

вiд u, Aνν′∗ i Bsν′∗ — оператори, формально спряженi до Aν′ν i Bν′s. Ве-
ктори F i F̃ , що зберiгаються, еквiвалентнi, бо їх рiзниця щезає на Lp.

Це дає характеристику (αsi, γν, s = 1, p, i = 1, . . . , n, ν ∈ N ) закону
збереження з вектором густини F , яка залежить тiльки вiд x i похiдних
вiд u, що i вимагалося довести.

Результати твердження 4.8, теореми 4.7 i лем Б.5 i Б.6 пiдсумовує
версiя теореми 4.2 для багатовимiрних потенцiальних систем.

Зауваження Б.2. Властивостi локальностi законiв збереження стiйкi
вiдносно еквiвалентностi потенцiальних систем. Iншими словами, якщо
потенцiальнi системи Lp i L̃p системи L еквiвалентнi, то вiдповiдне пе-
ретворення еквiвалентностi вiдображає будь-який закон збереження сис-
теми Lp з властивостями локальностi, про якi йдеться у теоремi 4.2, у
закон збереження системи L̃p з такими ж властивостями.

При n > 2 рiвняння (Б.3), асоцiйованi з фiксованим розв’язком
u = u(x) системи L, утворюють недовизначену систему на потенцiа-
ли vsij. Отже, до Lp можна додати калiбрувальнi умови на потенцiа-
ли. Насправдi такi додатковi умови абсолютно необхiднi при n > 2 для
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того, щоб потенцiальна система мала нетривiальний симетрiї i закони
збереження. Так, у теоремi 2.7 з [53] при досить загальних припущен-
нях стверджується, що кожна локальна симетрiя потенцiальної системи
з незв’язаними додатково потенцiалами проектовна у локальну симетрiю
вихiдної системи, тобто така потенцiальна система не дає нетривiальних
потенцiальних симетрiй. Бiльш того, кожний закон збереження такої сис-
тема iнварiантний вiдносно калiбрувальних перетворень потенцiалiв [56].

Означення Б.2. Систему Lg диференцiальних рiвнянь з незалежними
змiнними x i залежними змiнними u i v називають калiбруванням на
потенцiали vsij, визначеним рiвняннями (Б.3), якщо будь-який диферен-
цiальний наслiдок зчепленої системи Lgp = Lp∩Lg, в якому немає потен-
цiалiв vsij, є диференцiальним наслiдком вихiдної системи L. Зчеплену
систему Lgp називають калiброваною потенцiальною системою. Калi-
бровку Lg називають слабкою, якщо мiнiмальна множина рiвнянь, що
породжують всi диференцiальний наслiдки системи Lp, мiститься у мi-
нiмальнiй множинi рiвнянь, що зображають зчеплену систему Lgp, яку
назвемо у цьому випадку слабо калiброваною потенцiальна система.

Калiбрована потенцiальна система Lgp є розшарованою системою над
базовою системою L. Отже, твердження пiдроздiлу 4.7 вiрнi для законiв
збереження таких систем i їх можна посилити до теореми 4.2.

Послаблену версiю теореми 4.2 про потенцiальнi системи без калiбру-
вань можна поширити на слабо калiброванi потенцiальнi системи. Дове-
дення аналогiчне вже наведеним, тiльки замiсть найпростiшої версiї ле-
ми Адамара для розшарувань (лема 4.7) необхiдно застосувати загальну
версiю (лема 4.8).

Теорема Б.1. Закон збереження слабо калiброваної потенцiальної сис-
теми мiстить вектор густини, не залежний вiд потенцiалiв, тодi i
тiльки тодi, коли вiн має характеристику, яка також не залежить
вiд потенцiалiв i чиї компоненти, вiдповiднi калiбрувальним рiвнян-
ням, щезають.
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Б.3. Загальнi накриття

Iдею загальних накриттiв запропоновано у вiдомiй статтi Волквiста i
Естабрука [283] у виглядi продовжених структур iз залученням псевдо-
потенцiалiв. Пiзнiше цю iдею було строго сформульовано i розвинуто
у геометричних термiнах [7, 178, 179, 280]. Далi накриття розглянуто в
рамках локального пiдходу з введенням локальних координат.

Твердження про одночасну локальнiсть векторiв, що зберiгаються, i
характеристик не вiрне для законiв збереження загальних накриттiв.

Припустимо, що система L допускає p псевдопотенцiалiв v1, . . . , vp,
визначених рiвняннями

vsi = Gsi[u|v], (Б.5)

де диференцiальнi функцiї Gsi = Gsi[u|v] задовольняють умову сумiсно-
стi D̂jG

si = D̂iG
sj на множинi розв’язкiв системи L. Позначення G[u|v]

означає, що G — диференцiальна функцiя вiд u i v, що залежить лише
вiд x, v i похiдних вiд u (похiдних вiд v порядкiв вище 0 немає!). Такi
функцiї будемо називати диференцiальними функцiями вiд (u|v). D̂i —
оператор повного диференцiювання, що дiє на диференцiальнi функцiї
вiд (u|v) згiдно системи (Б.5), тобто D̂i = ∂xi + uaα,i∂uaα +Gsi[u|v]∂vs.

Канонiчне зображення вiдповiдної потенцiальної системи Lp складає-
ться з псевдопотенцiальної частини (Б.5) i рiвнянь системи L, за виклю-
ченням пiдмножини рiвнянь, якi є диференцiальними наслiдками систе-
ми (Б.5) разом з iншими рiвняннями системи L. Система Lp визначає
накриття системи L. Це приклад розшарованої системи з базовою сис-
темою L.

Два набори псевдопотенцiалiв v = (v1, . . . , vp) i ṽ = (ṽ1, . . . , ṽp) систе-
ми L еквiвалентнi, якщо iснують диференцiальнi функцiї Ωs[u|v] такi,
що |Ωs

vσ | 6= 0 i перетворення Ω: x̃ = x, ũ = u, ṽs = Ωs[u|v] вiдображає сис-
тему Lp, асоцiйовану з v, у систему L̃p, асоцiйовану з ṽ. Функцiї Gsi[u|v]

i G̃si[u|ṽ] iз псевдопотенцiальних частин цих систем пов’язано спiввiдно-
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шенням (G̃si− D̂iΩ
s)
∣∣
L= 0. Тому продовження операторiв повного дифе-

ренцiювання на еквiвалентнi набори псевдопотенцiалiв спiвпадають на
множинi розв’язкiв системи L. У дiйсностi, в локально-координатному
пiдходi накриття системи L є класом еквiвалентностi наборiв псевдопо-
тенцiалiв, розглянутих разом з вiдповiдними рiвняннями у формi (Б.5)
i продовженнями операторiв повного диференцiювання, що спiвпадають
на множинi розв’язкiв системи L.

Оскiльки збережнi вектори системи Lp, рiзниця яких щезає тотожно
в силу пiдсистеми (Б.5), еквiвалентнi, то кожен закон збереження сис-
теми Lp мiстить вектор густини F [u|v], компоненти F i[u|v] якого не за-
лежать вiд похiдних ненульових порядкiв вiд псевдопотенцiалiв. Згiдно
леми 4.7, формулу DiF

i
∣∣
Lp

= 0 для векторiв цього типу можна переписа-
ти у виглядi D̂iF

i
∣∣
L= 0. Те саме вiрне для характеристик i розширених

характеристик системи Lp, тобто з точнiстю до еквiвалентностi, визначе-
ної пiдсистемою (Б.5), компоненти будь-якої (розширеної) характеристи-
ки системи Lp можна вважати диференцiальними функцiями вiд (u|v).
Збережнi вектори, характеристики i розширенi характеристики, компо-
ненти яких не мiстять похiдних ненульового порядку вiд псевдопотенцi-
алiв, назвемо зведеними.

Завдяки структурi рiвнянь (Б.5), будь-яку вагу, визначену для змiн-
них x i uaα, можна поширити на похiднi псевдопотенцiалiв. А саме,
можна вважати, що всi псевдопотенцiали v мають однакову вагу, рiв-
ну, наприклад, %v = max

(
0, %(Gsi) − 1, s = 1, p, i = 1, . . . , n

)
. Отже,

%(vsα) = %v + |α|. Використане правило поширення вiдображає той факт,
що псевдопотенцiали мiстяться у правих частинах рiвнянь (Б.5).

Лема Б.7. Система L цiлком невироджена по деякiй вазi тодi i тiльки
тодi, коли система Lp цiлком невироджена по цiй вазi, поширенiй на
похiднi псевдопотенцiалiв.

Лема Б.7 доводиться аналогiчно лемi Б.1, тiльки замiсть стандартних
потрiбно використовувати модифiкованi оператори повного диференцi-
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ювання D̂i. Отже, для коректної роботи iз звичайними i розширеними
характеристиками законiв збереження обох систем L i Lp достатньо при-
пускати лише повну невиродженiсть системи L. Оскiльки будь-яка по-
тенцiальна система, що визначає накриття системи L, розшарована над
базовою системою L, твердження пiдроздiлу 4.7 вiрнi також для зако-
нiв збереження таких систем (пiсля необхiдних замiн у доведеннi теоре-
ми 4.7, враховуючих градуювання простору струменiв). Об’єднавши цi
твердження, отримаємо версiю теореми 4.2 для випадку загальних на-
криттiв.

На жаль, властивiсть локальностi характеристик не можна включити
до ланцюжка еквiвалентних властивостей i, бiльш того, ця властивiсть
не зберiгається при перетвореннях еквiвалентностi наборiв псевдопотен-
цiалiв. Дiйсно, якщо потенцiальнi системи Lp i L̃p системи L еквiвалентнi
вiдносно перетворення Ω i система Lp має закон збереження F з локаль-
ною характеристикою, то немає нiякої гарантiї, що закон збереження F̃
системи L̃p, еквiвалентний закону збереження F вiдносно Ω, також має
локальну характеристику.

Властивiсть часткової локальностi розширених характеристик накри-
ваючих систем пов’язана з лiнiйнiстю асоцiйованих збережних векторiв
по псевдопотенцiалам.

Теорема Б.2. Закон збереження системи, що визначає накриття,
мiстить зведений вектор густини, який лiнiйно залежить вiд псевдо-
потенцiалiв тодi i тiльки тодi, коли вiн має зведену розширену харак-
теристику, компоненти якої, вiдповiднi псевдопотенцiальнiй частинi
системи, не залежать вiд псевдопотенцiалiв.

Доведення. Припустимо, що закон збереження F системи Lp мiстить зве-
дений вектор густини F [u|v], який лiнiйно залежить вiд псевдопотенцi-
алiв, тобто F i = F is[u]vs + F i0[u]. З формули D̂iF

i
∣∣
L= 0 для зведених

векторiв густини випливає, що
(
(DiF

is)vs + F isGsi + DiF
i0
)∣∣
L= 0. До-

тримуючись стандартного способу виведення характеристичної форми
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законiв збереження, застосуємо лему Адамара, проiнтегруємо по части-
нах у правiй частинi виведеної рiвностi. У результатi отримаємо, що

(DiF
is)vs + F isGsi +DiF

i0 = γµLµ +DiF̂
i

для деяких диференцiальних функцiй γµ = γµ[u|v] i F̂ i = F̂ i[u|v], при-
чому функцiї F̂ i щезають на розв’язках системи L тотожно по v. Отже,
набiр F̂ = (F̂ 1, . . . , F̂ n) — тривiальний вектор, що зберiгається, систе-
ми Lp. Вектор густини F̃ = F − F̂ належить F (оскiльки вiн еквiва-
лентний вектору F ) i задовольняє рiвнiсть DiF̃

i = F is(vsi −Gsi) + γµLµ.

Це означає, що набiр (F is[u], i = 1, n, s = 1, p, γµ[u|v], µ = 1, l) є зведе-
ною розширеною характеристикою системи Lp, асоцiйованою iз законом
збереження F , i очевидно має необхiдну властивiсть.

Навпаки, нехай (F is[u], i = 1, n, s = 1, p, γµ[u|v], µ = 1, l) — зведена
розширена характеристика, асоцiйована iз законом збереження F систе-
ми Lp. Тодi в F iснує такий вектор густини F , що

DiF
i = F is(vsi −Gsi) + γµLµ. (Б.6)

Дiючи розширеним оператором Ейлера E = (Eu1, . . . ,Eum,Ev1, . . . ,Evp) на
рiвнiсть (Б.6), зокрема маємо 0 = EvsDiF

i = −DiF
is − F isGsi

vs + γµvsL
µ.

Iнтегруючи цi рiвняння разом, отримаємо, що

−F isGsi + γµLµ = (DiF
is)vs +H

для деякої диференцiальної функцiї H = H[u]. Пiдстановка останнього
виразу в (Б.6) приводить до умови DiF

i = F isvsi + (DiF
is)vs +H, тобто

Di(F
i−F isvs) = H. У силу наслiдку 4.1 з цього безпосередньо випливає,

що iснують n-набiр F̆ = F̆ [u] i нульова дивергенцiя F̌ = F̌ [u, v] такi,
що F i − F isvs = F̆ i + F̌ i. Остаточно, набiр F̃ = F − F̌ вiдрiзняється
вiд F на нульову дивергенцiю F̌ i, отже, також є вектором густини за-
кону збереження F . Його компоненти F̃ i = F is[u]vs + F̆ i[u] лiнiйнi по
псевдопотенцiалам.
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Додаток B

Групова класифiкацiя узагальнених
рiвнянь ейконала

Для групової класифiкацiї узагальнень рiвнянь ейконала та Гамiльтона–
Якобi використаємо комбiнований метод, в якому кiлькiсть випадкiв, що
розглядаються при iнтегруваннi визначальних рiвнянь, суттєво зменшу-
ється за рахунок вивчення можливої структури алгебри симетрiї [36].

Постановка задачi. Розглянемо рiвняння вигляду

uaua = F (t, u, ut) (B.1)

для однiєї дiйсної функцiї u = u(t, x) вiд n+1 незалежних змiнних t = x0

i x = (x1, x2, . . . , xn), n ≥ 2. Тут i надалi iндекси a i b змiнюються вiд
1 до n. Клас рiвнянь (B.1) включає як частиннi випадки деякi вiдомi
рiвняння:

F = 2mut — рiвняння Гамiльтона–Якобi;
F = u2

t − 1 — релятивiстське рiвняння Гамiльтона;
F = u2

t — рiвняння ейконала.

Симетрiйнi властивостi цих рiвнянь та зв’язок мiж ними вивчено в ро-
ботах [48,82,132,133].

Виконаємо групову класифiкацiю рiвнянь вигляду (B.1) за довiльним
елементом — гладкою функцiєю F = F (t, u, ut) з Fut 6= 0.

Ядро основних груп i група еквiвалентностi. Нехай оператор
Q = ξ0(t, x, u)∂t+ξ

a(t, x, u)∂a+η(t, x, u)∂u належить МАI рiвняння (B.1).
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Тодi з iнфiнiтезiмального критерiю iнварiантностi отримаємо такi визна-
чальнi рiвняння на коефiцiєнти оператора Q:

ξab + ξba = 0, a 6= b, ξ1
1 = · · · = ξnn , (B.2)

(ξat + ξauut)Fut − 2ξauF + 2ηa − 2utξ
0
a = 0, (B.3)

ξ0Ft + ηFu + (ηt + (ηu − ξ0
t )ut − ξ0

uu
2
t )Fut = 2(ηu − ξ1

1 − ξ0
uut)F. (B.4)

Якщо не фiксувати функцiю F , то розщеплюючи в (B.3) та (B.4) за
“змiнними” F , Ft, Fu, Fut, ut, отримаємо η = ξ0 = 0, ξ1

1 = 0, ξat = ξau = 0.
Звiдси з урахуванням (B.2) випливає, що перетином максимальних груп
лiївської симетрiї рiвнянь вигляду (B.1) є група Евклiда E(n), алгебра
Лi якої A∩ = e(n) = 〈∂a, Jab = xa∂b − xb∂a〉.

Алгебра Лi групи еквiвалентностi класу (B.1) спiвпадає з алгеброю
лiївської iнварiантностi системи

uaua = F, w = ut, Fa = 0, (B.5)

що складається з операторiв вигляду Q̂ = ξ̂0(t, x, u)∂t + ξ̂a(t, x, u)∂a +

+ η̂(t, x, u)∂u + θ̂(t, x, u, w)∂w + χ̂(t, x, u, w, F )∂F . З iнфiнiтезiмального
критерiю iнварiантностi отримаємо визначальнi рiвняння на коефiцiєнти
оператора Q̂, звiдки випливає, що iнфiнiтезiмальний оператор будь-якої
однопараметричної групи еквiвалентностi класу (B.1) є лiнiйною комбi-
нацiєю операторiв

∂a, Jab, xa∂a − 2F∂F , ξ̄∂t + η̄∂u + 2(η̄u − ξ̄uut)F∂F , (B.6)

де ξ̄ i η̄ — довiльнi гладкi функцiї змiнних t i u. Отже, перетворення
еквiвалентностi, що нетривiально дiють на параметр F , мають вигляд

t̃ = ζ(t, u), ũ = ϕ(t, u), x̃ = δx,

F̃ = δ−2(ϕu − ζuũt̃)2F = δ−2

(
ζtϕu − ζuϕt
ζt + ζuut

)2

F,
(B.7)

де δ — ненульова стала, ζ та ϕ — довiльнi гладкi функцiї змiнних t i u,
причому ζtϕu − ζuϕt 6= 0. (У (B.7) також враховано дискретнi перетво-
рення замiни знакiв у t, x i u.)
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Якщо обмежити клас рiвнянь (B.1), наклавши додаткову умову
Ft = 0 (цей пiдклас видiляється при класифiкацiї), то для обчислен-
ня вiдповiдної групи еквiвалентностi цю умову необхiдно приєднати до
системи (B.5). В результатi група еквiвалентностi звужується: iнфiнiте-
зiмальний оператор будь-якої однопараметричної групи еквiвалентностi
рiвняння (B.1) з F = F (u, ut) є лiнiйною комбiнацiєю оператора t∂t та
операторiв (B.6), де функцiї ξ̄ i η̄ тепер залежать лише вiд змiнної u, а
тому перетворення еквiвалентностi, що нетривiально дiють на параметр
F , мають вигляд

t̃ = δ̂t+ ζ(u), ũ = ϕ(u), x̃ = δx,

F̃ = δ−2(ϕu − ζuũt̃)2F = δ−2

(
δ̂ϕu

δ̂ + ζuut

)2

F,
(B.8)

де δ, δ̂ — ненульовi сталi, ζ та ϕ — довiльнi гладкi функцiї змiнної u,
причому ϕu 6= 0.

Подальше обмеження класу рiвнянь (B.1) може призводити до появи
перетворень еквiвалентностностi вигляду (B.7), вiдмiнних вiд (B.8) (див.
доведення).

Результат класифiкацiї. Всi можливi випадки розширення МАI рiв-
нянь з класу (B.1) з точнiстю до перетворень (B.7) i додаткових пе-
ретворень еквiвалентностi вичерпуються випадками з таблицi B.0.

У таблицi B.1 F = F (t, u, ut), f = f(u, ut), h = h(ut) — довiльнi гладкi
функцiї своїх аргументiв, δ — стала, ε1, ε2 = ±1, (ε1, ε2) 6= (−1,−1),
Jab = xa∂b − xb∂a, D = t∂t + u∂u + xa∂a. У випадку 7 gµν — метричний
тензор простору Мiнковського R1,n, тобто g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1,
gµν = 0, µ 6= ν; cµ, bµκ, d, aκ, η — довiльнi гладкi функцiї змiнної u
(для того, щоб оператори такого вигляду утворювали алгебру, необхiдно
вимагати, щоб цi функцiї були нескiнченно диференцiйовними); iндекси
µ, ν, κ змiнюються вiд 0 до 3.

Зауважимо, що вiдомi рiвняння (рiвняння Гамiльтона–Якобi i ейко-
нала та релятивiстське рiвняння Гамiльтона) видiляються в сiм’ї рiв-
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нянь (B.1) як представники класiв еквiвалентних рiвнянь, що мають
найширшу симетрiю. Випадки 7–12 i частина випадку 1 таблицi B.1
утворюють повний набiр нееквiвалентних випадкiв розширення макси-
мальної алгебри iнварiантностi у пiдкласi рiвнянь з правими частинами
F = A(t, u)u2

t + B(t, u)ut + C(t, u). Випадки F = 2mut та F = const > 0

еквiвалентнi вiдповiдно випадкам 8 (з ε1 = ε2 = 1) та 7 таблицi B.1.
Таблиця B.1

F Базиснi оператори симетрiї

0 F (t, u, ut) ∂a, Jab

1 eδtf(u, ut), δ∈{0; 1} ∂a, Jab, 2∂t − δxa∂a

2 euh(ut) ∂a, Jab, ∂t, 2∂u − xa∂a

3 |u|2−δh(ut), δ 6= 2 ∂a, Jab, ∂t, 2t∂t + 2u∂u + δxa∂a

4 h(ut) ∂a, Jab, ∂t, ∂u, D

5 eut ∂a, Jab, ∂t, ∂u, D, xa∂a − 2t∂u

6 |ut|β, β 6= 0, 1, 2 ∂a, Jab, ∂t, ∂u, D, (β − 2)xa∂a − 2u∂u

7 u2t 2gµνc
µ(u)xνxκ∂κ − cκ(u)gµνxµxν∂κ + gµνb

µκ(u)xν∂κ+

+d(u)xκ∂κ + aκ(u)∂κ + η(u)∂u

8 ε2u
2
t + ε1 ∂a, Jab, ∂t, ∂u, D, Jua = u∂a + ε1xa∂u, Jta = t∂a + ε2xa∂t,

Jut = u∂t−ε1ε2t∂u, Ka = 2xaD−s2∂a, Ku = 2uD+ε1s
2∂u,

Kt = 2tD + ε2s
2∂t, де s2 = xaxa − ε1u2 − ε2t2

9 ε2e
uu2t + ε1 ∂a, Jab, ∂t, t∂t + 2∂u, (t2 − 4ε1ε2e

u)∂t + 4t∂u

10 cos−2uu2t + 1 ∂a, Jab, ∂t, cos t tg u ∂t − sin t ∂u, sin t tg u ∂t + cos t ∂u

11 ±(cos−2uu2t − 1) ∂a, Jab, ∂t, ch t tg u ∂t + sh t ∂u, sh t tg u ∂t + ch t ∂u

12 ch−2uu2t + 1 ∂a, Jab, ∂t, ch t thu ∂t − sh t ∂u, sh t thu ∂t − ch t ∂u

5. Доведення. Максимальну в сенсi Лi алгебру iнварiантностi рiв-
няння (B.1) позначимо як Amax. При дослiдженнi визначальних рiв-
нянь (B.2)–(B.4) виникають два суттєво рiзних випадки: Fututut 6= 0 i
Fututut = 0.
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Якщо Fututut
6= 0, то з (B.3) i (B.4) випливає, що ηa = ξ0

a = ξat = ξau =

= 0, ξ1
1a = 0, отже Amax = A∩+Aext, причому Aext ⊂ 〈δxa∂a + ξ0(t, u)∂t +

+ η(t, u)∂u〉, де δ — довiльна стала, ξ i η — довiльнi гладкi функ-
цiї змiнних t i u. A∩ є iдеалом, а Aext — пiдалгеброю алгебри Amax i
∀Q∈Aext (Q 6= 0): (ξ0, η) 6= (0, 0). Розмiрнiсть Aext визначає розмiрнiсть
розширення алгебри Amax.

Якщо dimAext > 0, то виберемо будь-який ненульовий оператор Q

з Aext. Перетвореннями еквiвалентностi (B.7) його завжди можна при-
вести до вигляду Q = 2∂t − δxa∂a, де δ∈{0; 1}, пiсля чого, розв’язавши
рiвняння (B.4) з ξ0 = 2, ξa = −δxa, η = 0 вiдносно F , отримаємо перший
випадок розширення алгебри Amax.

Нехай dimAext > 1. Тодi Aext обов’язково мiстить оператор Q з δ = 0.
Перетвореннями еквiвалентностi (B.7) зведемоQ до оператора ∂t. Надалi
одразу вважаємо, що ∂t ∈ Aext, звiдки Ft = 0, тобто F = F (u, ut), i
будемо казати, що є додаткове розширення симетрiї, коли для такого F
справедливе спiввiдношення dimAmax > dimA∩ + 1.

Припустимо, що dimAext = 2, причому

Aext = 〈Q1 = ∂t, Q
2 = δxa∂a + ξ0(t, u)∂t + η(t, u)∂u〉 i η 6= 0.

Якщо алгебра Aext комутативна, то ξ0
t = 0, ηt = 0, i перетворен-

ням (B.8) оператор Q2 приводиться до вигляду Q̃2 = 2∂u − δ̃xa∂a, де
δ̃ ∈ {0; 1} (оператор Q1 при цьому не змiнюється). Пiдставимо коефi-
цiєнти оператора Q̃2 у рiвняння (B.4) i проiнтегруємо його вiдносно F :
F = eδ̃uh(ut), де h — гладка функцiя змiнної ut. Якщо δ̃ = 1, а h не
спецiалiзується, то алгебра Aext дiйсно двовимiрна (другий випадок роз-
ширення).

Якщо алгебра Aext некомутативна, можна вважати, що [Q1, Q2] =

= 2Q1, звiдки ξ0
t = 2, ηt = 0, i перетворенням (B.8) оператор Q2 при-

водиться до вигляду Q̃2 = 2t∂t + 2u∂u + δxa∂a. Пiдставимо коефiцi-
єнти оператора Q̃2 у рiвняння (B.4) i проiнтегруємо його вiдносно F :
F = |u|2−δh(ut), де h — гладка функцiя змiнної ut. Якщо δ 6= 2, а h
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не спецiалiзується, то алгебра Aext дiйсно двовимiрна (третiй випадок
розширення).

Припустимо, що dimAext = 3, причому

Aext = 〈Qi = δixa∂a + ξ0i(t, u)∂t + ηi(t, u)∂u, i = 1, 2, Q3 = ∂t〉,

функцiї η1 i η2 лiнiйно незалежнi, а рiвняння η1 · (B.4.2) − η2 · (B.4.1) є
тотожнiстю вiдносно F (тут (B.4.i) — рiвняння, отримане з (B.4) пiдста-
новкою коефiцiєнтiв оператора Qi). В силу останньої умови коефiцiєнти
операторiв Q1 i Q2 повиннi задовольняти наступнi рiвняння:

η1η2
t = η2η1

t , η1(η2
u − δ2) = η2(η1

u − δ1),

η1(η2
u − ξ02

t ) = η2(η1
u − ξ01

t ), η1ξ02
u = η2ξ01

u ,

з яких випливає, що (δ1, δ2) 6= (0, 0), ηit = 0, ξ0i
t = δi, i = 1, 2, η1 = (δ1 −

− δ2ϕ)/ϕu, η2 = ϕη1 для деякої функцiї ϕ = ϕ(u) 6= const . Замiнимо
при необхiдностi оператори Q1 i Q2 їх лiнiйними комбiнацiями Q̃1 i Q̃2

таким чином, щоб δ̃1 = 1, δ̃2 = 0. Перетворенням (B.8) оператори Q̃1

i Q̃2 приводяться до вигляду Q̂1 = t∂t + u∂u + δxa∂a, Q̂2 = ∂u. Пiсля
пiдстановки коефiцiєнтiв операторiв Q̂1 i Q̂2 в рiвняння (B.4) отримаємо
одне рiвняння на функцiю F : Fu = 0, тобто F = h(ut), де h — гладка
функцiя змiнної ut. Якщо h не спецiалiзується, то алгебра Aext дiйсно
тривимiрна (четвертий випадок розширення).

Лема B.1. В усiх iнших випадках, коли dimAext > 1, функцiя F задо-
вольняє рiвняння

(Au2
t +But + C)Fut = (2Aut +D)F, (B.9)

де A, B, C, D — довiльнi гладкi функцiї змiнної u. Перетворення (B.8)
є перетворенням еквiвалентностi на множинi рiвнянь вигляду (B.9).

При iнтегруваннi рiвняння (B.9) виникають чотири нееквiвалентнi
випадки, коли Fututut 6= 0.
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1. F = α(u)eut де α > 0. У цьому випадку додаткове розширення
симетрiї можливе лише для α = A|u|νeµu, де A, ν, µ = const, A > 0. Мас-
штабними перетвореннями за змiнними xa зробимо A = 1. Якщо ν = 0,
то також можна покласти µ = 0 (коли це не так, достатньо виконати
перетворення t̃ = eµt/µ, ũ = eµt(u + 2t − 2/µ); тут i надалi змiннi xa не
перетворюються, коли це не обумовлено спецiально). В результатi отри-
маємо п’ятий випадок розширення. Для µν 6= 0 додаткове розширення
симетрiї iснує лише при ν = 2, але тодi можна покласти µ = 0 (вiдпо-
вiдне перетворення еквiвалентностi — t̃ = eµt/µ, ũ = eµtu). Якщо ν 6= 0

i µ = 0, рiвняння (B.1) має таку саму алгебру симетрiї, як i в бiльш
загальному третьому випадку розширення.

2. F = α(u)|ut + δ|β(u), де δ ∈ {0; 1}, α > 0. Для додаткового розши-
рення симетрiї необхiдно, щоб β = const (причому β 6∈ {0; 1; 2}, бо iнакше
Fututut = 0). Тодi будь-яке рiвняння (B.1) з δ = 0 еквiвалентно такому ж
рiвнянню, в якому додатково α = 1 (шостий випадок розширення). До
цього ж випадку розширення зводяться також рiвняння (B.1) з δ 6= 0,
якщо (α′α)′ = 0. Дiйсно, тодi α = Aeµu i можна покласти A = 1 (завдяки
масштабним перетворенням за змiнними xa), µ = 0 i δ = 0 (вiдповiдне
перетворення еквiвалентностi при µ 6= 0 має вигляд t̃ = eµδt/ββ/(µδ),
ũ = eµ(u+δt)/(β−2)(β − 2)/µ, а при µ = 0 — t̃ = t, ũ = u + δt). Якщо δ 6= 0

i (α′α)′ 6= 0, то нових випадкiв розширення симетрiї не отримаємо.

3. F = α(u)eβ(u) arctg ut, де α > 0, β 6≡ 0. Додаткове розширення симет-
рiї є лише за умов β = const i α — показникова або степенева функцiя,
але воно не бiльше за розширення для бiльш загальних випадкiв 2–4 з
таблицi B.1, тому виокремлювати цей випадок не потрiбно.

4. F = α(u)u2
te
u−1t , де α > 0. Рiвняння з такою правою частиною

еквiвалентне рiвнянню з F = eut. Еквiвалентнiсть визначається перетво-
ренням (типу (B.7)) t̃ = u, ũ = t+

∫
lnα(u)du.

Випадок Fututut 6= 0 розглянуто повнiстю.
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Нехай надалi Fututut
= 0, тобто

F = A(t, u)u2
t +B(t, u)ut + C(t, u), (B.10)

де A, B, C — гладкi функцiї змiнних t i u. Розщеплюючи в рiвнян-
нях (B.3) та (B.4) за змiнною ut, додатково до (B.2) отримаємо таку
систему визначальних рiвнянь:

ξ0
a = Aξat − 1

2Bξ
a
u, ηa = Cξau − 1

2Bξ
a
t , (B.11)

Atξ
0 + Auη +Bξ0

u = 2A(ξ0
t − ξ1

1),

Ctξ
0 + Cuη +Bηt = 2C(ηu − ξ1

1), (B.12)

Btξ
0 +Buη + 2Aηt + 2Cξ0

u = B(ηu + ξ0
t − 2ξ1

1).

Група еквiвалентностi пiдкласу рiвнянь (B.1) з квадратичними по
ut правими частинами спiвпадає з групою еквiвалентностi всього кла-
су (B.1). Пiд дiєю перетворення (B.7) коефiцiєнти A, B, C змiнюються
наступним чином:

δ2Ã = Aζ2
t −Bζtζu + Cζ2

u,

δ2B̃ = B(ζtϕu + ζuϕt)− 2Aζtϕt − 2Cζuϕu, (B.13)

δ2C̃ = Aϕ2
t −Bϕtϕu + Cϕ2

u.

Умова B2 − 4AC = 0 iнварiантна вiдносно перетворень типу (B.13),
що породжуються перетвореннями еквiвалентностi (B.7), тому вона є
класифiкуючою умовою. Якщо B2−4AC = 0, то можна покласти A = 1,
B = 0, звiдки C = 0 (сьомий випадок розширення). НадалiB2−4AC 6= 0.

Лема B.2. За умови B2 − 4AC 6= 0 з рiвнянь (B.2) i (B.11) випливає,
що коефiцiєнти будь-якого оператора симетрiї рiвняння (B.1) мають
наступний вигляд:

ξa = 2γbxbxa − γaxbxb + σabxb + βxa + αa,

ξ0 = 1
2(Aβt − 1

2Bβu)xaxa + (Aαat − 1
2Bα

a
u)xa + α0,

η = 1
2(Cβu − 1

2Bβt)xaxa + (Cαau − 1
2Bα

a
t )xa + α4,

(B.14)

де γa, σab — сталi, β, α0, αa, α4 — гладкi функцiї змiнних t i u.
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Пiдставимо вирази (B.14) в систему (B.12) i розщепимо за змiнними
xa. У результатi отримаємо n+ 2 системи однакової структури

H1At +H2Au +H1
uB = 2(H1

t − λ)A,

H1Ct +H2Cu +H2
tB = 2(H2

u − λ)C,

H1Bt +H2Bu + 2H2
tA+ 2H1

uC = (H1
t +H2

u − 2λ)B,

(B.15)

де H1, H2 i λ приймають такi значення:

H1 = Aβt − 1
2Bβu, H2 = Cβu − 1

2Bβt, λ = 0;

H1 = Aαat − 1
2Bα

a
u, H2 = Cαau − 1

2Bα
a
t , λ = 2γa;

H1 = α0, H2 = α4, λ = β.

(B.16)

Дослiджуючи системи визначальних рiвнянь (B.15), (B.16), отримаємо
наступнi твердження.

Лема B.3. Якщо dimAmax > dimA∩, то рiвняння (B.1) за умо-
ви (B.10) еквiвалентно рiвнянню такого ж вигляду, в якому додатково
A = eδtÂ(u), B = eδtB̂(u), C = eδtĈ(u) i для якого Amax 3 2∂t − δxa∂a
(при цьому, якщо функцiї Â(u), B̂(u), Ĉ(u) не конкретизуються, то
Amax = 〈∂a, Jab, 2∂t − δxa∂a〉 — перший випадок розширення).

Лема B.4. Якщо dimAmax > dimA∩ + 1, то рiвняння (B.1) за умо-
ви (B.10) еквiвалентно рiвнянню такого ж вигляду, в якому додатково
At = Bt = Ct = 0.

З лем B.3 i B.4 випливає, що для завершення класифiкацiї
достатньо дослiдити рiвняння (B.1) з правими частинами вигляду
F = A(u)u2

t + B(u)ut + C(u), де A, B, C — гладкi функцiї змiнної u,
B2 − 4AC 6= 0. Група еквiвалентностi множини цих рiвнянь спiвпадає з
загальною групою еквiвалентностi рiвнянь (B.1), правi частини яких не
залежать вiд t. Пiд дiєю перетворення (B.8) коефiцiєнти A, B, C змiню-
ються наступним чином:

δ2Ã = Aδ̂2 −Bδ̂ζu + Cζ2
u, δ2B̃ = Bδ̂ϕu − 2Cζuϕu, δ2C̃ = Cϕ2

u,
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а тому додатково можна вважати, що B = 0, C = ε1 = ±1. Отже, надалi
F = A(u)u2

t + ε1, де A 6= 0.
Умова Au = 0 дає восьмий випадок розширення симетрiї.
Випадок, коли ∃µ = const: (u+ µ)Au + 2A = 0, зводиться до випадку

Au = 0 перетворенням еквiвалентностi t̃ = u sh t, ũ = u ch t при ε1A < 0

або t̃ = u sin t, ũ = u cos t при ε1A > 0.
Випадок, коли ∃µ, ν = const (ν 6= 0, 2): (u+µ)Au+νA = 0, зводиться

до бiльш загального випадку 3 з таблицi B.1 перетворенням еквiвалент-
ностi t̃ = t, ũ = |u+ µ|1−ν/2.

Умова Au 6= 0, (Au/A)u = 0 дає дев’ятий випадок розширення си-
метрiї.

Нехай функцiя A задовольняє рiвняння Au/A = νA + µ для деяких
ненульових сталих µ i ν. Будь-який розв’язок цього рiвняння в залежно-
стi вiд значень констант µ i ν еквiвалентний (за зсувами та масштабними
перетвореннями за змiнною u) однiй з наступних функцiй:

ε2

ch2 u
,

ε2

sh2 u
,

ε2

cos2 u
, де ε2 = ±1, (ε1, ε2) 6= (−1,−1). (B.17)

Нехай ε0 = 1 для перших двох функцiй та ε0 = −1 — для третьої.

Лема B.5. Рiвняння вигляду (B.1) з правими частинами A(u)u2
t + ε1

i Ã(u)u2
t + ε̃1, де A i Ã вибранi з набору функцiй (B.17), еквiвалентнi

тодi i тiльки тодi коли ε0ε̃0 = ε1ε̃1 = ε2ε̃2.

Згiдно леми B.5 випадки 10–12 таблицi B.1 вичерпують всi можливi
нееквiвалентнi рiвняння з цього класу.

Для будь-яких iнших функцiй A = A(u) розширення симетрiї рiвнян-
ня (B.1) немає.

Нееквiвалентнiсть випадкiв розширення, наведених у таблицi B.1, де
це не доведено безпосередньо через застосування перетворень еквiвалент-
ностi, очевидно випливає з неiзоморфностi вiдповiдних максимальних
алгебр симетрiї, зокрема, їх рiзної розмiрностi.


