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пtrрЕлIк умовних познАчtrнь

У формулах iндекси, позначенi латинсъкими лiтерами, змiнюються вiд 1 до

n, грецькими - вiд 0 до п. За iндексами, що повторюються, йде сумування.

Нижнi iндекси функцiй позначають диференцiювання за вiдповiдними змiн-

максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi.

арифметичний дiйсний п-вимiрний простiр,

4



вступ

Актуальнiсть теми.
У сучасних наукових дослiдженнях вивчення багатьох фiзичних, бiо-

хiмiчних, екологiчних процесiв проводиться на ocHoBi аналiзу вiдповiдних

математичних моделей. Ще пов'язано iз надзвичайною складнiстю або вза-

галi неможливiстю вiдтворення певних процесiв у лабораторних умовах.
Значну кiлькiсть фундамеIIталъЕих законiв природи можна описати ди-

ференцiальними рiвняннями. Тому природно, що в якостi математичних

моделей як у фiзико-хiмiчних дослiдженнях так i при вивченнi бiологiчних

процесiв та суспiльних явищ часто використовуються диференцiальнi piB-

няння або ix системи.

Яскраве пiдтвердження цiеi думки можна знайти в роботах I.0. Лу-

ковського ([39l, [41], [45l, [46l, l47l, [48l, [55l), О.Я. Савченка ([tb], [21],

[79], [S0l), \4.I. Портенка |7а|. Зокрема, I.0. Луковський створив нелiнiйнi

математичнi моделi динамiки твердих i деформованих тiл iз порожнинами,

частково заповненими рiдиною, що дало змогу для вивчення проблем ди-

намiки ракет побудувати ефективнi скiнченновимiрнi математичнi моделi

у виглядi систем диференцiальних рiвнянь. О.Я. Савченко працю€ над

математичним моделюванням реальних механiчних процесiв з використан-

ням моделi систем зв'язаних твердих тiл з рухливими наповнювачами.

Розробкою методiв побудови i дослiдження математичних моделей дифузii
в середовищах iз напiвпрозорими мембранами займаеться N{.I. Портенко.

Зрозумiло, що явища, яким притаманна iHBapiaHTHicTb вiдносно певних

перетворенъ простору, або якi задоволъняють певним законам збереження

чи принципам вiдносностi, повиннi описуватися математичними моделями

iз аналогiчними характеристиками. Щi особливостi математичних моделей

часто означають володiння вiдповiдних диференщiальних рiвнянъ широким

класом лiiвських симетрiй. Так, класичнi рiвняння математичноi фiзики,
наприклад, рiЁняння Нъютона, Лапласа, !,'Аламбера, Шредiнгера, Лiу-
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вiлля, Щiрака, Максвела i т.д., iHBapiaHTHi вiдносrrо oo.rurнbo широких груп

перетворень.

В процесi створення Teopii диференцiа.lrьних рiвнянь було розроблено

цiлу низку методiв розв'язуванIIя диференцiальних рiвнянь, серед яких:

метод вiдокремлення змiнних, метод спецiальних пiдстановок, метод Bapi-

ацii, метод Ейлера, метод Щаламбера, метод характеристик (Монжа), метод

каскадiв (Лапласа), метод Пуасона) метод розвинення в ряди Фур'е, метод

спуску Адамара, метод оберненоТ задачi Teopii розсiяння, над сучасним

розвитком якого плiдно працюють Ю.М. Березанський ([7], [8], [9], [10]),

Л.П. Нижник ([56], [57], [58], [59]), та в розвитку якого важливу роль вiдо-

грали роботи €.Д. Бiлоколоса [6], В.А. \4арченка [51]. Серед нещодавно

створених методiв слiд вiдзначити числово-аналiтичний метод послiдовних

наближень А.N{. Самойленка ([50], [5З], [54j ,l77l, [7Sl, [S1], [S2l); варiацiйнi

методи розв'язування лiнiйних та нелiнiйних крайових задач гiдродинамiки,

розробленi I.0. Луковським ([а0] , [421, [43l ,1441); алгоритми наближеного

розв'язку широкого класу диференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiею,

розробленi М.О. Перестюком ([17], [70], [71]); асимптотичнi методи аналiзу

стохастичних диференцiальних рiвнянь, розвинутi M.I. Портенком ([2], [75l,

[Z0l); чисельно-аналiтичний метод для знаходження розв'язку задачi Кошi

для абстрактних диференцiальних рiвнянь першого та другого порядкiв з

необмеженими операторними коефiцiентами, розроблений В.Л. Макаровим

([38], [49l).

Особливе мiсце серед методiв розв'язування диференцiальних рiвнянь
належить методу Лi, оскiльки значна кiлькiсть названих методiв явно чи

неявно спира€ться на симетрiйнi властивостi вiдповiдних диференцiальних

рiвнянь. Застосувавши теорiю неперервних груп до диференцiальних piB-

нянь, С. Лi встановив, що iснуючi на той час спецiальнi'методи iнтегрування

диференцiальних рiвнянь е проявами загальноi процедури iнтегрування,

яка базу€ться на iHBapiaHTHocTi диференцiальних рiвнянь вiдносно деякоi
неперервноi групи симетрiй. У cBoix роботах ([155], [156], [157I, [t58l, [159l,

[160]), опублiкованих в 1881 - 1895 р., С. Лi сформулював ocHoBHi принципи

та заклав основи HoBoi галузi математики, яка в сучаснiй науцi мае назву



груповий аналiз диференцiальних рiвнянь.
Починаючи iз середини ХХ столiття, коли епiцентр наукових вiдкриттiв

змiстився iз площини експериментальноi в площину теоретичних дослiд-

жень, груповий аналiз все глибше проникае в рiзнi галузi науки i охоплюе

все бiльше нашрямкiв передових наукових дослiджень. Зараз загальнови-

знаним е факт, що групи, алгебри Лi та ix зображення вiдiграють важливу

роль у математицi, фiзицi, механiцi. Сфера можливих застосувань групо-

вого аналiзу надзвичайно рiзноманiтна i включае в себе MexaHiKy рiдини та

газiв, нелiнiйну теорiю пружностi та шластичностi твердих тiл, нелiнiйну

акустику, теорiю фазових переходiв, магнiтну гiдродинамiку, теорiю гравi-

тацii, та iншi нелiнiйнi польовi теорii (калiбровочнi та кiральнi поля) cTpyHHi

Teopii i T.iH.), хiмiю (хроматографiю i електрофорез), бiологiю та деякi iншi

галузi науки.

Що цього часу нарiжним каменем групового аналiзу залишаеться метод

Лi. Серед численних переваг методу Лi слiд видiлити кiлька найсуттевiших.

Зокрема, це можливiстъ побудови класiв точних розв'язкiв диференцiаль-

них рiвнянь, що вiдiграютъ роль математичних моделей, в аналiтичнiй

формi. KpiM того, поняття симетрiТ застосовуеться як основний гlринцип по*

будови математичних моделей у сучасних фiзико-хiмiчних дослiдженнях.

Адже, з одного боку, груповий аналiз вже вiдомих моделей дозволяе вiд-

бирати серед них TaKi, що, задовольнивши шевнi принципи вiдносностi чи

закони збереження, краще пiдходять для опису конкретного явища. З iH-

шого боку, методи групового аналiзу дозволяють будувати математичнi

моделi з наперед заданими властивостями.

В основу свого методу С. Лi заклав кiлька фундаментальних принципiв

та iдей. Зокрема, фундаментальним е вiдкриття, що складнi нелiнiйнi 5rмови

iHBapiaHTHocTi диференцiальних рiвнянь вiдносно переt'воренъ iз групи, мо-

жна у випадку неперервних груп замiнити еквiвалентними, але бiльш про

стими лiнiйними умовами, KoTpi вiдображують |liнфiнiтезимальну iHBapi-

антнiсть"диференцiальних рiвнянь вiдносно складових цiеТ групи. N4айже

для кожноi, важливоi з точки зору фiзики, системи диференцiальних piB-

нянь цi умови iнфiнiтезимальноi симетрii - так званi визначальнi рiвняння
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ПОВНОi грУПИ симетрii системи - можна розв'язати в замкЁеному виглядi, i,

ТаКИМ ЧИнОМ, наЙбiльш загальна група неперервних точкових симетрiй сис-

ТеМИ МОже буrи виЗначена явно. При знаходженнi точних розв'язкiв одним

з ефективних iHcTpyMeHTiB методу С. Лi € редукцiя багатовимiрного дифе-

Ренцiального рiвняння з частинними похiдними до диференцiальних piB-

Нянь iз меншою кiлъкiстю незалежних змiнних за допомогою спецiалъних

пiдстановок - анзацiв. Iншим засобом знаходження розв'язкiв е побудова

формул розмноження розв'язкiв на ocHoBi знайдених перетворень iHBapi-

aHTHocTi. Якщо вiдомi деякi розв'язки диференцiалъного рiвняння, то за

ДОПОМОГОЮ формул розмноження можна отримувати багатопараметричнi

Сiм'i розв'язкiв цього рiвняння, якi залежать вiд параметрiв перетворень

iHBapiaHTHocTi.

Сучасне викладення теорii Лi та ii застосуванъ для дослiдження дифе-

ренцiальних рiвнянь подано в монографiях ([20] , 1271, [2Sl, [30], [61], [62],

[б3], [9Sl, [117], [137]). Iдеi Лi знайшли багатьох послiдовникiв. Так, в 1905

Р. Пункаре Застосував теоретико-груповий пiдхiд для дослiдження системи

Рiвнянь \4аксвела. Щля одержання точних розв'язкiв (функцiонально-iнва-

Рiантних) лiнiйного хвилъового рiвняння ефективно використав його симе-

трiю Г. Бейтман [115]. Над побудовою та застосуваннями таких розв'язкiв
лiнiйного хвилъового рiвняння працювали B.I. CMipHoB та С.Л. Соболев

(1932 р.). В Киевi нац застосуваннями груп Лi до диференцiалъних рiвнянь

розцочинали працювати В.П. €рмаков (1s90-1900 рр.), Г.В. Пфейфер (1920-

1935 рр.), 1\4.К. Куренський (1930 р.). Пiсля тривалого перiоду забуття,
КОЛи бiльше придiлялось уваги геометричним застосуванням груп Лi, увагу
до застосувань груп Лi до диференцiальних рiвнянь механiки рiдини, при-

вернув Г. Бiркгоф [11].

У подальшому над розвитком iдей С. Лi працював Л.В, Овсяннiков, пiд
керiвництвом якого створено теорilо iнварiантних i частково-iнварiантних

РОЗв'яЗкiв диференцiальних рiвнянь та одержанi ефектнi застосування гру-

пового аналiзу до газовоТ динамiки та TeopiT рiдини.
В УкраiЪi першi роботи з групового аналiзу диференцiалъних рiнянъ

опублiковано львiвським математиком В.Г. Костенком [33]. Вагомий внесок
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в сучасний розвиток теорii С. Лi зроблений украiнсъкою школою теоретико-

алгебраiчного аналiзу на чолi з iТ засновником B.I. Фущичем ([72l, [83l,

[93l, [94I, [96], [98l, [105], [107], [134l, [139], [163l, [166], [204l). особливих

успiхiв B.I. Фущич та його учнi досягли в напрямку застосування алгебр та

груп iHBapiaHTHocTi нелiнiйних диференцiальних рiвнянь до знаходження

Тх розв'язкiв.
Першi застосування Teopii Лi - Овсяннiкова до квантовоi TeopiT поля

належать Н.Н. Боголюбову та Д.В. Ширкову (ренормалiзацiйна група) [12],

[13]. Необхiдно вiдзначити важливiсть результатiв, одержаних та вiдобра-

жених в ix працях такими BcecBiTHbo вiдомими науковцями) як Щж. Блумен

та I.!,. Коул ([117], [119l), У. \4iллер [52], П. Олвер ([63], [170], [171], [173l),

Н.Х. Iбрагiмов ([Z8], [30]), П. Вiнтернiц ([142], [176], [178l, [1S4], [201]).

У 80 - х роках ХХ столiття, загально-очевидною стала обмеженiсть

класичного пiдходу Лi, оскiльки iснували приклади редукцiй диференцi-

альних рiвнянь, якi не можна було одержати в рамках цього пiдходу. KpiM

того, при Bcix безперечних перевагах класичного пiдходу Лi знаходження

розв'язкiв диференцiальних рiвнянь та ix систем, клас розв'язкiв рiвнянъ,

якi можливо побудувати в рамках цього методу, обмежуетъся кiлькiстю

операторiв симетрii, якими володiе конкретне рiвняння або система. Якщо

ж рiвняння ма€ бiдну лiiвську симетрiю, або не мае ТТ взагалi, то застосу-

вацня цього методу до побудови розв'язкiв не дае бажаного результату.

Щi та ряд iнших проблем стимулювали пошук додаткових пiдходiв до

побудови точних розв'язкiв нелiнiйних диференцiалъних рiвнянь.
Основою ряду з числа таких пiдходiв шоста€ iдея пошуку додаткових

(нелiiвських) операторiв симетрii. В рамках цiеТ iдеi B.I. Фущичем та

А.Г. Нiкiтiним розроблено новий метод дослiдження алгебр iHBapiaHTHocTi

диференцiалъних рiвнянь ([93l, [94], [95], [9S]). Цей метод суттево вiдрiзня-

€ться вiд класичного методу С. Лi. Основна вiдмiннiсть полягае в тому, що

базиснi елементи алгебри iHBapiaHTHocTi вiдповiдних диференцiальних piB-

нянь е, як правило, iнтегродиференцiальними (псевдодиференцiальними)

операторами. За допомогою даного методу виявленi HoBi, ранiше невiдомi,

симетрii багатьох диференцiальних рiвнянъ з частинними похiдними: f;i-



10

рака, \4аксвела [98], Ламе та iншi. Щей метод згодом одержав назву нелi-

iвського методу дослiдження симетрiйних властивостей диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними.

Iнший напрям реалiзацii iдеi пошуку додаткових (нелiiвських) опера-

TopiB симетрii започаткували у 1969 р. Дж. Блумен та I.Щ. Коул, якi в

роботi [116l ввели поняття некласичноi симетрii. Ще дозволило знаходити

оператори iHBapiaHTHocTi диференцiальних рiвнянь, вiдмiннi вiд операторiв

С. Лi. Щей напрям розвивали в cBoik роботах П. Олвер та П. Розено [173],

[175]. В 80 - х роках ХХ столiття Н.Х. Iбрагiмов та Р.Л. Андерсон вiдкрили

узагальненi симетрii диференцiальних рiвнянь, якi отримали назву груп Лi

- Беклунда [111]. На вiдмiну вiд TeopiT Лi простiр '|нелiнiйних ттредставлень|'

групи стае нескiнченновимiрним i мiстить в якостi локальних координат

гrохiднi вiд незалежних змiнних будь-якого порядку. Завдяки такому уза-
гальненню простору зображень ста€ можливим алгоритмiчно встановлю-

вати 'lприхованillсиметрiТ у квантовiй механiцi. Як приклад можна навести

О(/)- симетрiю атому водню) ранiше вiдкриту В.А. Фоком лише випадково.

В YKpaTHi над дослiдженням некласичних симетрiй працювали B.I. Фу-

щич, А.Г. HiKiTiH, I.M. Цrфра ([94], [95], [98], [139]). Щослiдження в цьому
напрямку плiдно проводили Р.З. }Кданов, Р.О" Попович. B.I. Чопик,

M.I. Серов, Р.\4. Чернiга. I* резу,"отатом став метод yMoBHoi симетрiТ, за до-

помогою якого вдалося одержати додатковi оператори симетрiТ, що значно

розширило можливостi пошуку класiв розв'язкiв диференцiальних рiвнянь.

Щi дослiдження знайшли вiдображення в роботах ([96], [9Sl, [99], [101], [102],

[106]).

Iнший напрям розв'язання проблеми пошуку додаткових симетрiй i ро-
зв'язкiв рiвнянь, якi не одержуються класичним лiiвським методом, запро-

понований в роботах B.I. Фущича та В.А. Тичинiна ([103], [104], [136],

[140], [199]), присвячених використанню скiнченних нелокальних перетво-

рень змiнних. В 1990 р. J. King в своТй роботi [150] показав, що перетворення

годографа разом з деякими нелокальними замiнами перетворюе не.тtiнiйне

рiвняння теплопровiдностi до рiвняння того ж самого типу. I_\ей факт у
роботi [136] використаниI-I для встаноtsлення: 1) вигляду нелiнiйностi, при
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якому рiвняння лiнеаризу€ться; 2) для побудови нелокальних анзацiв;

3) для одержання нелiнiйного шринципу суперпозицii розв'язкiв;

4) для знаходження нелокальних формул розмноження розв'язкiв даного

рiвняння.
З наведеного вище ста€ очевидно, що однiею з централъних проблем

сучасного теоретико-групового аналiзу диференцiалъних рiвнянь е розроб-

ка ефективних алгоритмiв побудови широких класiв точних розв'язкiв нелi-

нiйних диференцiальних рiвнянь.

!,ослiдженню симетрiйних властивостей систем нелiнiйних рiвнянь па-

раболiчНого типУ та пошуку додаткових можливостей для побудови iх роз-

в'язкiв i присвячена дана робота.

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Щи-

сертацiя виконана згiдно з загальним планом дослiджень кафедри вищоi

математики Полтавського нацiоналъного технiчного унiверситету iM. Юрiя

Кондратюка.

мета i задачi дослiдження. Меmоrо дисертацiйноi роботи € застосуван-

ня лiТвського методу до груповоi класифiкацii системи нелiнiйних рiвнянь

реакцii дифузii та системи нелiнiйних рiвнянъ хемотаксиСУ, а ТаКОЖ ЗаСТО-

сування нелокальних перетворень еквiвалентностi системи нелiнiйних piB-

нянь дифузiт для лiнеаризацii, побудови нелокальних анзацiв та нелокаль-

них формул розмноження розв'язкiв данот системи.

Об'ект дослiдження. об'екmолt 0ослi,dсюе?7ня, е системи нелiнiйних piB-

нянь дифузii та реакцiт дифузii, зокрема, система нелiнiйних рiвнянъ хемо-

таксисY.

предмет дослiдження. Преdмеmом ilослi)uсеluня е класифiкацiя лiiвсь-

ких симетрiй систем нелiнiйних рiвнянь реакцii дифузii, знаходження ix

точних розв'язкiв а також знаходження нелокалъних анзацiв та нелокалъ-

них формул розмноження розв'язкiв на ocHoBi нелокальних перетворень

еквiвалентностi системи нелiнiйних рiвнянь дифузii.



t2

Ц4"ТОД' дОСлiдження. Коротко сформулюемо ocHoBHi поняття та визна-

чення, що використовуються в дисертацiйнiй роботi.
Розглядаемо клас систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiд-

ними rn * го порядку

S(",u(*),F(r)) :0, (0.1)

де,S с Rk, r - (rg,-t) с R1*', u - u(r) с ftk, F - F(r,uу) € Л' -
довiльнi гладкi функцii, u0) : (u,ч,. ..,, u)э LLl - сукупнiсть всеможливих' 1 r' r
похiдних r - го порядку функцiй u за змiнними r, F61: (F, {,..., {), { -
сукупнiсть всеможливих похiдних s - го порядку функцiй F за змiнними

а : (",,r(")) .

Наведемо ocHoBHi поняття методу С. Лi згiдно [61], [63l.

Означення 0.]-. Група Лi лоtсальнlttr переrпворенъ вuеляOц

i-f(r,u,O), й:g(*,u,0), (02)

1О, 0 - dовtлънt, парад,lеrrl,рu, 0 С Rl, назuва€mt)ся l-паралtеmрuч?7оlо zрупо?о

"|оч?tовur сuлtеmр,iй рl,вняннл (0.1), яrcш,о Jvt\o)tc1l,Ha розв'язtсiв (0 1) ,iHBa-

. i,lHmHa B,idHocHo переrпворенъ (0.2).

ОЗначення 0.2. Длееброю Л,i ерупu (0 2) назuваеп,Lъся л,iн,iйнuй Belcmop-
,,ltL ПРосmiр, базuсоJчl, яко?о е duференцiалънi операrпорu перш,оео поряdку

-Т, : €u(",u)а"+ цЬ(r,u)Ou, 0, €Ь - #l ,цu - Нl ,i сrпанOарmноrо- lр:о -" 
ld:o

: рацiею кол4уrпу ва?7н,я.

Мiж групами Лi перетворень (0.2) i алгебрами Лi icHye вза€мноодно-
:-чно вiдповiднiсть (перша теорема Лi). IЦоб вiдновити групу

_ ебрi Лi, необхiдно рсlзв'язати наступну задачу Кошi (систему

%: €(f ,g), Н: ц(f ,g),

! :I, gl -u.0:0 lВ:о

- :]\I\-JЮемо алгоритм Лi знаходження алгебри iHBapiaHTHocTi системи

Jlt по tt

рiвнянь

(0 3)

j ],1нь (0.1).
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Теорема O.L. fluференц,iалънuй операп,Lор

Х - {(r,,u)0" -| ц(",,u)а"

е операпхороJчt, i,HBap,iaHmHocm,i cllcnleJvltl, (0.1) moOi,,i m,iлъкu mоO,i,

rtSP,r(-))

,-| е

Х - х +rlOu*тOu+... *TOu+...,]t 2, kk

:tрUЧО"vl"!

ц _ D ц -uDt,kk-7k

D : 0" *чO"tчOu+ ... -|т0 u +....
L z I r; kl

(0.4)

lсолu

(0.5)

(0 6)

Зашисавши (0.5) в розгорнутому виглядi, гtiсля розщеплення по похiд-

Еих, отримy€мо систему лiнiйних рiвнянъ з частинними похiдними вiдносно

координат €,? оператора Х (систему визначалъних рiвнянь), загальний

1юзв'язок якоТ визнача€ максималъну в розумiннi Лi алгебру iHBapiaHTHocTi

рiвняння (0.1). Використовуючи формули (0.3), можна визначити локальнi

групи Лi, що вiдповiдають данiй алгебрi.

Використовуючи поняття iHBapiaHTHocTi, можна побудувати широкi кла-

си iнварiантних розв'язкiв (алгоритм редукцiТ та знаходження розв'язкiв

тив. деталънiше [61], [63], [137]).

Розглядаемо клас систем диференцiальних рiвнянъ вигляду (0 1)

Означення 0.3. [163]. Переrпворення вuzляOу

i - f(r,u,0), й : g(*,u,0),, F _ Ф(r,,u,,F,0),

|) ilовi,лънi пара"\4,еrпI)u, 0 € RI , rtазuваютпъся перетпворелdняJч|,u eKBiBa-

- гlmносmi сuсmелtu (0.1), яклцо diя п,ереmворень (0 7) переrпворлое сuсmел4у

1) в iнtuу сuсrпеJй,у S' , яка н,ал,еэtсllпъъ dо mozo ctc класа сL!,сrпе,\,L) u4о Й

гпедtа (0 1)

(0.7)
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Нехай, функцii F задоволъняютъ деякi додатковi умЬви

Q(",u(-), F@)(",u1-1)) : 0, Q С R" . (0 8)

Fk)(*,r(-)) - множина Bcix частинних похiдних функцiй Р порядку не

вище q.

Позначимо кожний клас систем рiвнянь вигляду (0.1), в якому функцii
,Е задовольняють yMoBi (0.S), як ,SIg.

Кожнiй однопараметричнiй групi локальних точкових перетворень, що
заJIиша€ систему S|q iнварiантною, вiдповiдае iнфiнiтезимальний оператор

(0.6). Повний набiр таких груп генеру€ основну гругrу GПХаr _ Qmar (Slo) 
=

Щi умови складаються з r диференцiальних рiвнянь для функцiй F, де

групу:

- П Grпаr(slа)
8:0

вiдповiдною алгеброю Лi Аmаr - АIПаr(Slо) iнфiнiтезималъних операторiв

:lстеми SIB.

Ядром основних груп назвемо

бkеr - G*..(,Slo)

, вiдповiдною алгеброю Лi

дkеr - дr* (slq) Аlпаr (Slo).

Гру.rу перетворень вигляду (0.7) системи (0.1) позначиN{о
-_-quzu _ gеqui,u (Slo)

Тодi задача груповоТ класифiкацiТ системи (0.1) поляга€ у знаходженнi

. _х нееквiвалентних випадкiв розширення Дr"' , тобто у знаходженнi Bcix

- l-uiu - нееквiвалентних виглядiв ф5rнкцiй Л, якi задовольняють рiвняння
S) i умову А-О" (Slq) + Ak".
Повна група еквiвалентностi gequiu класу систем SIp склада€ться з групи

l'_1€р€рвних перетворень еквiвалеIrтностi GZZXi" та з групи точкових перет-

, -нь екввалентностi G'ro":;,:,i

_]етальнiше зупинимося на вiдrrrуканнi групи неперервних перетворенъ

. в a,reIITHocTi GiЗi'r"

-гl
Q:0
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_]ля вiдшукання GZ\Xi" можна застосувати iнфiнiтезимальний пiдхiд,
, - r:Ho яКОГо GZZXi" породжу€ться iнфiнiтезимальним оперетором eKBiBa-

, HTHocTi, якиЙ шукатимемо у виглядi

Е - €(r,u)0" * ц(*,,u)Ou + ((r, u(^),F)Or.

Умову еквiвалентностi системи S|q вiдносно перетворень, породжених

оператором еквiвалентностi Е,, можна запиrсати у виглядi

(0 9)

(0.10)

(0.12)

"| ,-о, :0, 
'n| ,_о, :0,

|Q:0 |Q_0
,"Е

Е

- продовження оператора Е,, яке визнача€ться за правилом:

- Е*тu!*iч|*чuч*ýu|*...+тuу*ýuг* (0.11)

k-7

(€, Tt-l) l \(m) : (?, 
!,,ц,. 

.. ,д).

]l]IеПИВши по гtохiдних функцiЙ U умови еквiвалентностi (0.10), одер-
*-,'.].Io СИСТеМУ ВИЗначальних рiвнянь, загальниЙ розв'язок якоТ визнача€

])JIlнати оператора евiвалентностi Е.
Iiоли координати оператора -E встановленi, перетворення еквiвалент-

;i rtожна визначити, розв'язавши наступну задачу Кошi (систему piB-

...ь тлrпу Лi):

#:с(f,g),#:ц(f,g),
f| -r. g| -u"
ld:o lp--o

ý:9,C_-{gx,kk-7k

9 - 0о* {0" + {ае+... + |аF *...,
1 2 k

1

/\у-(r.U61), Х:

аФ_m-
Фl

lB:n

((/, g, Ф),

-п

На алгоритм Лi та алгоритм знаходження перетворень еквiвалентностi,

, _ aHi вище, спираеться доведення ряду основних результатiв данс_li ди-
_ ацiIlноi роботи.
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OcHoBHi результати, якi

визначаютъ наукову ноRизну та виносяться на захист, наступнi:

1. !,ослiджено Галiлеiвсъку iHBapiaHTHicTb системи нелiнiйних рiвнянь

дифузiТ та системи нелiнiйних рiвнянь реакцii дифузiТ.

2. Знайдено нелокалънi перетворення еквiвалентностi системи нелiнiйних

рiвнянь дифузii.

3. Встановлено вигляд системи нелiнiйних рiвнянь дифузii, яка лiнеари-

зу€ться дiею нелокальних перетворень еквiвалентностi.

4. За допомогою нелокальних перетворень еквiвалентностi знайдено не-

локалънi формули розмноження розв'язкiв для системи нелiнiйних piB-

нянъ дифузiI.

5. Проведено симетрiйну редукцiю та знайдено

Галiлеiвськи-iнварiантноТ системи нелiнiйних

6. Знайдено нелокальнi анзаци, якi редукують
нянъ дифузii до системи звичайних диференцiальних рiвнянь.

Щослiджено повну групу неперервних претворень еквiвалентностi сис-

теми нелiнiйних рiвнянь хемотаксису.

Проведено повну групову класифiкацiю системи нелiнiйних рiвнянь
хемотаксису.

Практичне значення отриманих резулътатiв. Щисертацiйна робота

Еоситъ теоретичний характер. Отриманi результати € новими i можуть бути

впкористанi при розв'язуваннi ряду конкретних задач Teopii диференцiаль-

вшr рiвнянъ, теорii теплопровiдностi, диф)rзii, хемотаксису та деяких iнших.

Особистий внесок здобувача. ВизнаЧення загального плану дiяльностi
, постановка задач належать науковому керiвнику M.I. Серову. !,oBe-

- _lня всих результатiв дисертацiТ проведено особисто автором.

точнi розв'язки

рiвнянь дифузii.

систему нелiнiйних piB-

7-



17

в роботах, якi опублiковано разом з iншими авторами i включено до
, вТОРефеРlТУ, особистИй внесоК дисертаНта такий. У роботi [84] \4.I. Серову
=аJежитъ загальна постановка задачi i аналiз отриманих результатiв,
P,,\I. Чернiзi належить проведений в роботi аналiз зв'язку з iншилци дослiд-
,п,еннями, дисертанту - доведення теорем про лiнеаризацiю дослiдженоТ
.Iстеми; в працi [65] проведено симетрiйну редукцiю та знайдено точнi

, _зв'язки системи нелiнiйних рiвнянь дифузii особисто дисертантом; в ро--,Тах 
[67], [85] M.I. Серову належить загальна постановка задачi й уточ-

_,ння деяких фОрм5.лювань TeopeNI i тверджень, дисертанту - доведення
. ix теорем та розв'язання поставлених задач.

Результати дисертацiйноi роботи
_ повiдалися i обговорювалися на ceMiHapax кафедри вищоi математики
_:]ТУ iMerri К)рiя Кондратюка, на ceMiHapax вiлiлу прикладних дослiд-
,:нь i вiддiлу диференцiальних рiвнянь та Teopii коливань Iнституту мате-
],Il1ки НАН УкраiЪи, на IX та Х N4iжнароднiй конференцii iM. h4. Кравчу-

rt, Киiв, 2002 та 2004), на Всеукраiнсъкому науковому ceMiHapi пам'ятi
- i. Фущича, на II Мiжнароднiй конференцiТ молодих вчених з диферен-
_ : lЬНИх рiвнянь та ik застосувань iMeHi я.Б. Лопатинського (м. Щонецък,
_-i] листопада 2008), на Украiнському математичному конгресi (до 100-
.чя вiД дня нарОдження м.м. Боголюбова) 27-29 серпня 2009 Р., М.КиТв,

: :I1T\,T,математики НАН Украiни.

_Ii блiкацiТ. OcHoBHi результати дисертацii опублiковано у десяти роботах
= lб5], [6б], [67], [6s], [69], [84], [s5], [87], [1s7], з них: б робiт [64], [65], [66],- 

[бs], [69] написано без сгriвавторiв; б статей [65], [67], [69], [s4], [85], [1s7]
,,,_ _,вiдних наукоВих фахових виданнях? що затвердженi ВдК Украiни; 4- тII - тези доповiдей [64], [66], [68], [s7] на Мiжнародних конференцiях.

- - рl,ктура дисертацiТ. Щисертацiя склада€ться зi вступ5., трьох роздi-, зIIсноВкiв та списку лiтератури. Коротко опишемо структуру та змiст
= Т :r.tсертацii.

" вступi обгрунтовано актуальнiсть теми, проведено короткий огляд
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робiт по теш.ri дисертацii, сформульованi ocHoBHi поняття Ьа визначення, що

використовуютъся в роботi, зроблено короткий опис змiсту та результатiв

дисертацiТ.

У першому роздiлi обгрунтовано вибiр напрямку дослiджень i здiйснено

постановку задач, якi розв'язано в дисертацii. Також описано ocHoBHi етапи

розвитку науковоi думки щодо групового аналiзу диференцiальних рiвнянь
та подано огляд праць, якi стосуютъся цiеТ проблеми.

У другому роздiлi поставлена та розв'язана задача узагальнення резуль-
TaTiB роботи [136] на випадок системи нелiнiйних рiвнянь дифузii:

[Jt: a"|F(U)U"1, (0.1з)

де u - (:',) , ,,u, - ( l;l ',',i), о- чо(t,r), fob: f"bv) -
довiльнi гладкi функцiТ, а,Ь - L,2.

У першому пiдроздiлi цього роздiлу також дослiджено Галiлеiвську iHBa-

piaHTHicTb системи (0.13) та системи реакцii дифузiТ:

(Jt : 0,|F (U)U,1 + G(U), (0.14)

(0.15)

(0.16)

ur: *,0,: ft,c _ tO, * rQt,Qt: (*ouuu * ýo)Lu"

тодi i тiльки тодi, коли вона локалъно еквiвалентна системi:

(Jt:u"Г( Al 0 \ l
L \ 2)# g@') )u'1)

-- g(u2) - довiльна гладка функцiя, )i - довiльна стала. KpiMr того, для
.IстеNIи (0.16) встановлено, при якому виглядi функцii g(uz) вона iHBa-

,_антна вiдносно розширеноТ алгебри Галiлея AG1(1,1) ,rа вiдносно уза-
, _.lьн€ноТ алгебри Галiлея AGz(1,1).
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Щля системи (0.14) показано, що вона iHBapiaHTHa вiдносно алгебри

Га"гliлея (0.15) лише тодi, коли матриця дифузiТ Л з точнiстю до перет-

э(]рень еквiвалентностi ма€ вигляд:

/х.0\F-l l.
\0 х,)

-е .Al , \z - деякi дiйснi сталi, причому \z l -)r]
|.\, 0\F: l l.
\-i, Х, )

_-е m деяка дiйсна стала) причому m, )q f 0;

F-( )r. 0 )
\ 2хrт g("') )

_,: g(u2) деяка гладка функцiя.
Також у першому пiдроздiлi б.чло встановлено, при

i та G система (0.14) допуска€ розширення алгебри

_асштабних ,D та проективних П перетворень.

яких нелiнiйностях

(0.15) операторами

(0.17)

(0.1s)

(0.19)

(0.20)

(0.21)

(0.23)

t:t, т:т, uО:U|,

-,,- l,о : ца(t,") - HoBi невiдомi функцiТ;

t : т0, tr : 1L)|, U\ : tr|, u2 - a2,

-- Jg, z1 HoBi неза.пежнi змiннi, 111а - rО("о,"r) - HoBi залежнi змiннi;

z0 : I0, 11, : !хlэ ,\ : ,', a? : "',
(0.22)

--- .о : 7а, (rо, rr) HoBi залежнi змiннi, е перетвореннями еквiвалентностi

,: _,теми (0.13). У другому пiдроздiлi також встановлено, що система вигля-

_ 0.13) лiнеаризу€ться тодi i тiльки тодi, коли вона локально еквiвалентна

,: _'TeMI

_1 _ я 1-,\11+)12z2 л1 \р л21.0 - u7L-Trry-.\ - zl Z|J1

^2 яt.'(1,11)12z2) ()21*,\22z2) _1 , \zz-),pz2_21.0 - UiLTz1 -r -- 12$-Z1 J)
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те Аоь - довiльнi сталi.

У третьому пiдроздiлi побудованi нелокальнi формули розмноження
:),]зв'язкiв системи вигляду (0.Z3), якi дали можливiсть) використавши три-

зiаrьнi розв'язки системи, побудувати широкi класи нових розв'язкiв сис-

, е\Iи (0.23).

У четвертому пiдроздiлi побудованi Лiiвськi анзаци, проведено редукцiю
]1стеми (0.16), побудованi ii точнi розв'язки та нелокальнi анзаци для сис-

-,\ILI - образуl що одержу€ться iз (0.16) дiею перетворень (0.20), (0.Zt),
,).) )

В третьому роздiлi проведено повну групову класифiкацiю системи piB-

_-__,ь хемотаксису

0

.\2

' - 1-lo("o, rr) , а: |,2,, rg - часова, ш1 - просторова змiннi.

Задача груповоТ класифiкацiТ системи (0.24) розв'язувалася за наступ-

, -, схемою (мiркування наводимо в позначеннях для системи загального

lяду (0 1))

l. На ocHoBi алгоритму Лi [61j, [6З] з умови iHBapiaHTHocTi (0.6) одержали

,e\Iy визначальних рiвнянь на координати оlrератора (0.а). Оскiльки

.лr з рiвнянь визначальноi системи не мiстили довiлъних функцiй F та
- -,хiдних, то цi рiвняння були розв'язанi безпосередньо, чим уточнили
, .я_] координат оператора (0.а).

], Рiвняння, що мiстять довiльнi функцii F або ix гrохiднi, назвемо

" , _асифiкацiйними. Вважаючи в класифiкацiйних рiвняннях функцii Д
. _ьнtтми, пiсля розщеплення цих рiвнянь за BciMa незв'язаними похiд-

..l :овiльних функцiй ,F, отримали систему диференцiальних рiвнянь з

-.lнними похiдними на координати iнфiнiтезимального оператора (0.а),

-,]\-JbTa,Ti розв'язання ocTallнboi системи одержали алгебру Дk"',

Розв'язання класифiкацiйних рiвнянь проводилtl в 2 етапи: 1) спочат-

]в язали "cTpyKTyprri рiвнянняi', якi складали з врахуванням спiввiдно-

),: 
- 

[( rtjl,,(;
1

,2

)

) (;; ),] 
- (nn',',:',,;;] 1, (024)

вiльнi гладкi функцii cBoix аргументiв,
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--ння функцiй F з ix похiдними. На одержанi в результатi нееквiвалентнi

..lгJяди функцiй Л накладали вимогу розширення алгебри Аk"', тобто

- i, д^о"(Slq) # Ak"";2) Розв'язавши класифiкацiйнi рiвняння вiдносно

])-]инат оператора (0.4)l для кожного з нееквiвалентних виглядiв фуrrо-
.:: Г. що допускаютъ розширення Дk"", побудовано максимальну алгебру

_ _ 1I)iaHTH остi А-О' (Slo).

З а у в аэtс ення. При розв'язаннi класифiкацiйних рiвнянъ були використа-

*еретворення еквiвалентностi системи (0.1), знайденi попереднъо. KpiM
_,-r ОСНОВнУ Групу перетворень еквiвалентностi системи та деякi додатковi

Перетворення еквiвалентностi використали для зображення нелiнiйностей

F та вiдповiдних максимальних алгебр iHBapiaHTHocTi системи (0.1) в най-

_.ш спрощеному виглядi.

Подяки. Автор висловлюе щиру вдячнiсть своему науковому керiвнику

::-(]ру фiзико-математичних наук Серову NIиколi Iвановичу за поста-

..,\- задач, постi1.1ну увагу та допомогу в роботi.
Також щиро вдячний доктору фiзико-математичних наук Чернiзi
aHr- МихаЙловичу за постановку задачi про систему рiвнянь хемотак-

та обговорення результатiв дослiджень.
III"po вдячний завiдуючому вiддiлом прикладних дослiджень iнституту
. -]:атики НАН Украiни доктору фiзико-математичних наук. член-корес-
-:HToBi НАН УкраТни HiKiTiHy Анатолiю Глiбовичу за плiдне обгово-

:-.1 реЗультатiв дисертацiТ, а також yciM учасникам наукового ceMiHapy

-- _\- За цiннi зауваження пiд час обговорення результатiв дослiджень.
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роздIл 1

Огляд лiтератури за темою дисертацii та
вибiр напрямку дослiджень

У даному роздiлi гlроведено огляд та аналiз лiтератури, в якiй дослiд-

жуються симетрiйнi властивостi нелiнiйних диференцiалъних рiвнянь та

систеМ рiвнянь з частинними похiдними параболiчного типу, а також здiйс-

Еено постановку задач, що розглядаються в наступних роздiлах.

в сферi дослiджень рiзноманiтних явищ природи на ocнoвi матема-

тичних моделей доситъ актуалъною е задача встановлення властивостей

моделi, зокрема принципiв вiдносностi, яким цi моделi задовОлъняЮТЬ, Та

законiв збереження, якi виконуються для математичних моделей. Iншою,

Ее менш важливою задачею е вiдшукання розв'язкiв матемаТИЧНИХ МО-

делей, оскiлъки саме розв'язки найбiльш загально виЗначаЮТЬ xapaKTepHi

властивостi математичних моделей та вiдповiдно процесiв, якi вони опи-

сують. Саме груповий аналiз диференцiальних рiвнянь € досить ефектив-

ним iHcTpyMeHToM для кожноi з цих задач. Ефективнiсть групового аналiзу

в цъому ceнci переконливо довiв сам його засновник С. Лi, дослiдивши

симетрiйнi властивостi лiнiйного рiвняння теплопровiдностi u; - 'l-Lrr Та

встановивши його розв'язки в роботi [156]. Ефективнiстъ групового аналiЗУ

привела до появи численних послiдовникiв с. лi. В II половинi ХХ столiття

вона привернУла увагУ до групОвогО аналiзУ великоТ кiлькосТi на5rковцiв,

якi активно розвивали груповий аналiз та застосовували його до аналiзу

лртференцiальних рiвнянъ. останне дисятилiття ХХ та на початку XXI ст. в

Еапрямку груповоi класифiкацii диференцiальних рiвнянъ досягнутi вагомi

результати (див., наприклад, роботи П. олвера [t70], [171] ,||721, [173] ,||741
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та Р. Хередеро [145], в.I.Фупди.rа, [9зl, [94], [95l, [96], д.N4. Самойленка [З6],

.\.г. HiKiTiHa [163], [164], [165], [166], р, вiлт,шира [16а], [167], п. вiнтернiца

201] та щж. патери [176], [177], [178l, M.I. серова та р.м. чернiги [86],

125], в.д. тичинiна [90] [91], [92], р.з. жданова та B.I. лагна [25], [203],

р.о. поповича [72], [73], [204], I.i\,{. цrфр, [196], [204], с.в. спiчака та

E.I. Стогнiя [37], [189], [192] та багато iнших),

зва,жаючи на Тт актуальнiсть, однiсю з задач) tцо визначили напрямок

]роведених у дисертацiТ дослiджень, стаJа задача zруповоl' лсласuф,iкацi,z'

:Llс,пLе.h. нелtн1йНur р,iвняНъ параболiчноzо тпlrпу, Зокрешrа) в д{ругоNrу роздiлi

rIIсертацiТ серед матеN,{атичних моде"ltей, шо описують процес[1 дифузiТ з

:_,еакцiеЮ) встаноВленi Ti, tцо задовольняютъ принllипу вiдносностi Галiлея,

_ а проведено класифiкацiю iх ct,TtuteTpiйHllx вJIастивостей, В третъошrу роздiлi

_]lсертацiт розв'язана задача гI)уповот класифiкацii системи рiвнянь хемо-

. сксису, ш{о належить до класу систем реакцiт дифузii. поряд :3 цим в

-.Iсертацii ставилася задача пошуку додаткових (rщо виходяl,ь за рамки

. IгорI,IтN,{у Лi) можливостей побlцови розв'язкiв систешл нелiнiйrrих рiвняrrь

_.lфчзiТ, для розв'язання якоТ в другоNlу роздiлi дисертацiТ бl,ли використанi

j]: lокалънi перетворення.

Jалi опишемо детальнiше реалi:зацiю поставленрlх задач,.

Jрl,гий роздiлi дисертацiТ присвяченl.,tй дослiдженню симетрiйних вла-

.iвостей та знаходженнк) 1_1озв'язкiв сrrстем нелiнirlнлrх рiвнянь дифчзiТ,

..,: tlалежатъ до класY систе\4 нелiнiйних диференцiа,пьнtrх рiвнянь пара-

- riчного типу. !,иференrдiальнi рiвняння шараболiчного тиlIу т:а Тх CIICTе-

,: е цiкавим об'ектом для дослiдження, оскiлъки вони описуютъ р{:з,;,IъЕi

. -зItчнi rIроцеси, зокреN{а TaKi, що не ста,цiонарнi у часi, Найбi"iiыrr вiдоп,tими

_-няi]нями /\аного класу е нелiнiйтri рiвняння теплопровiлностi (аlrфl,зiТ)

'l_Lt: 0"(D(u)u"). (1.1)

- с. .,Ti здiйсниВ грYпов}' класr,iфiкацiтс лiнiйнлrх (1 г1)-виrшiрrrих рiвнянъ

, 
, гогО порядкУ параболiчнс)го типу) резYлътаrи якоТ вiдображеIIо в роботi

' 
'_i] , Q1,.1асний погляд iia ро:зв':т:]ання цiсТ задачi представлеIlо в роботi [б1|,

_.).э9 р. л.в. овсяннiков вперше провiв повнУ груllсву кlrасифiкацiю He,;ii-
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нiйного (r+r) - вимiрного рiвняння теплопровiдностi (1.1). Цей результат

опублiковано в cTaTTi [60]. В наступних дослiдженнях симетрiйних власти-

востей об'ектом розгляду стали узагальнення рiвняння (1.1). Так, зокрема

класифiкацiю рiвняння :

utlшrr:O"(k(u)u,)

..роводив у своIх дос;riдженнях В.Л.Катков. Результати цих дослiдженъ

зi:ображенi у роботi [32].

повн5r групову класифiкат\iю рiвняння теплопровiдностi з джерелом

L_ ТОКОМ)

(1 2)

(1.3)1trt:0,(D(u,)u") +g(")

_а ГrогО узагальНень на дво- та тривимiрний випадок провiв В.д. Щороднi-

,1н у роботах (1982,[22l), (i983,[23]).

Д. Орон, П. Розено (1986, [175]), с.N4.}Онг, К. ВербуРГ, П.Бавее (1994,

]U2l), та N{.П. Едвардс (1994,[131]) працювали над дослiдженням симет-

",iIHrTx властивОстей рiвнянь диф)rзii'-конвекцii

,ltrt : O,(D(u)u,) + /(r).r,.

,,, тасr,rфiкацiТ симетрiйнI,Iх властивостей рiвнянъ

LLt: G(u*)u*" (1 5)

_]_]]1свячено роботу I. Дхатова, Р. Газiзова i Н. Iбрагiмова [4], опублiковану

. 1987 роцi.

}'роботах М. Серова, Р. Чернiги, I.Рассохи [86], [125], [126] з точнiстю до

,-])етворень еквiвалентностi гrроведений вичерпний аналiз симетрiй Лi не-

__-]t-tних рiвнянъ теплопровiдностi з конвективним та реактивним членами

1trt : O"(D(u)u") + /(") ш, * g(u).

- ] Жданов та B.I" Лагно в роботах [25]. [203] здiйснили повну групову

" -..сIrфiкацiю рiвнянь теплопровiдностi з нелiнiйним джерелом вигляду:

(1 4)

(1 6)

(1 7),llt : 1tr, * F (t, r,'u,'цr).
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Р.О. Попович, та Н.\4. IBaHoBa в роботi [181] провели повну групову кла-

сифiкацiю та дослiдили перетвореЕня еквiвалентностi рiвнянь вигляду

В робота* [1], [36l А.М. Самойленко та B.I. Лагно; у роботi [37] B.I. Лагно,

С.В. Спiчак та B.I. Стогнiй; а також Р.З. Жданов [113], [203l та П. Бесараб-

Горват [113l провели повну групову класифiкацiю найбiльш загальних ква-

зiлiнiйних рiвнянь еволюцiйного типу

f (*)u, _ (g(r)a(u)u,)- * Ь(u)u".

1trt: F(t,,r,u,,u")ur, + G(t, r,u,,ur).

,llt: F(urr)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

У роботах С.В. Спiчака, B.I. Стогнiя [192], [193] для одновимiрного рiвнян-
ня Фокера-Планка (ФП) з довiлъними A(t,r),B(t,r)

* - - *lA(t,r)u] + |#ort,, r)u),

де A(t, r), B(t,r) - достатньо гладкi функцiТ, знайденi максимальнi групи

перетворень та побудованi деякi класи точних розв'язкiв. У роботах [190],

[191l С.В. Спiчак, B.I. Стогнiй провели симетрiйну класифiкацiю та побу-

:ryвали точнi розв'язки рiвняння Крамерса

Ж 
: -*(yu) + 

ftrv' r"lu) + lftru" * &l
I. Ахатов, Р. Газiзов i Н. Iбрагiмов у роботi [4], з точнiстю до перетворень

еквiвалентностi провели групову класифiкацiю рiвнянь

.rrreTpiйHi властивостi рiвнянь вигляду (1.10) у роботi [183] дослiджував
: Пухначов.

}rзагальненням рiвняння теплопровiдностi (1 1) € систеNIа нелiнiйних

]нянь дифузiТ (0.1З). В класi систем (0.1З) мiстяться TaKi, якi широко зас-

_ . овуються в TeopiT процесiв тепломасопереносу, дифузii, описую,Iь еволю-

_ -_l темп€ратyри u1 ,а густини u2 у термоядернiй плазмi [16], [200]. Повну
" , пову класифiкацiю нелiнiйних систем класу (0.13) досi не проведено.
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В роботах [S6], [105l, [1З7l побудованi класи нелiнiйних систем двох piB-

Еянь параболiчного типу, iHBapiaHTHltx вiдносно алгебри Галiлея та ii роз-

ширень. При конкретних виглядах функцiй Л(U) симетрiйнi властивос-

Ti системи рiвнянь (0.13) дослiдженi в роботах [3], [10S] , |L241i методами

_liiBcbKoT та умовноi симетрii знайдено деякi точнi розв'язки цих систем.

У роботi [109] дослiджено конформну iHBapiaHTHicTb системи (0.13), при

Еаступному виглядi матрицi F:

F - ( )''"', 
^'Зt# ) , о. ,.L - ,.L!, ,l) - 1t2.

\ )зuС'-I,u \цuО' /
Система (0.13) дослiджувалась також i в роботi Гладкова, Байкова [112],

.f,e виявленi два зображення алгебри конформного тигIу.

У роботi [3] розв'язана задача дослiдження конформноi iHBapiaHTHocTi

.:сте\{и (0.13) вiдносно алгебри

,aCl(l) :(0о, 0t, D-21101+Q, K-"10r+*rQ), (1.11)

. Q : (mобuЬ * по)Ou", тпо6, TLo довiльнi сталi, а,Ь - t,2.
Сlтстема вигляду (0.13) ма€ численнi застосування для опису рiзно-

.нiтних фiзичних та бiохiмiчних процесiв, в той же час ii симетрiйнi

: _ecTllBocTi залишаються недослiдженими в повнiй Mipi. В зв'язку з цим

, .,.-тiдженню системи (0.13) придiлено увагу у другому роздiлi дисертацii.

=ibo\,Iy роздiлi дисертацiТ поставлена i розв'язана задача сере0 сuсrпеJч|,, ulp

,:zальнло?оmъ рiвняння (1.1) (i баzаmо,iнlлur вi,Oомur рiвнянъ) на вuпаOок

l]1e,л4ll 0воr рiвнянъ BiOHocHo dвоr нев,iOом,ur функц,iй за dопоJчIото?о сu-

-,llрiйнur ме,rпоdiв вu)iлumu rпi сuсmемu, яtсi е iHBap,i,a+m?7uJvl,u BiOHoc-

цзаzалъненоi алеебрu Галiлея. Тобто розглянута задача встановлеI{ня

:_.]яду нелiнiйностей F(t/), при яких система (0.13) iHBapiaHTHa вiднос-

а:гебри Галiлея AG(1) та ii розширень операторами масштабних та

ективних перетвореtsIь. Пiсля цього дослiджено симетрiйнi властивостi

_-i)х{аного класу систем. Запропонованi галiлей-iнварiантнi системи не-

,,_Ёtних рiвнянь диф5zзiТ в силу cBoix широких симетрiйних властивостеi1

-lендують на описання фiзичних прсlцесiв, що задовольняють принципу

.irэсностi Галiлея. Так, наприклад, одна з них при сllецифiчних виглядах
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функцii f' зустрiчаеться в роботах [110], [149l i широко застосовуетъся для

опису процесiв хемотаксису живих органiзмiв.

Зокрема, у ттараграфi 2.1 роздiлу 2 дисертацii нами було встанОВЛеНО,

що нелiнiйна система (0.13) iHBapiaHTHa вiдносно лiнiйного зображення аЛ-

гебри Галiлея з базисними генераторами вигляду:

0t: *t,O": ft,C - t0" * rQt,Qt: (rouuu * 0o)0u"

та ii розширень операторами масштабних D : 2t1t * r0, * Qz та проек-

тIIвних II - t'0, + trO, + tQz * *qr перетворень лише у випадку, коли

чатриця f' мае вигляд:

F: ( ,ii* ntl,1 ) 
,

-, g(u2) - довiльна гладка функцiя, )1 - довiльна стала.

Одниш,r iз дуже цiкавих з практичноТ точки зору узагалъненъ СИСТеМИ

13) € система реакцii дифузiт (0.14), ГалiлеТвську iHBapiaHTHicTb якоТ

- :riджено у шершому пiдроздiлi цього роздiлу.

В четвертому гriдроздiлi другого роздiл1, дисертацiТ встановленi HeeKBi-

:leHTHi анзаци, проведено редукцiю систеп,tи (0.13), (1.12) та побудованi

:Hi розв'язки цiсТ системи.

CtrcTeMa (0.14) € дуже актуальною в планi дослiдження симетрiйних

,6стивостей, оскiльки в класi систем вигляду (0.14) мiстяться системи)

.::_ описують процеси дифузii з реакцiсю, а також рiзноманiтнi бiОхiМiЧНi/ 0\
_,цеси.Так,зокремапри F': ( л^i , . l,д./(.r') -довiльна

\"r/("') )z ) 
^ J\*

__lкз. функцiя, )t,lz - сталi, система (0.14) опису€ процеси хемотаксису
" ,.:терiй та iнших мiкроорганiзмiв.

Так, розповсюдження бактерiальних популяцiйних хвиль опLlсУетЬСя Ма-

:атI{чниlии моделями, основаними на рiвняннях Келлера-Сегеля [149]

St: DsS*,+k19(S)b,
bt - -ч0,[Ьх(S)S "f 

+ DбЬ,- * kzg(S)b,

- -. .l,) - концентрацiя субстрату-аттрактанту,

(1.12)

(t . 13)

- #, а*- fr, ,рr,rо*у
який споживаеться бакте-
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рiями, b(t,r) - щiльнiсть бактерiй, 9(S) - питома швидкiсть росту бак-

терiй, X(S) - фуrr.Цiя хемоТаксисноi вiдповiдi, Ds та Dб - коефiцiенти

.щ.rфузiТ субстрату та бактерiй вiдповiдно, u, И kz - сталi; t,x - часова

та просторова змiннi вiдповiдно. N{оделлю Келлера * Сегеля та ii деякими

ыодифiкацiями опису€тъся також формування та поширення хемотаксисних

кiлець Адлера [110] та рiзнi процеси структуроутворення в бактерiальних

колонiях при ik взаемодii [31].

Кооперативна поведiнка найпростiших мiкроорганiзмiв також опису-

еться системою вигляду (0.14). Наприклад, математична модель [10Z], що

описус шроцес агрегацii мiксомiцстiв мае вигляд, подiбний до моделi Кел-

Jepa - Сегеля:

pt : Y (D оY р) + f (р, а) - k(p, а),

аt:Y(DоYа- D"Vр),,

.re c(r, t) та p(r,t) - концентрацiя амеб i молекул аттрактанта цАМФ (цr-

к;riчна аденозинмонофосфорна кислота) вiдповiдно, Do та D, - коефiцiен-

ти дифузii, а D. характеризу€ силу хемотаксисноi вiдповiдi окремих клiтин;

f - швидкiсть синтезу цАМФ, k - швидкiсть розпаду цАМФ.
Формування безперетинних структур при сповiльненому поширеннi

популяцiйних хвиль бактерiй описуеться модифiкованою системою Лапi

л-са - Шиллера:

(1.14)

( 1.15)
St: DsS"" - 

^(S)b,bt: -VO*ibй(S)] * Dbb,* + fi(.9)Ь,

_- .S(t, r) - густина субстрату-аттрактанту) b(t, r) концентрацiя бактерiй,

, S) : cfi(S) )а- const(a < 1), л(S) - швидкiсть розмноження бактерiй,

.S) - функцiя чутт€востi бактерiй до субстрату-аттрактанту, причому

1. / задаються рiвностяIчtи /?(S) : ЁOS(S 1 Sb)-', /(r) : S(S + S*)-',

' .St, Лs, Db, V сталi.

_]ослiдженню симетрiйних властивостей системи рiвнянь хе},{отаксису

fгt: u"l( .}i ,, ,о ) *-l + G(t/) (1 16)- L -,( 
L\ "r/(",) х, ) 

".] l
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:е[/: G(U) : tlЯ : ,uo{,t,*), f .= ,f (rr1) , 9О : g"(L|) -(;;)(;;)

довiльнi гладкi ф5rнкцiТ, а,,Ь :1_J, присвячено 3 роздiл дисертацiТ.

В третьому роздiлi проведено iloBнy групоF.11, класr.rфлкацiю СиСТеМ РiвНЯНЬ

\е\,{отаксису (1.16). РезультатI,1 цослiдження сиN,Iетрiйнrrх влаСтивостей сис-

те\{и (1.16) опублiковано в робо,гах iб7l, [35j.

В другому роздiлi дlrсертацii дослiджliвалась ci{cTeNla нелiнiйних piB-

jянь реакцir дифузii вигляд\, (0.14) ,lrprT цовiльнIIх матрицях дифузiТ Л

,а реакцiI G. Система рiвнянъ вllгJядy (0.14) крiпл процесiв хемотаксисУ

:.:iкроорганiзпцiв широко застосов}l5ться д"пя опис_ч багатьсlх iнших фiзи_

1HlIx, хiмiчних процесiв та я?,i,lfil x<1.lBoТ природ}1, llов'язаЕIих з реакцiеЮ

.rечовин пiд час Тх взаешtноТ дiтфузiТ" ЗокtrэеN{а) для оfiису ilроцесу горiння

_.lазми) а в живiй приро2:i - для спlIсанЕя конкl,ренцiТ тварин на певнiй

elэl.TTopiT. !,ля систем рiвiтянь реаl<цlТ дифузiТ хаuактерно, шlо N{атриl{я

: r,нкцiй / задовольня€ властивiстъ (1) ,(2'l # 0, _{е (t) - f" + f",
] :.f" ,!" - Stz, lzt.

J,ослiдженню симетрirlних ts;-Iзст;rвостеl:i такого класу cllcTeN4 придiляло

lагу багато вiдомих науковцiв. Гjри рiзних виг"Iядах сталоТ матрицi ди-

;,, зiТ .Е - д одержали вагошti р€з)чльтilти А.Г, HiKiTiH та Р. I}илтшир (дru.

l:.1рикл&д [16а], [165], [16б], |ioT];. i168]). liбgj). P,h4, черiIiга та дж.кiнг
_]7], [128], [129].

В роботi [152] I.B. Кrrязева та 1tД.;Щ. Попов вLIкоIfали групову класифi-

" ,,tiю системи нелiнiйriих рiвнянь ,r,.иф),rзii виглядt,

"t - (f (u,t,)u,"), - 0, ut - t,ýi'зr.,tlio,). - g"

rругому роздiлi дисертаIдiТ ;loc.lr;.ri}i<ei{c га"шiлеТвсъку, iHBapiaHTHicTb сис-

::lr (0.14). В цьому роздiлi C,l,,.,:аt рс.jв'язана задааiа. при якому вl.tглядi

rрицъ дифузiТ Л та реакцiТ i, :l;r J]t jlia tjliгляду (0.i4) будсl iнварiантною

_носно алгебри Галiлея. ýл:.l crlei)-,i{iliiиx в рез\хIь,;:атi систешr (0.14) лослiл-

- зо максимальнi алгебри iнт;а,рл:;г1-1 посзli,

}' другому роздiлi дисестацii Ki-,il,_r дослi:tжетrня лiТвськоi симетрiТ сиСте-

0.13) придiлено також уtJагх,, ilolдy,Ky ilсд?lткових. rrе.пiТвських способiв
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побудови розв'язкiв системи (0.13).

Той факт, що фiзичнi шроцеси володiють деякими властивостями та

задовольняютъ певним законам вiдносностi часто вдаеться пояснити лише

завдяки виявленню прихованих симетрiй даних гlроцесiв, якi неможливо

отримати в рамках класичного лiТвського пiдходу. Зокрема, дЛЯ побудови

Teopii квантовоТ електродинамiки в TepMiHax напруженостi електромагнiт-

Еого поля застосовуються нелокалънi симетрii (див. наприклад [153]). Не-

j]окальний rriдхiд широко застосову€тъся для моделювання та дослiдження

шроцесiв у фiзицi високих енергiй та у фiзицi елементарних частинок. Цей

шiдхiд застосовуеться, наприклад, для дослiдження процесу поширення

нерiвноважноi фононноi температури при лазерному збудженнi електрон-

.ripKoBoi плазми (дru. [24]). Отже, нелокалъний пiдхiд для вивчення бага-

тюх фiзичних процесiв мае практичне пiдгрунтя i може бути використаний

цри дослiдженнi рiвнянь та систем, якi цi процеси описують.

В 1979 роцi G.Rosen в роботi [1S5] показав, що дiею нелокалъних перет-

ворень вигляду

t:t, tr=шэ ,l],:Url

u - u(t,r) - HoBi невiдомi функцii;

t:trТ, r,:'l|l ц:Тlэ

_ 16, т,1 - HoBi незалежнi змiннi, 1!) - l1) (ro, rr) - HoBi

J0 : .L0l Ш1 : Тlэ 11)! : Z!,

/\
-- : - Z\rо,Щ) - НОВ1 ЗаЛеЖНl ЗМlННl)

(1.18)

залежнi змiннi;

(1.17)

( 1.19)

(1.21)

пелiнiйне рiвняння теплопровiдностi (дифузii) вигляду

ut -- Orlu 'u*)

ретворю€ться в лiнiйне рiвняння

ZO: Z|1.

(1.20)

lботах [118], [194] показано) що перетворення (1.17), (1.18), (1.19) зводять

з няння ФуджлIти-Сторма

'llt: о4((" + ь)_2u") (|.22)
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лiнiйного рiвняння (1.21).

Якщо a(t, r) - розв'язок лiнiйного рiвняння теплопровiдностi 'l)t : IJrrl

функцiя u(t,r) - u-L,ur е рсlзв'язком вiдомого рiвняння Бюргерса

,ltrt:ltr*"*2ttt.tr,

запропонованого Д*.lVI. Бюргерсом [123] у якостi моделi турбулентностi.

Перетворення tl ) l.t,, яке назива€тъся перетворенням Коула-Хопфа (1950,

[146]), (1951, [130l), узагальнюе перетворення, використане у роздiлi 32 ро-

боти А.Р. Форсайта 1906 року [133l для лiнеаризацii рiвняння PiKaTi.

В. Штрамп [195] i Д*.Бурган та iH. [122] дослiдили нелокальнi пере-

творення еквiвалентностi у класi рiвнянь ,ltrt : )r(f (u)ur) 'а ДОВеЛи eKBi

ва.пентнiсть рiвнянь uб _ \r(k(u)ur) i u' _ 0r(u-2Ъ(u-')u"). В. Штрамп

[195] знайшов також перетворення еквiвалентностi мiж рiвняннями вигЛЯ-

.Ц ?Jt - |r(k(u,'rr)) i 1trt:\-(uk(u-L,,-u-3ur)).Цi результати незалежно

шеревiдкрито та узагальнено В.В. Пухначовим [183]. Використовуючи пере-

творення мiж наведеними рiвняннями, А.С. Фокаш та Я.С. Йорrсос [132]

звели рiвняння ,ltrt: 0r(u,-2u") + u-2u, до рiвняння вигляду (L.22).

У 1987 I.Ш. Ахатов, Р.К. Газiзов та Н.Х.Iбрагiмов [4] показали, що

Bci вище згаданi нелокальнi перетворення е локальними перетворенняМИ

еквiвалентностi для вiдповiдних рiвнянъ для потенцiалiв. В 1989 РОцi ДЛЯ

подiбних перетворенъ вони ввели TepMiH 'lквазiлокальнi перетвОреНня eKBi-

BaIIeHTHocTill[5].

В 1988 роцi Щж. Блуман, Г. рiд та С.Кумеи [120] вперше розглянули

Еелокальнi перетвореЕня еквiвалентностi у класi рiвнянъ (1 1). В рОбОтi

1150] цi rrеретворення узагальненi i показано, що за допомогою даних пе-

р€[воренъ нелiнiйне рiвняння дифузii вигляду (1.1), зводиться до рiвняння

юго ж класу.

Я.Г. Ли"irь [161] отримав деякi результати щодо потенцiальних перет-

ворень еквiвалентностi для рiвнянъ вигл яду ut : O"(G(u)ur) + f (u)u--

Ъкрема, в роботi [161] вперше встановлено групу нелокальних перетВО-

рень еквiвалентностi для цього класу рiвнянь та гrобудовано Схему зв'яЗкiВ

llixc лiнiйним рiвнянням, рiвнянням Фуджити-Сторма, рiвнянням ФОкаша-
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Йортсоса та рiвнянням Бюргерса.

llомiтний внесок в дослiдження нелокальних симетрiй fрчп матема-

тичноi фiзики за допомогою нелокальних перетворень змiнних (нпз) нале-

жить Тичинiну В.А. В його дослiдженнях використовуються класичний

метод теоретико-групового аналiзу Щр та метод нелокальних перетворень

[103l. В роботi [104] цi iдеi було застосовано для побудови формули роЗмIIо-

ження розв'язкiв нелiнiйного хвильового рiвняння. В них одержуе подаль-

шого розвитку базова iдея [95] - розширення симетрii Щ: вихiдне рiвняння

вiдповiдним Нпз зводиться до себе ж, або до рiвняння, яке допускае бiльш

широку групу симетрii. Одержанi нелокальнi симетрiТ вихiдного рiвняння

використовуються для побудови формул розмноження йогО рОЗв'ЯЗКiВ ([90],

[91], [92], [140], [198]).

В роботi [100] нелокальнi перетворення еквiвалентностi вигляду (1.17),

(1,18), (1.19) були застосованi для побудови додаткових (нелокальних) ан-

зацiв для нелiнiйного рiвняння теплопровiдностi (1.1), якi неможлиВо ОТрИ-

л{ати в рамках класичного алгоритму Лi. В [136] данi перетворення ВИ-

користанi для лiнеаризацii рiвняння (1.1), побудови нелокальних формул

розмноження його розв'язкiв.

В другому роздiлi дисертацii поставлена та розв'яЗана ЗаДача уЗагаЛъ-

Еення резулътатiв робiт [100], [11S], [136], [150], [185] на випадок системи

нелiнiйних рiвнянь дифузii (0.13). Серед одержаних у другому роздiлi ре-

зультатiв важливо пiдкреслити наступнi. Встановлено вигляд МаТРицi ДИ-

фузiТ f., гrри якому система (0.13) лiнеаризуеться. Побудовано нелокальнi

шIзаци системи вигляду (0.13) та одержано деякi розв'язки для такого

rсцасу систем. Побудовано нелокалънi формули розмноження роЗв'яЗкiВ

системи вигляду (0.13), що лiнеаризуеться, та наведенi приклади побудови

розв'язкiв цiеТ системи на ocнoвi Тi тривiальних розв'язкiв.
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роздIл 2

ЛIiВСЬКА ТЛ НЕЛОКЛЛЬНА СИМЕТРIЯ
СИСТЕЧIИ НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

дYтФузII

_1lrференцiалънi рiвняння з частинними похiдними, якi володiють класич-

- _,ю лiiвською симетрiею, можна редукувати до звичайних диференцiаль-

..lx рiвнянь за допомогою спецiалъних пiдстановок (анзацiв) [б0], [61], Роз-

.{завши редукованi рiвняння) можна побудувати точнi розв'язки вихiд-

, го диференцiального рiвняння з частинними похiдними (див. [61], [97],

] 7]). Тому кiлькiсть розв'язкiв диференцiалъного рiвняння з частинними

:ii,]ними, якi вда€ться побудувати за допомогою класичного алгоритму

__. обмежена числом операторiв лiТвськоi симетрiТ,

В роботах [118], [1s5] наведенi нелокальнi перетворення, якi нелiнiйне

_.:{яння дифузiТ llt : 0|u-2u") зводять до лiнiйнОГО U1 : Шrr. В роботi

-. l] цi перетворення узагалъненi i показано, що за допомогою данllх lle-

_ ворень нелiнiйне рiвняння дифузii

1Iб -- 0"|f (u)u"),

l : ,u(t,r),llt: ff, U, - *, 0" : *, f (") - довiлъна гладка функцiя,

. ]lIтъсЯ до рiвняНня тогО ж класу. В роботi [100] вказано спосiб побудови

- аткових анзацiв (нелокальних анзацiв) для нелiнiйного рiвняння тепло-

зi:ностi, якi неможливо отримати в рамках класичнОго алгоРитму Лi.

: _)Ж в [136] данi перетворення використанi для лiнеаризацiТ рiвняння

- - . побудови нелокальних формул розмноження його розв'язкiв.

з :аному роздiлi дослiджено Галiле€вську iнварiантнiстъ системи He;ri-

j1;Ix РiвНянь дифузiт (0.1з) та системи нелiнiйних рiвнянь реакцiТ дифузiТ

(2 1)
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(0.14)) яка € узагальненням системи (0.13). Дrr, системи (0.13) встановленi

Еелокалънi перетворення еквiвалентностi, якi використанi для лiнеаризащii,

шобудови нелокальних анзацiв та нелокальних формул роЗмноження роЗ-

в'язкiв системи (0.13).

2.L. IHBapiaHTHicTb системи нелiнiйних

рiвнянь реакцii дифузii вiдносно

алгебр Галiлея

Система рiвнянь вигляду (0.14) широко застосовуеться для описання ба-

гатьох фiзичних, хiмiчних процесiв та явищ живоi природи, гtов'язаних З

реакцiею речовин пiд час Iх взаемноi дифузii.
ШI. С. Лi дослiдив симетрiйнi властивостi лiнiйного рiвняння теплопро-

BiлrocTi

'7.Ls 
- Ц"" (2 2)

: т&новив, що воно задовольня€ принципу вiдносностi Галiлея. Щане piB-

.__ця iHBapiaHTHe вiдносно узагальненоi алгебри Галiлея, тобто алгебри

-irея:

а а 1лd,: Й. а, - *, G - t0, * rQь Qt : -ruOu,

_ _lвн€ноi операторами масштабних

D : 2tOt * r0, -| Qz

__:)оективних

,
п:t(t}t*r0*)+Ta: *tQz

" .творень. Т5.т Qz: -bu\r. Неважко переконатися, що оператори алгеб-

_ аriлея (2.3) задовольняютъ наступним коп,tутацiйним спiввiдношенням:

[Хr, Хr] - 0, [Xr, Хз] _ Х2, [Xr, &] : 0,

[Х2, &] : Х4, [Хз, &] : 0, [&, &] : 0,

(2 3)

(2 4)

(2.5)

(2.6)
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де:

Xt : 0t,, Xz : 0", Хз -- G,, Хц : Qr

4х вимiрну алгебру лiнiйних диференцiальних операторiв

ДG : (Xt, Xz, Хз, Хц),

(2.7)

(2.10)

(2.1 1)

(2.8)

яка задовольняе комутацiйним спiввiдношенням (2.6), назвемо алгебРОЮ

Галiлея. Зауважимо, що алгебра (2.3) е однiею з реалiзацiй алгебри (2.8),

(2.6)

Задача класифiкацiТ симетрiйних властивостей рiвняння (2 1) повнiстю

розв'язана в роботi [61]. З результатiв роботи [61] зокрема виIIливае, що

шри /(u) f сопst рiвняння (2.1) HeiHBapiaHTHe вiдносно алгебри Галiлея. В

даному пiдроздiлi ми задамося питанням: чи може система нелiнiйних piB-

шIнъ реакцii дифузiТ (0.14) бути iHBapiaHTHa вiдносно лiнiйного зображення

а,тгебри Галiлея (2.8), (2.6) та ii розширень операторами масштабних (2.4)

та проективних (2.5) перетворенъ.

Даrrу задачу ми будемо дослiджувати в два етапи. Спочатку розв'яжемо

Гi для системи рiвнянь дифузii (0.13), а потiм для системи рiвнянь реакцii

тлфузii (0.14).

z.L.L. ГалiлеТвсъка iHBapiaHTHicTb системи рiвнянь дифузii
Щля систем рiвнянь реакцii дифузiТ характерно, що матриця функцiй F

задовольня€ властивiсть

(1) .(2) l0, (2.9)

(1) : fr, * frr, (2): stt. 1zz - frr.frr.
}[аютъ мiсце наступнi твердження.

Теорема 2.L. Нелi,нiйна сuс,{гLелла (0 13) прu ул4овi (2.9), (2 10) iHBapi,aHm-

:,] BiOHocHo алzебрu Галiлея (2.S), (2 6) moOt, i miлъкu mоdi, колu вона

.,ь,о,.л,ь,l1,о eKBiBaLteHmHa сuсmелti:

(Jt:- 
[( ,!*,tl,,l )-]
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0е g(u2) - 0ов,iлъна zлаOrcа функцiя,

в алzебра Галiлея л4ае насrпупну реал,iзац,i,tо:

а а ,л . л 1 .,л
0r: fr,, 0r: Й, G : t0* -l rQl, Ql _ -йu'Ou,.

.Щоведення. Спочатку покажемо, що лiнiйнi шеретворення

[]_AW*B,,

(2.12)

(2.13)

|v : (;; ) 
HoBi невiдомi функцiт А - ( 

";, :,,,,) 
(;; )

зirьнi сталi матрицi (матриця А невироджена), с перетвореннями ло-

_,lbHoT еквiвалентностi системи (0.13), Якriдо подiяти перетворенняМИ

- 13) на систему (0.13), то вона зведеться до вигляду:

Wt: а,[Ф(Iи)W*1, (2.14)

Ф(I4l) -д-\F(лW+в)л.
Так як з вигляду системr (2.14) видно, що вона належить до того ж

.;r]\-. tцо i система (0.13), то це i означа€, що (2.13) € перетвореннями

" .iвалентностi системи (0.13).

_1оведення теореми провOдLlмо на ocHoBi алгоритму Лi [26], [27], [2S],

] [б2], [63].

iнфiнiтезимальний оператор алгебрl.r iHBapiHTHocTi системи (0.14) маС

. ]-яд

_Y - С' (t, ш, ш1, u2)0, * ц" (t, ", 
u', u2lau".

] r-:',tови iHBapiarrTrrocTi систеNIи (0.14) вiдносно операторu (2.16) в при-

. eHHi (2.9), (2.10) одержу€мо систеNIу I]изначалъних рiвнянь для знаход-

_ _jiя координат iнфiнiтезимального оператора (2.1б) та функцiй fob:

0?,ou.: €#" : €9 : 0, (2 . 17)

(2.18)
ц" f tY + (€Р - 2с',) f"u + цZчf"' - ц|,.f"u - 0,

(2.15)

(2.16)

ц|(f:: + ftТ) * 2ц"*,,f"" - c:,f"b * бо6{,1 - g,
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(2. 19)

f,€ 0l b,,crd: Lr2,6gб - символ Кронекера.

З рiвнянъ (2.17) виплива€, що

€о : €o(t), €' - (1(t, r), цо : *abub * 0", (2.20)

(2.20),аоЬ - '"b(t,,*),,0o 
: p"(t,r) - гладкi функцiТ. Якщо врахувати

рiвняння (2.1S), (2.19) перепишуться наступним чином

(o""uo + p")f:9 + (€У - 2c:)f"b + a"bf"c - aacfcu - 0,

(rТ"ub + p;)(f:: + f:Y) + 2."! f"" - c:"f"u * бо6$ _ g, (2.21)

(ou"*u" + P\)f"u - (o?"u" * 0i) :0.
_]ля подальшого розв'язання одержаноi системи визначальних рiвнянь

]ереднъо уточнимо координати iнфiнiтезимального оператора Х, вико-

l ]тавши комутацiЙнi властивостi алгебри Галiлея (2 8)

З вигляду системи (0.13) очевидно, lцо вона iHBapiaHTHa вiдносно перет-

]-)ень зсув)r по незалежних змiнних t, r. Щим перетворенням, як вiдомо,

_-rовiдають оператори: 0r: &, 0r: f;. З цих MipKyBaHb та з формул

- :,.)), (2 6) виплива€ наступний найбiльш загальний вигляд операторiв Х;
: t7):

Xt: 0r, Xz: 0",

Хз: A(Oat + B(t,r)0, + l-"о(t,r)uЬ + n"(t,")70u",

ха -- а(t)ф + b(t, 
")0, + lr"u(t,r)uЬ + p"(t,")70u",

(2.22)

1(t), B(t, r), o(t),b(t, r),-"b(t, r),пО(t, r), aob(t, 
"), ýo(t,r) - довiльнi

,-,Ki функцiТ своiх аргументiв.

_]rя того, щоб операторп (2.22) утворювали алгебру Галiлея, необхiдно,

' вони задовольняли комутацiйним спiввiдношенням (2.6), з яких отри-

- ],iO:

[Хr, Хз] - AOr l BtO, * (miЬuЬ * п|)0u" - 0,,

[Хr, &] - aOt * Ь10" * (аiЬuь * B|)\u" : 0,

lXz,, Хц7: Ь,0" * (аiЬuь * P|)1u" - g,

[Хr, Хз] : В"0" * (miЬuь * п!)0," - Х4,

lхt,хr1- [х3,&] : 0.

(2.23)
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З перших трьох спiввiдношень (2.23) випливають наступнi умови на функ-

_riT А, В, а,Ь,шОЬ,пО, аОЬ, РО,.

Д:m?Ь_п?:0, Bt:!,
h":bt:br:0,
*?b:*Ib:Oi:Oi:0.

Розв'яза вши (2.24), знаходимо

a:C|l Ь:с2, А:сзэ aob:Qab, 0о:ýо,,
тпОЬ - -"u(*), шО - п"(r), В - t * В' ("),

(2.24)

(2.25)

-Ё ct ,с2,сзlQаьl Р" - довiлънi сталi. З формул (2,25) очевидно, що оператор

_Т+ набува€ вигляду

Хц: чOt * cz)* * (oouuu l 0o)0u", (2.26)

.лlIй, враховуючи вигляд алгебри (2.22), за теоремою Лi екiвалентний до

_,:tСТ)trПНОГО

Хц: (.ouu\ l 0o)0u". (2.27)

З;эахов5rючи вигля д (2.27) оператор2ч Х+, iз четвертого спiввiдношення

] 2З) отрим)r€мо

В} : 0, 
^1Ь 

: ооь, п2: 0о.

] ,зв'язавши (2.28) з врахуванням (2.25)) знаходимо

В - t l с4, l-пОЬ - ааьI * тпаьl па : Роr * по,

(2.2s)

(2.29)

_- сlэтпо6,тLо - довiльнi сталi. З формул (2.27), (2,29) отриNIу€мо 5rточнений

.:гJяд алгебри Галiлея

Xt: Or, Xz: Or.

Хз= сgф* (t+ с4)0"lr(аобuь + 0о)Оu"*(mобuь lпо)Ou", (2.30)

Хц: (аоьuЬ * 0o)0u".

левидно, що алгебра (2.30) еквiва,лентна наступнiй алгебрi

AG(|,l) : (0r, 0", G : t0, * *Qt+ Q, Qr), (2.31)
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де Qr _ (аобuЬ * ýo)\u", Q - (*ouub + по)Ouа, причому, як випливае з

останнъого комутацiйного спiввiдношення (2.23), [Qr, Q] : 0,

Iнфiнiтезимальним оператором аJIгебри (2.31) € оператор

X-ao\t*ц0,*gG+kQt, (2.32)

координати €Р, r7o якого (2.30) мають вигляд:

€0:do, €r: gt*dt,

цО : (g* + k)(аобuЬ + Р,) * g(mобu,Ь + no),

де do, dt,,g,k - довiльнi сталi.

В такому вигIадку рiвняння (2.2t) перепишуться у виглядi

[(g" + k)(a"6ttb + Р") * g(m"6uЬ + ")1ftP+
*(g" * k) (а"6 * gm"b) f""_

-(g"t k)(a"" * grпо") f"b - 0,

9(аоьuЬ + B)(f:r + ftD + 2ga"bf"" * 96об _ 9,

Розщепивши рiвняння (2.34) по змiннiй, r, отриму€мо

асьuЬ f:9 + a"bfo" - ao"f"b : 0,,

(.ouuu + P")(f:f + ft?) + 2a"bf"" * gбоб - 0,

(*"buu + п") fiТ * m"ьf О' - шо"f'Ь : 0.

(2.35)

_.танн€ з рiвнянь (2.35)) очевидно, € умовою iHBapiaHTHocTi системи (0.13)

_-.rносно оператора

Q:(-оьuЬ*по)Ou".

_ l,tl.. не втрачаючИ загаJlъностi, для системи (0.13) можна вважатИ, Ш\о

. - 0. В такому випадку ко()рдинати (2.33) оператора (z.зz) набувають

' ,:Г lЯД)/:

€0:do, €r: gt*dt,
|]О : (g* + k)(а,,6uЬ +-f"),

(2.37)

З рiвнянь (2.17), (2.18), (2.19), та форrvrул (2.37) виплива€, tцо для того,

, i, система (0.13) була iгrварiан'rна вiдносно алгебри Галiлея (2.31), ф_vrrо-

.f "Ь повиннi задоволъняти нас,rупнiй системi диференцiаЛЬНИХ РiВНЯНЬ:

(2.33)

(2.34)

(2.36)

(2.38)М" fi,! + a"bfo" - oo"f"b : 0,
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f:f + a"bfo" + oo"f"b * боь : 0,

40

(2.39)

-е М" : (tсdЦd + р".

В роботi [19] rrоказано, що З точнiстю до переТворенъ (2.13) icHye б не-

.вiвалентних з,эбражень оператоРа Qr. I-\i зображення задаютъся наступ-

]:.1\IИ МаТРИЦЯМИ:

2)а- ,k * 0;

1)о- 0,0:( l)

(: ;) ,,: (l)

(;)

(2.40)

,, ": (l 3) ,r: ,k # 0;

4) с-

с)а- ,0 :0;

6) а- ,0 :0,

: довiльна стала. Вказанi виIце набори матриць а, Р назвемо "кано-

.jl\IИll, Зауважимо, rцо довiлъний iнший набiр матриць а,0 з точнiс-

о перетворенъ (2.13) локально еквiвалентний одноNIу з канонiчних.

:З ЯЖ€\4о системи (2.3s), (2.39) для кожного з випадкiв 1) - 6).

1) Системи (2.38), (2.39) мають вигляд

(2.4l)

(2.42)

(; :),ý:0,,k#0;

(i;)
(;;)

0rrf"b - а,

[)uof"| - --dob.
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Очевидно, що система (2.4L) - (2.42) HecyMicнa. Аналогiчно можна показати,

що система (2.38), (2.з9) HecyMicHa у випадках 2), 3), 5). Розв'язком системи
(2.38), (2.39) у випадку 4) е матриця

/_+ 0 \F- ( h'_, ),\z -r/
що приводить до лiнiйноi системи (0.13).

6) Розв'язком системи (2.3S) е функцii

fr' : рrr(r), fr' : (ur)r*rprr(r),
(2.44)

(,* 
ъ)

! : g(u2) -, дцовiльна гладка функцiя. З формул (2.44), (2.47) отриму€мо
вигляд мат

-+0
-# g(u')

таступний 
-

.: (

рицi F:

),
(2.4s)

f2L - (ut;-(b+t) рr'(r) , fr' : рrr (r) l UJ : (utl-buz .

__:ставивши (2.44) в систему (2.38), (2.39) одержимо:

I rrlr'1 + krp\' + ( k + 1)рrr] : -2,р|| - 7,

) ф" + kaPr2 -. (k - ] )р12 : 0,

\ и(иrrо22 _ ,,,,ь2| 1_,|.2\
I t , -wч -rz? -) :0.

l Нrф" - ф" - -2krz2 _ 1.

. _.:шrо k + 0, то, розв'язавши систему (2.45), одержу€N{о:

(2.45)

F- (2.46)

зIIпадку матриць Р вигляду (2.43), (2.46) система (0.1з) стае лiнiйною,
.;irьки симетрiйнi властивостей лiнiйних систем такого типу досить добре
.,riдженi, то для системи (0.13) з цими виглядами матриць Л розширень

._ ебри Галiлея ми не розглядатимемо.
Якщо ,k: 0, то з (2.45) знаходимо:

р7\ : -*,r" - 0, 9" - -ц)1 р" : g(a),u) :'ч,2, (2.47)

(2.43)



42

_i)II якому система (0.13) локалъно еквiвалентна системi (2.11) з нелiнiйнi-
_ ю Л вигляду

F_( Ar 0 \
"-\2^,,# g@\), (2,49)

-- )r # 0 - довiльна стала. Якщо врахувати вигляд матрицi F (2.49)) то з
.знянь (2.38), (2.39), знаходимо, що

Qt : _};u|Our. (2.50)

Теорему (2.1) доведено.

Поставимо задачу встановити) при якому виглядi матрицi F система

- 11) допуска€ розширення алгебри (2.12) оператораNIи вигляду (2.4), (2 5)

ТеОРеМа 2.2. СuсrпеJчtа нелiнiйнur рiвнятlъ вu2ляаа Р.11) iнварi,анrпна:

"- rlpu g("') t' сопst BiOHocHo розlлuреноt алеебрu Галiлея

AGt(l, 1) - (аr, 0", G _ t0, * rQb
Qt: -};uLOu,, D - 2tat+r0,);

прu g(u2) - ) : const () + 0; -)r) B,iOHocHo

Гал,iлея

(2.51)

аза?альненоt алеебрu

AGz(l, 1) : (0r, 0", G - t0,l rQb Qy,
D - 2tat + r0* - tuL\u, - r.P\ur,

П - t2Ot * trT*- (* + |t)u10,, - tu2\ч,).

Jведення. Якrцо доповнити алгебру (2.12) оператором (2.4), то одер-
- _ься алгебра АG\(|,1), яка згiдно [t07] назива€ться розширеною алгеб-

_ Галiлея, З коrчrутацiйних спiввiдношень мiж Ti операторами виIIливас,

D,G1 - G. Обчисливши дужку Лi lD,G1, отримуемо [D,G] - G *
./:Qr - QQz). ТОдi, Врахувавши наведене виtце комутацiйне спiввiд-

--'еННЯ, ОЧеВИДно, що оператори Qt та Qz повиннi задовольняти улловi

, Qr1- 0. Звiдси виплива€ \rточнений вигляд оператора Qz:

(2.52)

Qz:111ul04 * (1rru'-l 6)au,. (2.53)
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]апишемо координати оператора Х, якиft породжу€ алгебру (2.12), (2.4),

]раховуючи, tцо Q2 мас вигляд (2.53):

€О : 2at* d,g, €' : gt + аr } d7,

цl : (-ftw * re711)tr1, ц2 : n,yzzu2 * а62.

_liдставивши координати оператора Х (2,54) в рiвняння (2.1S), (2.19),

,I)I{My€Mo наступнi умови на параметри 7,6:

dz : 0, 1zzф - 0. (2.55)

- ]станньоТ умови випливаютъ два розгаJIуження:

1) при ф l 0 lzz : 0 i оператор Х з координатами (2.5а) породжу€

гебру (2.51);

2) при ф : 0 1zz - довiльна стала i оператор Х з координатами (2.54)

ро-lжу€ алгебру

AG{L,l) : (0r, 0,,G - t0* l rQbQb
D : 2tOt * r0" * .ylulOu, * .yzzu2 lur).

(2.56)

(2.54)

-.ri встановимо) чи можливе розширення алгебр (2.51), (2.56) проектив-

] :],I оператором вI,Iгляду (2 5)

С]початку спробу€мо розширити алгебру (2.51) оператором (2.5). В цьому
, ]:адк)r ф + 0, 1zz - 0 i оператор П ма€ вигляд

,.

Л - t2 0t * trL* \ tllul Oч, - {;"'0u,, 
.

=, ,становка координат оператора (2.57) в систему (2.18), (2.19) приводИтЬ

i]ротирiччя. Отже, у випадку ф + 0 система (0.14) HeiHBapiaHTHa вiднос-

_)ператора (2.5).

Тепер спробуемо розшири,Iи алгебру (2.56) оператором (2 5) В цьому

:=адку ф : 0, 1zz - довiльна стала i оператор П мае вигляд
.)

TI : t2 Ot * trO* * t(llul Ou, * 122u2 Ouz) - ;"'0u, 
.

._I1шемо координати оператора (2.5S)

c0__t2 с1_+-(-:I l C:LL,

-1 - t- l r2*111i)u1 , ц2-1zztu2.ll 
- \ 4.\l

(2.57)

(2.58)

(2.59)
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_]i:cTaHoBKa координат (2.59) в систему (2.1S), (2.19) приводить до уточ-
:1:ння сталих 1tt, 1zz. ОтримуеNIо] що

7п: -t, 'Yzz - _Т. (2.60)

]TiKe) у випадку ф:0, розширивши алгебру iHBapiaHTHocTi (2.51) системи

1,1), оператором (2.58) при yмoBi (2.60), отриму€мо алгебру (2.52).

Теорему 2.2 доведено.

2.t.2. ГалiлеiЪська iнварiантнiстъ системи рiвнянь
эеакцiТ дифузii

Jалi дослiдимо систему нелiнiйних рiвнянь реакцiТ дифузiТ (0.14). Тобто

с:тавимо задачу: дослiдити, при яких нелiнiйностях f"Ь ,u 9О система

.14) iHBapiaHTHa вiдносно лiнiйного зображення алгебри Галiлея з базис-

].l\1II генераторами вигляду (2.12) та ii розширень операторами масштаб-

,.lх: (2.4) та проективних (2.5) перетворень.

\Iаютъ мiсце наступнi твердження.

Теорема 2.3. СuсmеLr,tа (0 1/,) прu yJvtoa; (t) . (Z) f 0 iHBapiaHmHa Bi,d-

- cllo алеебрu Галiлея (2.S), (2 6) m,оOi i mi,лъttu mоOi, колu dана алzебра

,lc реал,iзацi,tо (2.12) а сuсrпеJчl,а (0 1/) локаль?7о екв,iваленmна оOнiй з

)сmупнur CucmeJvt:

flt :r, Гr ^, 
0 ),,.l * ( ""lt'l ) .

L\u xz/ ] lu2p2't,l) 
(2,61)

,, n - #Ё, р'(r) , р2(r) -- \овiлънi zлаOкi функцit, прuчоJ\,I!! операmор

._),_ "ма€ вuеля0:

11 11^
Q,: -пu'Ol-Бu"Ot: (2.62)

[Jt:u,l( ), 0\ 1*( pL@) \
L\ -i, л, )''] 

* 
\ 

"", 
@1 1'u,",p) ), 

(2 63)

,: Lo - ý + m|пu!, чr'(u'), ,p'(u') \овiлънi елаdrci функцii, прuчол4у
,jeparrLop Q1 мае вuzляd:

1Q,--_ (u"Ou"-,лu|Оu,): (2.64)vL 2Ar
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[Jt:,, 
[( ,i.u nt'",l) 

-] - (*;il;;' ) (2 65)

,, g(u'), p'(u'), p'(:u') - dов,iлънi елаdrct фунrcцi,i, прuчоJvtl1 операrпор Q1
, tc вuzляd:

Qt: _.ftura,,.

JОВеДення. Покажемо, rцо лiнiйнi перетворення (2.13) € перетворенняN,{и

1альноТ еквiвалентностi системи (0.14). Якrцо подiяти перетворенняNIи

- 13) на систе*у (0.14), то вона зведеться до tsигляду:

Ws - а,[Ф(и)W"1* Q(и), (2.67)

Ф(W): A-LF(AW + В)А, aW) - G(AW + В). Так як з вигляду
те\{и (2.б7) видно, ш{о вона належить тому ж класу, що i система (0.14),

,:е i означа€, що (2.13) € перетвореннями еквiвалентностi системи (0.14).

Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iHBapiHTHocTi системи (0.14) rvrae

. Iяд (2.16)

З l'мови iHBapiaHTHocTi системи (0.14) вiдносно оператора (2.16) для зна-
-а{ення координат iнфiнiтезимального оператора (2.1б) та функцirч f"b

--l)х{У€мо систему визначальних рiвнянь, яка склада€ться з рiвнянь (2.I7),

- -S) та наступних рiвнянь:

чdэ|о: (чiо - d,ь€,О)gЬ + цi - ц2,f"Ь (2.68)

(2.66)

(2.69)

(2.69),

З рiвняно (2.17) виплива€, шIо

€о : €o(l), {' - сl(r, r), цо : oabub * 0о,

_ с_\ОЬ - aob(t,r),ýo:p"(t,r) - гладкi функцii. Якrцо врах)rвати

:-.,iвняння (2.18), (2.6S) перегlишуться наступним чином

(*o'ub + P')ft? + (€У - zC*)f"b + *сЬ 7ас - ao,f,b :0,
(oТ'uu + p;)(f:r + f:!) +2*:}f"" - €:-f"u * 6,6{/ - g.

(ro"u'+ 0d)gi,, - (*ОЬ - 6"u€,0)gu+

(2.70)

*(а|"u" + РП - (*2""u" + P\)f"b.
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!,ля поДальшогО розв'язання одеРжаноi системи визначалъних рiвнянь

11опереднъо уточнимо координати iнфiнiтезималъного оператора Х, вико-

риставши комутацiйнi властивостi алгебри Галiлея (2.8),

З вигляду системи (0.14) очевидно, що вона iHBapiaHTHa вiдносно перет-

ворень зсуву по незалежних змiнних t, r. Щим перетворенням, як вiдомо,

вiдповiдають оlrератори: 0t: *,, 0" : f,. З цих MipKyBaHт, та з формул

(2.69), (2.6) випливае, що найбiльш загальний вигляд 4-х парметричноi ал-

гебри Галiлея (2.8), (2.6), яку допускае система (0.14) задаеться формулами

(2.22).

в доведеннi теореми 2.1 показано, що розв'язання першого та другого

рiвнянъ (2.70) дозволяють уточнити алгебру (2.22) формулами (2.31), де

Qz :0. Ця алгебра шороджуетъся iнфiнiтезимальним оператором (2.32),

координати €Р, z7o якого маютъ вигляд (2.37).

З рiвнянь (2.17), (2.18), (2.68) виплива€, що для того, щоб система (0.14)

бl,ла iHBapiaHTHa вiдносно алгебри Галiлея (2.З), функцii fob ,u 9о повиннi

задоволъняти систему диференцiальних рiвнянъ: (2.3s), (2.39) та

М" g|,, : rf,оьgЬ,

J.[" : ard[Jd * 0", боь , символ КронекеР?,, 0, b,c,d: lr2-

Ja.lri б5rдемо розв'язувати визначальну систему рiвнянь (2.38), (2.з9),

- ;1) для кожного з б нееквiвалентних зображень алгебри Галiлея, rцо

-аються формулами (2.40) . Як уже було показано в доведеннi теореми

- -. :ля 1), 2), 3), 5) випадкiв зображень алгебри Галiлея формулами (2.а0)

_ Te\ta рiвнянь (2.38), (2.39) HecyMicHa. Тому можливими € лише 4), 6)

.-адки зображень алгебри Галiлея, заданих формулами (2.а0).

Якщо розв'язувати систему рiвнянъ (2.38), (2.39) для 4) випадку зо-

_,к€ння алгебри Галiлея, що зада€тъся формулами (2.40), то одержуемо,

;\,пну матрицю F систешли (0.1а)

(2.72)

(2.7|)

": (? -о*),
..iнa, показатлI) що система (0.14) з матрицею F вигляду (2.72) з точнiстю
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.]о перетворень t -+ -2),1l лока,льно еквiвалентна системi (0.14) з матрицею

F вигляду

/), 0\tr_ [ "' l. (2.73)

\-), Х, )
-]е 7n - -k. При цьому оператор Галiлея алгебри (2.3) матиме вигляд

G : t0" * rQt, (2,74)

]е Qr := -rk (ulОu, + u2\u, - u|Our). Тобто, матрицi параметрiв ао6, Во

..lгебри (2.3) мають вигляд

r -i \ в_(0) (275)":[ ?r'-*) - \о/
?,эзв'язавши рiвняння (2.71) при умовах (Z.ZЬ), отриму€мо наступний ви-

lяд функцiй 9"

g1 : u'p'(r), 92 : u2p7 (r) + u'p'(r), (2,7б)

-э iJ : $ + m|лш|, 9|(r), р'(r) - довiльнi гладкi функцii, при якомУ

.IcTeMa (0.14) мае вигляд (2.63).

Розв'язавши систему рiвнянь (2.38), (2.39) для випадку 6) при k l0
браження алгебри ГалiлеЯ, Що зада€тъся формулами (2.40), одержу€мо

l:стvпн} матрицю Л системи (0.1а)

":( ,* ъ)
(2.77)

l_,*<на, показатИ, Що До систеNlИ (0.14) з матрицею Л вигляду (2.72) з точ-

l 'ТЮ до переТворенЬ t -+ _2)qf lrокально еквiвалентною € система (0.1а)

]:атрицею F виглядy

"_(^,0\'- \ 0 
^, 

)'
- )2 - }. Пр, цьому вигляд оператора Qr алгебри

, т\,пним

о.-- 1 1 п

y I 2xr\'Ou, ,;1t,'duz,

(2.78)

Галiлея (2.3) буде

(2.79)
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а-

Розв'язав

зitглядi

а матрицi

умовах (2.80),

(2.s0)

отриму€мо функцii go у

g1 : u'p'(r), 92 : u'q'(r), (2.s1)

де (, - #Ё, рl(r) ,, р2(r) - довiльнi гладкi функцii, при якому система

(0.14) ма€ вигJIяд (2.63).

Система рiвнянь (2.38), (2.39) при k - 0 для випадку 6) зображення

аilгебри Галiлея, що задаеться формулами (2.а0) , (2.L2) вже розв'язана в

доведеннi теореми 2.|. В результатi одержана матриця F системи (0.14),

зацана формулами (2.а9) та зображення оператора Галiлея алгебри (2.12),

задане формулами (2.50). Очевидно що, матрицi а,,0 в цьому випадку

задаватимуться наступними формулами

а, В матимуть вигляд

( r t),,: (:
ши рiвняння (2.71) при

)

_ -iзв'язавшлt рiвняння (2.71) при умовах (2.82), отриму€мо наступний ви-

]яд функцiй 9"

": ( ;^+ t),r: (:)

g1 : u'p'(r), 92 - р'(r),

--, J) =: ,u2 
, р7 (r), р' (r) - довiльнi глалкi

i€ вигJ]яд (2.65).

Теорему 2.3 доведено.

(2.82)

(2.83)

функцii, при якому система (0.1а)

За"rчваженЕIя 2.L. Сuлаеmр,iйнi власrпuвосmd сuсrпеJчd (Z,Ot), (2.6,9) dослi)-

- erti, в робоmаr [127], [12S], [129], [16/r], [165], [166], [167] Талп зокрелl,а

ъ:QзG,?tо, Lцо сuсmeлLа

{Jt:- [(t ;).ъ] 
-(н;:Е,) (2.84)
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dе а - 8Ц , \t #.\2, )з, )а Йовiлънi сmалi, iнварiанпьна BiOHocHo уза-

zальнеl7оt алzебрu Галtл,ея

AG2(T,1) :(0r, 0,,, G:t0, 1rQb
Qt: -*u'a,, - ф;u2Our, D - 2tat+r0"*Qz,

П _ t2Ot * tr\" + !Ql, * tQzl,

d" Q, - -|u"Ouо, )1 # \z,,Аз, )+ - \ов,iлън,i сrпал,i;

G сUсТrъеJИа

(2.s5)

(2.87)

0

)r

ън,i

)-]

сmал,i,

-( lз(ul)]е#..,,,), 
(2.86)' 

\ {^r,r2 +.\аu1; (u\a"# ) '

,i,HBap,i,aHmHa B,i,OHocHo уза2алъненоi алеебрu

AG2(L,,1) :(0r, 0*, G:tOr*rQt,,
Qt : -rt (u"Ou" - 4ulOur), D - 2t)t l r0" l Qz,

п - t2 0t * tr\* + !Ql, + tQz) ,

fu Q, - _tu"Ouо, )] l 0, iз, Аа - dов,iлънi, сmал,i.

ToM5r в наших дослiдженнях зосередимо увагу на можливостi розши-
- тння алгебри Га"lriлея (2.12) для системи (2.65). Результати таких дослiд-
r.eнb вiдображенi в наступнiй TeopeMi"

Теорема 2.4. CucmeLuta (0 1/r) з нелi,нiйноло Jйапlрuце?о duфузii' F iHBa-

,1нтпl7а BiOHocHo:

1) розtлuреноt алzебрu Галiлея (2.51), яrcшp вона локалъно еtсвiваленmна

,,:m,елl"i (2 65) прu g(u2) f сопst;

2) розrutl,реноi алеебрu Галi,лея

AG{|, 1) :{ 0,, 0,, G : t0, * "Qt, (2.88)
Ql : --fturaur, D - 2t\t * r0" -t- Qz >

," i.!o Bolua локалън() еквiва.пенrпна сuсrтtелоi

LI :,.[(,i,r ; )-] - (ii."lrr; ) (2,s9)
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ПРuЧОJv,l,У

,ао-
Qz: ;'tLoOuz,,k

de )1, )z, )з, \ц,k - )ов,iлънi сmал,i.

3) узаеалъненоi' алеебрu Галiлея

AGz(l, 1) : (0t, 0", G _ t0, * rQb

Qt : -};ulOur, D - 2tat+ r0" -l}Our,
fI _ tz\t * tr\"- (* + |)u10,, - tu2Ou"),,

яfru4о вона лоrcально еrcвi,валенmна сuсmемz

(Jt:- 
[(,i;* ; )r,,] 

- (^;,9,]')

.щ,оведення. якшдо доповнити алгебру (2.t2) оператором (2.4), то одер_

житъся алгебра ,4G1(1, 1), яка згiдно [107] називаетъся розширеною алгеб-

рою галriлея. з комутацiйних спiввiдношень мiж iт операторами випливае,

що [D,G] _ G. обчисливши дужку лi [D,G], отримуемо [D,G] _ G +

r(QzQt - QQz). Тодi, врахувавши наведене вище комутацiйне спiввiд-

Еошення, очевидно, що оператори Qt та Qz повиннi задовольняти умову

[Qr, Qr] - 0. Звiдси виплива€ уточнений вигляД оператора Qz:

Qz: 111u|О4 * (lrru'+ 62)а,,.

]агrишемо координати ошератора (2.а), (2.93):

€0 :2t. €' : ,,
ц1 : .yttu7, ц2 : 1zzu2 * бz.

_]i-т,ставивши (2.94) в рiвняння (2.18), отриму€мо наступнi умови:

бz : 0, 1zzф :0,

(2.93)

(2.95)

Даrri розв'язУватимеМо рiвнянНя (2.6S). Пiдставивши формули (2.94) в piB-

j:яння (2.68), отриму€NIо:

1zzu2фI - -29'.

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.94)

^lzzu2ф2: ("yzz_ 2)p'.
(2.96)
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3 чr,tови (2.95) випливають два розгалуження:
1) при ф # 0,1zz:0 з рiвнянъ (2.96) випливае) що

р1 : 0, 92 :0. (2,g7)

-эдi, враховуючи формули (2.12), (2.4)) очевидно, що приходимо до 1)

_l, нкту теореми.

2) при ф:0, 1zz довiльна стала, розв'язавши рiвняння (2.96), отри-

_ 1-e\,io:

р| : }r(r')*, р2 : )n(r')e*',

ryоо : -?.laa 
к

(2.98)

(2.99)

:,-, до пункту 2) теореми.

Jалi встановимо, чи можливе розширення алгебр (2.51)', (2.88) проек-
,:знI]м оператором вигляду (2.5).

Спочатку спробу€мо розширити алгебру (2.51) оператором (2.5). В
,]lIY ВИПаДкУ ф # 0, 1zz :0 i огrератор П мас вигляд

п - t2Lt * trL, * t1l1ulLч, - *r'Ou,. (2.100)
4At

- -зажко переконатися, що в цьому випадку система рiвнянъ (2.18), (2.6В)

', rticHa. Отже, у випадку ф + 0 система (2.65) HeiHBapiaHTHa вiдносно

)&тор& (2 5)

Тепер спробуемо розширити алгебру (2.88) оператором (2 5) В цьому
*а_]ку ф : 0, 1zz: -fr i о.rератор П мае вигляд

Якщо врахувати формули (2.t2), (2.4), то одержаний результат IIриводить

П _ t2 0t * trL, -l t(l'p| 0u, - 'ъu'u,,) - ftu'a,, 
.

-I)aTopy (2.101) вiдповiдають наступнi координати iнфiнiтезимального
- _)&торэ, Х]

с0_+2 сlr_+-
\ - 

L l \ - 
LLэ

01 : (-#"' * ?rrf )u1. ц2 : -?tu'

(2.101)

(2. 102)
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Функцii (2.102) систему (2.1s) задовольняють тотожнъо, а рiвняння (2.6s)

при умовах:

k :2, .yл: -|, ^yzz: -|. (2,103)

Отже, у випадкУ ф :0, розширивши алгебру iHBapiaHTHocTi (2.ss) системИ

(2.89) ошератором (2.101) ,р, yMoBi (2.103), отриму€мо алгебру (2.91), а

система (2.89) стае локалъно еквiвалентна до системи (2.92).

Теорему 2.4 доведено.

Таким чином, серед систем вигляду (0.14) iHBapiaHTHi вiдносно узагаль-

пенот алгебри Галiлея лише системи локально еквiвалентнi до систем (2.92),

(2.84), (2.86).

2.2. Нелокальнi перетворення системи нелiнiйних

рiвнянь дифузii

. -lзглянеN{о сукупнiсть тръох перетворень:

t:t, т:т, uО:ч1,

- 1,o : ца(t, r) - HoBi невiдомi функцiТ;

t : ,.Ij!, 
" - ", 

uI : trl, U2 - Ш2,

, .г0l !х1 - HoBi незалежнi змiннi, цра - rО("о,*r) -

llja: Ш0, т,!: I|э ul| _ zo,

-' 1а == z"(rо,rr) - HoBi залежнi змiннi,

Теорема 2"5. Переrпворент1" (2.10D, р.105), (2.106) е ,переrпворен?7ял,l,u

, зiваленmносrпi сuсmеJиu (0.13)-

_1оведення. Застосу€мо до системи (0,13) нелокальну замiну вигляду

- i04), тобто в сис,геNIi (0.13) покладе\,{о) що

t:t, L:T, tl"\:u1*, u2:u\,

(2.104)

(2.105)

HoBi залежнi змiннi;

(2.106)
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]е u0 : |)a(t,*) --HoBi невiдомi функцiТ. ПiдставлIвши (2.104) в (0.13) i

,роiнтегрувавши одержану систему по змirlнiй х, будемо мати:

Vt-f(V,)V",+G(t), (2.107)

де у: (;; ), 
G(t) : ( 

nn',j.r\) 
, е :#,g"(t)-довiльнi гладкi функцii

змiнноТ t. Надалi будемо розглядати систему

Vt - f (V")V,,, (2.108)

:кiльки замiною V -+ V + G система (2.107) зводиться до системи (2.108).

Якrцо до системи (2.108) застосувати перетворення годографа вигляду

].105), тобто виконати в нiй замiну

t : tr!, tr - 
,lлl, U| : TI, U2 - Ш2,

._-Jg, шi- HoBi незалежнi змiннi, цца :.О(rо,rr) - HoBi залежнi Змiннi, ТО

_lHil СИСТеМа ЗВеДеТЪСЯ ДО ВИI'ЛЯЛУ

о,,! -' [(/" + r?f")rl, - r\f"r?r1,"'0 - 1,rol;z

^"2 -' l(/" + r?f")rл| - (/" + ul|f22)]tл|r+-о - @тр1 t t22 -.?f")r?'-г p47\J

_ шft - Ж, ul|t - Ж, F:0,1, причому у формулах (2,109)

tab 
"оь 

( ] tl'? \ 
(2.1 10)f 

ОО : /"' (ц ,а) ; а,Ь - t,2.

:.lодr.rференцiювавши систему (2,109) по змiнн\й 1у та подiявши переТВО-

-ннями (2.106), тобто ввiвши в системi (2.109) замiну

Ш0: ШOэ lтl: Ш!э '1 
: 

'', '? - "',
_- :о: ,о("о,"r) - HoBi залежнi зп,riннi, одержимо наступнУ сисТеМУ

Zo : t}iФV)Zi, (2.111)

/rr\ ^ry д (*r' qrz\
z - t 

"," ) z"- {'i 0, : *, Fv) - [;,, ;,, ),: , - Ф"u(Z), F: 0, 1,

(2.109)
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]IчомУ функцiТ F,u(Z) пов'язаНi iз функцiями /ОЬ наступними спiввiд-
_]lеннями:

Ф11 - Qtl-z[/" + ,'f"1, Ф" _ _(z1)-| 
11,2,

Ф21 - Q\-З|2z(/" + ,2 flz) _ (fr, + ,2 f2r)1, (2.|I2)

(2.113)

Ф22 - Qtl-zlf" _ ,, frr7,

.fob: f.u(*,#), Ф"u : Ф"Ь(Z).

Таким чином) ми встановили, ш\о ланцюжок замiн (2.10а), (2.105), (2.106)
: JIITь систему (0.13) до системи рiвнянь того ж класу вигляду (2.111) i
зпаки не важко переконатися, що система (2.111) за допомогою вказаних
::iH зводиться до системи (0.1З).

Теорему 2.5 доведеrто.
(Jскiльки система (0.13) мiстить двi функцii u1 ,а u2 то перетворення

:lграфа типу (2.105) не €диноможливе для цiеi системи. Так, якщо в

- i05) замiнити, u1 -+ U2,U2 -+ u1 ,,tll| -) Ш2,,Ш2 ) r|, то замiстъ (2.105)
_:РЖИNIОi

t-iгg, r:u)2. ,lJl - ID1 , l)2:tr\.

-еорема 2.6. Переrпворенн" (2.104), (2.113), (2 106) € перепl,воренIlяJ\4д
.,iвален,rпносmi cucmeJvru (а 13)

-Jоведення. Провiвши мiркування аналогiчнi до тих, що проведенi в до-
eHHi теореми 2.1, приходимо до висновку, що ланцюжок замiн (2.104),

- 113), (2.106) також зводитъ системi/ (0.13) до системи рiвнянь того ж
:С\' ВИГляду (2.111) i, навпаки. система (2.||1) за допомогою вказаних
,:iH зводиться до системи (0.13), причому функцii FОЬ( Z) пов'язанi iз
нкцiями /ОЬ наступними спiввiдношеннями, вiдмirrними вiд (2,1\2):

Ф11 - ("')-'гf" _ 
", f"7,

Ф12 - (r')-'[- (r'f" + f") + z'(zl fr' + fr\1,,
Ф21 _ _ Q\-| 121 , Ф22 - Q\-'|"'f" + f"1,

{оЬ - f*(5, t), Фоu - ФоЬ(z1 , z2).

Teoperrc1. 2.6 доведено.

(2.114)
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Jrя простоти MipKyBaHb нада,lтi суперпозицiю перетворень (2.104),

- - j5), (2.106) назвемо пере?пворенняJчd Pt, а суперпозицiю перетворень

- _J]) , (2.713), (2.106) - переrпворенням Р2.

^еорема 2.7. Переrпворення Р1 i, Р2 lmвор?оrоrпь ?lекоJчl,упLаrпuвну ?рупу 3

.рацiеrо ?рупово2о лLнослсе?7ня ||o|l, яка )ie mасuJчl, ч11,I7о"\,N: Pr о Pz - Pz,
- 
_ : Pt - Pt, Pto Pl : Pl,, Pzo Р2 - Р2.

-1оведення. Розглянувши дiю суперпозицii перетворень Р1 та Р2 на систе-

i0.13), ста€ зрозумiло, що:

о а) послiдовною дiею цих перетворенъ на систему (0.13) в порядку Р1,

Р2, одержуеться система, локалъно еквiвалентна до системи (2,111) з

матрицею коефiцiентiв (2.11а) 
;

о Ь) послiдовною дiею цих перетворень на систему (0.1З) в порядку ф,
Р1, одержу€ться система, локально еквiвалентна до системи (2.111) з

\,Iатрицею коефiцiентiв (2. 1 12) 
;

о с) послiдовною дiею цих перетворень на систему (0.13) в порядку Р1,

Pz, Pl, Та Р2, Р1,, Р2 одержу€ться системи) локалъно еквiвалентнi до
системи (0.13).

Теорему 2.7 доведено.

Зауваження 2.2. РозzлянеJчl,о вuпаOок )овiлъноi'rciлъкосmi, залеэtснur злцi-

,1lx сl-Lсrпемu (0.13), mобmо IJcR".

Яrcul,о залl,iнu (2.10l|), (2,105), (2 106) узаzальнuпlu rпаdu"l,t чu?7оJчd:

t:t, tr:ixl uo:,U2, o:|.,n;
t : ш0, tr : lл7, Ul - z7l lJk : 1Dk, k -Т,,п;
i10: i,1l Ш|: Ш1l 'Ul|: zo,, а - |rп,

(2.115)

-, с1,1,сrпедла (0.13) прu IJc-Rn звеdеmъся 0о сuсmе"и,u (2.111), запuсаl70t dля

rtaOrclJ ZcRn, прuчоJ\,l,у зв'язо?; лtiuс функцiяwtu ФоЬ mа f"b буdе м,аmu

-,z.шd:

Ф11 - (ztl-z[/"+ 
"f,ll,

Фlk _ _Q\-r frr,
Фk1 - Q1)-З|2Ь(/r' + "l frr) 

_ (fr' + 
"I fkl)1,

Фk, _ Qtl_zlfkl _ 
"k frll,

(2.116)
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dе ФоЬ - Ф"Ь(Z), fob - f"b(+,*,,...,#), k,l - 2;п.

Теорема 2.8. Переmвораrн" (2.104), (2.105), (2.106) е переrпвоРенНяJvru

iHBap,iaHrnHocпt,i сuсmем,u (0.13), я,?{ulр фунлtцi,t' f"b заdовольltяюmъ сuсmем,i

f" (*; #l + 
" 

f" (*; i) - QT frr("r ; 
"2),

f"(*; #) - -"'f"("'; "'),,
f"(*; il * "'f"(i; i) - -(r'), f"(r,; r') - ,r(rr)'frr(rr; rrr,(2,ttT)
(r')'f"(r'; 

"') + zL z2 flr(rr; ,2) : rrr(#; i).
.Щоведення. Поставимо задачу, знайти TaKi функцiI /(t/), ПРи яких сис-
тема (0.13) дiею IIеретворення Р1 переходИть сама в себе. !ля цього у
_ ]рмулах (2.|12) необхiдно покласти

Ф"u ("'; 
") 

: f "Ь Q'; "') 
.

_ заслiдок цього i одержу€мо систему функцiональних
._сlхощж€ння функцit fob.

Теорему 2.8 доведено,

Зауваження 2.3. дналое,iчн,i рвальпхаmu оdерuсаюпl,ься, лlсu4о вu?{орu-

dпаlпu переmворе?7ня Р2 rrLа сuсrпел,l,у (2.11/|).

Розв'язком системи (2.117) можуть бути, наприклац, TaKi функцii:

f":ý,fr'_ 0,

fr' : (z1)-8rll(Iп zl; ft), fr' - ,,t,

Ф (in 
'' , #) - ДОВiльна гладка функцiя cBoix аргументiв, яка задовольня€

: ]B.}r: V(-о, ; *r) : -Ф(r, ; *r),
При виконаннi умов (2.|t7) формули (2.104), (2.105), (2.106) будуть не-

пальнlIми перетвореннями iHBapiaHTHocTi системи (0.13). Цей факт можна
..iОРИСТати для псlбудови нелокальних формул розмноження розв'язкiв
зот системи.

(2.118)

рiвнянь (2.117) для
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Теорема 2.9. Сuсmеwtа вuеляOу (2.111) л,iнеарuзуеп,Lъся mоdi, i m,iлъкu
Tbodi колu вона локальпо екв,iваленmна сuсmелti,

(2.119)

.Щоведення. Якщо припустити, що система (0.13), лiнiйна, тобто

f (U): д, де д : (}оь) - стала матриця, то, використавши формулу (2.112),

одержимо систему (2.119), яка за допомогою перетворень (2.104), (2.105),
(2.106) зводиться до лiнiйноТ системи виглядy

Ut : LUr*.

Теорему 2.9 доведено.

(2.120)

Зауваження 2.4. Аналоz,iчнuй рвулъпlатп JvtoctcHa оOерсrcаlпu на вuпаOоrc

СuuПе^пu (0.13) прu UcR". Узаеалънuвl,л.l,u перепхворення Р1 форлtулалrпu
(2. 1 1 5 ), оOероrcuлtо л,iнеарuзацitо насп,Lупноi сuсmелtu:

,Ь: а,tЧ##1 ,| - *,\1.,3:а,tW,!+М}{,\1,
, k,l - Т,п.

(2.121)

Нижче ми детальнiше зупинимося на системi (2.119), хоч Bci отриманi

lrя неi резулътати легко переносятъся на багатокомпонентну систему (2.121).

Найпростiший випадок системи (2.119) виникае при )11 - \zz: ) l0,
Atz: )zr :0 i тодi вона набувае вигляду:

"Ь 
: )ft ((z1)*' "|), "3 

: )01((z1) -' r1). (2.122)

Jегко помiтити, що обидва рiвняння в системi (2.120) мають таку ж саму
нелiнiйнiсть, як i нелiнiйне рiвняння дифузii, лiнеаризоване в роботах [185],

[118], тобто вона € двокомпонентним аналогом цього рiвняння. Щiкаво за-

ЗЕачити, що система (2.L22) володiе значно ширшою алгеброю iHBapiaHT-

ПОСтi, нiж ii скалярний аналог ( д"u. перше рiвняння в системi ). Справдi,

Црямим застосуванням алгоритму Лi до системи (2.|22) можна встановити,
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--{] МаКсиNIальною алгеброю iHBapiaHTHocTi (\,{AI) цiеТ систепtи (2.120) е
. СЬ\{и-вимiрна алгебра, з базовими операторами:

0о : *, а, - *, DI : 2rg}g * rr& ,, D2 : rt}t - z| 0", ,

Qt: rlz7Orz,Qz: zlO"rrQз: z2\rrrQц: 0"".

Як вiдомо, у скалярному випадку отриму€ться лише чотири-вимiрна I\4дI

[0t]. Неважко переконатися) що локальною замiною

u: -#, 1) - 22

Естема (2.119) зводиться до вигляду:

,Ё : z2ar11.\r, * \12ч)ur) * )12uu1],

о3 :0r[()z, * ()r, - )rr), - \12ч2)uul, i (\r, - \рч)u2u1].

(2.t24)

(2.|25)

,:к бачимо, система (2.125) мiстить лише полiномiальнi нелiнiйностi (кубiчнi
четвертого степеня). ,Щобре вiдоrr,rо, п{о деякi складнi процеси у живiй

_.;IrрОдi моделюються дифузивними системами з перехресною дифузiею
,. полiнОмiальноЮ залежнiСтю коефiцiентiв дифузii вiд шуканих функцiй
-]IB.' наприклад, [188]). Система (2.125) при )12 l0 або \zz # 0 належить
: i',I€ Що систем такого типу. Можна помiтити, що при )tz : )zt : 0 вона

-. - бr,вас вигляду:

u0 : ),уu2u11,, ?/0 : 0r[()r, - )11)uuul. * \22u2ulf,

(2.123)

,.,а rцiстить лише кубiчнi нелiнiйностi.
".)JауважиNIо, що в роботi [89] за допомогою вiдповiдних нелокальнLIх пе-

- lBopeнb дещо iншу систему рiвнянь з кубiчними нелiнiйностями. а саме:

u0 : )rr(u l ч)2u1* (}r, - \zz)(u * ч)uр1,
U0 : )zz(u * o)2t'11 * ()z, - lrl) (u * ti)l1,1u1,

] коЖ зведенО до системи двох лiнiйних рiвtiянь дифузiТ:

uI: \1pt!,, u? : \zz,u?,.

_ l,KllM чиноfuI, за допомогою .панцюжка нелокалъних перетворень систему
,--liнitlних дифузiйних рiвнянь (2.126) можна звести до вигля ду (,2.12S) i

(2.t26)

(2.I27)

(2.12s)
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навпаки. Наголосимо, що локальними перетвореннями цього зробити не-

можливо, бо цi системи мають рiзнi розмiрностi алгебр симетрiй Лi. i\4AI

системи (2.126) € шестивимiрною i породжуеться базисними операторами:

At: (0о:*, й:*, Dt:2rg}g*rt}t,
Dz : 1101 - uOu, Ql, : uOч,, Qz : uOu),,

а MAI системи (2.12S) € п'ятивимiрною з базисними операторами:

Az : (0, : *r, 0* : *, Dt : 2tOt * rOr,

Dz: rо" - ulLч, - u2Oчr, Q : 0u, - ачi (2'130)

Як приклад, наведемо точний розв'язок системи нелiнiйних рiвнянъ

(2.129)

(2.126):

(2.131)u - -;йdfi;J . L1 : f,(Ф@о.r,))'-*,

-э ф(rg,rr) u розв'язком рiвняння:
а'l/Бфff - frro;,

.лitI,i отриму€тъся з фундаментального розв'язку систем:и (2.128):

|,"1 -ft."о(-d*) ,1tr2:ft""о?fхы), (2,|32)

_: с1, c2cR1) шляхом застосування ланцюжка перетворень (2.104), (2.105),

_ 106).

2.3. Нелокальнi формули розмноження розв'язкiв
системи нелiнiйних рiвнянь дифузiТ

алгебра iHBapiaHTHocTi системи (2. 120)- залежностi вiд вигляду шrатрицi Д
- _]3.€ться наступними операторами:

l t 0\- ппид- l l., 
\0 L)

At: (A,Q - -|_-ruoOu",,Qr - u7aur,Qz - LLlOur,,Qз: u2aur7;
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2) приД-

3) приД-

ftu'a,r, Qr : u10,,,);

(т i)
Az: (A,Q : -*''u"

(l:)
Аз: (A,Q : -'ru"u," + 

}u'o,"Y;

/
lt приЛ: ( а

^ 
\-р

Ац:

.-

:)

(л,Q - #m|- аuО 0u" + 0 (u2 О,, - ulа,, )] ) ;

А - (Ot: *,0,: ft,c - t0, * "Q,Q,D - 2tLt * r0" - 'ru"U"".

П * t2Ot*trL, _ 'uru'a," ,TQ,Xl - 1'Ou,,х' : 0'0u,),

;Iчому функцiТ 0 : tЗ(t,r) е довiJIьними розв'язкаN{и системи

L0 :0,
/оl\

': (,;r).,L:0,+ла,,,
CllcTeMa (2.120) на вiдл,riну вiд системи (2.119) iHBapiaHTHa вiдносно

- рёторэ G:tО**rQ,д. Q - -|u"Ou", н&прикладдля Д:,Е.
Неважко переконатися, що оператор G - t0, + rQ породжу€ перетво-

12
t:t,
1, 11
u' (t; r)
1л .t 1.
u' |t; r)

112i--r +0 t,
2 эо

-u| (t; 
")"2 э,

-u2 (Z;^")"

-*?-g3.

-*?-gr
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нехай, ,j}- urti;Ь;

22
{Jr-U r, .trr

:{ехай дiя оператора G гrеретворюе цей
r(]зв'язок:

',, ,,l 1, 'n o,I 1,,lL'- ,l-L'(i; z): LLZ- ,l1Z (r;z;
.1стеми

11тт тт
U |-l) lltrr
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2 
' о

t2: lr2(i;ft) - деякий гладкий розв'язок системи

(2.133)

розв'зок системи (2.133) в настушний

:.:ння розв'язкiв:
2|
u' (t; *) :u| (t; at
21,
u' (t; r) :u2 (t; at
2\ш-I -at.

- 
_я побудови нелокальних формул розмноження розв'язкiв системи (2.119)
-ielto на Лiiвсъкi формули розмноження розв'язкiв (2.134) нелокальними
,_етвореннями (2.105), (2.104). (Прr цьому використову€мо той факт, що
_ rirтеаризацii системи (2.119) достатньо лише перетворень (2.104), (2.105)).

fля дii на формули (2.134) перетворення (2.105) запишемо у виглядi:

11 1, 1

t : t, b-V\ (t, 
") 
, ц| (t,b1 - ,, u2

22212_
t : t, b--V| (t,y), шl (t, ft) : у, u2

тiявши перетвореннями (2.135) на (2.134),

2I
t,i (t; ,ч) :u| (t;r) - at,
21.,2
,,2 (f; U) :u2 (t;феТt++о'(t;у),

z2
"- r*!r,u1 (l:y)lJ:те,ц",

1
,)

-,U"
2
,)

-u,

+ r)e*t+t,,

_- -l-*t+*"t *)r- 
')

(2.134)

(t,,b)

. 2.
lt, ")

(t, 
"),

(t,y).
(2.135)

одержу€мо:

(2. 13б)
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_1родиференцiювавши (2.136) по у, одержимо:
21,
u'o (t;y) - ту u|, (t;r),
21,72,2
u'o (t;y) _ |rо u,, (t;") * Z u, (t; 

") 
u'o (t;y))e'Tt+t",(t;y),

^22."22
| : TyeTt+iul(f:y) + $те"гt+gu'(t;У) ur у (t:y),

1.iщо врахувати сгiiввiдношення:
,

,Tt+gu'tt;y) _ т
,

у

(2.137)

(2. 139)

(2.140)

(2.|4|)

формул" (2.137) можна переписати у виглядi:

u'o (t;y) - ту u|, (t;r),
2l11
u'o (t;y) - |ro|u', (t;r) * Z u'(t; ,) uL, (t;T)),

_1|ц 
- t .

yj |+iul,(t;T))

_я даноi задачi перетворення (2.104) запишемо у виглядi:

+-+ 
1 1 1 1

| : f,, т - T(t;y), V', (t,") :"1 (t;"), U2, (t,r) -z2 (t,T),
2222

t : t, а : U, V'o (t, а) :z\ (t; у), u2, (t, у) -z2 (t, у) .- 
:iявши перетвореннями (2.139) на (2.138), одержу€мо:

2!

" 
(t; у) - "у 

z7 (t; 
"),2|1]

,аточно нелокальнi формlrли розмноження розв'язкiв системи

,} : aoirnrl1, ,? : аоl&1,

.r,Ha записати у виглядi:
2l

" 
(t;у) : --!3?_,

, 
o(T-1+}zi(t;T))

,, (t;y) _")'pil-J')'QT)a" *т-1 ! h v,T)d"T,
T2|T-L +\ zl (t;T)]

1
r ]r n ''т1 : {z')-'T;'ryy l

(2.13s)

"' (t;y) - |rоlr' (t;") + t I ,' (t;T)d,T. zL (t;T)],

Ту:
1

у (т,1 + \ z1 (t;T))

L)
у(т l+\zI(tiT))

а
1

-1

ly 
-

(2.142)
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Зауважимо, що останн€ рiвняння в формулах (2.t4Z) одержуеться внаслiдок
_.lстановки формул (2.1а0) у рiвняння (2.141).

Використавши симетрiю системи (2.120) при Д : ( i : ) " 
саме, пере-

з(]рення, породженi операторами G, П ТТ алгебри iHBapiaHTHocTi, неважко
rержати iншi нелокальнi формули розмноження розв'язкiв систем вигля-

_ (2.119).

Так, оператор G - t0" * r(-|u"О," + }u\Our), де с - |.2, породжу€

)0твор€нняl
12t:t, r-r *2а

1

'у - 1 1

y(T-L +azL (t;T))
1

Tg - (zl)-2(To)-2Toy *

]ператор II - t'O, + tra" -| *t-Ъu'Ou" + }u|а,,)
_ -tfЖy€ ПереТворення:

|2 2

t,
1-11 2,2rл22
u] (f ; *) -u' (t:rle-o't-a' .

] ' 2 2,э ) , 2 ,.)
,;, {i;i) - l.Р ri,'rl * ),(о2 i +о2r1 ", (i,ЬУr-",i-,з.

на ocHoBi вище наведених перетворень легко одержати llлiтвськill

р\rули розмноження розв'язкiв систем:и (2,120) :

21 |22t:t, I-I +2а t,
2^ 2, 1- 2) 2 ^2 2

ul (t: fr) -u' (i: ft +z" i)eo't -о, 
,

2^ 22 1л 2l 2 ). ,l | 2, 2 ^2 2

u2 (l:*) : |u2 (i;b +zoh - х@2 Z +о Ь) u' (i;b +z"i)]g"'t-o"*.

Подiявши на цi формули нелокальними перетвореннями (2.135)

-)жу€мо неJ-Iокальнi формули розмноження розв'язкiв системи

21
,' (t; у) _ --3Р__,
' 

u,!T 1+azl 
P;T ,)) 1_ л 1

"' (t;y) - Щ- )с ! )' ft,T)d,T,
1+ат zl (t:T)

та (2.139),

(2.119):

(2.143)

2а
1

zL

ttu"аu",дес_ L;2,
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1t-
1

uL

1,,lt"

1-

2
(t

:

о

,1

2
t

2
t-bt

1

,Ш:

2

- |u'

2
iE

zэ
t-bt

11
(t; r)

1l
(t; i)

2,
(t;r)

2

u\

,
z

Аr) ,, --+
(I;r)"+\, ь|\,

,2

l8",rl;ilffi,nffi
] наведених перетворень легко одержати l'лiтвськillформули розмFIоження

зв'язкiв системи (Z.tZO):

-^.7 
l i i 1e+(r,bt1
\_ _21 _ .2l Г 221 2l l л)t-bt t-bt 1l t_bi

1r 221_22
,2

bt
о

,р (i;b) - ri' r*; +) - + Э "' (jа; :zЛ#-1l-п))---_,I-bt l-bt 1l t-bi

2

t
)1
L- 

-1l|+bt

1

t
1,

\+bt

' ,,,

(i, ft\

t+

2

t;

arо
,2 1Z; 

"")

7-bt L-bt 7-bt

_ riявши на цi формули нелокальними перетворенняNIи (2.135) та (2.139),

__.ржу€мо нелокалънi формули розмноження розв'язкiв системи (2.120) :

2

" 
(t;y)

2

"2 
(t;y)

+(#-

1

1, 11
-#(\[ z1 d,т+

bo4,-#Sll,

1го
- 

F leA

- laLo

+)(/
8TzL

-тllJ 
- 

] l ,' y(|-|rT(|-bt\z1 [ z| dT)

- rажемо ефективнiсть нелокальних
,- .cTi прикладу вибереNtо наступний

11

" 
(t;y) : 1, 

"2

(2.L44)

формул розмноження розв'язкiв. В

розв'язок системи (2.1а1) :

1л
(t;y) _ t * ,U .

, НаВеДений розв'язок подiемо форrчrуламл (2.142). Внаслiдок цього одер-

- .\Io такиr-I розв'язок системи (2.141)

22
л1_ | _2_tLl_ 1 rlt-2^^- 

П7-GsJ 1 Z-: 
' t- [птзn -r 6)t
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В якостi другого прикладу виберемо наступний розв'язок системи (2.119)

шрид -( 'О),, 
\) L)

1

,' (t; у)

_{а наведений розв'язок подiемо

:,\-емо такий розв'язок системи

:1, (t;y) - l,-

1

,2

-: т - розв'язок рiвняння lnT *
tll,St.

формулами (2.144). Внаслiдок цього одер-

(2.119)

- 
^Ь(1 

- Ьt)((Ё + *)" - Щ#tr)],

ilt - bt)T2 - lnu * ln lT-I + d, d

2
,lд-

2

z2: TylL

2.4. Нелокальна редукцiя системи
' .Ф

. нелiнiйних рiвнянь дифузiТ

2.4.L. ЛiЪськi анзаци та редукцiя системи (2.11).
Використа€мо Лi'iвську симетрiю системи (2.11) для побудови iHBapiaHT-

пш( анзацiв та редукцiТ цiеi системи.

Розв'язок системr (2.11) будемо шукати у виглядi

U : A(t,r)pQo),

де д(f, r), u : a(t,r) - деякi гладкi функцii, якi знаходяться пiсля ро*
в'язування системи звичайних диференщiальних рiвнянь:

dt d,r duТ du2

Р: €, 
: т:7 - dt, (2.145)

- -,) - невiдома функцiя,
1. Як показано в пiдроздiлi 2.1., система (2.11) у випадку, коJIи фугIкцiя
r) 

- довi;rъна, irrBapiaHTHa вiдносно алгебри (2.51). Координати iнфiнi-
]iI\IаЛЬНОго оператора дJIя цьоГо випадКу задаюТься формулами:

{о : 2cbt * ct; €' : cat * сьr * cz;
ц1 : (саr -|.r)r'; ц2 :0,

y(t+}(t-ы;T1,
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Je С1 l. ..эС5

dt
- груповi параметри. Система (2.145) мае вигляд:

dr du| du2

2c5t * q cat * с5r { с2 (саr *сз)u1 - dr,

i:2cbt* ч, h: сцt* с5r * cz,

й| : (саr * "з)u1, 
й2 : 0.

(2.146)

_ 1lед тим, як розв'язувати систему рiвнянь (2.146), приведемо iТ до бiльш
, 

_ стого вигляду за допомогою перетворень iHBapiaHTHocTi, якi породжу-

_ ься алгеброю ,4G1(1, 1):

t' - e2q't * 0t, tr' - equ(O4t + r) + 02,

ltr|, _ 
"(\0lt+Оаr+Ц)u\, 

,l.L2' :1_L2.

-ставляIочи перетворення (2.t47) в систему (2.146)) записану

.lcTeMi координа, (t' , ш' ,ш'1,,ш'z), одержусмо:

i:2Obt* Ct, r: Сцtl С5r * Cz,

(2.I47)

t71 - (Cn" * Сз)u1, й2 : 0,

C't, Сz.,Сз,Са ВИРаЖаЮТЬСЯ ЧеРеЗ С|э С2э Cg, С4, С5

(2.148)

,. _1няМИ:

: (cr * 20p5)e-"u , С, : (cz * 0ра * 02c5)e-Ou + 0аС7,

- 0zсц* сз + Чс, * 04g-Ouk, + 0рц * }zcb),

_ - e0'("n- 0цсь),

- С5.

, Iожливi TaKi нееквiвалентнi випадки:

_'+: Сь:0; Cr,C2,Cgf 0;

|'=, : 0, Са l 0;

,-Jп
, -r- w.

, першому випадку система (2.146) запишеться так:

--с1 , tr:с2э Й|:с3?l|, u2:0.
'язавши цю системy, одержимо такий вигляд iнварiантного анзацу:

настуIIними спiввiдно-

(2.149)ll1 - "nr',p'(r), 
,,_L2 - р'(r)) u) : kzt * r,
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.. Д;q : 9. k" - -CZ.С1

В другомч випадку. вибравши: 0l: _ft+ сlЁ.а, 0z: - Z- rrЧ,
-]ержимо:

i : ct, * : c4t, йl - с4ru1, й2 - 0.

Рiэзв'язавши цю систему, одержиN{о такий iнварiантний анзац:

,l_tl : e-kt(+ktz +r) 
рr (r) , ш2 - р2 (а) ) u) - |lct2 + r,, (2.150)

-,l-- с4
lb-

С1

Якщо ж у випадку, колLI Оь # 0, покласти:
о С1 .71 : -ц; 0z: -; + *-: 0ц - +,

- _ сист€ма (2.1а6) спроститься до наступноТ:

i - 2cbt, * : с5r, й\ : сзц\, й2 : 0.

Розв'язок цiеi системи зада€ наступний iнварiантний анзац:

l1,1 :tkp'(r), ц2-р2(а), u:Гъr, (2.151)

/. - 
сз, 2,

-]ля знаходження невiдомих фirнкцift 9|, р2 необхiдно одержанi анзаци

- i49), (2.150), (2.151) пiдставити у систему (2.11). В результатi отримаемо
повiдно три редукованi системи рiвнянь :

to Й' * 2k2tpl * 2kgp1 - g, (g(p')p, - #i, - kz92), _ 0;

zo i' - 2kap| - g, (g(pr)p2 - ffч\' - о;

ЗО Й' - Lnpl * 2kp\ - g, (g(p')p' - ffi\' * |ар2 - g.

Розглянемо систему (2.11), яка при при g(u2) - ), де \ - сопsf, eKBiBa-

..Тна системi:

ut - а"?*"Я, u? : а-|#"'_ + л"?1.

.-i:al-r ) # 0;}. В цоо*у випадку, як виплива€ з результатiв теореми 2.2,

тема (2.I52) iHBapiaHTHa вiдносно узагальненоТ алr,ебри Галiлея AG2(1, 1)

'.ЗИСнИми операторами (2.52). Дrrо побудови iнварiантних анзацiв даноi
- е\lи необхiдно проiнтегрувати систему звичайних диференцiальних piB-

]:_Ь ВИГЛЯ!,}i

i: cTt2 *2c5t]_ ct, r - cTtrlcat* c5rlcz,
й| - (+"'-Zt*car +сз)u1 , й'- (-c7t+c6)u2,,

(2.152)

(2.153)



68

Де cr,..., С7 - довiльнi числовi параметРи. IЩоб полегшити iнтегрування
системи (2.153), зведемо iТ до бiльш простого вигляду. Ще можна зробити,
якщО подiятИ на Hei перетвореннями групи iHBapiaHTHocTi системи (2.152):

tt : 9205 #й * 0l,, r| - еOuж * 0z,
,l.LL' 

- "A(l - 07:фЪцt, u,2' - е06(| - 07t)u2,

де 1 _ ж#. В резУльтатi TaKoi дii система (2.153) зведеТЬся До
I1CTeMI.I:

i: CTt2 +2C5t*Ct, r: CTtr-lCat*Cbr{Oz,
й1 : (Ч"' - lt -l Сцr + Сз)r' , й' - (-C7t t С6)u2,

(2.154)

(2.155)

Cl,: e-20u€a(r.t) _ g-20,kTТ? * 2с5fu* cl),
Сz: OцСt * e-'u€1 (0r,,0z),

Сз : Чс, l Lae-Ou Е' (0r, 0r) * ц' (0r,, 0z),

Сц : .0,€Ё (0r,,0z) - 0цt|(й, r,z) * LцOтсt - е-OuOт€r (Or, r,r),

Сs: €i(dr,Ё,z) - ТTCt,

Св: ?TCt * ц2(0t,f,r),
Ст : 

"20ur7 - 20z€|(0r, 0r) + 0?С|.

Як ми бачимо з (2.155), перетворення (2.154) не змiнили вигляд систе-
,.,).153), але за paX)rHoK того, шдо HoBi сталi Сд ЗаЛежать вiд групових
- arteTpiB 0,t, цi параметри в силу ix довiлъностi можна вибрати так, щоб
..-i з Ср стали рiвними 0.

l--'пробуемо пiдiбрати 06,d :Т3 так, щоб максимально спростити систе\,{у
- -j;). Спочатк5. з'ясуемо, для якого набору 0д Ма€ мiсце тотожнiсть
- - 0. дJIя цього перепишемо Ст у виглядi:
- - 9-205"rlk', - 0т(Or+ ?)Y n #kr"T - .а)]

']i r]CT&HHboTpiBHocTi стас очевидниМ, Що Ст:0 при yMoBi: CtC7-"3 < 0.

-_ J.lя одержанот систеtчtи можливi два нееквiвалентнi випадки:
--0; ctc7-c3 S0;
l 0, при ctc7 -.? > 0.

' першому випадку сис.fема (2.155) запишетъся так:

(2.156)
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i -2Cbt+C1 , r: Сцt*С5rаСz,
й|: (Cn* * Сз)u1, й2 - Свu2.

Як i для виIIадку системи (2.11) лри g(u2) - довiльнiй гладкiй функцii
вiд u2, для системи (2.152) можливi TaKi розгалудження:

Сц : Сь :0; й, C2,Cg l 0;

Cb: O,Cal0;

Сs#0.

1)

2)

3)

-- ,зв'язуючи системи, якi внаслiдок цього одержуються:

i: ct, r - c2l йl - сзц|, й2 : свu2;

i: cl, r: C4t, й7 : с4ru1, й' : сбu2i

i - 2cbt, tr - с5tr, йI : сз,tl|, й2 - c6,112,

,_:rходимо вiдповiдно TaKi нееквiвалентнi анзаци:

,l-L\ 
- "r" р' (r), LL2 - "kn' 

р' (r), а - kzt * r,

Д,: : - ft; kз : ?,kц : ff; or.uro сц : сь - 0;

,l.L|:e-kt(+kt2+r)pr(r) , ш2 -ekrtp2(a), ц -|kt2 +r,

'' - -?,kz - Ф. ЯКЩО С2: сз: с5:0 таС1 ' Ct

,,L| - trrp'(r), LL2 : trrp'(r), а - ГЬr,

"-: *; kz:1}, Оr.Що с|: с2: с4 : 0.

Е :ру.о*у випадку, вибравши:
- - -Ъ. 0" : _Ц: 01 - Фч-с4ч5

('7' С7' СlС7 .Cf, 
'

- - 06 : 0т : 0;, 0ь : i|лL'ffB
:репозначIlвши т -+ rпт ) одержимо:

i_fl l ,,|l-L-гrlr:l,r,

ui1 : (-+ * k)u|, й': (-' * k2)u2,

(2.157)

(2.158)

(2.159)

(2.160)
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IIричому kt,kzДеяким чином виражаються через c;,;i,:fi,
Розв'язавши системУ (2.160), одержимо настулниЙ вигляд iнварiантного

, нзацу:

u7 _ 
"Ъt"' 

{t2 +l)-| *klarctgt (t' + 1) - icp1 (rэ).

,_L2 _ 
"lczarctgt 

(t' + 1) -*ср2 (а,,),

uJ:tr(t'+1)-}.

(2.161)

_._rставивши анзаци (2.157), (2.15s), (2.159), (2.161) у систему (2.152),

_ )IIMa€Mo вiдповiдно чотири редукованi системи рiвнянь:

t' i' * 2kzp| l2kgp| : g, (\р' - #i' - kr92)' - kц92i

2' i' - 2kuр| - g, (\р' - #r\' - kz92,

з' i' - ар| *2kp1 - g, (\р' - ffч\' *ъrр' - kzp2i

t' i' + (r' *2kl)pl - g, ()р' - ffФ)' - kzg2.

Розв'язавши деякi з редукованих систеN{) одержимо iHBapiaHTHi розв'яз-

11стемИ (2.11) та систеМи (2.152). Так, наприклад, в результатi розв'я-

l --:{я системи 10 одержимо:

1iприК|>ZЪ,

pl:Cle^tu+c2eXrr,

ff' Ча" - ln(cte^B L, 6rех2ф),

h,2 : -kz *
Ъ) при kZ:

-]1 - (.r+ cza)e-kzu,

|,i' fa, : -kzat in(c1 * с2а);

ци k| < 2kз

j1 - e-k,' (с1 cos(2k , - k3), * с2 sin(2 kg - k|)a),

t'i' Sa, - ln(cl соs(2kз - k'r), * с2 sin(2kg - k|)a)-

-kza.

: езчльтатi розв'язання системи 20 оцержимо:

- 
1 - сlДi(rпс,.,) + czBi(na),
'" 

S-4, - ln(crAi(nzc,.,) + c2Bi(rn'",)),

(2.163)

(2.164)

(2.162)

(2.165)
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-е m - fЙ; Ai: Ai(nr,a.,), Bi - Bi(nza,,) - фуr,.цii Ейрi.

В резулътатi розв'язання системи 31 одержимо:

l n2 
[ Л2 1с.,;а,Р':ео

р2 : (Ё, + frпr1"{ 
tОз+frftz)dш,

_, R1 fiз - розв'язки наступних рiвнянь PiKaTi:

Rr:- R?r+*-zK-b.
Ё, : -fi! + (# + *)RЗ- u^c * *tи - kz + 1).

: результатi розв'язання системи 41 одержимо:

,^| _ о.[ R,lчldа
't' ,,

р2 : (/?ц + frлr;./t*++fiR)dа ,

-- Rt, Rц розв'язки наступних рiвнянь PiKaTi:

Ёr: -R1 -a2-2k1,
Rn : - R?n + (# + ,^а )л? * а2 +2!t+2kz 

.

,. :ставивши (2.162), (2.163), (2.1б4) у (2.1а9), одержимо вiдповiдно TaKi

, .,Tr.rHHi розв'язки системи (2.11) :

'r\ 
: сlg(Лtkz+kз )r+.\r r * с2е(\rkr+kз)t+.\r r,

[J' *а" - ln(cte^{kzt-lr) * c2e^,(k"1,))i

,.,L7 - (., + czkzt * c2r)e-k|t-lezr ,

!i' Ча" - -(k'rt * k2r) f 1п(с1 + c2(k2t + r));

,l,L| _ 
"(kз-kЗ)t-r,'("rсоs(2kз - k'r)(r) + с2 siп(2kз - k'r)r),

[J" *d, - ln(ct соs(2kз - k3), * с2 sin(2 kg - k|)a)-

-kZU,,

(2.166)

(2.167)

(2.169)

(2.168)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

-,:kzt*r.
Пiдставивши (2.165) у (2.150), одержимо частинний розв'язок системи

- ,1)

,I.LL _ 
"Ыl|Ы2+r) 

(clAi(rn (bkt'+ 
")) 

+ с2ВL(rп(+kt' + ,))),

!J' *а, - In(crAi(m(|kt2 + ")) + c2Bi(rn (bkt'+ 
")),

(2.173)



_е m - iПЕ. Пiдставивши (2.166) у (2.159)

,.rповiдно TaKi частиннi розв'язки системи

,-
,.L\ _,нr 

"*- 
{оФ R2(T)dT,

r

u2 -- tk,(Rr(ft) + ,^1/?, (iry"t$ (аз(т)+frаz(т))d',

- Rz,-Rз ЗащоВОльняЮТь (2.167);

,,I1 _ (t' +1)-i"- |tr2(t2+t) 
1*klarctgt*Дrt2+rl-} Rtft)dT 

,

|r2 _ (t, +1)_+(/?4 + ,^!Ёl)е 
k2аrсtgt+ffЦ'"+t1-\(л+(т)+*лl(т))dт

Jе ftl, -R4 защовольняють (2.169).

2.4.2. Симетрiйнi властивостi образiв системи (2.11).

Якщо до системи рiвнянь (2.11) застосувати перетворення ,Рr (дru.

ыiчlоздiл 2.2.), то одержимо наступну систему:

,Ь: аrlfu1, ,3:0r[- &G+ g(*D,++ gЁ)ful,
,-"-., \{и назвемо образом О1 системи (2.11).

Результат дослiдження алгебр симетрiй Лi системи (2,176) подамо в таб-

:i 1.

Таблиця 1. Симетрiйнi властивостi системи (2.176).

N

lr,i п Вигляд функцii g(*)
1\4аксимальна

алгебра iHBapiaHTHocTi

1. g * довiльна гладка функцiя 0о, 0r, Dt : 2rgag l 1101,

Dz:rlOt-zo0"o
2. 9 : \,), - сопst,^ # -ь 0о, 0, , Dt, Dz,I - z2O",

.)

.).
1g:-, 0о,0r, Dt, Dz, L,Qt - TlOrz,

Qz: 0r,

1t zL.0-&:0,|-#"i'ry"++(g+ь)|#"?'
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та (2.168) у (2.161), одержимо

(2.152):

(2.17 4)

(2.175)

(2.176)

,о2: Еtf-jеri+ #.?],
(2.t77)
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g _ g(*).
Результат дослiдження симетрii системи (2.t77) подамо в таблицi 2.

Таблиця 2. Симетрiйнi властивостi системи (2.|77).

N

nln Вигляд функцii g(b)
максимальна

алгебра iHBapiaHTHocTi

1. g - довiльна гладка функцiя Ео, 0t , D| : 2rgOg * 1101,,

I - zLOz,

2. 9 : ), ), - сопst,^ + -ъ 0o,0l, Dt,, Dz - rt\t - z2Orr,I

оJ. g:-b 0o,0r, D1, D2,I2,,

Q:0",
2.4.3. }Iелокальнi анзаци та розв'язки образiв системи (2.t1).
Як показано вI,1ш{е) система (2.11), iHBapiaHTHa вiдносно алгебри

-Сr(1;1), пiд дiею композицii нелокальних перетворень (2.104), (2,105),

- 106) переходить в систему (2.176), яка HeiHBapiaHTHa вiдносно оператора
- : t0, * ruIOur. HeiHBapiaHTHicTb системи (2.176) вiдносно алгебри

-G2(1; 1) Звужу€ множину iнварiантних анзацiв цiеi системи порiвняно

сIlстемою (2.11), за допомогою яких можна було б звести (2.176) до
1jтеми звичайних диференцiа.тIьних рiвнянь i в подальшому побудувати

,:lapiaHTHi точнi розв'язки цiеi системи.

l,ля вiдшукання додаткових нелiТвсъких анзацiв систеN{и (2.176) подiемо

],1позицiею нелокальних перетворень (2.104), (2.105), (2.106) на уже знай-

--i анзаци систем" (2.11). Проiлюстр5lсмо процес одержання нелiiвських

= ;ацiв на прикладi перетtsорення аЕза,цy (2.161), одержаного з умови iHBa-

,чтностi цiеТ системи вiдносно оператор а Х - П +а, а klu|Ou, * kzu2aur.
-_ 

.liявши спочатку на (2.1б1) перетворенняпl (2.104), одержуемо:
))| _ о- }tr2 1t2_t; l-kiarctgt 

1 12 l '.1-- - ,.,'t. 1)-аg'|а),
чЗ: 

"k2arctgt(t' 
+ \-bp2Ql),

J) : r(t2 ;- t) L,

. л riею перетворенъ годографа, (2.105), анзац набувае вигляду:



,rl? : gЬrоч' + (te'*k1 ) arctg r. (r3 + r ) 
- i (,р' (r) ) 

- rр' (r),
, : @'о* l)-*'rr;t.

_liсля дir перетворення (2.106) на даний анзац, остаточно одержу€мо:

z1 -_ gb"oo'-k.arctg16("3 + r)i(,pr(r))-r,
z2 _ g\*о,2+(k,--lсl)аrсtgzз (r3 + r)-i (,рr(r))-rрr(r),
, - @'о+ 1)-}т,

-.т-.fzldщ.
Аналогiчно одержуються образи лiТвських анзацiв систем (2.11) та

] 152) як вiдносно перетворення Р1 так i вiдносно Pz. Не вдаючись у деталi
-. знаходження, наведемо остаточнi резl.льтати.
*.Jокалънi анзаци для с}lстеми (2.176):

z| : 
"krro(p| 

(r))-r,
_|! . 12 _ 

"(kz-kt)*o 
(рr(r))-rрr(r),

ц - (krg*");
z| : u-krо(т+} нпЫ 

1rl (r)) -r,

-] 
|, 12 - e-ro(kz+kг+bk2rЗ) (,рr(r))-rрr(r),

, - (|kr| + 
");

z1 : rok'(p'(r))-'.
|, :2 - *Ь'-О'(..р'(r))-'р'(r).

_1
2 -.u-L0 l1

z1 : gЪrоr'-krаrсtgzб ("З+ r)i(<.pr(r))-r,

74

ul! _ gЪrоr' -k1 arct$z9 ("3 + r) i (.р' (r))-r,

. |, 12 _ g*,o"+(k,-&,)arctgz6("3 + r)-i(,pr(r))-rpr(r),
о - (rЗ+ 1)*}т,

_ -:!zldr:,
Нелокальнi анзаци для системи (2.177):

z| _ g(M-kz)ro (р' (r)) -rр' (r),
|| . 

"2 
-- e-k"'o(pr(r))-r,

а:krоl-т;
z| : 

"rg(k2*kT**b',a) 
(рr(r))*rр' (r),

_ ,z2_ekrru(pr(r))-_r,
, . 

- 
1t"-2u: ;кrб+ т:
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zI : r[,-k"(е'(r))-'р' (r),
:I1. 22 : t.rr(,p'(r))-r,

_1
2 -.W-Ш0 l)

z| _ 
"\ 

rоа2 + (kt - k2) arctg r. (r3 + li (,рr(r) ) 
-' р' (r),

_..II . z2 _ ek,arctg16("3 + 1)i(p2(&J))-r,

, - (rЗ+ 1)-;т,
-7-.f z2dry

Нелокальнi анзаци ТII - 4II ,u 1III - 4III для систем (2.176) та (2.177)
, \IожлиRо одержати в рамках теорii С. Лi. Анзаци f I - 411 редукуютъ
:_,тем)/ (2.176) при 9(4) - \ - сопst, а анзаци 1III - 4"' р.дукують

Telly (2.177) при 9(*) : ) - const до системи звичайних диференцi_

эцIlх рiвнянь LI - 4I вiдповiдно. Звiдси виплива€, що розв'язки (2.170),

- 71) , (2.\72), (2.173) , (2.|74), (2.175) системи (2.152) в той же час будуть

з язками i системи (2.176) 
"pn 

g(!) - ) - const.

2.5. Висновки до роздiлу 2

-:rHoMy роздiлi нелокальнi перетворення еквiвалентностi системи нелi-

-ltx рiвнянь дифузiТ застосованi до лiнеаризацii системи нелiнiйних piB-
,.. :rлфузii, знаходження нелiiвських анзацiв, що редукують Тi до системи

1аI-1них диференцiальних рiвнянь та для побудови нелокальних формl.л
:ноження розв'язкiв.

_ r]cHoBHIlx результатiв, отриманLIх в даному роздiлi випливають
.пнi висновки:

Показано, що розглянутi нелокалънi перетворення зводять систему не-

liнiйних рiвнянь дифузii до системи того ж вигляду, одержанi форму-
:Il зв'язку мiж початковою системою та системою-образом) а також
-,,]тановлено вигляд систем нелiнiйних рiвнянь дифузii, якi лiнеари-

-1,ються дiею нелокальних ilеретворень.

- ЗстановJIено вигляд систем нелiнiйних рiвнянь дифузii, iнварiантних

-_:носно алгебри Галiлея АG(Т,1), розширеноТ алгебри Галiлея
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AGt(l,1) та узагальненоi алгебри Галiлея AG2(L,,1). Одержаний ре-

зулътат узагальнено для випадку системи нелiнiйних рiвнянь дифузii
з реакцiею.

3. Проведено редукцiю ГалiлеТвськи iнварiантних систем нелiнiйних piB-

нянь дифузii та побудовано ix точнi розв'язки.

4. Щля систем-образiв галi.тrеiвськи iHBapiaHTHoi системи нелiнiйних piB-

нянь дифузii знайденi нелокальнi анзаци, якi редукують ix до систем

звичайних диференцiалъних рiвнянь.

5. Побудовано нелокальнi формули розмноження розв'язкiв систем нелi-

нiйних рiвнянь дифузii, неiнварiантних вiдносно алгебри Галiлея

АG(L,1), розширеноi алгебри Галiлея ДG{\,1) та узагальненоi алгеб-

ри Галiлея AG2(1, 1).

OcHoBHi результати роздiлу 2 опублiкованi в роботах: [6а], [65], [66], [69],
. ] [s7].
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роздIл 3

сиivItrтрIйнд клАсиФIкАцIя
СИСТЕМИ НЕЛIНIИНИХ

РIВНЯНЬ ХЕМОТЛКСИСУ

: сy.rасних бiофiзичних дослiдженнях процеси симетричного розповсюд-

.:ння бактерiальних популяцiйних хвиль, коли кiльця хемотаксису зберi-

:ють рiзко окреслену форму i рухаються зi сталою швидкiстю) яка за-

.-iKI,ITъ вiд рухливостi бактерiй та ii хемотаксисних властивостей, добре

_IIсуються математичними моделями) основаними на рiвняннях Келлера-

геля (1.1З) (дr.u. [149]). Моделлю Келлера-Сегеля та ТТ деякими модифi-

._]iями опис}r€тъся також формування та поширення хемотаксисних кiлець

-_ -lepa [110] та рiзнi процеси структуроутворення в бактерiальних колонiях

.t Тх взаемодiТ [31].

Перепиrrrемо систему (1.13) у звичних для математичних дослiджень

lначеннях, узагальнивши iT наступним чином

(;; 
).,: 

- 
[( ,,)i,,,; ) (;; ),] 

- (;;[l;;;] )
(3.1)

g' (u' , u'\ ,g' (u' , u') , f (u') доuiльнi гладкi функцiТ своТх аргументiв,

.1чому f +0,)r)0,)2) 0,шО -uО(шо,rt),а- Т,2,rg чзсов&,z1

rC,ToPoBa змiннi. За5rgджrмо) що сIтстешlа (3.1) € частинним вLIпадком

,те\,tи нелiнiйних рiвнянь реакцiТ дифузiТ (0.14), яка вивчалася нами в

:lередIIьол"rу iэоздiлi з точки :ropy галiлеТвськоТ iHBapiaHTHocTi. По цiй при-

,_:i rtи бiльш детально вивLIимо систему (З.t) з точки зору симетрiйного
..riзlr. Тобто в даному роздiлi поставимо перед собою задачу: дослiдити

:_етрiйгri властивостi системи (3.1) в залежностi вiд знааIення функцiй
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'(,rr') , g' (u' , u2) , g'(u' , u2) tа сталих )t, )z.

3.1. Основна алгебра iHBapiaHTHocTi та
Fнеоохrдrнr умови ll розширення

-]ля дослiдження симетрiйЕих властивостей системи (3.1) застосуемо алго-

ритм Лi [26] ,[27l, [2S], [37], [61], [63], [107]. Подiявши продовженням iнфiнi-

(3.3)

зIIмалъного оператора

Х - trOr* цОOu", (3.2)

_- €|' : €l'(*о,rr,,u,|,u'), цО : цО(rв,шl,ц|,u2), pi : 0J, а: |,2, на систему

_,,1), пiсля переходу на многовид та розп{еплення отриманоТ системи по

..хiдних функцiй uО, одержимо визначальну систему для визначення коор-

-,:нат iнфiнiтезимального оператора (3.2) та функцiй f ,91,92. Визначальна

.ll_fgцa склада€ться з трьох пiдсистем:

Sr(€,?) : 0,,Sr(€, ц,f) :0, Sз(€, ц, f,91,92) :0,
,,:тема St : 0 с системою диференцiальних рiвнянь лише вiдносно фуr*-
,:{Hrna

€о' : €#" : rllu, : \|ruu. : 0, а,Ь, с - L; 2,,

€3 : 2€i, 2),1ц|,, - -€Ё.

,__т€м& Sz({, ц, f): 0 пов'язуе мiж собою координати iнфiнiтезимального

_:ратора tР, ц" та функцiю /(u 
1) i пдае вигляд

цl j +(т}, - ц2,, 
* #ц')f + #(r, - )1)r7], - 0,

"'ц|i + (u2ц|,, + Ьп?) f * \zц|ч, - 0, (з 4)

ц|f + 2\2ц|ч,: -{J.

: jТеМа Sз((, Ц, f ,9l, 92) - 0 склада€ться з двох диференцiальних рiвнянь

пlэt,, + ц2g1,, - (ц',, - €3)g' * ц1,,g2 + ?Ё - )trylr, 
rз.5)

ц|g2,,*ц'g1,: (цZ, - €8)g' *цZ,,g| +цВ- \zц?l-u2fц|t, '- '

,,._ гrов'язують мiж собою функцiТ9', 92 та функrдii ЁР,ц",f .
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Зауваження 3.1. Поклаdаючu f ,91,92,At, )z dов,i,лънuJчtu у сuсп,LеJиаr (3.3),

] /r), (3.5), оOерэtсuлtо

€0 : do, €1 : dt, rf : ц2 :0,
,. d0, d1 - аовi,лън,i сmалi. В цъолtу вuпаdку операrпор

х-dоOо*фй.
,iepam,op (3 7) пороdэюуе алzебру

Ао: (Ео, Еr),

, .,ц наз6€Jи,а основl7ою алzеброю iHBapiaHmHocmi

-]осlriдимо, при яких значеннях функцiП f , g',92 сrrетрiя систеп,rи (3.1)

.1рша порiвняно з алгеброю,46. Необхiдними yмовами розширення симет-

. € наступне твердження.

Теорема 3.t. Якш,о сuсrпеJчlо (3.1) )опусrcае рвu,Luрен?7я алеебрu Дg, rпо

, ,нкцiя f ("') набувае оOноео ,iз насmупнur вuzляOiв:

1,f -p(u'). 2.f :),. з.f -#. 4.f :&#. 5.f :'#,
;(rr') 0овi,лъна zлаOка фунrcцiя, ), dовtлъна сlпала.

_J[оведення.

lля доведення теореми розв'яжемо систему визначальних рiвнянь, шдо

, lада€ться iз систем 51 та 52.

Загальним розв'язком системи Sr(€,?i) е функцii

€0 -- 2д(rg), €' : А(rg)r1* B(rg),

ц\ : *'(rо, 
"r,)u' 

+ рl (rо, 
"r),

ц2 : *"("o,"r)u'* a22(rg,r1)ll2 + р2(rо, "r),
itl(rg,rr) : -rtГ.|А@О"l+В(rо)rr+С(rg)] , А,В,С,а2О, Ра - довiльнi

l_]Ki функцiТ своТх аргументiв.

Внаслiдок cyMicHoгo розв'язання 1-го та 3-го рiвнянь системи

- iJтъся )rl.{oBrl о?' : *'r' : {З?:0. Тодi система Sz:0 набуде

(*"r'+Р') j --."f ,

(оl'r'+Pi) f :2\p!L,
(*",u'+ p2)f : ()r - 

^r)о""

(3.6)

(3 2) лtае вuzля)

(3 7)

(3.8)

сllсrпелtu (3.1).

(3.4) одер-

вигляду

(3.9)
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?озв'язання сLIстеми (3.9) приводить до появи 5-ти нееквiвалентних
,-ilгiадкiв виI,.тIяду функцiТ /, наведених у формулюваннi теореми.

розглянемо кожен з цих випадкiв окремо i покажемо, що при вказа-
:-.Ix ЗНаЧеННЯХ фУНКЦii f ("') можливе розширення симетрiТ системи (3.1)
= _,рiвняно з ,46.

|. f : p(u') - довiльна гладка функцiя. З системи (3.9) виплива€

д1 _ лш1(0 : а-^ - ýо :0. (3.10)

- :]ахувавши (3.10), одержимо

€О : 2clrg* do, €: "trt* dt, ?1 :0, ц2 : *22("g)u2,,

- а22("о) - довiльна гладка функцiя, Ct, do,d1 - довiльнi сталi. Порiвнявши
- _рN,IулИ (3.6) i (3.11), легко бачити можливiсть розширення симетрii (З S)

Аналогiчно доводиться можливiсть розширення симетрiТ (3.s) у випад-
, ,:t 2-5. Не повторюючи цих MipKyBaHb, наведемо остаточний вигляд коор-
__lнат iнфiнiтезИМ?,;'IЬНого оператора для кожноi з вказаних f ("r).

2. При / - ) координати iнфiнiтезимального оператора (З.2) мають
: .Iяд

€О : 2сlrg * do, €: ,t"t l dt,

ц1 : 0' ("о), ц2 : 6122 (*o)u',

- J1("o) - довiльна гладка функцiя.
3. При f - # () - довiльна стала) з системи (3.9) знаходимо

€О : 2cfig * do, €' : цrt * dl,
rt : аl(rg)ul, ц2 - 6122 ("o)ur,

,,, сr1("о) - довiльна гладка функцiя.
-l. При f - ^r* 

одержимо

€О : 2сlr0 * do, € : rl,"t * dl,

цl : cll(r6)u1 , ц2 - бу2| (rо)rr' l a22(ro)ur,

-- ,121("о) - довiльна гладка функцiя.

(3.12)

(3.11)

(3. 13)

(3.14)
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5. При f -'+ ма€мо

€о : 2A(rg), €' - д@drr * 8(16),

ц1 :,1("о, rt)u7, ц2: а22(rg)u2,

е аl(rо, rr) : -rt|lА@фr! + B(rg)r, + С(rо)], -4(rо), В("о), о(rо)
: lвiльнi гладкi фirнкцii.

Теорему 3.1 доведено.

.leMa 3.1. Сuсlпе^па (3.1) л4ае 2рупу неперервlruш переrпворенъ еквiвалентп-

- .,сrп,i, u1,o заOаюmься насmуп?luлl;u форл4улал4u rcоорOuнаrп операrпора

.,вiваленmносmi Е

€о : 2clrg * сzэ €' : сlr1| сg,

цl : с4u1 l с5, ц2 : сбuТ l c7ltr2,

- лN,I-;,tr cll ,..,c7 - dовiлънi сmалi, на якi в залеэлсносmi Bi) вuzляOу функ,цit
, налслаOаIоrпься насmуп?li обмеэюенI7я:

прu f -p(u'), со:0; D npu f -\*, сь:0;
прu f : \, сц: св- 0; 5) прu f :'#, с5 - сб - 0.

llpuf:#,cb:co-0;

- веOення. Щля доведення леми застосу€мо алгоритм вiдш)rкання перетво-

зь еквiвалентностi ( див., наприклад, [29], [37], [61] ).

Вигляд оператора еквiвалентностi -Е залежить вiд вигляду

чкцiТ /.
1. Якщо f - p(u') довiльна гладка функцiя, то оператор -Е шукаемо

.;tглядi:

(3.15)

(3.16)

(з . 17)

(3.19)

Е : €р0l, * ц"Ou" + (0r * ToOn",

, riявши оператором Е на систему (3.1) та на додатковi умови
0f af _0go __n
а"r- а"r- flap-u'

.:)IIMy€Mo систему визначальних рiвнянь для
''-,']о.С,то,

(? : (J - €t" : Ц1,, : ,lZou" : цi,: ц|,, : 0,

{8 : 2(i, u2ц?,э - ц2 :0,

(3.1s)

координат оператора (3.17)

а,Ь,с - |;2,



82

с - цL,f , т1 : (ц|,, - €8)g', т2 _ (цZ, - €8)g'. (з.20)

Загальний розв'язок системи (3.19) ма€ вигляд (3.16). PiBHocTi (3.20) при

умовах (3.1б) запишуться так

С : "цf 
, т! _ ("n _ 2cig1, т2 : ("о - 2c1)g2.

2. Якщо f ("') - не довiлъна, а задаетъся однiею з формул / вигlадкiв

2) - 5) з умови леми, то iнфiнiтезимальний оператор еквiвалентностi ,Е

шукаемо у виглядi:

Е:ЁРOр*цОOu"*тОOп".

Подiявши lтродовженням оlrератора -Е на систему (3.1)

0g" л

--tJ.0rF
пiсля застосування алгоритму [37], знаходимо систему

Еянь для коордIIнат оператора (3.21) €ts,чО,тО.

€| - {Ё : €|," : ц|,, : ц|,оч" - цi, - цlч, :0,,

a,b,c_|i2, д:0; 1

€8 - 2€i, u'цZ, - ц2 :0,

т1 -(цk,- {3)g', т2 -ц2ч,9| +h',, -€8)g',
цli + fц!,,:0, (u'цZ,-ц2)f : (}z - )r)ryi,.

Загальнлтм розв'язком (3.23) е функцii

€0 : 2с7rg * сzэ €' : сl!щ { cg,,

ц1 : с4u1 + с5) ц2 : сбt1,1 * с7u2.

Якщо (3.25) пiдставити у (3.24), то одержимо

т7 - ("n - 2c)g1, т2 - св91* ("z - 2ct)g2,

("nu'* сь)/ * сцf - 0, 
"B(u| 

f - )1 * )2) _ g.

Розв'язавши рiвняння (3.27), i приходимо до випадкiв 2) - 5) леми.

Лему 3.1 доведено.

(3.21)

i додатковi умови

(3.22)

визначалъних piB-

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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ЗаУваження 3.2. Крiлt переmворенъ еrcвi,валаtmносmd, оdерэrcанur в леwti

l,1), dля бiл,ъtл конкреrпнll,r функцiй f i g маrоmъ м,iсце i i,Htui тLереrпворен-

о. якi д4u назвемю )аOаmковлl,л4u. ЩоOаmков,i переmворення буdуmъ вказанi

]ус,че 0ля функцi,i f Nон?среrпно?о вuеляdуt.

3.2. Симетрiйнi властивостi у випадку

довiльноТ функцii f - p(u')

. зглянеIVIо систем)r

) 
(з 28)(;; ),:- [( ,iL,,;)(;; ),] 

- ( g'@',u')

\ я'(rr', rr')

i Залежностпрокласифiкуемо Тi cl.ttuteTpiйHi властивостi в

нкцiй g"(u'; u2) при довiлънiй функцii р("').

lау-важення 3.3. З лелtu 3.1 вuплuвае, 1цо основна zрупа rlереrпворенt)

tваленmносmi сuсrпел4u (3 2s) ,vtae вuеляd

frl: te20' * 0о, 17: rе0" + 0t,

1,L1 : ta\eq' l 0ь, ,l_L2 : lr,2eqn.

,- ,.tl oc,HoBHo{ ?рупu еrcвiвал,енmносmi сuсrпеJиа (3 2S) прu жонlсреmнur g
, iJ с1{,ае dеякi аоOаmковi переmворення еtсвiваленmносmi, напрuкла0

T,g: at, tr1 : Ьtr, 11,1 : ,l1)\, ,r2 - r2"-',

:.Ь,m dея,кi сmал,i.

Ераховуючи зауваження (3.3), теореми про максималъну алгебру iHBa-

-THocTi системи (3.2S) форrчtулюва,Iимемо з точнiстю до вказаних перет-

нь еквiвалентностi.
--'праведJIиве наступне твердження.

_'эрема 3.2. Яrctцо сuсrпелаа (3.28) )оп,усrcае розu]ruрення алzебрu iHBayli-

Hocrni Ag, rпо фун,кцir' 9|,92 заdаrоrпt,ся odH,iero iз насmуптlur форлl,ул:

l вiд вигляд)r

(3.29)g| : р'(,r'), 92 : u2l,р2(r') + Азiпu2];
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91 : (rr')о',р'(rr'), g' - (u')",*',p'(u'), (3.30)

', Аз,rrl , dовiлънi сmалi, р'(r') ,p'(u') - dовiлънi zлаOrci функцil.

Щ,оведення. Враховуючr,т формули (3.11), систему (3 5) перепишемо

]:-СТУПнИМ чИноN4.

а22 (rg)u'9'ч, - -2qg7 ,

а22 (rg)u' 9'u" _ (*"("о) - 2с1) 92 + а22 (rg)u2 .

(3.31)

При довiльних gl i 92 з системи (3.31) вLIпливае, що о"(rо) - с1 : 0.

Врахувавши формули (3.11), одержу€мо, що в цьому випадку \4AI системи

(3.28) € алгебра Ао.

Проаналiзуемо тепер) при яких функцiях 9l,,92 система (3.28) допускае

розширення алгебри Ag. !,ля цъого необхiдно, як виплива€ З (3.31), ЩОб

функцiт 9L,92 були розв'язками TaKoi структурноi системи, (див. [61], [107])

аu2 glu, - rпg1 , аu2 g|, - (m * |)g'* )з?r2, (3,32)

де ае _ t0;1}, m, }з - довiлънi сталi, якi ми будемо Еазивати сIпрукmур-

l1uJvl,u Nоllсп,LаllrrьаJvlu. Система (3.32) при е - 1 зв'язана з системою (3.31)

умовами

mа22(rо) - -2ct, \за22 - а22. (3.33)

Розв'язок системи (3.32) при а _ 1 залежитъ вiд значення сталсii m.

Можливi два суттево рiзнi випадки.

1" m - 0. Загальний розв'язок системи (3.32) мае вигляд (3.29),

ле ,\з # а, 9',92 - довiлrънi гладкi функцii.
2. m l 0. З диференцiалъних наслiдкiв умов (3.33) випливае, що

а22 - }з : 0. Тодi загальний розв'язок системи (3.32) мае вигляд (3.30).

При m - 0 з системи (3.32) одержуемо 91 : 92 :0, що е частинним

випадком формул (3.29), (3.30).

Теорему 3.2 доведено.

Зауваження 3.4. Оск,iл,ькu форлtулu (3.29), (3.30) прu }з : rrп _ 0 спi,в-

паОаюmь, rпо, tцоб унuкнупlu ir переrпuну, прu dослi,Oсюеннd сuм,еmрi,йнur

власп,luвосrп,ей сuсrrъеJчtu (3.2S) у форл,t,улаr (3.29) буOемо вваuсапlu,\з l 0.
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умови теореми 1 е лише необхiдними умовами розширення ядра ал-
гебри iHBapiaHTHocTi -4g СИСТеми (3.28), але не достатнiми. Класифiкацiя
симетрiйних властивостей системи (3.2s) подана в наступнiй TeopeMi.

Теорема 3.3. Яrcu4о cucn,l,eJvl,a (3.2s) dопусrcае рвшuре?7?7я ocшoBHoi ал-
zебрu ,iHBapi,aHmHocm,i Дg, ПЪо it' Jчl,аlссuJчl,алън,i алzебрu ,iHBap,iaHmHocm,i в

залеэtсносm;i Bi,a вuеляOу фунrcцi,й 91, 92 HaBeOeH,i, у rпаблuц,i 1.

таблиця 1. Класифiкащiя симетрiйних властивостей системи (3.2s)
ф
зlп

Зображення

функцiй 91,92

Ошератори максимальноi

алгебри iHBapiaHTHocTi

1
91 :y:1(.r1),

g" : u'(,p'("') + rа 1пz2);
0orOt, q, - еr+rОu2Ouz

2 gL : (u2)*рL(u|),

92 : (u2)^*rpr(ur);
0о, 0t, D : m(2rоOо * rrEr) - 2u2 0u"

3 91 :0,
92 :0.

0o,0r,D:2ro0o*1101,
I : u2Оuz

( )

_ _ вiльна ста,па.

Щоведення. В TeopeMi 3.2 показано, що розширення ядра алгебри iH-
, -1liaHTHocTi Ag системи (з.2s) можливе лише у в}Iпадку, коли функцiТ .go

._]ЭЮТЬСя форму"lrами (3.29) або (3.30). Розглянемо кожну з цих формул
. _])e}v{o.

А. Нехай, функцiТ g\,92 маютъ вигляД (3.29). Пiдставивши (3.29) в

,..,ТеМУ (3.5)' одержимО С1 :0' d22 - )зО22:0' звiдкИ ,у22: с2е^зrо,

_ - довiлъна стала.

З форму,о (3.11) одержу€мо алгебру, наведену в першому пунктi табли-
1.

В. Яr<шдо функцiт 9О задаються формулами (3.30), То з системи (3.5)
:.; \IO

(ло" *2сl)р! _ g,

(*о" -l2c.)p2 - 61zz7rzl-m.

-]]Iпадку. коли Pl, Р2 - довiльнi г,падкi фчнкцiТ, з системи (з.34) отриму€мо

" - 0, mа22 f 2с1 - 0, т,обто

а22 : -2cz, с1 : ТПС2,

("') функцii, rц С {-1, Т}, * -

(3.34)

(3.35)
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Де Cz - довiлъна сЬала. З формул (3.11), (3.35) одержуемо алгебру, наведену

в другоМу гlунктi таблицi 1. Розширення симетрii другого пункту таблицi

1 можливi лише при

тп:0, р1 : 0, р2 : \ц.

У цьому вI,Iпадку

(r22 _ 2\ацrg*сzl

fe )а i cz -_ довiлънi сталi. З форшtул (3.11), (3.37)

таблицi 1.

Теорему З.3 доведено.

(3.36)

(3.37)

одержуемо 3-й пункт

3.3. Симетрiйнi властивостi шри / : .\

Розглянемо систему

(;; ),:- [(;, ;) (;; ),] 
- (;;[l:;;] ) (ззs)

та 11роведемО класифiКацiЮ ii симетРiйних властивостей в залежностi вiд

вигляду функцiй go (u'; u').

ЗауваЖеннЯ 3.5. З леJчLU 3.1 вuпЛu,вае, ul)o ocllolшa 2рупа ПеРеПХВОРеНt)

екв,i,валенmносmi, сuсп,LеJи,u (3.3S) мае вuzля)

[t0 : te20' * 0о, ш! : r"0' + 0t,

,.,L1 - tлl * 0з, ,,r2 : u2еOП.

Kpi,лt ocHoBHoi Zрупu еrcвiваленrтьносmi сuсrпеJчLа (3.3s) прu коlulсреrпнur g

dопу асае 0 о 0 аrпко B,i пер еmв ор еl7ня ercB,iB аленmно cm,i,, напрurcла)

lXg : 0,t, tr7 : Ьr, lL| - lч| + kt, lr2 : ,l112e*t 
,

)е а,Ь,k,rп dеякi, сrпалi.

(3.39)

(3.40)
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Враховуючи зауваження (3.5), теореми про максимальну алгебру iHBa-

piaHTHocTi системи (3.38) будемо формулювати з точнiстю до перетворень

еквiвалентностi (3.39) та (З.а0).

Необхiдною умовою розширення алгебри iHBapiaHTHocTi Ag СИСТ€МИ

(3.3S) е наступне твердження.

Теорема 3,4. Яrcш,о сuсrпеJчLо (3.38) 0опуасае рвul,uре?7?7я алzебрu i,HBapi,-

анп,L?7осп,L,i Ао, mо фунrcцii gl,92 заOаrоlпься форлtуламu (3.29), (3.30) або

оOн,iеrо,i,з насmуп?7ur форлtул:

g| : рl (r) * )зu1 ,, 92 : u'lр'@) * )а,ш1];

g1 : "*"'р'(r), 92 : u2е-"''р2(u),

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

де (, _ kul * 1п 1I2, п,r,k,)з,.\д - довiльнi сталi, рl(r) ,,р2(r) - довiльнi

гладкi ф5rнкцii.

.Щоведення. Пiдставивши формули (3.12) у систему (3.5), одержимо

0' @о) g',, * а22 (*o)u' g*, - -2q,g1 + В'(,о),

0' @о) g?,, * а22 ("o)u' g',, - (*"("о) - 2cig2 + d22("о)rr'.

З (3.43) виIIливае, що функцiТ 9" повиннi задовольняти наступнiй

структурнiй системi

e1lr, - ku' g'u, - rпg| * lз,
re92r, - ku2 g2r, - (m - k)g' * \цu2,

де re - {0; L}, k,,ш,\3,.\+ - довiльнi сталi. Якщо m:0, то система (3.аа)

спiвпаде з системою (3.32), проаналiзованою в Teopeмi 3.2, згiдно якоi функ-

фi g" задаються форм5rлами (3.29) та (3.30).

Якщо Е _ 1, то система (3.аа) зв'язана з системою (3.а3) умовами

а22 +lr|'--a, m0|: -2q,, )з01 - р,, \ца22 -а22, (з,45)

Розв'язок сис.ljеми (3.аа) при re - ]_ залежитъ вiд значення сталоi m.

}Iожливi два сутт€во рiзнi випадки.

I. m: 0. В цьому випадку загальЕий розв'язок системи (3.аа)
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зада€ться функцiями (3.41).

2. m l 0. З диференцiальних наслiдкiв

а22-Ё'-0, }з:}+:0.

1-i та 2-Т умови (3.45) одержу€мо

(3.46)

При умовах (3.46) загальним розв'язком системи (3.44) е функцii (3.42).

Теорему 3.4 доведено.

Зауваження 3.6. Осrc,i,лъкu форлtулu (3./n1), (3 /r2) прu),g - .\д _ 0, rn - 0

спi,впаOа?оmь, mо, шpб унuкнуrтLu ir переп,Luну, прu )ослiOэюеннi cusиempitt-

нur власmuвосп,Lей сuсmелt" (3.3S) а форлtулаr (3./р1) буdемо ввасюаmu

l^rl+l)+l l0.
Прокласифrкуемо тепер симетрiйвi властивостi системи (З.ЗS),

використавши резулътати теореми 3.4.

Теорема 3.б. Як,u4О СuСПLеJЧtа (3.3s) 0опуuсае рвшuрен?7я oclьoBHoi ал-

zебрu ,iнвар,i,анrпносm,i Ag, rПо ii Jй,аксuJиалън,i, алzебрu i,HBap,iaшmHocmi в

залеuсносmi, Bi,O вuеляOу функцi,й 9L, 92 HaBeOeH,i у п,ьаблuцi, 1 mа в mаб-

лuц,i 2.

Таблиця 2. Класифiкацiя симетрiйних властивостей системи (3.З8)

Nа

з/п
Зображення

функцiй 91,92

Оператори максимальноТ

алгебри iHBapiaHTHocTi

1 n| - "mu! 
рl(r),

92 : u2е^u'р'(r);
0о, El, D : rп(2rоOо * rrEr)*
1-2(-Ou, + ku2Ou")

2
g|:р|(w)+rаul,
g' : u' {р'(а;) - krаz1);

0о, 0r, Q - е'ЦаО(O,r, - ku2 0u")

D
t)

] ",1g- : rlе- ,

l ,,1 сg' -- 12е- u-\

0o,0r, Q: u2Our,

D:2ro0o *rr& -20ut
4

о

g| : r:r(u")п 
"mul - 

rn)g,

92 : u2 (rz(u2ln 
"mu| 

* п)9);

0о, 0r, Q : пOu, - rпu2 0u",

D:п(2rоOо +rrlа)+
*2n\grgQ - 2u2Оu"

91 : Дзu1 -t rt ln u2 + \7,

92 : u,2 (\цu' + rrlпu2 + .\з);

А>0

0о, 0r,

Q|: e^t'a(rllur, * (-r -.\з)u20,rr)
Q, - u*"*o ((-, - r2)0u, + ),аu2 0u")
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6 91 
': }зz1 * 11 lnu2 1,\7,

92 : u2(\цu' +,rlnu2 +.\6);
А:0

0о, 0i, Ql : eo'ofrn(2r1l4l
*("z - Аз)u20,,, ) + u2 Ou"f ,

Q2 : еО'О|2ц06 * (rz - \g)u2 0u"]

91 : }зui * 11 1пu2 1)r,
92 : u2(\цu' + rrlnu2 + )з);

^<0

0о, Er, Ql : ео'о [2r1 cos ВrgOd*
+(("z - Аз) cos 0rо - 2В siл Brg)u2Ouz),,

Q2: ео*о[2rlsiлВ1604*
*(2€ cos 0rо + (rz - }з) siп Brg)u2\uz]

g] :0,
92 : ulu21

0о,0r, Qt: 0u, t roQz,Qz : u2Ou,

J 91:0,
92:а.

0o,0r, Qt: lur,,Qz : u2Ou"

D :2ro0o * rt?l
З таблицi 2 m,П, )i,z : 1;9 довiльнi ст.алi, 

"i € {lJл,
[ +t, rr :0;

- 
[r, гt:*rt : *1,

r € R,, u - ln u2 + ku7 ,, pL (r),, рr (r) - довiльнi

_адкi функцii, А - (А, - "z)2 
+ 4\ar1

.1рактеристичного рiвняння m2 - (Лз

* дискримiнант, Z lпt,,тп2 - KopeHi

-lr2)m* Азr2 - \цrl.: 0, 0 : &*2,

Jоведення. В TeopeMi 3.4 показано, що розширеЕня алгебри iHBapiaHTHoc-
_ ^19 СИСтеми (3.3s) можливе lТИШ€ у випадку, коли функцiТ go задаються

_ l])\{)rлs.ми (3.29), (3.30) або (3.41), (3.42). Розглянемо кожне з цих зобра-
-:-]нь функцiй 9О окремо.

А. Нехай, функцii g|,92 маютЬ вигляД (3.29). Пiдставивши (3.29) в
_,тgцlr (3.43), одержимо

с1 : 0, р'ф' - р', р'ф' - d,22 - \за22

- iановимо спочатку основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.38), (3.29).
__ _я цьоГо в рiвнЯнняХ (3.4i) вважа€Мо функЦii р" довiльними. Тодi з piB-
.зь (3.47) виплива€, що

0' : с1 :0, а22 _ сgе^зrо

(3.47)

(3.4s)

-.евидI{о, що оператор (3.2) з координатами (3.12), (3.48) породжус алгебру
.apiaHTrlocTi З пунктУ 1таблиЦi 1, яка i е алгебРою iHBaPiaHTHocTi,49 СИС-

: :lr (3.38), (3.29).

fa:ri дос.lтiдимо, якi tиожливi розширення основноi алгебри iHBapiaHT-
Ti систеМи (3.38), (3.29). Тодi iз рiвняНь (3.а7) виплива€, що функцiТ ipo



90

€ розв'язком систеN{и

.11_\ .:2_\V:А5э Y -^бt

re ,\5, Аб довiлънi сталi, причо\,{у система (3.47)

3.49) наступними спiввiдношеннями

lЗI - )ь,61 - 0. )оД' : d22 - \за22.

Загальним розв'язком системи (3.49) е функцiТ

р1 : )5u1 * )7, р2 :.\6z1 { )з,

:е )7, )з - сталi iнтегрування. Якщо функцiТ (3.51)

_ _]ержимо

{3' : )s0', d" - \за22: )оД'.

(3.49)

пов'язана iз системою

(3.50)

(3.51)

пiдставити в (3.47), то

Залежно вiд спiввiдношення мiж сталими )з, )5 з
х(у€мо два розгалуження.

(3.52)

рiвнянь (3.52) одер-

1. )ь # \з. Розв'язавши рiвняння (З.ЬZ;? знаходимо

с1 : 0, ý' : c2e^bro, *22 _- 619Азzо + /;"z e\u"o. (3.53)

_liт.ставивши формули (3,53) у (3.12). отриму€мо настуiIний вигляд коор-

-ilнaT оператора (3.2)

d0 : do, (1 : dr, ц1 : с2е^ьrо, ц2 - [сзе^r"о + f;.z 4,ьrоfu2. (3.54)

iтже, при

97 : )5u1 -l- )7, )s l )з,

92 :[)u.r' -l- )з |пч2* }з]u2 
3'55)

repaTop (3.2) з координатам}1 (3,54) породжу€ максимальну алrгебр1, iHBa-
, _aHTHocTi с;истепди (3.ЗS)

(Ео,0, ,Qt:.)broi()b - )*)0',, * \6u2Our7,Qz - "),зпоu2а,). 
(3.56)

Эr-нкцii g" вигляду (3.55) з вiдповiдною алгеброю iHBapiaHTHocTi (3.56)

:iстяться в гtунктi 5 таблицi 2.
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2. \ь - .\з.

Розв'язавши рiвняння (3.52), знаходимо

с1 : 0, ý' : с2е^зrо, оr2 - сgе^ЗrО(,\6с219 + сз)u2.

Врахувавши (3.57), iз (3.12) одержуемо

{0: do, €1 : dr, цl :2е^'"о, ц2 : "\зrо|),6сzrо 
f са7u2.

Отже, при

01 : 0, Q,22 - -2сз, CL: тпсз.

(3.58)

g1 : )зz1 * .\7, 92 : [}оrr' * }з |пu2 * )6]u2, (3.59)

оператор (3 2) з координатами (3.58) породжуе максимальну алгебру iHBa-

piaHTHocTi системи (3.38)

(0о, 0r, Qt : r}аrо (0,,r * lбrбz2 lur), Qz : е\",оu2Our) . (з.60)

Функцii go вигляду (3.59) з вiдповiдною алгеброю iHBapiaHTHocTi (3.60)

мiстяться в пунктi б таблицi 2.

В. Нехай розширення основноi групи симетрii системи (3.3S) вiдбува-

етъся при 9О вигляду (3.30). Пiдставивши в систему (3.а3) формули (З.ЗО),

одержимо рiвняння

(u')*lР'ф1 + (mа22 +2с],р'] _ Ё',
("')-lр'ф2 + (-а22 +2с)р27 - dzz.

_'початку дослiдимо основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (З.38), (3.30).

1rя цього в рiвняннях (3.61) вважа€мо функцiТ р" довiльними. Тодi з piB-

jlянь (3.61) вI4плива€) IIIo

(3.57)

(3.6t)

(3.б2)

ЗllaxyBaBrTir,r (3.62), iз (3.12) одержy€мо

(о : 2mcgrg * do, {' : тпсзх]1* dt, r?1 : 0, ц2 : -2сgu2. (3.63)

lператор (3.2) з координатами (3.63) породжу€ наступну алгебру

(Ео, 0r, D : m(2zбЕg * "rЕr) - 2u2Ou,) (3.64)
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Функцii go виrляду (3.30) з вiдповiдною алгеброю iHBapiaHTHocTi (3.64)

вiдповiдають пункту 2 таблицi 1.

Тепер дос.lтiдимо розширення основноI алгебри iHBapiaHTHocTi (3.64) сис-

теми (3.38), (З.30). Пр" цьому набiлъш широкий клас функцiй tpo, якi

шожуть задовольняти систему (3.61), мае вигляд

р1 : Дзu1 * )5, р2 : )аu1 * )о,

--,о

р1 : \ggku'* )ь, р2 : \4gk'i * )о,

" l. l+, )s, )о, k - довiльнi сталi.

(3.65)

(3.66)

(3.67)

Зауваження 3.7. Оск,iлъкu фор"ппулu (3,65), (3 66) прu)g - )ц:0, k:0
iв,паOаrоrпъ, lпо) ш,об унuкнуrпu ir переmuну, прu )ослiOэюеннt сuлl,еmрi,й-

iJ: власrпuвосmей сuсrпеJ\,dll (3 33) у форлl,улаr (3.66) буdелtо вваuсаrпu

) + lAnl # 0.k + 0.

1-. Пiсля пiдстановки (3.65) у (З.6t) одержимо

("')-llrp1 + )ь (-r" + 2с1)] : 0|,,

(u')-lxnp' + )о (-*" + 2с1)] - d",
),g(mа22 * 2с): )+(rna22 + 2"r1 _ g.

зв'язок сисiгеми (3.67) залежить вiд значення параметра rп.

1.1. Якrцо m # 0, то з рiвнянъ (3.б7) виплива€, що

0' : ,r, а22 - -2сз, )з(-mсз * ct) - 0, )а(-rпсз * с1) : 6.

}зсz * \5{-2mсз -i 2с1) : 0, \цсz * )6(-2rпсз * 2с1) - g. (3'68)

*,-,lэs,нs,лiзувавши рiвняння (3.6S), приходимо до висновку) tцо розширення

зовноТ алгебри irrBapiaHTHocTi (3.64) мож.пиве лише при yMoBi

дз : )ц : 0. (3,69)

_, аховуюаIи умову (3.69), iз рiвнянъ (3.68) випливають два розгалуження:
, Аь| + l^ul#0, Ь) )r: )о:0.
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.) llul + l^ul # 0.Тодi iз рiвнянъ (3.68) отриму€мо

с7: r,пса.

З формул (3.12), врахувавши (3.70), одержуемо

€о : 2rпсgrg * do, €' : тпсgr11 dl,, ц1 : с2, ц2 : сзu2.

Отже, при

97 : }u(r')-, 92 : Au(rr')-*'

оператор (3.2) з координатами (3.72) породжуе алгебру

(0о, 0t, D-m(2rg1g*1101) +u2Ou,, Q:Our),

(з.70)

(3.71)

(з.72)

(3.73)

(3.74)

що € частинним випадком пункту 4 таблицi 2.

Ь) ), -,\6 - 0. Тодi з формул (3.12), врахувавши (3.68), одержуемо

€О : 2clrg * do, {' : щrl i d1, ц| - с2, ц2 : саu2.

)тже, при

.g1 : 0, 92 :0

ператор (3.2) з координатами (3.74) породжуе алгебру

(0о, 0r, D - 2rg}g l rlО1, Qt: \ur, Qz - u2Оur),

=to пдiститься в пунктi 9 таблицi 2.

1.2. Якшд() rm - 0, то з рiвнянь (3.67) знаходимо, що

)з61 t 2)bcr -- В|, \ný'-l- 2.\6с1 - d", )зс1 - )ас1 : Q.

_i; рiвнянь (3.7i) ма€мо два розгалуження:
а) i)зl + l)n| # 0, Ь) ), : дц : 0.

а) I)зl + l}.l + 0 Тодi iз рiвнянь (3.77) вигIлива€, що

6:1 : 0, 0' : с2gХЗ:l:О, d" - \4с2е\О"О.

.1кrцо в рiвняннях (3.78) Лз # 0, то розв'язавши (3.78), отримуемо

а22: i|"r.rrro *сз.

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)
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(3.82)

Якщо в рiвняннях (3.78) А, = 0, то розв'язавши (3.78), маемо

а22 - ),ac2rg* сз. (3.83)

З формул (3.12), врахувавши (3.78), (3.S3), знаходимо

З формул (3.12), врахувавши (3.7S), (3.79), одержуемо

€0 : do, €1 : dr, цL : с2е^зrо,, ц2 : (f;"2"^rro + са)u2

Отже, при

97 : )зu1 * А5, 92 : u2(),аu1 а Ао)

оператор (3.2) з координатами (3.80) породжуе алгебру

(0о, 0l,, Ql,: е}'"о()зO,.r, * \4u2\ur),, Qz: ш2\ur),

що е частинним випадком пункту 5 таблицi 2.

€0 : do, {' : dr, ц7 : с2, ц2 : (),ас2rg + са)u2,

)тже, при

91 : lb, 92 : u2(даu1+ )о)

IrepaTop (3.2) з координатами (3.S4) породжуе алгебр1,

(0u, 0r, Qt : 0u, l \4rguzOuz, Qz : u2Ou"),

-lо спiвпада€ з пyнктоrrt 8 таблицi 2.

t ) 
^, 

- .\а - 0. Тодi з рiвнянь (3.7S) отриму€мо

ý' : 2)5clrg * Cz, сr22 : 2),6сliс9 * сз.

З форму;r (3.12), врахувавши (3.87), одержуемо

(о : 2clrtJ * do, {' : сlr1! d1,

rt : 2Д5сirg * cz, ц2 : (2Абсlr9 + сз)u2

)тже, прrд

91 : .\l, 92 : \вu2

(3.80)

(3.81)

(3.84)

(3.s5)

(3.s6)

(3.87)

(3.ss)

(3.s9)
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оператор (3.2) з координатами (3.88) породжуе алгебру

(0о, 0t, D - 2rgOg * 1101* 216()5 0u, l \6u2\u,),

Qt : 1ur, Qz: u2Our|,

що спiвпада€ з пунктом 9 таблицi 2.

2. Якщо ж тепер в (3.61) пiдставити формули (3.66), то одержимо

mа22 *2q- -kB',, _k\b|'(u')^ - ý1,, *k\BOL(u')* : а22. (3.91)

Розв'язок системи (3.91) залежитъ вiд значення параметра п-L.

2.1. Якщо rrl + 0, то з рiвнянь (3.91) виIIливае, що

0' : -2cz, а22 - -2сз, \bcz - )6с2 : 0, -тпсз * q: kcz. (3.92)

З рiвнянь (3.92) бачимо, що розширення основноТ алгебри iHBapiaHTHocTi

(З.64) можливе лише при yмoвi, що

}ь:)о:0.

(3.90)

(3.93)

(3.94)

Зраховуючи умови (3.92), (3.93), з формул (3.12) знаходимо координати

ператора (3.2)

€о : 2сlrg * do, €' : иrt * dt,

цI : -2cz, ц2 : *(r, - kс2)u2.

-)тже, при

g1 : хr(u,2)- ek"', 92 : \n(:u')-*I 
"ku,|

(з.95)

repaTop (3.2) з координатами (З.94) породжус алгебру

(0о, 0t, D : m(2rоOо,t rt}) t u2Оu,, Q :2mOu,, * ku2Ou,|, (З.96)

-:L] € ча,с,Iинним випадком пуЕIкту (4) таблицi 2.

2.2. Яклцо тп - 0, ,го з рiвнянь (3.91) виплIlва€) tцо

А5с1 - Q, 0' : -Т, d22 - 2),6clrg. (3.97)

.iкщо \ь * 0, то одержу€мо результат, який € частинним випадкоNI пункту
_ таблицi 1.

Ц



Якщо )ь : 0, то, враховуючи умови (3.97), з формул
координати оllератора (3.2)

€0 : 2clrg l do, €' : чrt * dl,

ц| : -+,, ц2 : (2.\6сlzб + са)u2.

Отже, при

g1 : дggИIl , 92 : (\n"k"'* А6)u2

оператор (3.2) з координатами (3.9S) породжуе алгебру

(0о, 0t, D - 2rg}g * rl01 - ?0r, * 2\6rgu'Ou,,

Qt: Our, Q -u2Our),
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(3.12) знаходимо

(3.98)

(3.99)

що еквiвалентно пункту 3 таблицi 2.

С. Щослiдимо тепер симетрiйнi властивостi системи (3.38) при yмoBi, що

функцii go мають вигляд (3.41).

Якщо формули (3.41) пiдставити в систему (3.43) та розщепити одержанi
iвняння по зtчtiннlil u\, то будемо мати ct : 0 та

(о" + kр')ф' - р'- }з01,

(*" + kР')ф' - d22 - \цlз1.

_'початку дослiдимо основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи

J,тя цього в рiвняннях (3.101) вважа€мо функцl'i р" та сталi

1.I\{и. Тодi з рiвнянь (3.101) виплива€, що

)+ : -k)з, ý' : с2gХзrо, Q22 - -kc2g^rro.

: lах5rвавши (3.102), iз (3.12) одержу€мо

€0 : do, €1 : dt, ц| : с2е^зrа, ц2 : -kс2е^rrоц2.

lже) основною алгеброю iHBapiaHTHocTi системи (3.38),

(0о, Ol., Q-"\"".(0,, -ku2Our)),

(3.101)

(3.зs), (3.41).

}з, }+ довiлъ-

(3.100)

(3.102)

(3.103)

(3.41) е алгебра

(3.104)

..:i,t вiдповiдае пункту 2 таблицi 2.

Тепер дослiдимо розширення основноi алгебри irrBapiaHTHocTi (3.104)

,lстеми (З.З8), (З.+t1. Набiльш широкий клас функцiй 9|,92, якi можуть
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розширення алгебри

Зауваження 3.8. У форLиула" (3.105) буOеJй,о вваuсаrrlu, u.|о rп + 0, i,

l^sl+l^ul l 0, осtсi,лъrcu в проrпuлесtсноJчtу вuпаOrcу оdерсtсuмо фунrcц,il'gL,92

вuеляOу (3.S9).

Якщо формули (3.105) пiдставити у систему (3.101), то одержимо, що

Ct:OTa

р' - (}з + k\b)01 * \5а22,,

d22 - ()д + k}с)д' * }6а22. 
(3,106)

Розв'язок системи (3.106) залежить вiд вигляду KopeHiB характеристичного

рiвняння

\з--.\5
.')д Дв-m -0,

.. r, - )з + k)5 ,In - )+ * k)6. Вигляд KopeHiB рiвняння (3.107) залежить

- _: значення дискримiнанта

задоволъняти систему (3.101), i гrри яких можливе

(3.104), мае вигляд

PL: }ьсrl * iz, 92 : )6с,; * )6,

де (, - ln u2 + lсu7,, ),5,1o, )z, )з - довiльнi сталi.

D- (rr-)u)'* цlплr.

1. Якrцо D > 0, то рiвняння (3.107) ма€ два дiйснi рiзнi

-,rli заr,альний розв'язок ctIcTeMI,I (3.106) матиме вигляд

ý' : с2\5еmrrо l сg(m2 - \6) е^rrО,

а22 - cz(mt- rз)е-"0 * сз)аеТп2rо.

-, i3.12), врахувавши (3.109), при ct : 0 одержу€мо

{0 : do, (' : dt, ц1 : с2),5еmlrо * cg(m2 - \6)е*'"о,

ц2 : |"r(-r- rз)е-,"о * сз.\аеmzrОfu2 .

(3.105)

(з.107)

(3.109)

(3.110)

(3.10s)

KopeHi тfLL,,тп2.
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Оператор (3.2) з коордиНOТ?,}ч{и (3.110) породжу€ наступн5. N{AI системи
, 3,3в), (3"41)

(0о, 0t, Q, : enlra(c2)50,,, * (-, _ lg)u2Oчr,

Qz : епzrоl@, - )6)Eu, +14u2Oч,]),,

що вiдповiдае пункту 5 таблицi 2.

2. Якщо D - 0, l)rl + l)ul + l)ol # 0, то тп1 - lп2 -,,lTL_ 
rЗ*lО. Тодi

загальний розв'язок систем, (3.106) зада€ться формулами

0' : )5еmrО("r"о+ cz * сз),
а22 - "*'Оl(m - Ir) ("r*о1 .r) 1.r1.

Пiдставляючи (3.112) у (3.12), ПРи Ct :0 одержусмо

€0 : do, €1 : dr, цl : \5е-'о("r"о+ с2 + сз),

ц2 : е-'Оf(л - Ir) ("rrоа 
"r) 

+ с27u2.

Оператор (з.2) з координатами (з.113) породжу€ максимальну алгебру iH-
BapiaHTHocTi сисТеми (3.З8), (3.41), яка вiдповiда€ пункту б таблицi 2.

3. Якщо ж D : 0, lз : )s : )о : 0, то тодi функцii go зацаються
формулами вигляду (3.85), ЦРи яких N4AI системи (3.3s) дослiджена в

роздiлi В даноi теореми.

4. Якщо D < 0, то рiвняння (3.107) мае комплекснi KopeHi
fu|,2 - a*Bi, причому а - &+Д",В - Ьr/Й Тодi розв'язок системи

:i 106) матиме вигляд

ý' : еО'О Д5[с2 cos ý*о + сз sirr ýrо1,
(1,22 : ео"оlсz((" - rr) .о, ý"о - р sirr 0rо+

+rз(OсоsРzб * (. -- Ir) sinPrg].

, 3.12), врахувавшI4 (3.114), ПРИ Ct : 0 одержу€мо

с0 - s, с1 _ -.lq -ш0. ( :0ll

ц\ : еО'О)5[с2 cos ýrо + сз sin ý"о1,
ц2 : еО'оГсz((" - rr1 .о, ý"о - 79 sin ýrо+

+"з(Д соs fЗrg + (* - Ir) sinPr']tz2

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)
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=:])атор (3.2) з координатами (3.115) породжуе максимальну алгебру iH-
,_iaHTHocTi системи (3.3S), (3.41), яка вiдповiда€ пункту 7 таблицi 2.

D. В цirl частинi теOреми досlliдимо симетрiйнi властивостi системи
;З) при функцiях go вllгляду (3.а2).

Пiдставивши в систему (3.43) формули (3.42), одержимо рiвняння

"тпulуцr22 
+ kр')ф' * (*0' -l2cl)p1] - 0L,,

"mul уlо22 + kрL)ф2 i (-0' * 2сl)р27 _ .2r.

тановимо спочатку основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.38), (3.42),
кJIавши в рiвняннях (3.116) функцii ср" довiлъними. з рiвнянь (3.116)
_ lIIBae, що
,' + kB' - g, m01 +2q - 0,, Р' :0, а22 :0, звiдки

,91 - -2cz, а22 - 2kc2, с\: rlLс2l

,2 - довiльна стала. Врахувавши (3.117), iз (3.12) знаходимо

€0: 2mс2rgl do, (' : тпс2т1l dt, ц| : -2cz, ц2 :2kс2u2. (3.118)

-r,e. основною алгеброю iHBapiaHTHocTi системи (з.3s), (3.42) е алгебра

(0о, 0t, D : m(2zo0o * "r}r) * 2(au, + ku20,,)). (3.119)

- : I]езультат вiдповiдае п)rнкту 1 таблицi 2.

Тепер дослiдимо розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi (3.119)

-е\lи (3.38), (3.42). Набiлъш широкий клас функцiй 9|,92, якi можуть
_ вольняти систему (3.116), i при iдьому вiдбувасться розширення алгеб-

З.119)) N.{а€ вигляд

р1 : \5en'* lz, р2 : )6g("+t;' * )в, (3.120)

*' : 1п u2 + kul, \5,)о, n - довiльнi сталi.

;\,в&ж€ння 3.9. У форлl,улаr (3.120) ,поклаOепtо rb l0 mа |\4 + i^oi # 0,

' tlнuк,нуlпu, переlпuну з (3.S9), (3 99)"

(3. 116)

(з.117)
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Пiдставивши (3.120) в (3.116), та розщепивши по функц ii епr,одержимо
а22: -*t(- +kп)Вl *2с1] , \'e-u'(^pr *2c1) - 0l,(r)в+(-+kп)),7)(*0r*2с1) _9. 

l ) 
(3.121)

Проаналiзувавши рiвняння системи (3.121)' приходиМо до висновкУl Щоможливi наступнi нееквiвалентнi випадки:
1. n)6 * (^ * kп)\7 l 0. З системи (3.121) виплива€, що цеЙ випадок

цриводить до основноi алгебри iHBapiaHTHocTi (3.119).
2, п)g+ (--fkп))7:0,,шl 0. Щеt випадок при )7 f 0 теж приводить

До основноi алгебри iHBapiaHTHocTi (3.119), а при )7 : 0 очевидно, що iАв : 0, одержу€мо резулътати (3.95), (3.96).
3. пАз + (** kп))7:0,7тL * 0. З рiвнянь (3.121) отриму€мо

0' :2\7cpg * сzl а22 - -k(2\7сlrо * 
"z) - 3"t. (3.122)

Пiдставивши формули (3.122) у (3.12), знаходимо

€о : 2clrg * do, €' : иrt * d,t, ц7 :2\7clrg * czl
ц2 : [-k(2\7crro * 

"r) 
_ 

*"r]ur.
_tтже, при

g1 : \5(u2)"eknu' * А7, 92 : u'(дч(u2)п"Ъпu' _ k\T) (з.124)
rePaToP (3.2) З координатап{и (З.123) породжуе наступн5, N4ДI системи
-j З8), (3.42)

(0о, 0t, Dt : п(2rg * 1101* 2),7rgQ) _ 2u2очr,
Q:Our-ku2Our),

..,а ВiДПtlвiдае п)rнкту 4 таблиrдi 2.
TeopeMlu 3.5 доведено.

(3.125)

3.4. Симетрiйнi властивостi при
у випадку довiльноТ ,\

(3.123)

f_#

В цьому пiдроздiлi розглянемо систему

(:;),:-[( ,i;,;) (:;)J - Q:i:y::]), (3.126)
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де 
^ 
- довiльна стала, та проведемо класифiкацiю ii симетрiйних

властивостей в залежностi вiд вигляду функцiй go(ul;u2).

Зауваження 3.10. 3 лелru 3.1 вuпл1!,вае, шp ocllollla 2рупа переrпворень

ехв,iваленmносm,i сuсrтLелl,u (3 126) лtае вuzля|

I0 : te20' + 0о, ш1: rе0" + 0t,,

1,11 _ ullе,", u2 : .ч)2еOп (3.127)

Кр,iлt, ocHoBHoi Zрупu еrcв,iваленmносm,i сuсmеJчtа (3.126) прu rcоl7чсрепхнur g

0опу скае 0 о d аmrcо B,i пер еmв ор ен?lя еrcв,iв аленmно cnl,,i, напрurcлаd

ш0 - at,, tr1 - br, u,\ - ,'"k', ,l.L2 : r2"*', (3.128)

'. а,Ь,k,,m )еяrc,i сmал,i, Толl,у rпеорел,du про л4акСuJчlаЛl)?7у алеебру ,iHBa-

антпносlп,i сuсmеллu (3.126) буOемо форлtулловатпu з mочн,iсmrо dо пере-

воренъ екв,iваленmносrпi, (3.127), (3 12S)

НеобхiдНою умовОю розшИреннЯ основноТ алгебрИ iHBapiaHTHocTi Дg СИС-

\iи (3.126) е твердження.

Теорема 3.6. Яrcu4о аrcmелl,о (3.126) 0опуска€ розlдuреl7ня oC]7oBHot ал-

.брu i,HBap,iaHmHocml До, rПо функцil' gl,92 заOаrотп,ься форлtулам,u (3.29),

.30) або o),Hiero iз насmупнur форлlул:

g1 : u'(,p' (r) + )з ln u1) , 92 : u2 (.р2(r) + )а 1п z2) ; (3.129)

97 - (u')-*'p'(r), 92 -,u2(u')*,p'(r); (3.1з0)

-' - d}; рl(а).,р2@) - довiльнi гладкi функшiI, ш,k,}з.)+ - довiльнi
. -.Ti.

*Щоведення. Пiдставивши формули (3.13), якi задають координати iнфiнi-
]II\{аJIЬнОго операТора (3.2) для сисТеми (З.126), у систему (3.5), одержиNIо

оl(rg)u19|ч,* a22("o)u'g'," - (о'(rо) - 2c1,)g| + dl(rо)rr',
col (16)z19 2u, * а22 ("o)u'gr,, : (*rr(rо) - 2c)g2 + d22 (*o)u2 . 

(3' 131)

].вIIдно, що при довiльних функцiях 91 , 92 сисrема (З.131) не допуска€
1ширення основноТ алгебри iHBapiaHTHocTi,40.
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Система (3.131) допуска€ найбiльш широкий клас функцiй 9о,, прияких
можливе розширення оснОвноТ алгебри iHBapiaHTHocTi Ао, якщо вони задо-
вольняють структурнiй системi

nu'g|,, * ku291, - (rп* 1)g' * klu\,
auL gzu, * ku2 g2u, - (m * k) g' * k2u2 ,,

.]е re - {0; 1}; k,Ш,,|q,,kz - довiльнi сталi. Загальний розв'язок системи
(3.132) при 8 - 0 зада€тъся формулами (3.29), (3.30). Система (3.132) при
re _ 1 зв'язана з системою (3.1З1) 5rмовами

а22 -- kaL : 0,, rпаL : _ 2ct, ktol: а1 ,, kza7 - d22 (3.1з3)

_ lзв'язок системи (3.132) залежитъ вiд значення сталоТ m.
Якщо тп _ 0, то загальний розв'язок системи (3.132) мае вигляд (з.129),

при m, l0 задаеться формrулами (3.130).

Теорему 3.6 доведено.

ЗауваЖення 3.11 . Якtцо у зобраэtсеl7няr функцiй go, заdанur форлtула.\4u
129) поКласrпu )з - )а - 0, mо оdерэtсанuй вuеля0 функцiй g" буdе

," с muннuлl, вuпаOrcо"м зобраэtсеl7ня функцiй go, заdанur форллулаJr,l,,ll ( 3. 1 3 0 ),
iL цлtовi m- 0. д оrпсtсе. жлас1I сuсrпеJи (3.126), (3.129) mа (3.126),

, 130) 
^4аrПUJv,l,уrпь 

непороэtснi,й переrпuн. IЦоб унu?снаrпu в насrпупнur
_,tiduсенняr сUjldеrпрiйнur власrпu,восrпеЙ розеляOч еrcв,iваленlпнur сuс-
.\N7 на?{лаdаелtо обм,еасення ?7а парадцеrпрu зобраэtсенъ функцiЙ g" у фор-

; la{x (3.129):l)rl + l).l l 0.

Прокласифiк5.смо тепер симетрiйнi властивостi системи (3.126),
.iОРИСТаtsШИ РеЗУЛЬТаТИ ТеОРеМИ З.6.

-еорема 3.7. Якulо с1l,сrпе^4о (3.126) dопускас розuluреltня oCHoBHoi' ал-
,',ptt iнварiанrпноспl,i Ag, mо ii' л4аксuл4алънi алzебрu iHBapiaHmHocmi в
|е)tсносrпi Bid вuzляOу фунrcцiй 9I , 92 HaBedeHi у rпаблuцi 1rпа в rпаб-
l,L 3.

(з.132)
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(з.126)
Таблиця 3. Класифiкацiя симетрiйних властивостей системи

"Т,

з,/п

1

Зображення

функцiй 91,92

Оператори максимальноi алгебри
iпBapiaHTHocTi

91 : u|(р| (rr') + rl lnz1),
' ', 

q.g' : р"\u");
0o,Er, q * erfiou\Out

2
g|:
!J2 :

ul{рL@) + rl lnz1),
u2(92@) * rl lпz2);

0о, 0r, Q - ertao (urОч, + ku2Our)

,
L)

]

о

91 : (ur)-+rpr(r)
g' : u'(u')*p'(r)

0o,0t,D : m(2rоOо * rl0r)-
-2(u|Oч, + ku2Oч")

0о, 0r, Q : mu| \ul - п1I2 0u2 )

D : m(2rоOо * rtOt * DqrgQ)-
-2u2Ou,

g\

92

: ul(ц(ul)"(ur)* + m)7),
: u2(r2(u\)"(ur)- - n^z);

91 : 17 (rr')"*',

92 : "z(ul)"u';

0o,,0l,,D :2ro0o * 1101- }ulOur,
Q : u2Ou,

,_i

91 : z1(}з lnz1 + 
"l 

lпz2 1Дr;
92 : u2 (\цlпu1 + r2lпu2 + Ав);
А>0

0o,0r, Q, - "-r'О(rlu|Our+
]-(rrr - .\з)z2d,r)

Qr - "-r'о 
((*, - r2)u1 04l

} ).4u2 0,,z)
: z1(.\з lпtl1 + rllпu2 + Й
: u2(\цlпи1 + r2lпu2 + Ав);

-л-U

g|

92

А

0о, 0r, Q1 - еаПО|rg(цut \ur+
+(с- )q)u2Ou)+u2Ou,]

Q2: еО'О|rlu|0,,, f (а - А.)z2Ел,rl

i

97 : rlu!,
92 : rzu2 |лu\

0orOtrQt: u2Our,

Q2:u|04 lr2rgrt2Ou"
91 : z1()з lnu1 + rr lпu2 .. Ц;,
92 : u2 (\цlпu1 + r2lпu2 + )в);
А<0

0o,0t,Qt: еО'О[r|соs Рrуu1 0,-+
+((о - .\з) cos 0rо - В siп Вrg)u2 Our]

Q2 - еаПО[r1 sinBcбz1O,rl *
(9 cos€ro + (с - }з) siпВrg)uzO,z]

gI

92

:0,
:Q.

0о, 0t,, Qt : uI Our, Qz : u2 \ur,
D :2ro0o l:ц01

&,i'@),р2(r)
эi.-тьнi гладкi функцii.

'аl,важення 3.12. З 0овеdенrtя^4 rпеорел,tu 3.7 м,оэrcна ознайолштпuся в
.lrl ITLKU Д )uсерmацil.
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?озглянемо систему

/,,,\ _л,Г( )1

\',,)n:o,Ll+"
_ 1 проведемо класифiкацiю
:iIгляду функцiй g" (u,1 ; u2).

3.5. Симетрiйнi властивостi при f - )t-Az
u\

; ) (;; ),] 
- (ii|:',,;;] ) (зlз4)

iТ симетрiйних властивостей в залежностi вiд

Зауваження 3.13. З лемu 3.1 вuпл,Il,вае, u4o ()сновна Zрупа
,вiваленrпносm,i сuсrrlел4u (3 13л м,ае вuzл,яO

z0 : 7920' * 0о, т1,: rе0, _l 0t,

'l,,| - tllLeq', ш2 - 
,ru2"0n l 05ш1.

,";,l,M ocHoBHor 2рупu еrcвiваленrпносrпi CuCmeJvNa (3 13D прu ?;онкреmIlur g
' IL!Clca€ )оdаrпlсовi переmворе?1llя екв,iва,ленmносm,i, вuzляOу (3. 1 2S ), Толl,у
,)pe"I,dLl, про Jvl,аltСuJvtальнУ алеебру iHBapiaHmHocm,i сuсlпеJ"l,u (3 13D буdел1о

, D,\4аповаmu з mочнiсmrо dо переmворенъ еlсвiваленmносm,i (3.135) mа
12s).

НеобхiдНою умовОю розшИреннЯ ocHoBHoi алгебрИ iHBapiaHTHocTi Дg СИС-
:rr (3.134) с наступне твердження.

_:орема 3.8. Яrcuцо CucmeJrda (3.13/1) \опусrcае рв?лuре?lня алZебрu Ag, mо
,rcцii 9|,92 заOаюmъся форлtулаJrlu (3.2g), (3.30), (3.12g), (3.130) або з
чHicmro dо п,ереmворе?lь eKBiBa,lleHmHocm,i (3. 135) JvLa.1OnLt, вuzляО

91 : ul (pl (r) + )r) , g' _ ur,p'(r) + u2,р1 (u) ,,

ПеРеПlВОРеНt)

(3.135)

(3.136)
,l

-, - ll,,.
/ )з * dовiлъtiл, cпlal.la:

]l
1 U 1 б tlo

ц'g-,,тр'(а), g' : e,l|uIp2(r) + u2р1@)1, (3.137)

gL : (u')-*'p'(r), 92 : (u')-|urrpr(r) + u291(r)], (3.138)
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,-ц

Jоведення. Як
,;.IЬнИХ сИСТеМ

*:ратора (3.2),

1l,"

-ш1

g1 :
,g,-

* k 1п ш1, k # 0,п - }ов,iлънi сmалi,;

u|(,p| (r) + )з) + \цu2,

u7p'(r) +u'p'(r) +\пЧ,
w.^l - 

'т-г.lLL.lj 
, ^3lA4l11, - UUtJ'cJc'b'П'l, cTrLuJL'l,, re Т Ur lаЗl+ llЦl f U;ПРUЧОJv[У

в форлtулаr (3.136) - (3.139) рl(r),,р2(r) - dов,iлънi, елаOкi, фунrcцi,,t,.

l,t2

# +ъh ul Аз, 0овiлън,i сmал,i, f 0,\ц, k l^зl+ J 0;l^n l

уже вказано на початку даного роздiлу, розв'язком визна*

,Sr(€,?) - 0 та,Sz(€,ц,/) :0 при / - &йД'€ координати
заданi формулами (3.14), враховуючи якi, визначальну

, _,тему Sз(€, ц, f , g) - 0 перепишемо наступним чином

аl(rg)ul g',, + (а2l(16)и1 + a22u2)gL" -
- (rl(rо) - 2c1,)g| * а7ul,,

аl(rg)ulg2r, + (а2| (rо)rr' + а22u2)92, _

- (а22(rо) - 2"is2 + a2l (ro)g' * а2lu| * а22u2.

- .-iбiльшr широкий клас функцiй 9о, ШIо задовольняють систему (3.140),
.]I1 цьому розширю€ться основна алгебри iHBapiaHTHocTi ,46, NIОжливтЕй

.: \,N{oBax

01 : Ир(rо), O2t - kop(ro), Q,22 - kzp(ro), -2q - kзр(rо),
а1 - kцр(rо), d'' - kbp(ro), а22 - kBp(ro),

j(r0) - довiльна гладКа функцiя, kg, kt,...,kB - довiльнi сталi. Вра-
.,Ючи (з.141), з (3.140) одержY€мо структурну систему для визI{ачення

krul g|u, * (kбu1 -l k2u2)g',, : (k, + kз)g1 l kаu|,

kru'g',,* (k9u1 * k2u2)g?,,: (rr+ kз)g'* kog| * k5u1 * kбu2. 
(3'142)

аналiзуемо структурну сис,гему (3.1.42) та iТ вплив на розв'язки системи
_=r_t). Розв'язок сИсТе}чtL1 (з.142) сутт€во залежить вiд спiввiдношення мiж
_.1\Iи kg,kl,k2. ЯкшIо в структурнiй системi (3.142) покласти ko:0, то
_ \i0, (3.i42) сrriвrrаде з системою (З.132). Якщо ж kо # 0, i И # kz,
,:СТеМа (3.142) за допоNIогоIО перетвоРень eKBiBa,пeHTHocTi (3.135) ,рr.

(3.139)

(3.140)

(3.141)
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0 : -* зводиться до системи (3.132), дослiдженоi в TeopeMi 3.6, згiдно якоi

функцii go задаютъся формулами (3.130), (3.129) або (3.29), (3.30).

Якщо kб # 0 (не втрачаючи загальностi, можна вважати kg - 1) i
kt : k2, ТО,, як виплИвае iЗ формуЛ (3.141), стае очевидно, Що ka - k6. Тодi
система (3.142) буд" мати вигляд

kplglu, * (r' * klu2)g|,, - (fu+ kз)g1 * kаu!,

kplgZ, * (r' * klu2)g2,, - (fu* kз)gz + 9'+ lсаu2 * kьul.

Розв'язок системи (3.1а3) залежить вiд значень параметрiв k1, kз. Одер-
::\-€мо 4 нееквiвалентнi випадки:
1) kr : 0, kз - Q, 2) kr: O,kз f 0,

3) kr l0,kr- g, а) kr+O,h+0.
1) Нехай kl,:0,kз - 0. Якщо kl,:0, тозрiвнянь (3.141) виплива€, що

= 
: 0. Тодi система (3.143) набуде вигляду

uLg|, - 0,

u'g'u" - g1 * k5u|
(3.144)

(3.143)

Розв'язавши рiвняння (3.144), одержуемо зображення функцiй 9О вигляду
, 1Зб), де )з - -k5.

2) Розглянемо випадок kt: а,kз # 0. Не втрачаючи загалъностi, можна
::1iК&ТИ' rцо kз : 1. З рiвнянь (3.141) випЛИВае) Що k+ - lc5: 0. ТоДi

_ тема (3.143) набуде вигляду

U'g'u, : 9|,
u'gZ, - 92 * g!,

(3.145)

1,_Iьним розв'язком якоТ с функцii (З.137).

3) Якщо И# 0,kз -_ 0, то система (3.143) набуде наступного вигляду

kru| glur+ (r' * kp,2)g|, : ktgТ * kаul,

krulg2,,-l- (trl * kp2)g2u': klg2+ 9'+ kbu,| + katt2, 
(3,146)

arbTrrrrl розв'язок слIстеL4и (З.146) ма€ вигляд (3.139), де k - - 1,

- -А'5, Аь : kц.



4) Якщо И # 0, kз f 0, то з (3.1а1) випливае,
вигIадку система (3.143) мае вигляд

kl,rr| g|u, * (r' * klu2)g|,," : (И * kз)g|,

ktu\gZ, * (r' * klu2)uZ, -- (ъ,, + kз)g2 * 91.
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ЩО k+ - lc5: 0. В цьому

?эзв'язавши систему (3.147), одержу€мо зображення функцiй 9О, задане

:)ормулами (3.138), де rп - *.
Теорему 3.8 доведено.

Зауваження 3.14. У форлtула,r (3.13в), (3.13g) облtеэrсення наrcлаdенi з
,. mою у?lu?{нуrпu t'r переlтLullу,

Прокласифiкуемо тепер симетрiйнi властивостi системи (3.134),
,.Iкориставши результати теореми 3.8.

lГеорема 3.9. ЯкШ,о сlIстпе^ла (3.13|) 0опускае рвlдuре?7l7я, oCHoBHoi' ал-
брu,iHBapiaHmHocmi Ag СUСrпеJч[ll,, rпо з mочнiсmrо 0о переrпворенъ еttв,iва-
чгп?7остпi tt' лtаксuлtалънi алzебрtl, iнвар,iанmносrпi в залеuсносmi Biу вuz-

,dy фупоцiй g1, 92 HaBeOeHi у mаблuцяr 1, 3 mа в mаблuцi, l.

Таблиця 4. Класифir.ацi" сlrrеrрiйrrих uластиuостей системи (з.134)

(3.147)

g| : ul (pl (r) + k) + u2,

92 =- tIp2O,) - u'p'(,.,) -l Ч)1.
,u:#+fulnul,
k+a

Зображення

функцiй 91,92

Оператори максимальноi
алгебри iHBapiaHTHocTi

g| : ul (р'("') + ''),g' : u' р' (u11 + u2 р| 1u\);
0orOtrQ - g-rfiou\6u"

g' : u7 
"5 

,p'(u'),

92 : ";.(utl2(ul) -,l2,pl 1ul ;;;
0o,0t, D : 2ro0o * rtOt - 2u1 \uz

gr: (ur)-*r.pr(r),

92 : (u')-(,rr'pr(r) + u2ср1 (со)),
._u2 r_ t_л 'l,:,5 *r5lпtz1

Ео, 0r, D : m(2rоOо * rrOr)-

-2I +2r5u|Ou"

0o,,0t,Q: 
"-k'o(I - kuLOuz)
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91 : (,u11-+t,

92 : u\ ((rr')" + )в) + u2 (,u1)-,

m#O,п+0

0o,0t, Q : u|Orrr,

D:m(2roOo*rr0r) -2I+
*2п),grgu| \uz * 2(m - п)u2 lur)

91 : "r(rr1)-*1,
t : \u')- (r2u2 -, u] ).

Ео, 0l, D : m(2rоOо + rfit) - 2I,

Q:u7Our*Oz-rl)u2Ouz
91 :rr1((u1)-t}о),
g2 -- u2((u|)- + Az) * }зz1

m*0,.\ol0,\zl\B

Ео, Er, Q1 : g(}z*)B)*ou|Ou",

Qz : \вu| Ouz * ()z - ),6)u2 0u,

S

gl:u1((и1)-+lz),
92 : u2((u1)- + Az) * trба1,

rп+0,\т#0

0о, Er, Q1 : ),grgulOu" - u2Ou,

Qz: u\ 0u,

(,r')о,

(ul)k-l(u2 * trg(ul)k),

1,

g|:
92:
k+

0o,0r, Q : uLOur,

D:(k-1)(21906+rla)*
-2(ul Ou, + lсu2 0u")

_,]

g| : rL1!,l ,

92:(ul)"+\*\7u2,
п#0,\т#rl,

0o,0r, Q1 : g(\T-r')'ou|Ou",

Qz: I * пu2Oч,

л1 л.19 -uэ
92:ul((.r')"+Аз)+и2,
п#0

Ео, 0r, Qt : u\ \ur,

Qz:I*плiОчz-п.\зrбQ1

_] 91:0,
92:(u')n*)6z1 *А7,
п+l,\т#0

0о, Er, D : 2поОо * r1O1 + 2u2Our,

Q : u|Оu,

g1 : rtu2 * А5u 1,

92: u1("r(#)'+ ffil-
*)6u2,

+ )ь,,\о

0o,OtrQ : I,
D : (rз - 11)[(21906 + rla1)-

-2u2 0u"] - ()о - \5)u1 1ur+

+f,g(2^5(rз -,r) - rr()o -.rь))Q
л1 ^.29 -шl

92:u'((*)'*Аg) *z2,
0о, 0r, Qt : I,

Q2: et'o(Qr * u|Our)

g| : "5 
(rr')r*',

"2
Е2 : "} (rr')r(uz - )аul).

р+0

0o,0r,

D :2ro0o * rtOt - 2ul\u",

Q:I-pu|Ou,
q\ : |rрПF (rr')О + Аь]r1,

a

9'2 = en ,, 1rri,1r 1r.' u2 - trц rrl )*
*Д5tl2 - *А.rr',

пf0,1rr|+|^+| l0

0о, Er,

Q:I-ftu\Our,
D :2rоOо * zrEr -l2),5rgQ- f;ul\u"

g' - (rrr)-+r,

92 : u\(^ut + }в) + u2(u7)^,

rпlа

0o,0r, Q : u|Our,

D : m(2rоOо * rr0r) - 2I - 2rgu|Oч"

108
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g' : u'(rrlпu1 +.\з) + )аz2,

92 : (r2u1 + rр2) ln z1+

*.\зu1 * \тu2 + }+#,
А,>0

0o,0t,

Qr - "*r*О [^4/ + (-r, - r1)uLOuz),

Qr - "'n"'o [^4/ + (*, - rl)ulOчr]

19

g| : u|(rtlnzl + .\з) *,\аu2,

92 : (r2u| -lrр2)lпu1+
*}вz1 *\тu2 +)n#,

А:0

Ео, 0l,

Q7, : ео'о [^4/ + (о - rl)z10,,r],

Q2: ео'оu\Ou, + r()Q1

20

9| : u7 (rl lпz1 *.\з) + Ааz2

92: (r2uL *rр2)}пu1+
tlgu1 * Хтu2 + }aW,

А<0

0о, 0r,

Qr : ео'о [} 4 cos PrтI+
+((о - 11) cos 0rо - В siп Вrg)ш| Ou"],

Q2: еаmоf^аsiпВrбI*

+((о - rl)sinBrg * Bcos Brg)u|Ouzl

:l
g1 : ul(rl lпzt1 * )з),
92 : ul lпz1 + u2(rlktu| * lz),
\gl\7-11

Eo,0r, Q1 : g(}z-,\з)аоulбчr,

Qz: е"'оf(Аз * rr - \T)I + uLOu"]

]] 91 :uL(rtlnu1 +)z-rr),
92 : ul lпu1 + z2(rl lnz1 + .\7)

0o,0r, Q, - еrtПОu,|Оuz,

Q, - erfiol * roQt
-J :0,

: 1п u1;

gI

92

Eo,0r, Q:ulOur,
D : 2ro0o * rt}l + 2u2Очz

-1
91 : (z11-+l,

92:u2(u1)-+)зz1,
п+а

0о, 0r, D : m(2rоOо * rrEr)*
l2),grgQ1 - 2I,

Ql,: uI \u"rQz:,\BroQr _ u2Ou"

91 : rlu1,

92:lt1((,r')"+)B)+
f (п * |)rlu2,

Tl l0

0o,0l, D:2ro0o*rrOr l2rрбQ2- |l,
Q1 - gПr$guLOu",

Qz: п(I + пu2Ou") * )зul6,rz

gr:0,
92 : u| ((,r')" f )в),
п+0,
sГ: u',
92 :,u| ((#)'+ )в);

0о, 0r, D : 2ro0o * rt}l - |t+
*2АбrбQ1, Qt: ulOчr,

9з:J:зЁ9е_зlвrоQr0o,0r,Qr:ffi,
D :2rоOо * rtOt + 2.\rfrQr1
*4,\6zбu1а,r, - 2u2Оч"

ý|s'--0,
I n' : rьul * rt;

0o,0r, D:2rоOо *rr0l +2u2Ouz,

Qt : ulOur,Qz: u|Ou, 1rbroQt
-: g|:u1 lгi.u1 ,

92 : u2 lrrz1 + Авu1;

Eo,0r, Qt: e*orrQ2: ulOчr,

Qз: u2Ou, - \BroQz
i g- : r\u',

Ш l s': tcllnz1 *rlu2
0o,0r, Qt : ulOurrQz: I + rоu[ \ur,
D : 2rоOо * rt}l l2rpgQ2-
-rрf;u| Ouz l2u2Ouz

109
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.l 91 :0,
92 : u| |пul ;

Ео, 0r,, D : 2rоOо* rlE1 l 2u2Ouz,

Qt:I+rOQ2,Qz:u|Ou"
.r: 91 :0,

92 : u2;

0o,0r, Q1 : e*ou\OurrQz: ul 0d,
D : 2rоOо * 1101 l2rgu2OчzrQз : I

,о.J t)

91 :0,
92 : rlu|

0orOtrQt : ulOur,,Qz: I,
D:2ro0o*rtOt*2rpgQ1,
Qз:ulOч, lrlrgu|Ouz

i{,]+
g\ : rц(u|)**\ ,

92 : u2(rц(.r1)- + )7) + r5u1;

m+0,\т#0,

0о, 0r, D : m(2rоOо * rrOr)*

*2rбQ1- 2(ulOu, + u2Oч"),

Qt: rbu|Ouz * ),7u2OuzrQz: е\r'оu|оч"

,с
g|:,ul(rцlпu1 +)з),
92 : r5u| + u2(rаlпz1 +.\7);

\ 1\/\3 t л7

0о, 0t, Q, : gr+ло 1u| 0u, а u2 0r,r),

Qz : rьu1 \uz * (А7 - \з)u2 \ur,

Qg: g(^T 
^з)rоu|Ou2

: таблицi 4 m.п. ),;.i - 3: 9: таOлиц| + rп)

[ +r.
-,

I ic fr\
_ вiльнi r.ладкi

П, \6,i - ',

Т1

{+1}, т1

функщii;

-0;
- *1,

;у - довlльн1 сталl,

,,т5 с {0, 1}, , - ý+klпz1, р'(r),рr(r) -

Tl. - ?TL ,\а

Т2 )7- \з-rП
:0,

А - ()з * rt - lr)'* 4),аr2 - дискримiнант,

пl,тгL2 - KopeHi характеристичного рiвняння

: &aj-e, 0 : +/lЦ, I : u|ач-, l u2Oч,.

Зауваження 3.15. !овеOення lпеоре.мu 3.9 навеOене в ЩоOаmку Б.

3.6. IHBapiaHTHicTb вiдносно алгебри Галiлея

в даному пiдроздiлi детально дослiдимо симетрiйнi властивостi системи
$i3.t; , випадку f ("') -'+.

Отже, розгляне\4о систему (3.1) вигляду

(;; ;o:,,[(,i:u ;)(;; ),] 
-

-а\,важення 3.16. З лелtu 2.1 вuплuвае. lцо

.:валенrпносmi слtсrпе.лl,u, (3 14S) мае вuеля0

I0 : te20' + 0о, L| - rе0' + 0t,

1l1 - 
,ulТ еOr. 1!,2 -, ,r,2ean 

"

(ii|:',,;;] ) (з l4s)

основ?7а zрупа переmворень

(3.149)
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К\эi,лt основноt?рупu перетпваренъ еrcвiвале?lmносmi (3.1/19) сuсmелtа (з.l/е8)
прu ?tоlltреrпнur g dопусrtае dоdаrпков,i пе,ре?пвореllтlя еrcв,iвале?lrп?7осrпi вuz-
tяOу (3.12s). Тому meopeJvtu ПРО 

^/tаКсUЛ4аЛ?)?7у 
алеебру ,iHBap,iaHmHocmi сuс-

|TleJ\,L'1-1, (3 1/|S) фОРПtУЛrОВаmuл,l,е,1,,l,о з mочl7iсmrо 0о вrcазанur переrпворен;t)
. ь,вiваленmносmi.

Справедливе наступне твердження.

Теорема 3.10. Якщо сuсmедпа (3 11ts) 0опускае рвшuрення oc?toBHo,t' ал-
,сбрu ,iнварtанmносmi Дg, rПо функцit, 9|,92 заOаrоmъся форлtулалIlt, (3.29),
i.30), (3.129), або форлпулоlо:

g1 : u'i(u')-pl(c,,,) + )з], 92 : lР|(u|)-,р2(и.,) + )а], (з.150)
,,2,- п - Ёу, ггl,)з, )ц,k - dслвiльнi сmалi, р"(r) - ilовiлънl, елаdкi фунrcцil.

_lвеdення. Якбуло показано в результатi доведення теореми 3.1, у випадку
- 

-= } ро=u'яЗКоМ сисТеМ Sr(€,ry) - 0 та Sz((, ц,f)- 0 е ксlорДИнатИ
_ Рiнiтезимального операторd Х, заданi формулами (3.15).

Врахов5,ючи значення €0, {' ,цо з формул (з.15), систем5, (з.5)
,кна переписати у виглядi

*'u'gL, * а22u2 g"1, : (*' - 2A)gr + (*ё - )1a]l)z1,
*'u'gZ,*a22u2g2u, - (а22 - 2д)g' + (*3' _ D*а!r)u2.

_ .; як фl,нкцii Ql,Q22,,4 залежать лише вiд змiннИХ Z6, шll d функцiТ

- вiД змiнних Ш!,Ш2, то найбiльш широкий клас функцiй 91,92, що задо-
_ьняють системi (3.151), i при цьому можливе розширення основноТ ал-
'эiI iHBapiaHTHocTi Ао, е розв'язком структурноТ систеN{и

nu' g*, + ku2 Е1" - (m* *)g' * klu|,,

ou' g?,, * ku2 92,, - (rп * k)g' * k2u2,,

.lчоl,Iу а| - аф(rg, ri а22 - kф(rg, r), -2А : mф(rо, rt),

- )lalr - klф(rg,r), *В' - 2Аlа}, - kzф("о,z1). де re - {0, t};
,kt,|rz - довiлrьнi cTa;ri, ,ф("о,,rr) - деяка гладка функцiя.

1. Якщо ае:0, то cLICTeMa (3.152) набува€ вигляду (3.31), розв'язками
.. як було показа,но в TeopeNIi 3.2, е формули (3.29), (3.30).

(3.151)

(3.152)
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2, Якщо re - 1, то загалъний розв'язок системи (3.152) виражаеться
через першi iнтеграли системи звичайних диференцiальних рiвнянъ вигля-
ду

du1 du2

u\ ku2 -
dE' dg'

(**|)g1 *kp| (k+m)g2 lkzu2, (з.153)

)дним з перших iнтегралiв систем" (3.153) е fi
[z, Jз зале){<ать вiд значення сталоТ rru.

- Ц) : &, а два iнших

N4ожливi наступнi нееквiвалентнi випадки:
2.L) rп: 0. В цьому випадку Jz: # - Иrlпu1, Jз : # - Ьrlпи1.

_'тандартним способом (дru., наприклад, [8В]) побудувавши загальний роз-
_ язок системи (3.152), одержимо формули (3.129), де )з - -kt,,:: -kz - довiльнi сталi, р"(r) - довiлънi гладкi функтlii, , - &,2.2) rп + 0- В цьому випадку, аналогiчно, як i в попередньому) знай-
-]вши першi iнтеграли систеrl{, (3 15З): Jz: ("r)--(# + *),-] 
- (U1)-^(*{ + *), одержу€мо загалъний розв'язок системи (з.152), який

:1€ вигляд (3.150), де Аз : -*, )+: -* довiльнi сталi, р"(r)-довiльнi
,адкiфзlнкцii'.r_#

Отже, розв'язавши сисТему л9з({,Ц,f ,9) - 0 стосовно 91, 92 лри
- : }, *lr одержали нееквiвалентнi зображення (3.29), (3.30), (3.129),
- i50) функцiй 9|, 92, що й доводить теорему.

Теореп,rу 3. 10 доведено.

Умови теореми 3.10, як i теореми 3.1, е лише необхiдними умовами
зlпllрення основноТ алгебри iHBapiaHTHocTi системи (3 1) IЩоб отримати
:T&THi умови, необхiдно кожне зображення функцiй 9о вигляду (3.29),
.]t]), (з.129), (3.150) пiдставИти В систему Sз:0 i розв'язати одержану
тем)/ вiлносно функцiй -4("о), В(rо), С(rо), 0(r0) в залежностi вiд виг-

..:l, функцiЙ р"(r) та зIfачень сталих rп)k, )з, )а. РезультатOм таких до-
-_lжень € HacTyIlHe твердження.

-еорема 3.11. Максuлl,алън,i алzебр,u iHBap,iaHmrlocmi сLlю?пелnu (3,14s)
lеэюrdо Bid значенъ функцdй,g1 , 92 HaBedeHi у mаблuцяr 1, 3, 5.
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-еqggцg 5. Класl,тфiкацiя сиrr,rетрiйних властивостей системи (3.148)

Зображення

функцiй 91,92

Оператори максимальноi алгебри
iHBapiыTTHocTi

ul 91 (u2),

u'р" (u');

g7

92
Ео, Еr, G : rо - #ftu'au, , rl = ,u,L 0u,

g| : ru7 lпu2,
92 : rцu2 |пuzi

бо, El, G, Il, Qt : gr+Io(rlt + rцIz)

g' : r4lr| |пu',

92 : ru2;
0o,0r, G, h,rargl1 | 12

g' : 
"ru'(u')n,

g' : ,r(u')n1-';
0o,01,G,11,
Dt :2rоOо -l rlЩ - !12

: 
"tu'{u")'

= rz(u2)3 i

9,

92
Dz:2ro0o+rla\-12,

Пr : r30o l .1671Е1 -

-*(+ -.\1z9)ft -- rolz

91 :0,
92 :0;

0o,0r, Gr11,12,

Dg :2rgOg * rtOt - *I, - h,

Пz : r30o +rorlа1 - (g +rO)Д - rolz
g' : u'(9' (rr') + rа In и1)

) 9 D, о,
9, = u" р'\u');

0о, Еr, $ : gr+rо (0, - frrrlr),
М : gr+lо 1,

g' = u'(rцlпu'+ rIп,u2),

92 : rьu2 lrtu2,
0g,01, $, М,
Q2 : grsrо (rlr + (r5 - ra)12)

gL:u\{rцlпа1 + rlпu2)
92 = rцuz lлuz .

0g,01, $,М,
Qg : gT+ro (rrоh + Iz)

гладкi функцii, Iz - u21ur.

'."l-важення 3.L7. ЩовеOення lПеОРе!^vl,u 3.11 навеOене у dоdаmrcу В
. РmаtЦtl.
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3.7. Висновки до роздiлу 3

]аному роздiлi вперше проведено повну групову класифiкацiю системи
,iнiйних рiвнянь xeMoTaKcl{cy.

.новних результатiв, отриманих в даному роздiлi випливають
, тr.пнi вIIсновки:

-, ВстанОвленО основнУ алгебрУ iHBapiaHTHocTi системи нелiнiйних piB-
нянь хемотаксисч.

- -]ослiджено групу неперерtsних перетворень еквiвалентностi системи
нелiнiйних рiвнянъ хемотаксису.

. Встановлено 5 нееквiвалентних виглядiв ф5rнкцii f ("r), при яких мож-
,rиве розширення основноТ алгебри iHBapiaHTHocTi системи нелiнiйних
рiвнянь хемотаксису.

- ]ля кожного з нееквiвалентних виглядiв функцii /("r), одержано зо-
браження функцiй go, прI{ яких можливе розширення основноТ алгебри
iHBapiarrTHocTi системи нелriнiйтiих рiвнянь хемотаксису.

- Використовуючи зображення функцiй go та враховуючи ix можливi
перетини для кожного з 5 нееквiвалентних виглядiв функцiТ /(,r,l1)
дослiджено максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи нелiнiйних
рiвнянь хемотаксису.

_,BHi резуJ-Iътати роздiлу 3 опублiкованi в роботах: [67], [85], [1s7].



висновки

EoBHi результати дисертацii можна пiдсумувати таким чином.

-- Показано, що нелокальнi перетворення зводять систему нелiнiйних

рiвнянъ дифузii до системи того ж вигляду, одержанi формули зв'язку
мiж даною системою та системою-образом. Встановлено вигляд систем
нелiнiйних рiвнянь дифузii, якi лiнеаризуються дiею нелокальних пе-

ретворень.

l- Встановлено вигляд систем нелiнiйних рiвнянь дифузiI, iнварiантних
вiдносно алгебри Галiлея АG(7,1), розширеноi алгебри Галiлея
AGt(l,1) та узагальненоi алгебри Галiлея AG2(1,1). Щаний результат
узагальнено для системи нелiнiйних рiвнянь дифузiТ з реакцiею.

i- Проведено редукцiю Галiлеевськи iнварiантних систем нелiнiйних piB-
нянь дифузii та побудовано Тх точнi розв'язки.

,- Щля систем-образiв системи рiвнянь дифузiТ (2.11) знайденi нелокальнi
анзаци, якi редУкуютЬ цю систему дО системИ звичайних диференцi-
ilJIьних рiвнянь.

,- Побудовано нелокальнi формули розмноження розв'язкiв систем нелi-
нiйних рiвнянь дифузii, неiнварiантних вiдносно алгебр Галiлея
AG(I,1),, AG1(1, 1) та AG2(1,1).

- Встановлено групу неперервних перетворень еквiвалентностi системи
пелiнiйних рiвнянь хемотаксису.

- В залежностi вiд вигляду нелiнiйностеП f ("'), go(ul,u2) проведено
повну групову класифiкацiю симетрiйних властивостей системи нелi-
нiйних рiвнянъ хемотаксису.



1]

116

Список використаних джерел

Абраменко А.А. Групповая классификация нелинейных
эволюционных уравнений. II. Инвариантность относительно

разрешимых групп локальных преобразований l А.А. Абраменко,
В.И. Лагно, А.М. Самойленко l f Дrфф"ренц. уравнения. - 2002. -
Т. 38, Ns 4. - с. 482-489.

Аль Фарах х., Портенко \4. Гранична теорема для кiлькостi
перетинiв фiксованого рiвня слабко збiжною послiдовнiстю

дифузiйних процесtв f Х. Аль Фарах, М. Портенко l lIH*T математики
НАН Украiни. - К. - 2007. - 24.. - (Препр. 2007.6).

Андреева н.в. (тепер Iчанська н.в.) Симетрiйнi властивостi
нелiнiйноi системи рiвнянь параболiчного типу / н.в. Андреева //
Симетрiйнi та аналiтичнi методи в математичнiй фiзицi: Зб. наук. пр.
ндн Украiни. Iнститут математики. - 1998. - т. 19. - с. 10-13.

Ахатов н.ш. Групповая классификация уравнений нелинейной

фильтраIJии l Н.Ш. Ахатов, Р.К. Газизов, Н.Х. Ибрагимов llЩокл.
Ан ссср - 1987. - т. 293. - с. 1033-1035.

Ахатов н.ш. Нелокальные симметрии. Эвристический подход l
н.ш. Ахатов, р.к. Газизов, н.х. Ибрагимов l l Итоги науки
и техники. Современные проблемы математики. Новейшие

достижения. - 19В9. - Т. 34. - С. 3-83.

Белоколос tr.д. О решениях в эллиптических функциях
нелинейных уравнениний в частных шроизводных, интегрируемых
методом обратной задачи теории рассеяния l Е.д. Белоколос,
В.З. Эполъский // Успехи матеN,{атических наук. - 1982. - Т. 37,

Ns 4. - С. 89-120.

)l
-l

,]]

r]

-]lll

,r]



{ Березанский ю.hд. Разложение по собственным
самосопряженных операторов l Ю.М. Березанский. -
думка. - 1965. - 798 с.

8] Березанский Ю.\4. Самосопряженные

бесконечного числа переменных l Ю.il4.

думка. - 1978. - 360 с.

1L7

функциям
К.: Наукова

операторы в пространстве

Березанский. - К.: Наукова

9] Березанский Ю.1\4. Гармонический

системах l Ю.\4. Березанский, А.А.
думка. - 1992. - 352 с.

] Березанский Ю.\,{. Спектральные
анализе l Ю.М. Березанский, Ю.Г.

думка. - 1988. - б80 с.

11] Биркгоф г. Гидродинамика. l г. Биркгоф. - MI.: Иностранная
литература. - 19б3. - 400 с.

12] Боголюбов н.н. Приложение ренормализационной группы к
улучшению формул теории возмущений l н.н. Боголюбов,
Д.В. Ширков l l ДЛН СССР. - 1955. - Т. 103, Nа 3. - С. 203.

1,3] Боголюбов н.н. Гругlпа перенормировок заряда в квантовой теории
поля / н.н. Боголюбов, Щ.В. Ширков l l д^н ссср. - 1955. -т. 103. - с. 391.

{ Бойко в.\4. Групова класифiкацiя галiлей-iнварiантних рiвнянь
високого порядку / В.М. Бойко, Р.о. Попович l l Прuцi Iнституту
математики НАН УкраiЪи. - 2001. - Т.36. - С.45-50.

5] Болгр абская и.А. Замкнутые системы связанных твердых тел l
и.А. Болграбская, А.Я. Савченко, Н.Н. IЩепин // I\zIеханика твердого
тела: Межвед. сб. науч. тр. - 2006. - Вып. 36. - с. 94-103.



118

16] Вiлъгельмссон Г. Коливання та встановлення рiвноваги за умов
вза€мозв'язку температури та густини у термоядерних плазмах /
Г. Вiльгельмссон // Уh4Ж. - 1993. - Т. 38, Nа 1. - С. 44-53.

17] Власенко Л.А. О разрешимости дифференциально-алгебраических

уравнений с импулъсным воздействием l Л.А. Власенко,

Н.А. Перестюк // Укр. мат. журн.- 2005. -57,}t 4. - С.458-468.

18] Галактионов В.А. Квазилинейное уравнение теплопроводности с

ИСТОЧнИКОм: обострение, локализация, симметрия, точные решения,
асимптотики, структуры l В.А. Галактионов, В.А. Щородницын,
Г.Г. Еленин, С.П. Курдюмов, А.А. Самарский l l Итоги науки

и техники. Современные проблемы математики. Новейшие

достижения. - 1986. - Т. 28. - С. 95-206.

19] Глеба А.В. Симетрiйнi властивостi i точнi розв'язки нелiнiйних галi-

лей-iнварiантних рiвнянь: дис... канд. фiз.-мат. наук: 01.01.03 / Глеба

Алiна Володимирiвна. - К., 2003. - 120 с.

20] Голод П.I. \4атематичнi основи Teopii симетрiй l П.I. Голод,

А.У. Клiмик. - К,: Наукова думка, 1992. - 380 с.

21] Гор Г.В. Нелинейный анализ поведения механических систем l
Г.В. Гор, А.А. Илюхин, А.\4. Ковалев, А.Я. Савченко - К.: Наук.

думка, 1984. - 285 с.

22| Щородницын В"А. Об инвариантньiх решениях уравнений нелинейной

теtIлопроводности с источнико}/I i В.А. /]ородницьlн f l Жур". въiч.

мат. и мат. физ. -- 1982. - Т. 22, N9 6. - С. 1393-1400.

23] Щородницын В.А. Груштrовые свойстБа уравнения теплопроводности

с источником в дву- и трехмерном случаях l В.А. Щородницын,
и.в.
1983. - т. 19. - с. 1215-1223.



119

24] Есигlов с.э. Нелокальная фононная теплопроводность в условиях
сильного возбуждения l с.Э. Есипов, и.Б. Левинсо" ll Письма в

х(этФ. - 1981. - т. 34, N 4. - C.2I8-22L.

25] Жданов р.з. ,Групова класифiкацiя рiвнянь теплопровiдностi з
нелiнiйним джерелом l р.з. Жданов, B.I. Лагно l l Доrr. нАН
УкраiЪи. - 2000. - jVs 3. - С. 12-1,6.

26] Ибрагимов н.х. Групповые свойства некоторых дифференциальных

уравненИй / н.х. Ибрагимов. - Новосибирск: Наука, 1967. - 59 с.

27] Ибрагимов н.х. Группы Ли в некоторых вопросах математической

физики / н.х. Ибрагимов. - Новосибирск: Изд-во Новосиб. ун-та,
1972. - 200 с.

Наука, 1983. - 280 с.

группового анализа l Н.Х. Ибрагимов.

в жизни, науке, технике. Сер. l|lVIатематика,

Ns7-48c..

28] Ибрагимов н.х. Группы преобразований в математической физике /
Н.Х. Ибрагимов. - \4.:

-:] lIбрагимов Н"Х. Опыт
\'IocKBa: Знание (Новое

Кибернетикаll), 1991. -
ибрагимов Н.х. Групповой анализ обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений и принцип инвариантности в математической

физике / н.х. Ибрагипло" llУспехи мат. наук. - 1992. - т.47,
вып. 4 (286). - С. 83-144.

иваницкий г.р. от беспорядка к упорядоченности - на примере

движения микроорганизмов l г.р. Иваницкий, А.Б. Медвинский,
М.А. Щыганов // Успехи физических наук. - 1991. - Т. 161, JT' 4. -
с. 13-71.

катков в.л. Групповая классификация и решения уравнения
хошфа l В.л. Катков l l Журнал прикладной механики и
теоретической физики. - 1965. - Т. 6. - С.105-106.



120

33] Костенко В.Г. Iнтегрування деяких диференцiальних рiвнянь в час-

тинних похiдних груповим методом l В.Г. Костенко. - Львiв:

Львiвський держ. унiверситет, 1959. - 22 с.

34] Курант Р. VIетоды математической физики l Р. Курант,

Д Гильберт. - М.: Гостехиздат, 1951. - Т. 1. - 476 с., Т. 2.

544 с.

35] Курант Р. Уравнения с частными производными / Р.Курант. - М.:

Мrр, 1964. - 830 с.

}6] Лагно В.И. Групповая классификация нелинейных уравнений
эволюционных уравнений. I. Инвариантностъ относительно

полупростых групп локальных преобразований l В.И. Лагно,

А.\4. Самойленко llДrфф.ренц. уравнения. - 2002. - Т. 38, Nа 3. -
с. 365-372.

37] Лагно B.I. Симетрiйний аналiз рiвнянь еволюцiйного типу l
B.I. Лагно, С.В. Спiчак, B.I. СтогнlfI l l Працi Iнституту математики

НАН Украiни : Мат-ка та iТ застосування. - К., 2002. - Т. 45. - 359 с.

38] Лазаръ Р.Д. Разностньiе схемы для дифференциальных уравнений
с обобщенными решениями l Р.Д. Лазарь, В.Л. Макаров,

А.А. Самарский. - М.: В. школа, 1987. - 296 с.

39] Луковский И.А. Нелинейные колебания жидкости в сосудах сложной

геометрической формы l И.^.Луковский. - Киев.: Наукова думка,
1975. -- 135 с.

40] Л5.ковский И.А. Аналитические, численные и аналоговые методы

в задачах теплопроводности l И.А. Луковский. - Киев.: Наукова

думка, 1977. -- 24а с.

{1] Луковський И.А. Введение в нелинейную динамику твердого тела

с шолостями, содержащими жидкос,Iь l И.Л. Луковский. - Киев.:

Наукова думка, 1990. - 296 с.



|2L

[+z] Луковський I.o. fiо розв'язування спектральних задач лiнiйноТ
Teopii коливань рiдини в конiчних баках l I.o. Луковський ll
Доо. НАН УкраТни. - 20а2. - Ns 5. - С. 53-58.

[+з] ЛуКовский и.А. ВариацИонные методы исследования задач динамики
твердых тел с жидкостью l И.А. Луковскrй l l Приклад. механика. -
2004. - Т. 40, JVs 10. - С.37*77.

[И] Луковский и.А" Приближенные методы решения задач динамики
ограниченного объёма жидкости l и.ь. Л5.ковскиtт, 1\4.Я. Барняк,
А.н. Комаренко. - Киев.: Наукова думка, 1984. - 232 с.

[4s] Луковский и.А. Сравнителъный анализ двух вариационных
моделей в нелинейной теории относительного движения
жидкости / и.А. Луковский, г.Ф. Золотенко, А.м. Пилькевич ll
Приклад. гидромеханика. - 2003. - 5, JTn 4. - с. 12-43.

Р6] Луковський I.0. Нелiнiйна модель руху маси рiдини в цилiндричних
€мностях, роздiлених на вiдсiки / I.o. Луковський, О.В. Солодун f f
До.r.НАН Украiни. - 2001. - J\ro 5. - С. 51-55.

Р7] ЛуКовский и.А. Собственные колебания жидкости в усеченных
конических баках l и.^.Луковский, А.В. Солодун, А.Н. Тимоха f f
Акуст. BicH. - 2006. - 9, JTn З. - C.42*6L.

[-ý] Луковский и.А. Взаимодействие тонкостенных упругих элементов с
жидкостью в подвижных полостях f и.А. Луковский, В.А. Троценко,
в.и. Усtокин. - Киев.: Наукова думка, 1989. - 239 с.

[49] Ляшко и.и. h4етоды вычтаслений: Численный анализ. Методы

решения задач математической физики l И.И. Ляшко, в.л. Макаров,
А.А. Скоробогатько. - Киев.: Вища школа, 1977. - 408 с.

50] МартынюК д.н. Системы эволюцИонных уравнений с
периодическими и условно-периодическими коэффициентами l
д"н. Мартынюк, ю.А. N{итропольский, А.м. Самойленко. К.:
Наук. дуNIка. - 1984. -- 2L3 с.



122

. i] Марченко В.А. Операт.сры Штурма-Лиувилля и их приложения f
В.А. N4арченко. - КиТв: Наук. думка, t977. - 331 с.

2] Миллер У. мл. Сiлмп,rетрия и разделение переменных l
У. N4иллер (мл.). \{.: Мир, 1981. - 342 с.

.]] Митропольский }О.А. Асимптотическое исследование

слабонелинейных колебательных систем / IO.A. N{итропольский,

A.N4. Сап,лоtlленко. - К.: Наукова думка, 1976. -- 54 с.

Митропольский IO.A. Математические проблемы нелинейной

механики / Ю.А. Митропольский, А.1\4. Самойленко. - К.: Вища

шк., 1987. - 69 с.

Нариманов Г.С. Нелинейная динамика летательного аппарата с

жидкостъю l Г.С. Наррlманов, Л.В. Щокучаев, И.А. Луковский. -
Киев.: Наукова думка, |977. - 208 с.

Нижник Л.П. Обратная нестационарная задача рассеяния l
Л.П. Нижник. - К.: Наук. думка, 1973. - 182 с.

57] Нижник Л.П. Обратные задачи рассеяния для гиперболических

уравнений / Л.П. Нижник. - К.: Наук. думка, 1991. - 232 с.

Нижник Л.П. Интегрирование пространственно-двумерного

уравнения Шредингера методом обратной задачи l Л.П. Нижник,

N{.Д. Починайко ll Функц. анализ. 1982. Т. 16, вып. 1.

с. 80-82.

Нижник Л.П. Обратная задача рассеяния на всей оси для системы

обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка l
Л.П. Нижник, Лой Ву Фам. - Киев: Ин-т математики АН УССР,
1983. - 16 с. (Препринт).

Овсянников Л.В. Групповые свойства уравнений нелинейной тепло-

проводности f Л.В" Овсянников lf ДАН СССР. - 1959. - Т. 125,

J\ъ 3. - с. 4g2_-4g5.

,]



123

1J овсянl{икоts л.в. Групповой анализ дифференциальных уравне ниiа f
Л.В. Овсянников. - Д4.: Наука, 1978. - 400 с.

2] Овсянников л.в. Лекции по основам газовой динаN{ики l
л.в. овсянников. -- \,{.: HayKa, 1981. __ 386 с.

,]] Олвер п. Приложение групп Ли к дифференциальны\4
чравненияМ П. Олвер. _ \,{.: \,{ир, 1989. - 581 с.

1] Омелян о.М. IHBapiaHTHicTb нелiнiйноТ системи дифузiТ вiдносно ал-
гебрИ ГалiлеЯ / о.м. оме,цяН // МатеРiали IX мiжнародноТ науковоТ
конференцiТ iпleHi академiка, М. Кравчука. - Китв. - 2002. - с. 149.

i] ОмеляН о.1\{. Редукцiя та розв'язки систем нелiнiйних рiвнянь
лифузiТ, iнварiанТних вiдНоснО алгебри Галiлея / о.N4. Омелян //
BicH. КиТв. нац. ун-ту iM. Тараса ТТТевченка. Сер.: |lN{атематика.

\,{exaHiKall. - 2004. - JTs 11-1,2. С. 95 100.

,,i] Омелян о.М. Нелокальнi фОрмirли розмноження розв'язкiв систе-
ми нелiнiйних рiвнягть диф56ii l о.1\{. оме";rян l l Матерiали Х
мiжнародноТ HayKoBoi конференцii iMeHi академiка М. Кравчука.
Киiв. 2004. - С. 197.

-] Омелян о.М. IHBapiaHTHicTb системи рiвнянь хемотаксису вiдносно
алгебри Галiлея / о.N{ омелян l l Bicн. КиТв. нац. ун-ту iM. Тараса
ТТТевченка. Сер.: ||NIатематика. \,{exaHiKa|l. 2008. - JYa 19. - с. 29-35.

!] Омелян O.h4. Нелокальнi перетворення системи нелiнiйних рiвнянь
лифузiТ l О.N,1. омелян ll \ziатерiали II мiжнародноi HayKoBoi
конференцiТ молодих BLIeHиx по диференцiальних рiвняннях iMeHi
я.Б. ЛопатинсъкоI.о. -- 21онецьк. _ 2008. - с. 90.

-'l омелян о.\,{. ГаlriлеТвсъка iHBapiaHTHicTb системи нелiнiйних рiвнянь
реакцiiдиф"узii'/ о.д,{. оr,tелян ,i/ Тр,Ин-таИПN[|чt НАН Укра;llrы. -
_1онецк. 2009. - Т. 18. С. 138-147.



L24

70] ПерестюК н.А. Импульсные дифференциальные уравнения с
мЕогозначной и разрывной правой частью l н.А. Перестюк,
в.А. Плотников, А.м. Самойленко, н.в. Скрипник l l Тр. Ин-та
математики НАН Украины. С.р.: Математика и её применение. -
К, 2007. - Т. 67. - 427 с.

71] Перестюк н.А. О существовании периодических решений некоторых
классов систем дифференциальных уравнениЙ со случайным
имп),,льсным воздействием l н.А. Перестюк, А.м. Самойленко,
А.н. Станжицкий l l Уr.р. мат. журн. 2001. 53, I\ 8.

с. 1061-1079.

72] Попович Р.о. Про симетрiю та точнi розв'язки одного рiвняння пере-
носу i р.о.Попович // уN{х{. - 1995. - т.47, Ns 1. - с. L2I_]r25.

73] Попович Р.о. Про Q-yMoBHy симетрiю лiнiйного п-вимiрного рiвнян-
ня теплопровiдностi f Р.о. Попович, I.П. Корнева f f Симетрiйнi та
аналiтичнi методи в математичнiй фiзицi: Зб. наук. гrр. НАН Украiни.
Iнститут математики. - 199в. - т. 19. - с. 200-211.

-]] Портенко Н.И. Обощенные

Н.И. Портенко. - К.: Наук. лyмка,

диффузионные процессы l
1982. - 208 с.

75] Портенко N{.I. Про рiвняння вiдновлення, якi виникають в деяких
задачаХ теорii узагальнених дифузiйних процесiв f h4.I. Портенко f f
Уr.р. мат. журн. - 2005. - Т. 57, N 9. - С. 1302-1312.

76] IIорТенкО M.I. Ймовiрнiсне зображення розв'язк5, однiеi задачi
математичноi фiзики / I\4.L Портенко ll Укр. мат. журн. - 2000. -т 52, 1\ 9. - с.1272--1282.

77] Ронто н.и. Численно-аналитические методы исследования
периодических решrений l н.и.Ронто, А.h4. Самойленко. - Киев.:
Вища школа. Изд. при Киев. )trH-Te, 1976. - 180 с.



125

[78] Ронто Н.И. Численно-аналитические методы исследования краевых
задач lН.И. Ронто, А.М. Самойленко. - Киев.: Наук. думка, 1986. -
222 с.

[79] Савченко А.я. О скорости затухания малых колебаний физического
маятника в окрестности положения его равновесия в режиме

''ассивной 
стабилизации l 

^.Я. 
Савченко, В.В. Кравченко l lМежвед.

сб. науч. тр. : Механика твердого тела: -- 2004.-- Вып. 34. - с. 106*
111.

[В0] Савченко А.я. Обобщенные уравнения Эйлера - Пуассона l
А.я. СавченКо, А.А. Савченко l l Пр.Iн-ту математики НАН УкраiЪи:
Вопр. аналит. механики и ее применений: - 1999. -._ т. 26 - с. 338-
351.

[Bt] Самойленко А.м. Элементы математической теории многочастотных
колебаний. Инвариантные торы / А.м. Самойленко. - М.: Наука,
1987. - 301 с.

[Bz] Самойленко А.1\4. Численно-аналитические методы в теории
краевых задач обыкновенных дифференциальных уравнений l
A.i\4. Самойленко, Н.И. Ронто. - Киев.: Наук. думка, 1992. - 279 с.

[8з] Серов Н.и. Условная инвариантность и точные решения нелинейного
уравнения теплопроtsодности f Н.И. Серов /i умЖ" - 1990. - т. 42,,

J\ъ 10. - с. 1370*1376.

[8а] Серов M.I. Лiнеаризацiя систем нелiнiйних рiвнянъ дифузii за до-
помогою нелокальних перетворень l M.I. Серов, o.lVI. Омелян,
Р.N4. Чернiга l l До".НАн УкраiЪи. - 2004. - Jvs 10. - С. 39-45.

[ВЬ] Серов NI.I. I(ласифiкацiя симетрiйних властивостей системи piB-
нянь хемотаксису l i\4.I. Серов, о.м. омелян ll Украiнський
математичний вiсник. - 2008. -- Т. 5, ЛГа 4. - С. 536-562.



86] Серов \4.I. Симетрii Лi та точнi
конвективним членом / 1\4.I. Серов,

Т. 49, JVs 9. - С. 1262-1270.

t26

розв'язки нелiнiйних рiвнянь з

P.l\,t. Чернiга // УМЖ. - 1997. -

решения уравнения ,Lщ 
-

Ин-та математики АН УССР:

87] Серов M.I. Галiлеiвсъка iHBapiaHTHicTb системи нелiнiйних piB-
нянь реакцii'-кнвекцii'-дифузii l 1\4.I. Серов, м.м. Серова,
о.м. Омелян, т.о. Карпалюк l l \4атерiали Украiнського
математичного конгресу (до 100-рiччя вiд дня
народження 1\4.N4. Боголюбова). КиТв. 2009. URL:
http : l l www. imath. kiev. ua/ congress2009/Abstracts/ Serov.p df

:3] Степанов В.В. Кур. дифференциальных уравнений l
В.В. Степанов. - \4.: ГИФ1\4Л, 1958. - 468 с.

89] Соколов в.в. о симметриях эволюционных уравнений l
в.в. Соколов ll Успехи мат. наук 1988. т. 43, вып. 5.
с. 133*163.

90] Тьтчинин в.А. Преобразование Бэклунда дифференциальных
уравнений, приводимых конечным преобразованием Ли-Бэклунда /
в.А. Тычинин. - Д..r. в ВИНИТИ J\Г' 3172.80 (Рукописъ представлена

Щнепропетровским ун-том 18 июля 1980 г.). - !непропетровск. -
1980. - 19 с.

)1] Тычинин В.А. Симметрия и точные
h(u)u,* / В.А.Тычинин l l Сб. науч. тр.
симшrетрийный анализ и решенния уравнений матфизики: - Киев. -
1988. - Nа 8. - с. 72-77 

"

)2] Тичинiн В.А. FIелокальна симетрiя та розмноження розв'язкiв рiвнян-
НЯ 1Ug1U11* 1 _- 0 / В.А. Тичинiн ll Зб. наук. праць IH-Ty математики
АН УкРаiЪи: Сиштетрiйний анаЛiз рiвнянь математичноТ фiзики. -
КиТв. - 1993. - С. 26-33.



l27

[93] Фущич В.И. о новом методе исследования групповых свойств урав-
нениЙ математической физики l в.и. Фущич ll Щокл. Ан ссср. -
1979. - Т. 246, J\Г9 4. - С. 846*s50.

[э+] Оущич в.и. Симметрия в задачах математической физики l
в.и. Фущич l l Ин-т математики АН уссР : Теоретико-
алгебраические исследования в математической физике. - Киев. -
1981. - с. 6-28.

[9ь] ФуЩич В.И. Как расШирить симметрию дифференциальных уравне-
ний? l в.и. Фущич l l Ин*т математики АН УССР: Симметр ия и
решения нелинейных уравнений математической физики. - Киев. -
1987. - с. 4-L6.

,э] Фущич В.И. Условная симметрия
ческой физики l В.И. Фупryч ll
с. 1456-1470,

уравнений нелинейной математи-

УМЖ. - 1991. - Т. 43, JYa 11. -

[9Z] Фущич в.и. Подгрупповой аналиЗ групп Галилея, Пуанкаре и

релiкция нелинейных уравнениЙ l в.и. Фущич, л.Ф. Баранник,
А.Ф. Баранник. - Киев: Наук. думка. - 1991. - 304 с.

РВ] Фущич в.и. Симметрия уравнений квантовой механики l
В.И. Фущич, А.Г. Никитин. - \4.: Наука, 1990. - 400 с.

В0] Фушцич в.и. Условная инвариантностъ и редукция нелинейного

уравнения теплопроводности f В.И. Фущич, н.и. Серов // Щокл. АН
УССР. - 1990. - С.р.А, JY, 7. - С.24-27.

{Ю] Фущич в.и. о нелокальных анзацах для одного нелинейного
одномерНого уравнеЕия теплопроводности l в.и. Фущич, н.и. Серов,
Т,к. Амеров f l Щоклады АН Украины. - 1gg2. - JYs 1. - С. 26-30.

01] ФущиЧ в.и. Условная инвариантность нелинейного уравнения
теплопроводности l в.и.Фущич, н.и. Серов, т.к. Амеров l l Щокл.
АН УССР. - 1990. - JYs 11. - С. 15-18.



128

102] Фущич в.и. Условная инвариантностъ и нелинейные уравнения
теплопроводности l в.и.Фущич, н.и. Серов, в.и. Чопик l l Щокл.АН УССР. - 1988. - С"р. А, JVn 9. - С. |7_20.

[rOЗ] Фущич в.и. О линеаризации некоторых нелинейных уравненийс помощъю нелокальных преобразований l в.и. Фущич,
в,А, Тычинин. - Препринт, Ин-т математики дн усср.
1982. - "llЪ 82.З3 . - 54 с.

[r0+] оупдич B.I. Точнi розв'язки та принцип суперпозицii для нелiнiйних
хвилъових рiвнянъ l B.I. Фущич, В.А. Тичинiн l l fоповiдi Ан
УРСР. - 1990. - J\га 5. - С. 32-З6.

105] Фущич B.I. Системи лiнiйних еволюцiйних рiвнянь другого порядку,
iHBapiaHTHi вiдносно алгебри Галiлея та Тi розширень l B.I. Фущич,
Р,М, Чернiга l l Щоповiдi дн украiъи. _ 199з. _ jya 8. -- с. 44_51.

106] Фущич B.I., Чопик B.I. Умовна симетрiя i HoBi зображення ал-
гебри Галiлея для нелiнiйних параболiчних рiвнянь l B.I. Фущич,
B,L Чопик l l уN{ж. - 1993. - т. 45, JФ 10. - с. 1433- L443.

Фущич в.и. Симметрлiйный анализ и точные решения
нелинейной математической физики l В.И. Фущич, B.i\4.
Н.И. Серов. - Киев.: Наукова думка. - 1989. - 339 с.

3] Чернiга Р.N{. о точньiх решениях одной нелинейной системы диффу-
зионного типа / р.N4 Чернiга ll сб. науч. тр. Ин-та математики АН
усср: Сиь,iметрийный анализ и реше}тния уравнений матфизики. 

-Киев. - 1988. - JYa 8, - С. 49-53.

9l Чернiга Р,\,{, Сип,rетрiя i точнi розв'язки рiвнянъ тепломасопереносу
У термоядернiй п.пазмi / Р.h{ Чернiга l l Щоповtлi дН Украiни. -1995. -- "\Г, 4. - С. 17-2I.

- ]l Аdlеr J. Chemotaxis in lэacteria l J. дdlеr l l Sciense. 1996.
V. 153, р. 70в-716.

уравнений
ТТТа9л9ц6,



1,29

111] Anderson R.L. Lie-Backlund transformations in applications / R.L. Дп-
derson, N.H. Ibragimov. - Philadelphia. - SIAM, 1979.

112] Baikov V.А. Lie sуmmеtrу classification analysis for nonlinear coupled
diffusion. V.А. Baikov, А.V. Gladkov and R.J. Wiltshire ll J. Phys. А:
\4ath. Gen. - 1998. - Vol. 31. - Р. 7483-7499.

Ш3] Basarab-Horwath Р. The structure of Lie algebras and the classification
рrоЬlеm fоr partial differential equations. Р. Basarab-Horwath, V. Lahno
and R. Zhdanov l l дсtаАррl. lVlath. - 2001. - Vol. 69, Jvs 1. - Р. 43_94.

t14] ВаtеmаП Н. Partial Differential Equations of Mathematical physics. /
Н. Bateman. - Cambridge: Univ. Press, 1992. - 386 р.

'15] Bateman н. The transformations of electrodynamical equations l
Н. Batema" l l Рrос. London \,{ath. Soc. - 1909. - Vol. 8. - р. 223-264.

16] Bluman G.W. The general siririlarit5, solution of the
G.W. Вlumап, J.D. Cole l l J.\4ath. \4ech. - 1969. -
р. 1025-1042.

17] Bluman G. Similarity methods fоr differenyial equations / G.W. Bluman,
J.D. Соlе. - Berlin: Springer, |974. - 332 р.

18] ВлIumап G.W. On the rеmаrkаЬlе nonlinear diffusion equation0 , пOu- 0u
6"Lа(u + Ь)-'Й1 - Й i G.W. Вlumап, S. Kumei f l Jоtпп. of \4athe-
mat. Physics. - 1980. V. 2|. - Р. 1019-1025.

19| Bluman G.W. Symmetries and differential equations / G.W. Вlumап,
S. Kumei- - l\ew Yоrk: Sрriпgеr. - Verlag. - 1989. - t42 р.

l0] Bluman G.W. I\ew classes of symmetries for partial differential equa-
tions / G.W. Bluman, G.J. Reid, S. Кum 

"i l l J. N4ath. Phys. - 1988. -v.29 - р. 806-811.

heat equation /
Vol. 18, N 11. -

_] Во5rеr С.Р. оп sоп}е soiutiorrs of
С.Р. Во5.еr l l J. \,{ath. Ph5.s. -

а nonlinear diffusion equatioл f
1961" - V 40, j\ъ1. - р. 42*46.



130

irzz] Burgan J.R. Homology and the nonlinear heart diffusion equations /
J.R. Burgan, А. Vlunier, 1\4.R. Feix, Е. Fijalkow ll SIA1\4. - J. Ар-
pl. Math. - 1984. -V.44,, J\Ъ 1. - Р. 11-18.

123] Burgers J.1\4. А mathematical model illustrating the theory of turbu-
lence -/ J.\4. Burgers, чоп R. h4ises, чоп Th. Каmrап (eds.) ll дdч.
Appl. Mech. - v.1. - I\ew York: Academic Press. - 1975. - р. 171-199.

124] Сhеrпihа R.M. Galilean-invariant nonlinear PDEs and their exact solu-
tions / R.M. Cherniha ll J. Nonlin. Math. Phys. - 1995. - Vol. 2, N9 3. -
р. 374*383.

125] Cherniha R. Symmetries anscitze and exact solutions of nonlinear
second-order evolution equations with convection terms / R. Cherniha,
М. Sеrоч l l Euro. J. of Appl. Math. - 1998. - Vоl. 9. - Р. 527_542.

126] Сhеrпihа R. Lie symmetries and form-preserving transformations of
reaction-diffusion-convection equations / R. Cherniha, \4. Serov, I. Ras-
sokha ll J. Math. Anal. Appi.- 2008. - V. 342. - р. 1з63-1379.

t27] Cherniha R.IVI. Lie symmetries of non-linear multidimensional reaction-
diffusion systems: I / R.1\4. Сhеrпihа and J.R. King l l J Phys. - 2000. -А 33. - р. 267-282.

t28] Cherniha R.1\4. Lie symrrretries of non-linear multidimensional reaction-
diffusion systems: I. Addendum / R.M. Cherniha and J.R. King ll J.
Phys. - 2000. - А 33. -- Р. 7839-7841.

L29] Cherniha R.\4. Lie symmetries of non-iinear multidimensional reaction-
diffusion systems: II / R.\4. Cherniha and J.R. King l l J. Phys. - 2002. -А 36. - р. 405-425.

,30] Cole J.D. On а quasilinear раrаЬоliс equations useC in aerodinamics /
J.D. Соlе // Quart.Appi.Math. - 1951. - V.9. - Р. 225-2З6.



131

[131] Edwards М.Р. Classical sуmmеtrу reductions of nonlinear diffusion-con-
vection equations l М.Р. Edwards llPhys. Lett. А. - 1gg4.- Vоl. 190. -р. 149-154.

[132J Fokas A.S. On the exactly solvable equations
,9, - t(PS + 7)-'S,7, + a(BS * l)-2S, occuring in two-phase flow in
роrоus media / A.S. Fokas, Y.c. Yortsos // SIA\4 Journal on Дррliеd
lVlathematics. - 1982. - V. 42, Ns 2. - Р. 318-332.

[1$] Forsyth A.R. ТhеоrУ of differential equations / A.R. Forsyth. - Саm-
bridge: Cambridge University Press, 190б. - V. 6. -304 р.

[tз+] гushсhусh W. Anzatz'95 l w. Fushchych ll J.I\onlin. Math. Phys. -
1995. - V. 2, JVn 3-4. - Р. 216-2З5.

[rзs] гushchish W.I. Q-conditional sуmmеtrу of the linear heat equation l
W.I. Fushchish, N.I. Sеrоч, W.h,{. Shtelen and R.E. Popovich ll Proc.
Acad. of Sci. Ukraine. - 1992. - JYs 12. - р. 27_32.

[rз0] гushchich W.I. On nonlocal sуmmеtriеs of the nonlinear heat equation /
W.I. Fushchich, I\.I. Serov, V.А. Tychynin and Т.К. Аmеrоч l l Proc.
Acad. of Sci. Ukraine. - 1992. - Ns 11. - р. 27-33.

'137] Fushchych W. Sуmmеtrу Analysis and Exact Solutions of Equations
of }[опliпеаr Mathematical Physics l w. Fushchych, W. Shtelen and
Ir{. Sеrоч. -_ Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 1993. - 436 р.

138] Fushchish W.I. On the connection between solutions of Dirac and Maxwell
equations, dual Роiпсаrе iпчаriапсе and superalgebras of invariance and
solutions of nonlinear Dirас equations l W.I. Fushchish, Iý.I. Serov,
W.lи. Shtelen and R.E. Popovich ll J. Phys. А. - 1991. - V. 24, JYe 8. -р. 1683-1698.

l39] Fushchych w. on reduction and exact solutions of nonlinear wаче equa-
tions with Ьrоkеп sуmшеtrу / !v. Fushchych, I. Tsyfra ll J. Phys. А:
\4ath. Gen. - 19S7. - Vоl. 20. -Р. L45-|47.



132

140] Fushchich W.I. Hodograph transformations and generating of solutions
for nonlinear differential equations / W.I. Fushchich, V.A. Tychynin //
Рrос. Acad. of Sci. Ukrаiпе. - 1993. - N 10. - р. 52-5s.

[t+t] гushchich W.I. Generating solutions fоr nonlinear equations Ьу the Legen-
drе transformation and / W.I. Fushchich, V.А. Tychynin ll Proc. Acad.
of Sci Ukraine, - 1992. - J\Гs 7. - Р. 20-25.

[t+z] Gagnon L. Lie symmetries of а generalized nonlinear Schrodinger equa-
tion. 1. The symmetry grоuр and its subgroups lL. Gagnon, Р. Winter-
пitz ll J. Phys. А: 1\4ath. and Gen. - 1988. - Vоl. 21, Ns 7. - Р. 1493-
151 1.

[r+з] cazizov R.K. Contact transformations of equations of the type of nonlin-
еаr filtration / R.K. Gazizov l l сRС Handbook of Lie Group Дпаlуsis
of Differential Equations. - 1987. - Vol. 1. - р. 125-135.

irи] Goard J. and Broadbridge Р. },Ionclassical sуmmеtrу analysis of nonlin-
еаr reaction-diffusion equations in two spatial dimensions / J. Goard,
Р. Broadbridge // Nопliпеаr Analysis, Тhеоrу, \ilethocls and Дррliса-
tions. - 1996. - Vоl. 26, Ns 4. - Р. 735-756.

145] Неrеdеrо R.H. Classification of invariant wave equations / R.H. Неrеdеrо,
P.J. оIче, l l J.Math. Phys. - 19и. - Vol. 37, JYs L2. - р. 6414-б438.

1аб] Hopf Е. The partial differential equatioпs ?ф * uu" : ltrшrr l Е. Hopt l l
Соmm. Рurе Appt. Math. - 1950. - V.3. - Р. 201-230.

147] Ibragimov N.H. Lie group analysis of differential equations - Symmetries,
exact solutions and conservation laws / N.H. Ibragimov (Editor). - Воса
Raton, Floruda: CRC Press. - 1994. - Vоl. 1.

148] Karczewska А. Statical solutions to turbulent diffrrsion / Д. КаrсzеWS-
k" ll Pergamon: Nonlinear Analysis. - 1999. - V. 37. - р. 635-675.

t49] Кеllеr Е.F. \4ode1 for chemotaxis l Е.F. Keller, L.A. Segel ll
J.Theor.Biol. - 1971. - V. 30. - Р. 225-234.



133

[150J King J,R, Sоmе non-local transformations between nonlinear diffusion
equation / J.R.King f f Journal of д,{athematical Physics. - 1gg0. -V. 23. - р. 5441-5464.

151]

King l l
5,

- i2] Kn5,azeva I.V. Grоuр classification of diffusion equations / I.V. Knyazeva,
M,D, Popov // овс Handbook of Lie Grоuр Дпаlуsis of Differenrial
Equations (Ed. N. Ibragimov)., CRC Press. - 1994. - Vol1. - р. 171-
|76.

- i3] Krivsky Yu.I. оп the nonlocal sуmmеtriеs of the N{axwell equations and
the conservation laws / Yu.I. Krivsk5r' V.I. SimU]'ik ll Ukr. J. Ph),s. -
2007. - Vo1.52, J\Гs 2. - Р. !19 |27.

,1] Levi D. Non-classical sуmшеtrу reduction: ехаmрlе of the Boussinesq
equation / D. Levi, Р. Winternitz ll J Phys. А: ]\{ath. Gen. -- 19в9. -
YoL.22, J\Гs 15. - Р. 29]'5-2924.

-,5] Lie S. Discussion dеr differential Gleichuпgd2zf d,rd,y - F(") lS.Lie ll
Аrсh. \4ath. - 1В81. - Vоl. 8, N 1. - Р. 112-]^25.

, б] Lie s. uber die Integration durch bestimmte Integrale чоп еiпеr klasse
linear partieller Differential gleichrrng / S. Lie l lArch for \4ath. - 1881. -
V6, .'Ms З. - Р. 328-ЗбВ.

,7] Lie S. U'rэеr Differentialinvarianten / S. Lie l l \nath. Апп. - 1В84. -
Vоl. 24, JTs 1. - Р. 52*S9.

3] Lie S. Vогlеsuпgеп uЬеr continuerliche gr"uppen / S. Lie. - Leipzig: ТеuЬп-
пеr 1В93. 805 р.

_ lj] Lie s. klassifikation und integration чоп gewohnlichen Diffыentiai
gieic}rungen zwischen tr) у, die eine Gruрре von Transformationen ges-
tatten ,i S" Lie lf I,il, h4atlr. Апп. - 1888. - Vоl. 32. - р. 213-281.

King J.R. Exact results for the nonlinear diffusion equations

?,_,,- &!*.^'Ё) ^У*: *(-'''#) lJR
J. Phys. А: h,{ath. Gеп. - 1991. - V. 24, J\Га 24. - р. ьтzt-ьтц



134

160] Lie S. Тhеоriе dеr Transformationsgruppen l S. Lie, F. Engel.
Leipzig:Teubner. - Bd. 1-3. - 1888, 1890, 1893. - 623s., 554s., 830s.

161] Lisle I.G. Equivalence transformations for classes of
differential equations l I.G. Lisle ll PhD. The-
sis. Uпiчеrsitзr of British Columbia 1992.
(www, ise. сапЬеrrа. edu. au/mathstat/StaffPages/LialeDissertation. pdf ) .

162] Nanjundiah V. Chemotaxis, signal relaying and aggregation morphology /
V. I\anjundiah ll J. Тhеоr. Biol. - 1973. -Vol.42, Nа 1. -Р.63-105.

rffi] Nikitin А.G. Grоuр Classification of l\onlinear Schrodinger Equations /A,G, I\ikitin, R.O. Popovych ll Uktainian h4athematical Journal. -2001. - Vol. 53, j\Гs 8. - Р. 1255-1265.

lмl Nikitin A.G. System of reaction*diffusion equations and their sуmmеtrу
properties / A.G. Nikitin, R.J. Wiltshire ll J.1\4ath. Phys. - 2001. -Vol. 42. - Р. 1666-1688.

t65] Nikitin A.G. Grоuр classification of systems of non-linear reaction*
diffusion equations with generai diffusion matrix. I Generalized Ginzburg-
Landau equations i A.G.Nikitin ll J. Math. Апаl. and Appl. (JMAA). -2006. - V. 324. - р. 615-628.

t66] Nikitin A.G. Group Classification of Systems of l\onlinear Reaction_
Diffusion Equations / A.G. }Iikitin ll Ukrainian lVlarhematical Bul_
letin. - 2005. - Vol. 2, Ш 2, - Р.153-204.

6{ I\ikitin A.G. Symпretries of Systems of Nonlinear Reacticin_Diffusion
Equations in syrrrmetries in Iчonlinear Mathematical physics l
A.G. Nikitin, R. Wiitshfue l l Рrос. of the Third Int. Conf. - Kiev, July
12-18, - 1999, Ed. А.lu. Samoilenko (Inst. of Ma,thematics of Nat. дсаd.
Sci. of Ukraine)" - Р. 47-59.

Б8] t{ikitin A.G. Group classification of systems of поп-liпеаr reaction_
diffusion equations with gепеrаl diffusion mаtriх. II. Generalized Turing



135

systems i A.G. Nikitin l l J. Math. Analysis and Applications (J1\4дд). -2а07. - Vol. З32, Jф 1, - Р. 666*690.

[169] Iltikitin A.G. Grоuр classification of systems of non-linear reaction-
diffusion equations with general ,diffusion matrix. III. Triangular diffusion
matrix i A.G. Nikitin ll Ukrainian Mathematical Journal. - 2007. -Vol. 59, JYn 3, - Р. З95-411.

[170] оlvеr Р. Applications of Lie Groups to Differential Equations / р. оlчеr. -Berlin: Springer, 1986. - 510 р.

[171] оlvеr Р. Direct reduction and differential constraints / Р. Olver ll Proc.
R. Soc. Lond. А. - 1994. - Vol. 444. - Р. 509-523.

]rzz] otver р. Differential invariants and invariant differential equations l
Р. olver ll Lle Groups Appl.- 1994. - Vol. 1. - Р. I77-Lg2.

[tzз] otver Р. Group-invariant solutions of differential equations / Р. Оlчеr,
Р. Rosenau ll SIAh4 J. Appl. Math. - 1987. - Vol. 47. - р.263-278.

[tz+] otver P.J. The construction of special solutions to partial differential equa-
tions lP-J. Olver, Р. Rosenau llPhys. Lett. - 1986. - V. 114А, }Гs 3. -р. 107-112.

175] Оrоп А. Some symmetries of the nonlinear heat and Wаче equations /А. оrоп, Р. Rosena' llPhys. Lett. А. - 1986. - Vol. 118, JP 4. -р. |72-|76.

176] Patera J. Subgroup of the Poincare grоuр and their invariats / J. Раtеrа,
R. Sharp and Р. Winternitz and Н. Zassen аus l lJ. Mat. Phys. - 1976. -Vol. 17, J\Гs 6. - Р. 977-984.

177] Patera J. Continuous subgroups of the fundamental groups of physics.
I. Gепеrаl method and the Poincare grоuр / J. Patera, Р. Winternitz,
Н. Zassenhaus ll J.1\4ath. Phys. - 1975. - Vol. 16, JV' 8. - р. 1597-
16L2.



136

[17s] Раtеrа J. Continuous subgroups of the fundamental groups of physics.
II. The similitude group / J. Patera, Р. Winternitz,H. Zassenhaus ll J.
\4ath. Phys. - 1975. - V. 16, JYs 8. - Р. 1613-1624.

[179] Раtеrа J. Continuous subgrclups of the fundamental groups of physics.
III. The de Sitter grоuрs / J. Patera, R.T. Shаrр, Р. Winternitz, and
Н. Zassenhaus ll J. N4ath. Phys. - |g77. - V. 18, Ns12. - р. 2259-2288.

[rB0] pava J.A. On the Cauchy рrоЬlеm for а Boussinesq-Type system l
J.A. Pava l l дdvапсеs in Differential Equations. - 1999. - Vol. 4, JФ 4. -
р.457-492.

[181] Popovych R.o. 1\ew results on grоuр classification of nonlinear
diffusion-convection equations l R.o. Popovych, N.M. Ivanova ll
J. Phys. А.: Math. Gen. - 2004. - v.37. - Р. 7547-7565.

[rBz] Bopovych R.o. Equivalence of Q-conditional symmetries under grоuр
of local transformation / R.o. popovych 

f f proceedings of Institute of
Mathematics of NAS of Ukraine. - 2000. - Vol. 30, Раrt 1. - Р. 184-189.

[rвзJ гut<hпасhоЧ V.v. ]Vonlocal symmetries in попIiпеаr heat equations /
v.v. pukhnachov ll Energy methods in continuum mechanics.
Oviedo, - 1994. -Р. 75-99.

[184] Rideau G. Nonlinear equations invaTiant under the Poincare, similitude
and сопfоrпаl groups in two-dimensional spase-tim 

" l G. Rideau, Р. Win-
ternitz ll J. h4ath. Phys. - 1990. - Vоl. 31. - р. 1095-1105.

185] Rosen G. Nolinear heat conduction in solid / G. Ros еп l l Phys. Rev.
В. - 1979. - Vоl. 19. - Р. 2398-2399.

186] Sactrdev P.L. l\onlinear diffusive Waves l P.L.Sachdev. - Cambridge:
Carrrbridge Univ. Press, 1987. - 246 р.

t87] Sеrоv M.I. Classification of syrrrmetry properties of а system of сhеmо-
taxis equaiions / h4.I. Serov, о.1\4. Omelyan ll TJkrainian Mathematical
Bulletin. - 2008. - Vol. 5, N 4. - Р. 529-557.



137

188] Shigesada iý. Spatial segregation of interacting species / ]rt. Shigesada,
К. Kawasaki, Е. Teramoto f f Jоurп of Тhеоrеt. BioI. - 1979. - v. 79. -
р. 83-89.

[1s9] Shtelen W.M. Lie and Q-conditional symmetry and exact solutions of local
Wilson renormalization group equation / W.M. Shtelen, S.V. Spichak ll
sуmmеtrу analysis of equations of mathematical physics. Рrос. of Inst.
\zlath. of Acad. Sci. Ukrаiпе . - 1992. - р. 50-54.

[tэ0] Spichak S.V. Sуmmеtr5r analysis of the Кrаmеrs equation / S.V. Spichak,
V.I. Stogпli ll Rep. Math. Phys. - 1997. - V. 40, JYs 1. - Р. 125-130.

[tэt] spichak s.v. sуmmеtrу classification and exact solutions of the Кrаmеrs
equation / S.v. Spichak, V.I. Stogпli ll J. Math. Phys. - 1998. - V. 39,
N 6, р.3505-3510.

192] Spichak S.V. Sуmmеtrу classification and exact solutions of the one-
dimensional Fokker-planck equation with arbitrary coefficients of drift
and diffusion / S.V. Spichak, V.I. Stognii ll J. Phys. А. - 1999. - V. 32,
Ns 47. - Р. 8341-8З53.

193] Spichak S.V. Sуmmеtriс classification of the one-dimensional Fokker-
planck-kolmogorov equation with аrьitrаrу drift and diffusion coeffi-
cients / S.V. Spichak, V.I. Stogпli ll Nonlinear oscillations. - 1999. -Y.2, Ns 3. - Р. 401-413. (in Russian).

194] Stоrm \uI.L. HeaTt conduction in simple metals / M.L. Stоrm ll J. Appie
Phys. - 1951. - V. 22. - Р. 940-951.

195] Strаmрр W. Bбklund transformations for diffusion equations l
W. Strampp llPhisica D. - 1982. - V.6. - Р. 113*118.

t96] Ts5rfra I. Symmetr5r and nonlocal ansatzes fоr nonlinear heat equations /
I. Tsyfra ll J. Nonlin. \zlath. Phys. - 1995. -V.2, J\Г9 3-4. - р.312-318.

)7] Tsyfra I. Nonlocal ansaize
I. Tsyfra ll J. Phys. А: \{ath.

for nonlinear heat and wave equations l
Gen. - 1997. - V. 30, N 6. - Р. 225L*2262.



138

[198] Tychynin V.А. Syrnrnetries a,nd Generation of Solutions fоr Partial Dif-
ferential Equations / V.А. Tychynin, о.V. Petrova, о.\4. Теrtуshпуk ll
Sуmmеtrу, Integrability and Geometry: \4ethods and Дpplications
(SIG\,{A) 20а7. V. 3, 019. L4 р. URL:
http : f l arxiv. org/abs/math-ph/ 0 702033

[199] Tychynin V.А. Non-local sуmmеtrу and generating solutions for Наrrу-
Dym-type equations / V.A. Tychynin l l J Phys. А: Nlath. Gеп. -
1994. - Vol. 27. - Р. 4549*4556.

I200l Wilhelmsson Н. Plasma temperature and density dynamics including раr-
ticle and heat pinch effects / н. Wilheimsson // Physica Scripta. - 1992.-
Vol. 46. - Р. 177-181.

l201] Winternitz Р. Exact solutions of the multidimensional classical Фб field
equations obtained Ьу syrrrmetry reduction / Р. Winternitz, д.м. Grund-
land, J.A. Tuszynski l l J. N4ath. Phys. - 1987. - Vol. 28, J\rs 9. - Р. 2194-
22t2.

202] Yung С.IИ. Group classification and sуmmеtrу reductions of the non-
linear diffusion-convection equation LLs - (D(u)ur), - К'(u)u" l
С.М. Yung, К. VеrЬurg, Р. Baveye l l Iпt. J. Non-Lin. \4ech. - 1994. -
V. 29, Nа 3. - р. 273-278.

203] Zhdanov R.Z. Grоuр classification of heat conductivity equations wiih а
nonlinear Source l R.Z. Zhdanov, V.I. Lahno ll J.Phys.A: Math. Gen. -
1999. - Voi. 32. - Р. 7405-7418.

204] Zhdanov R.Z. А precise definition of reduction of partial differen_
tial equations l R.Z. Zhdanov, I.1\4. Tsyfra, and R.o. Popovych ll
J. h4ath. Anal. Appl. - 1999. - Vol. 238, Ns 1. - Р. 101-123.



139

Щодаток А

Щоведення теореми 3.7

JОведення. В TeopeMi 3.6 показано, ш]о розширення основноТ алгебри

.BapiaHTHocTi У.6 системи (3.126) можливе лише у випадку, коли функцii
' задаютъся формулами (3.29), (3.30) або (3.130), (3.129)) причом)r т&кий

:.lсновок був зробленlrй внаслiдок аналiзJ/ системи (3.131). В доведеннi

'. JaHoT теореми ми, використовуючл1 одержанi в TeopeMi 3.6 зображен-

_ функцli g", дослiдимо вiдповiднi симетрiйнi властивостi системи (3.126)
,_ ocнoBi аналiзу розв'язкiв систеtчt" (3.131).

Розглянемо кожне з цих зображень функцiй 90 окремо.

А. Спочатку дослiдимо можливiсть розширення основноi групи cиrvreTpiT

,l jтеми (3.126) при зображеннi функцiй 9О у виглядi (3.29). Пiдставивши
-rраження 

функцiй g", заданi формулами (3.29), у рiвняння (3.131), та

зщепивши одержанi рiвняr{ня по |пu2, одержу€мо с1 - 0 та

*1("о) (u'ф' - ,р1): о1("о)rr',

аl(ro)ul ф' : *"(*о) - \з*22("о).

тановимо спочатку основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.126), (3.29).

_ .я цього в рiвняннях (Д 1) вважа€мо функцt'i р" довiльними. Тодi з piB-

.эь (А.1) виплива€, що

01 - С1 : 0, ,;'22 _ сgеХзrо (А 2)

-.евидно, ш{о оператор (З.2) з координатами (3.13), (А.2) породжу€ э,;{гебру

.apiaHTHocTi з пункту 2 таблицi 1, яка, очевидно, i с ядрсм симетрii сис-

:rI (3.126), (3.29).

(А.1)
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!a"Ti дослiдимо, якi можливi розширення основноi алгебри iHBapiaHTHoc-
Ti у системи (3.126), (3.29). Рiвняння (А.1) допускаютъ найбiльш широкий
кIIас функцiй срО, якщо цi функцii е розв'язком наступноt системи

,^L - р' r \ ,^2 А,Y -rт-гл5l ?- -,i. (А 3)

_- _,зв)язавши рiвняння (А.3), одержу€мо

р1 :,rr()rlnu1 1.\z) , р2 - )аlпul * )о, (А 4)

, )5, )о, )т -- довiльнi сталi.

Враховучи вигляд функцift р" (Д.4), iз рiвнянь (А.1), одержу€мо piBHocTi

,l, - )5cl1 : 0, d22 - \за22 : )ца\ (А 5)

, _,зв'язок рiвнянь (А 5) залежить вiд спiввiдношення мiж сталими )з, )5.
1. Нехай спочатку в рiвняннях (А.5) мае мiсце спiввiдношення \ь l )з.

_ -:i розв'язавшIИ рiвняння (А 5), одержу€мо

с1 : 0, 01 - c2g^bro, Q22 - сз6,\зrо + fi.z "\ьrо. (Д 6)

=_:ставLlвrrrи формули (А 6) у (3.13), отримуемо

€0: do, €1 : dt, ц|: rе^ьrоц|, ц2: [сзе^rrо + f;.z "\ьrо]u2. 
(Д 7)

-же, при

g| : )ьи1 * )z, }s l Аз,

92 : [)ц,u'* )з |пu2 * )6]u2 (А S)

_:ратор (3.2) з координатамr1 (А 7) породж)rе максимальнy алгебру iHBa-
:HTHocTi системи (3.126)

(0о,0,,Qt: е^"оГ()s - }r)rr'4, * \цu2Oчr7,Qz - ")*rg120,,). (д.9)

- НКЦii qo ВИГЛЯДУ (Д.S) з вiдповiдною алгеброю iHBapiaHTHocTi (д.9) Mic_
.-ься в пунктi б таблицi З.

2. ЯкriдО Аь : )з, ТО розв'язаВши рiвнЯння (А.5), одержl.емо

с1 : 0, 01 - с,2е^ЗrО, *22 - сзеХзrо(),ас2rg1 .r) (Д.10)
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Зрахувавrпи (Д.10), iз (3.13) знаходLIмо

€0: do, €1 : dt, ц| : rе^ЗrОц|, ц2: "\зtо()асzrо* "r)ur. (А.11)
)тже, прI1

g7 : )зz1 * ,\z, 92 : (Ацu1 * )з lпu2 * )6)z2

repaTop (3.2) з координатами (А.11) породжу€ максимальну
- антностi системи (3.126)

(0о, Or, Qt : 
")ЗrО(ulOчt 

* Ацrоu2Oчr),Qz: е\rrоu2Oчr).

= l-нкцii qo виrляду (д.12) з вiдповiдною алгеброю iHBapiaHTHocTi
_стяться в пунктi 7 таблицi 3"

В. Нехай розширення основноi групи симетрii систем, (3.126) вiдбува-
.ься при go вигляд)r (3.30). Пiдставивши в систему (А.1) форм5.ли (3.30),
; Ef,IO

(u2)-|аlu'ф' + (**rr _ 01 * 2сl)р1] _ .'l,trl,
(u2)*|аlu' ф' + (-*r, * 2сl)р21 : сl22 .

(А.12)

алгебру iHBa-

(А.lз)

(А.lз)

(А.14)

tэЧ3,ТКу дослtдимо основн5, алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.126), (з.30).
--я цього в рiвняннях (А.14) вважа€мо функцiТ рО довiльними. Тодi з piB-
.эь (Д.14) виплива€, що

а1 : 0, o'22 - -2cz, с| - m,с2 (Д.15)

: ахувавши (А.15), з (3.13) одержу€мо

€0: 2mс2rg* do, {' : ТПС2!t1* dt, ryl :0, ц2 : -2с2u2. (д.16)

_:ратор (3.2) з координатами (А.16) гIороджуе алгебру

(0о, 0t, D - m(2rg}g * 1101) - 2u2ач,L (А.17)

зiцповiда€ пункту tr таблицi 1.

Тепер дослiдимо розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi (Д.17) сис-
;r (3.126), (3.30). Тодi найбi;rьrш широкий клас функцiй рО, якiможуть

,_,вольняти систему (А.14), мае вигляд

pL : u1[.\з(u1)" 1)sJ , р2 - }+(r1), * )о, (A.ls)
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рI:rr'(}зlпu1 1ib) ,92-даlпul f )о, (А.19)

_е )з, }+, )s , \6,п - довi",rьнi сталi.

Зауваження А.1. оскiлъкtL, форлtулu (д.ls), (д 19) прu \g- )а - ,, - 0
''iВПаOаrОmЪ1 'mО, uЦОб УНuКН,УrПu i'r переmullу, прu 0ослtOасенн,i сu",ttеmрiй_
|lI власrпuвосmей сuсlпе^.u (3 126) у фор.цl,улаr (А.lВ) буOелtо вваuсаmu:0, а у форллулаr (A.lg) -- l.\r/ + l^nl l0.

1. ПiдсТавившИ ф5,нкцii (A.ls) у (А.14), та розщепивIпи одержанi piB-
,.1ння по степенях (u1)", ма€L,{о

)з(по1 * mа22 * 2с) : \ц(па1 * rпа22* 2с1) - g,

(rr')-), (^*" * 2с1) _ 0L, (u2)-),6(rпа22 + 2с1) _ 62z.

Розв'язок рiвнянь (А.20), (А.21) залежить вiд значення параметр а m.
1.I-. Якщо rп # 0, то з рiвнянь (А.20), (А.21) виплива€, що

Ql - -2cz, c22 - -2са,
дg(пс2 * mса - .r) - )5 (пс2 + тпсз - ci) : 0,
)5(rпсз - ct) : 0, \a(mcg_ cr) _ 0.

: залежностi вiд сталих )з, )+, }ь, )о з рiвнянь (А.22) ма€мо
ЗГал)/ження:

а) l)rl + l^цl # 0, l)rl + l^u ! + а-IJей випадок приводить до ocHoBHoi
_ ебри iHBapiaHTHocTi (А.17).

Ь) )3 - ,\ц _ 0, i)bl l l^ol + 0. В цьоIч{у випадку з рiвнянь (А.22)
. .)I1\,1у€N{о

настчпнi

(А.20)

(А.21)

(л.22)

(А.23)
С1 :

: iэPMPI

с0_q-

ц\:

ТПСз.

(3.13), врахувавши

2mcgrg * do, €1 :

(Л.22), (А.23) знаходимо

ТПСgtу* dl,,

-2cgu2.-2c2u|, ц2: (А.24)

t)
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)тже, при

g1 : ),5ul(u2)-, 92 = )+(u21-+t

ператоР (3,2) З координатамИ (А.24) породжУс алгебр5.

(Ео, 0l, D:m(2roOo*ri0r) -2u2Очr, Q:Ou,),
--{] € Частинним випадком п)/нкту 4 таблицi 3 при n: )z : 0.

с) l^зl + l^дl + 0, )ь - )5 - 0. В цьому випадку з рiвнянь
триму€мо

С1 -тLС2*пъсg.

: формl,л (3.13)) врахувавши (Д.22), (д.27) знаходимо

€о : 2(пс2 * mcg)rg * do, €' : (nr, + mсg)r1* dt,

ц\: -2с2u|l l]2 - -2сзu2.
тже, при

g| : )з(u1;"+t (ur)o,, 92 : )n(rrr)" (u21^+t

_ератор (3.2) з координатами (д.2s) породжуе алгебру

(0о, 0t, D - m(2rцOg+ rlal) - 2u2Oч,,

Q:rnu|Our-пu2Our|,

€ частi.lнним вIlпадкоМ пунктУ 4 таблицi 3 при )z - 0.

(А.25)

(А.26)

(А.22)

(А.27)

(А.28)

(А.29)

(А.30)

d) А, - \а - .\5 - )6 : 0. В цьому випадку з формул (3.13), врахувавши

' 22) ) знаходимо

€о : 2clrg l clo, €' : Цrt * dl, ц| - С2Ц1, ц2 : сзu2.

_а<е) при

91 :0. 92:0
_ р&тор (3 2) з координатаN,lи (А.31) породжуе алгебру

(Ео, 0t, D - 2rвOо }- 1101, Qt - r_,,|\ur, Qz - u2Ouz),

- вiдпlэвiдае rTyHKтy, 10 таб;rlrцi 3.

(А.31)

(А.32)

(А.33)
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1.2. Якщо rп + 0, то з рiвнянь (А.20), (А.21) випливае, що

)з(по1 *2с): lц(по1 * 2с1) - g,

а1 - 2\5с1, dr' - 2\Bct.

З рiвнянь (А.3а), отрима€мо

(х1 _ 2\5cpg - 2cz, d22 - 2\6clrg - 2сз,,

Аз)5с1 : }+}bct - 0, ),g(пс2 - с1) _ ),а(пс2 - cr) - 0.

(А.34)

(А.35)

(А.36)

(A.3s)

(3.126), (3.30) при

- _вняння (А.36), в залежностi вiд сталих iз, )ц, )ь, приводять до наступних
_ згалужень:

.) liзl + l^*l+o, \ь# 0. З рiвнянъ (Д.З5) неважко переконатися) Iцо в
-rHoMy виIlадк)r при

g| : ul[Аз(tll)" 1)bJ , 92 : u2|)4(u1)" a.\oJ (А.37)

шаксималъна алгебра iHBapiaHTHocTi системи (3. 1 26) задаеться tlператорами

(Ео, 0з,, Q-u2aur),

- , е основною алгеброю iHBapiaHTHocTi (А.17) системи

-гl- tr.

Ь) l^rl + l^цl # 0, )ь - 0. З рiвняння (А.36) виплива€? що пс2 - 2с1.
- :i З формул (3.12)) врахувавшlл (А.35), знаходимо

€О : TLc2itq * do, €' : Ъrr*, * dt, ц| : с2, ц2 : саu2.

_же, при

g1 : )з(u1;"+t , 92 : ru2[,\п(u1)" 1)oJ

р&тор (3 2) з координатами (А.39) породжус алгебру

(0о, 0t, D - п(2rgаg + rfi) * 2\6щur\ч, - 2u|Oч,,

Q - u2\чr'/,

вiдповiдае пункту 5 таблицi 3.

(А.39)

(А.40)

(А.41)
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с) )з - .\а -_ 0. Тодi з формул (3.12), врахувавши (А.35), знаходимо

€О: 2clrgf do, (': цrt*(h,
ц1 : (2А5сlrб a r,)u', ц2 : (2.\6сlrб + з)12.

тх(е? при

g| : )ьu1, 92 : iоu2

=ератор (3.2) з координатаN4и (д.42) породжуе а.lrгебру

(0о, 0t, D - 2rаOо * rlО1* 2rg(}bQ, * )oQz),
Q, : u|Оu,., Qz - u2Oчr),

-, вiдповiдае п5.нкту 10 таблицi 3.

2. Пiдставивши функцiт рО вигляду (А.19) у рiвняння (А.14),
, розщепивши одержанi рiвняння по 1пz1, одержимо

mа22 * 2с1 - 6, (u2)-)5о1 - а1 , (ur)-\4.: : а22.

(А.42)

(А.43)

(А.44)

(А.45)

-:.Цо в рiвняннях (Д.45) вважати, що m / 0, то цi рiвняння приводятъ до
,lз симстрil' (А.17).

Якщо в рiвняннях (А.45) - : 0, то в цьом)r Rипадк)r розв'язок рiвнянь
- ]5) залежить вiд значення сталоi )з.

а) якшдо дз l0, то з рiвнянь (А.45) виплива€, що

с1 : 0, 01 - с2е^ЗrО, Q22 : \цсzе\rrо * сз. (д.46)

_rOPMPI (3.12)) BpaxyBaBirrlT (А.46), одержуемо

(0: со, €1 : dt, ц\ : c2e)*r'tL\, ц2 - (\ac2gxr"o + ц)u2.

, ПРИ

gL :,'()rlпul + }ь) , 92 : ur(ЛпIпu1 1.\о) (A.4s)

тор (3,2) з координатами (А.47) породжу€ \4AI системи (3.126), (3.30)

(0о, 0t, Ql,:,rзrо(Аз?uIOu, + ),4u2Our), Qz _ u2Oч"). (А.49)

-lКЦiТ gu вигляду (А.а8) з вiдповiдною максимальною алгеброю iHBapi-

(А.47)

i (А.49) плiстяться у пуrrктi б таблицi 3.
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Ь) якrцо )з : 0, то з рiвняrтъ (А.45) виплива€, що

с1 : 0, Q,\ : с2, а22 - )al2rg* сз.

-. формул (3.12), врахувавши (Д.50), одержусмо

€0: do, €1 : dt, ц1 : c2ttr|, ц2 : (),ac2rg+ ц)u2
tтже) при

- тановимо спочатку основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи
130). Дrя r{ього в рiвняннях (А.54) вважаемо функцiТ срО та
зiльними, Тодi з рiвнянъ (А.54) виплива€, ш{о

*t - )зо1 : 0, d22 -- Д4а22 : 0, а22 _ ka\.
] зв'язавши рiвняння (А.55), знаходlIмо) що

01 - с2е^ЗrО, Q22 - |;с2е).r"о, k(}* - )а)с2 - 
g.

(А.50)

(А.51)

g1 : )stl1, 92 : u2(^4iп ul 1 )о) (А.52)

repaTop (з 2) з координатами (А.51) породжуе \4дI системи (3.126), (3.30)

(0о, 0t, Qt : ulOu, * ),4rg}ur, Qz : u2Oчr) (А.53)

= i-нкцii go вигляду (А.52) з вiдповiдною максLIмальною алгеброю iHBapi-
,.THocTi (А.53) вiдповiдають пункту 7 таблицi 3.

С, Тепер вивчимо можливiсть розширення основноТ групи симетрiТ сис-
-],Iи (3.126) при зображеннi функцiй 9о формулами (3.129).

Пiдставившrlr зображення ф}.нкцiй .qo, заданi формулами (3.129), у piB-
. ]ння (3.131), одержу€мо с1 - 0 та

(*"(rо) - kаl (rо))rф' : cl1("n) - )заl(rо),
(*"(rо) - ka|("о))rф'- d22("о) - ),аа22(rg).

(А.54)

(3.126),

сталi )з, )+

(А.55)

(А.56)

_,CTaHHI'oi piBHocTi (А.56) очевидно, що розширення осrrовноi алгебри iH-
iaHTHocTi Уб СИСтеми (3.126) можливе лише при умовах: )3 : )ц або



1. Аз - .\ц. При цiй yMoBi ф},нкцii go набувають вигляду

g\ : u'(,p\ (r) + )з ln u1), 92 : u2 (,р2 (r) + Аз ln u2),
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(А.57)

\з # 0. З формул (3.13), врахувавши (А.57), одержу€мо

1в -*

(0 : do, €1 : dr, ц| : с2ехзrоц1,, ц2 : kс2е^"'оц2, (А.58)

Отже, якщо зображення функцiй Е" задаються формулами (А.57), то опе-

ратор (3 2) з координатами (А.58) породжуе максимальну алгебру iHBapi

arrTHocTi системи (3"126), (3.129)) наведену у пyHKTi 2 таблицi 3.

2. k :0. При цiй yMoBi функцii g" набуваютъ витляду

gL : u'(,p'("') + )зlпu1), 92 : u'(p'(u') + 1.lnu2), (А.59)

_е |)з| + l)4l l 0.

З формул (3.13)) врахувавши (А.59), отриму€мо

€0 : do, (' : dr, ц| : с2е^зrоц]-, ц2 :0. (А.60)

)тже, якщо зображення функrtli,t g" маютъ вигляд (д.53)) то оператор (3.2)

координатами (А.б0) породжу€ максиN{альну алгебру iHBapiaHTHocTi сис-

_:\Iи (3.126), (3.129), irдо спiвпада€ з пунктом 1 таблицi 3.

{алi дослiдимо, можливiстъ розIпирення основноi алгебри iHBapiaHT-

_cTi системи (3.126), (3.129). Найбiльш широкий клас функцiiа rрО, якi е

зв'язком системи (Д.48) i rrри цьому вiдбуваетъся розширення основноТ

.гебри iHBapiaHTtIocTi сI.IстеNIи (3.126), (З.tZЭ), ма€ вигляд

р1 : )5lпи,,* )z, р2 : }6lncr.,* }в, (А.61)

u2 \ \ _лл: -. ,-; л,-- -l : 1.,rт, Аz, )в - довiльнi стал}.

Пiдставивши зображення функцiй ср' (Д.61) у рiвняння (А.54), маемо

с1 : rз*' + iba22 , d" -: Хца| *1в*22,

'' rз -- Аз - k),ь,lц - -k)o, ru : Ад * }о.

Розв'язок рiвнянь (Д.62) залежить вiд вигляду KopeHiB

- ]актеристичного 1,1iвнянrтя

(А.62)

1з- - А5

rn -0. (А.63)
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Зrlгляд KopeHiB характеристичflого рiвняння (А.63) залежитъ вiд знаку дис-

(А.64)

1. Якrrlо , > 0, то розв'язок системи (А.62) матиме вигляд

(}1 - c2)6emtro l q(rп,2 - 16)1е-r,о,

Q?2 - сz(rпt -\g)e-r*o * сзr4е -r"о, (А,65)

_Э ТПl,ТП2 _ 
"rf.@. L (3.]2), врахувавши (А.65) та умову С!:0, одер-

n:\-eмo координати оператора (3.2)

40 : do, €' : dr, цl : fс2)5е-r'о * сз (-, - 16)е*rrоlцt

ц2 : |rr(^, -\g)е-,r|о * 
"'r1nuzrofu2:. 

v\ , -w,/ - J* ' (А.б6)

'ператор (3.2) з координатах,lLI (А.66) породжу€ максимальну алгебру iH-
. .piaHTHocTi систеп,rи (3.126), (3.129)

(0о, 0t, Qt: еmttо[)5ulO,r, -| (-, _ lg)u2Oчr],,

Qz : emzrol@, - r6)ul0,, +14u2O,r]),

_-, спiвпада€ з пуI]ктом б таб.пицi 3.

2, Якщо D - 0, i l)зl + l^rl+ l)ullO, то розв'язок системи (А.62) мае
:._ГЛЯЩ

с"| - \5e'tro("r"o+ 
"r) , Q22 =:: gmrq[(- - rr1l.rro +.r) 1cz1, (А.68)

ff|, - Чr". Пiдставляючи (А.68) у (3.12) одержу€мо

€0 : do, €1 : dt, rf : )5g'mro("r"o+ сз)u1,

ц2 : L"-"o[(- - rr;l"r*o 1 
"u) 

+ с27u2 .

-ератор (3"2) з координатамl{ 1А 71) породжу€ максимальну алi.ебру iH-
:liaHTHocTi системи (3. 126),

(En, 0l, Ql : .-r'о |rg() 5ul au, * (-, - \rlurarr) + u2Oчr],

Qz: ,rп,lа|),5u|Ou,, * (rп - Xзlu'a",1,,

_. спiвпада€ з пунктом 7 таблицi З.

(А.67)

(А.69)

(А.70)



149

3. Якщо D - 0, i Аз *- А5 - ,\6 : 0, то розв'язок системи (Д.62) мас
:.:ГjIЯ!

су.\ : с2, rJ22 - )зс2rб -]- сз.

Jiдставляючи (А.71) у (3.12), одерiку€мо

€0 : do, €7 _ d,r, цl : с2ц!, ц2 : (\зс2rg + са)u2.

)ператор (3.2) з коордIIнатаN4л1 (д.71) породжуе максимальну
_ apiaHTHocTi системи (3.126),

(0о, 0t, Ql. : u2аur, Qz : L[lail l \аrgu2\чrl,

э вiдповiдае пункту 8 таблицi З.

(А.71)

(А.72)

алгебру iH-

4. Якщо D < 0, то тп\,2 -- а * Pi - KclpeHi
trr')o D 1 /lгil- Т. Р : ;\/lDl. lодi розв язок системи

,lгляд

а| : еО'О }5 [с2 cos {J*o + сз sin 0"о1,
(х2 : eo'olcz((* - rr1 .о, ý*о - Bsin lЗ"о)*

_ _ спiвпада€ з пунктоN( 9 таблицi 3.

Отже, при

g\ :,rl[rз hru1 * )s |пu2 а .\zl,

97 : u'llnln ul + }u 1п u2 1 )BJ

(А.73)

рiвняння (А.63), причому

(А.62) матиме наступний

(А.74)

+са(Р cos f3rg+ (* - Ir) sinPrg)].

, r3.12), врахувавши (А.74), одержу€мо

€0: do, €': dt, ц|: eo'o)ь[c2cos 0rо+сзsiп lЗ"оlur,
ц2 : eo'olcz((* - rr1 .о, ý"о - Р sin ý"о)* (А.75)

-rrr({3 cos Brg+ (, -- rr) sinPrg)lu2.

*epa,Iop (3.2) з координатами (А.75) породжу€ максимальну алгебру iH-
: .)iaHTHocTi системи (3.126),

(0о, 0t, Qt : е""о [}ь cos Prgu7Ou,l
+((* - ,lr) cos Brg - В sin Вrg)u2\ч,], (А.76)

Qz : е-'о lls sin Вrgu1 0u, * (Р cos ýrо + (а - rr; ,ir, Рrg)u2\ч,]) ,

(А.77)
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:аксимальнi аjIгебри iHBapiaHTHocTi системи (3.126), (3.129) наведенi в

=\-нктах 6-9 таблицi 3 вiдгlовiдно.

D. fi,алi розглянеll,Iо розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi ,4g сис-

-е\Iи (3.126), яке вiдбувасться при виглядi функцiй 9О, заданому формулами
з.130).

Пiдставивши у визначальнi рiвняння (3.131) зображення функцiй 9О

З.130), одержимо

l@" - kаl)uф1 + (rnai *2с)р\](rr')- - d',
(А.78)

l@" - kаl)wф2 + (mаL * 2с)р2](,r')- - d22

_'шочатку визначимо основну а,лгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.126), (3.130).

.1кrцо в рiвняннях (А.7В) функцiТ срО довiльнi, то з рiвнянь (Д.7S) виплива€,

_l]

а\ - -2cz, а22 - kcy7, тгLсz - ct : 0.

формул (З.13)) враховуючи (Д.79), одержу€мо

€0 : 2mс2r() * do, €' : тпс2I1* dt,

ц\ : -2с2u1, ц2 - -2kczu2.

(А.79)

(А.80)

Оператор (3.2) з координатами (А.80) порождуе основну алгебру iHBapiaHT-

cTi системи (3.126), (3.130):

(0о, 0r, D : m(2rоOо 1 ,r0r) - 2(u10", + ku2Ou,)). (А.81)

..ержана основна алгебра iHBapiaHTHocTi (А.81) системи (3.126), (3.130)
,.:повiда€ пункту 3 таб.пиiil 3.

Тепер дослiдимо можливi розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi

: 'теми (3.126), (3.130). Прr. цьому найбiлrьш широкий клас функцiй rpo,

.._ е рсlзв'язками систеNIи (Д.7S)) ма€ вигляд

g7 :.\зlпа; * )5, р2 : )дIпсu * 16, (А.82)

pl : )з(r)" * }ь, р2 : )ц(r)" * )с, (А.83)
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Де (' - &, }з,..., A6,n - довiльнi сталi,

Функцiт go, побудованi за формулами (3.129), (д.s2), мають вигляд

gl : u1[-k)з lпu1 * lз Iпu2 * }ь],

92 : u2|-k),аlпu1 * ,\ц |пu21 )оJ.
(А.84)

Формули (д.84) при ,\3 - )а - 0 спiвпадають з формулами (д.41), а при

lдзl + lлцl l0 с частинним випадком формул (А.77). Розширення основноi

алгебри iHBapiaHTHocTi в цих випадках дослiджено вище.

Розглянемо тешер функцii срО, заданi формулами (А.83). Щля того, щоб

забезпечити вiдмiннiсть цих формул вiд (А.82), будемо вважати, що п f 0

i l^зl + |}цl # о. якщо (А.sз) пiдставити в систему (А.78), то одержимо

[.\з(по22 * (* - kп)аL)(r)" + )5(rna1 + 2с1)](,rr')- - d',

(),а(па22 * (- - kп)аl)(r)" +.\6(rпа1 * 2с1))(rr')- _ а22-

Розв'язок системи (А.85) залежить вiд значення сталоi rn.

L. ть - 0. Розщепивши (А.85) по степенях сr, одержимо

(А.85)

а1 : 2),5с7, d22 - 2),5с1, n(o"-ko')t2c1 -g, (A.s6)

: ВlДКИ

rl1 - 2\5clrg - 2cz, сr22 - 2\6clrg - 2сз,

2()о - k),6)сlrо - п(сз - krr) * cr - 0.
(А.87)

ЗраховуЮчи) щО п + 0, розIлепИвши останне рiвнЯння (А.87) пО rg, ОЩеР-

_{\,€}"{о, що

С1 - пс4,, сз: kcz { с4э (}u - k)5)ca _ Q. (А.88)

З рiвнянь (А.88) неважко побачити, il{о розширення основноi алгебри iHBa-

piaHTHocTi (A.S1) системи (3.126) можливе лише цри yмoBi, що .\о : k}b.

Тодi iз формУл (3.13), враховУючи (А.87), (A.8S), одерЖуеNIО наст5,гrнi

координати оператора (3.2) :

(А.89)
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,]ператор (З.2) з коордлIната1\4I,I (A.39) породжуе алгебру

(Ео, аl, D - п(2rоЕо * rt}t l2\5rgQ) - 2u2Our,

Q -u|Our+ku2Оu,r).

)тже, з (3.130), (А.83) знаходимо

(А.90)

g| : u1[.\з(u1)-пь(uz)п 1 )bJ , 92 : u2[,l4(u1)-пk(uz)п + k)5]. (А.91)

Формули (А.90), (А.91) доводять пункт 4 таблицi 3.

2. m + 0. Розщегrивши рiвняння (А.S5) по степенях змiнних u та uТ,

_]ержиNIо

а1 : а22 - 0, n,o22 - (m - kn).1) : 0,

)5(rпа1 * 2с) - )6 (-о'* 2с1) - g.
(А.92)

)чевидно, ш{о розв'язок рiвнянь (Д.78) залежитъ вiд значення сталих )ь, )о.

,Iожливi на,ступнi розгалуження: 2.L.|)bl+ l^ul l0;2.2. )ь: Ао:0.
2.1. Випадок l)ui + i)ol l 0 приводить до основноТ алгебри iHBapiaHT-

,- _lcTi (А.81) систеI\{и (3.12б), (3.130).

2.2. Вlтпадок )5 : ,\6 : 0 приводитъ до випадку (Д.90), (Д.91) при
"- - п

- 
\r.

Теорему 3.7 доведено.
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Щодаток В

Щоведення теореми 3.9

.Щоведення. В TeopeMi 3.8 показано, що розширення ядра симетрii Ag СИС-

теми (3.134) можливе лише у вицадку, коли функцii go задаються форму-
Jами (3.29), (3.30), (3.129), (3.130), або (3.136), (3.137), (3.138), (3.139).

ТЬкий висновоК був зроблений в резулЬтатi аналiзу системи (З.141). В до-
веденнi ж даноТ теореми ми. використовуЮчи одержанi в TeopeMi 3.8 зо-

бРаЖеННЯ фУНкцii g",дослiдимо вiдповiднi симетрiйнi властивостi системи
(3.134) на ocнoBi аналiзу розв'язкiв системи (3.1а0). Розглянемо кожне з

шлх зображень функцiй 9О окремо.

Насамперед зауважимо, що при а21 : 0 формули (3.1а) спiвпадають
З форму,лами (3.13) а система (3.140) iз системою (3.131) i, отже, симет-

рiйнi властивостi системи (3.134) при умовах (3.29), (З.30), (3.129), (3.130)

црокласифiкованi вище (дru. таблищя 1, таблиц" 3). В зв'язку з цим надалi
в пунктах А, В, с i D доведення даноТ теореми будемо вважати, що а21 f 0.

А. Спочатку досЛiдимО можливiстъ розширення основноI групи симетрii
системи (3.134) при зображеннi функцiй ga у виtлядi (3.29). Пiдставивши
зображення функтцiй 9",, заданi формулами (3.29), у рiвняння (3.140), та

розщешившlи ix по lп и2 одержимо, що а21 : с1 : 0 та

о'("о) (u'ф'- ,р1) : а1("о)rr',

оl(zg)ul ф' : (а"("о) - \з*22(rо)).

. iВНЯННя (В 1) спiвirадають з рiвняrтнями (Д.1), якi вже проаналiзованi в

- -,веденнi теоремИ 6, а олс:Ржанi розшIIрення оснОвноТ алгебрlr iHBapiaHT-

, -,cTi Аб пре7]ставленi в таблlrцi 1 та в таблицi 3.

В. Тепер дослiдимо }\,{ожливiстт, розширення основноТ групи симетрiТ

,:стеми (3.134) при зобрах<еннi ф).нкцiй 9О у виглядi (З.30). Пiлставивши

(в 1)
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зображення функцil*.r go, заданi форrчrулами (3.З0), у рiвняння (3.140), одер-
.фiY€мо

(u')-[al(r9)u1 ф1 + {(rпа22(rо) - .1(rо) + 2c)cpl]*
+m(u2)*-1 а21 (r g)tL"\ р1 : а1 ("о).r',
(u21-+t[аl(16)'rz1 ф' ',- ((mа22(rg) + 2с)92]+

+(u2)-а"(rо)[(-+ 1)u',p' -,р1] - бу27 (rо)rr' + а22(r())u2.

)дразу встановимо осноRн5. з,illgýру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (з.з0).
Jrя цьоГо у рiвнЯнняХ (в 2) вважа€NIо функЦii р" довiлъними. Тодi з piB-
=янь (В 2) випливас) Lцо

01 : а21 : 0, (I22 - -2сз, с1 - тпсg. (в 3)

)чевидно, що оператор (3.2) з координатами (3.14), (в.3) породжуе алгебру
_чварiантностi

(0о, 0t, D - rп(2rgЕg -i- *r}r) - 2u2Ou,), (В 4)

.ка спiвпада€ з пунктоьц 2 таблицi 1. i очевидно, € основною алгеброю iH-
_ apiatrTHocTi систеп,rи (З.lЗ4), (3.30).

Щалi дослiдиМо, якi мо;к"llивi розширення основноТ а;rгебри iHBapiaHT-
__.,cTi системи (3.134), (3.З0).

Аналогiчно, як i в теореп,ti 3.6, проаналiзувавшИ систему (в 2) при-
. -r-]имо до висновку, що rrаf,Iбiльш широкиЙ клас функцiй ро , при яких
_ ]пуска€ться розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi (в.4), ма€ вигляд

р7: ul(.lr(ul)"а)s) , р2 - )+(r')"*)6u1 *)z,
п#0; (в 5)

р1 :,r'(), ln u1

l^зl +l}цl l0;

р1 : )r(r')',
\ц # 0,,

+)s) , 92-Даiпui]-)с,
(в 6)

р2 :,'()n ln u1 1 )о),

(в 2)

- _ )з, )ц, Аь, )о, )z, п - довi,чьнi сталi.

(в.7)
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Зауваження в.1. обмеuсеl7ня на значен?7я спlалur Аз, }ц, п у форлtулаr
(в.5), (в-6), (в 7) наклаОенi з лtеmою уl7ulсllуmu l|r перепхuну прu 0осл,i-
ilэrcеннi, розIll,uренъ яOра сuм,еmр,it сuсmемu (3.13/|), (3.30).

1. Нехай функцii tpo задаються формулами (В.5). В такому
функцii g', зацанi формулами (3.30), матимуть вигляд

g\ : u'(u2)*(^r(rr')" 1}s),
92 : (u21*+t()п(rrr)" * )6z1 1)z).

Пiсля пiдстановки (В.5) у (В +), одержуемо

(u')*l(ur)".\з(mс22 + n*' * 2с] * lb (-оr' + 2с1)]+

*(uz1--lulmа2l(l* (rr')" 1 iь) - dr,
(rr')-*'[( u1)" ),а(mа22 + no1 + 2с)-|
*u1.\6 (-.'' * а1 * 2с) -l \7(mа22 + zc)]+
+ (u2)*u'*r' ( (,rr) " ((*+ 1) 

^4 
- )з) +

+ul(m+ 1)^6 + (-+ 1)^7 _ )ь) - o27u1 * а22u2.

(в.9)

Розв'язок системи (В.9) залежить вiд значень параметрiв m,,п та );.
1.1. Нехай m,l 0; *1. Розщепивши систему (В.9) по степенях функцiй
та u,2, приходимо до рiвностей

а1 _ d21 -а22:0, );а21 :0, i:33,
\g(mа22 * па1 * 2с) : \ц(mа22 + nr7 * 2с1) - g,

),6(mа22 * а1 * 2с1) : g, (в.10)

).5(mа22 * 2с) - 
^7{rгrа22 

-l- 2с1) : g.

:эоаналiзувавши розв'язки систем" (в.10), прlrходимо до висновку.

- ] розшИрення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi (в 4) вiдбувасться лише у
'.1ПаДКУ )з : )+ : )ь : )s : )z : 0. При цих умовах

91 : 0. 92 :0,

] IаксиNIалъна алгебра iнrзарiантностi системи (3.134), (в.11)
:J&€ТЬСЯ оПераТораМrх

(0о, 0t, Г) :2xgi}, * a;iE1,

Qt : u| 0u,, , Qz : ,L{\ 8,ч,2, Qз - u2 Our| .

випадку

(в.8)

(в.11)

(в.12)
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.THocTi (В.12) мiтяться }. пунt<тi 3З таблицi 4.

1.2. Якщо rm - 0, то з системи (В.9) отриму€мо рiвняння

)з(па1 * 2с) : \ц(,пry| * 2с1) -,\6(r' + 2с1) - g,

()r-)*)*"=}6а21 :0,
а\ :2.\5с1 , d": {iz - )u)o" , d" :2\Tct.

j системи (В.13) при yь,ioBi, що *" + 0, випливають piBHocTi

)+ : }з, )с :0.

15б

iHBapi

(в.13)

(в.14)

Проаналiзувавши рiвняння (В.13) при наявностi умов (B.t4) приходимо

-цо розгалужень: а) )з #0,\ь l S, Ь) \з# 0,Аь - 0, 
") 

)з:0.
а) у випадку, коли \з # 0, )ь l 0, з рiвнянъ (В.13) одержуемо

01 - с1 : 0, а21 - сзе()z-trь)rо, а22 : с4. (в.15)

З формул (3.14), врахувавши (В.15), можна переконатися, що при

97 : u1()r(u1)" -р }ь) , 92 :,.L2(Ar(.r')" 1 Аz),

\з#0,)ьlO,п/8
IAI слrстеми (3.134) склада€ться з операторiв

(0о, 0t, Q, : g()z-}b)ro,u'Our, Qz : u2aur).

-Jl-нкцiТ go вигляzцу (В.16) з вiдrrовiдною максимальною алгеброю

зтностi (В.17) мiстяться y пyI]KTi 7 таблицi 4 при )g - Q.

Ь) якrцо \з# 0,.\5 - {.i,:з рiвняшъ (В.13) отриму€мо

01 - -*"r, .2' - сзе^ТrС , *22 - 2),Tcfio l сц.

=lормчли (3.14) разом = 
(B.i8) при

g| - }r(rr')"*', 92 -,L2()r(rr')" 1lz),
\з # а,rь f (l

)IIводять до настчпноТ ViAI системи (3.134)

(Ео, 0t, D - п(2:,:оЕо + 
"rЕr) - 2u|Ou,. * 2п\тrоu,20ur,

Q, - e\'"oitТOrr, Qz : ,u2Ou,r) 
"

(в.16)

(B.ls)

(в.19)

(в.17)

iHBapi-

(в.20)
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Функцii go вигляду (ts.19) з вiдповiдною максимальною алгеброю iHBapi

aHTHocTi (В.20) вiдповiдають пункту 24 таблицi 4 при )в _ 0.

с) при )з:0, з рiвнянь (В.13) одержимо

а| - 2\5qrg { c2l (х2! - сзе()z-}Ь)zО, ,х22 - 2),7qrg * сц. (в.21)

З формул (3.14), врахувавши piBHocTi (В.21), при

g1 : )bul, 92: дzuz

:находимо наступну N{Ai cиcTeML{ (3.134)

(0о, 0l,, D - 2rg0(^) * 1101* 2rg()5Qr * \TQz),

(в.22)

Qt : u7 \ur, Qz - r.b2 au" , Qз - g(}z-}b)'ou7 Our) .

(в.23)

Функцii go вигляду (В.22) з вiдповiдною максимальною алгеброю iHBapi-

aHTHocTi (В.23) вiдповiдають пункту 32 таблицi 4.

1.3. Якщо m - 1, то з системи (В.9) при с21 f 0 отримуемо рiвняння

с21 :0, )b:iz:0,

^r(о" 
*2с) _ \т(*22 * 2с1) - g,

.\з(по1 *а22 *2с1) -9, (в.24)

(rr')"-')n(ro' l а22 * 2ci) * )о(о' + о22 +2с1) - g,

а1 : )зо2l (tl11"+t , d" - ц't 6r,2| l(,,r')" (2Xn - )з) + 2)6u1].

Аналiз рiвнянь (В.24] приводить до двох розгалужень: а) п + -|,
э)п--1.

а) якшдо n + -1, то приходl,iх,{о до зображень функцiй go у виглядi

' - g' : 0, при якLIх illr:]EIliiierIilя основноТ алгебри iHBapiaHTHocTi (В,а)

,зглян)/тi вишде.

Ь) ,: -}. В такол,tу tsl{падкy з системи (В.24) отримуемо

а27 : сз, lь : .\ii -- Дz : 0,

Аr(-*' * а22 * 2с1) : 0, 
^n(-*' 

* а22 * 2с1) : g,

а1 : )з*21 , d" --- {'2t (2,\4 - Аз).

(в.25)

_кшдо припyстити, Il\o в рiвняtннях (В.25) )з : )+ : 0, то знову приходимо

- зображень функцii:i {О }, Rllглядi 91 - 92 : 0,, при яких розширення
новноТ алr,ебри iHBapiaHTHocTi (В.4) розглянутi вище.
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Тому в рiвняннях (В.25) вважа€N{о, ш{о l,\з| + |^4| # 0. Тодi iз (В.25)
Jнахолимо

\ _ \ л2].л4 - лзэ Ll, : сз,

a1 - )зсзrg * cz, {у22 :,\зсзzб 1 с2 - 2с1.

'3 
формул (3.14), (В.26), IIоr1

97 : )зu2. 92 :;,r#
*риходимо до наступноТ \tAI системи (3.134), (3.30)

(0о, 0t, D - 2rоас -+- rr0l - 2u2Our,

Qr.: u|Ou,, * u2Оur, Qz: ,\зzоQ t * u|Our).

(в.26)

(в,27)

(B.2s)

Эr,нкцii g* вигляду (В.27) з вiдrlовiдною максималъною алгеброю iHBapi-
_HTHocTi (B.2s) вiдповiца,кjlгЬ пункту 27 таблицi 4 прlr )в : 0.

L.4. rп - -1. РозщепiавIшi,{ рiвrIяння (в 9) по степен"х ul ,1t2, при yMoBi

," + 0, отриму€мо

а1 - а22 :0,
)з:)ь:0,

^u(o" 
- 2rr): Az(*22 - 2"r) - дз (_*r, _l паI* 2с1) : g, (В,29)

(rr')"An(- а22 + па1 + 2rr') +lll)c (-оr' * а1 * 2с) - а2ru|.

- l]Ст&ннього рiвняння iB.29) випливаютъ розгалуження: L.4.L. п + 1;
'-,1.2. п - L.

1.4.L. п l1. Тодi рiв;зяння (В.29) набудутъ виI-JIяду

а\ - а22 :0,
Лr(-." * 2с1) - i,: t-"*" -|- па1 f 2с1) - g, (в.з0)

Лч(-о" -l- а1 l 2с1) : а2|.

*:;ОаналiЗувавшrl 1эозв'язкI1 системи (В.30), та враховуючи особливостi BlT-

ядiв срО, прllходиl,,fо до t]иснс)вку. щс) для даного випадку, сут.IсвиfuIи е два
згалуження: а) \т * 0, i+ 7 0, Ь)А r т 0,Ац :0.
а) )z #0,)ц l 0 В цъо,i,{v випадку, розв'язавши (В.30), отримасмо

а1 : 0, су22 - 2c,l, {1,21 -: (э2. (в.31)



З форм1.,т (3.14), (в.з1) прr,r

91 : 0, 92 : )n(rl')'i-,\5u1 * )z

]риходимо до на,ступноТ }'{Atr сLlстеми (3.134), (3.30)

(Ео, 0t, D:2rоао*1101 *2u21ur, Q:ul\ur).
ФункцiТ go виrляду (B.32i з вiлповiдною максималъною
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(в.32)

(в.33)

алгеброю iHBapi-

операторами

.HTHocTi (В.33) вiдповiдакjть пункту 72 таблицi 4.

Ь) \т l 0, )4 - 0. В тlьому випадку о,Iрима€мо наступний розв'язок
;iвнянь (В.30)

а| : с2, а22 :2cL, а2| : ),6c2rg* сз. (В.З4)

З формул (3.14), (В.31) пси

91 : 0, 92 :.\оu1 -г iz (В.35)

_рI]ходимо до \4AI систеrqл.т {3.1За), (3.30), яка зада€ться

(0о, 0t, D - ZrgiЗg t rlE1 * 2u2Оur, Qt - u}O,,r,

Qz -- u|Ou, * )6rgQ,).
(в.36)

Эt,нкцii go вигляду (В.35) з вiдповiдною максимальною алгеброю iHBapi-
-зтностi (В"36) доводять iItr,IlKT 28 таблицi 4.

L.4.2. п: t. Тодi рiваяЕня (В.29) запишуться у виглядi

а\ - а22 : а,

Лr(-." * 2с1) : 6. 1n?*" * а1 * 2с1) - .'2I,

,. rn - )а * )о. При ро:зв'язаннi системи (В.37), сутт€вими €

_за розга.lrуження: а) ,}.7 l С: b),\z : 0.

(в.37)

а) }z # 0, В rцьоIи1, l]ijгIадку. формули В.В для ф5rнкцiй 9О набувають
].:ГЛЯДу (в.35). Розв'язаiJtjiи (в.37)) неважко переконатись) rцо N4ДI систе-

;I (3.134), (3,30) мати\{е вигляд (В"36).

Ь) ), : 0. В цьому влri]адкy розв'язком (В.37) буд.

(1,1 : с2, а22 : с4, cu-27 : \а{2q -f cz .- сц)rо * сз. (в.38)



160

З формул (3.14), (В.38) при

91 : 0, 92 : \цu| (В.З9)

приходимо до 1\4AI системи (3.134), (3.30), яка задаетъся операторами

(0о, 0t, D - 2rgOg * 1101 -l2),цrоu'Our,

Qt : uLOчr, Qz - lLllut* }аrбQ1, Qз : ulОч,, -f u2Oчr). (В'40)

Функцii go вигляду (В.39) з вiдповiдною максимальною алгеброю iHBapi-

aHTHocTi (В.40) мiстяться у пунктi 33 таблицi 4.

2. Нехай функцii tро задаютъся формулами (В.6). Пiдставивши (В.о) у
(В.2), та розщепивши по tлс1 ,,t-t2, np, *r' # 0 одержуемо

rп)з - 0, (- + 1)}n - }з : 0,

mа22 * 2q - 0, (u2)* \ao] - ,22 ,,

(u')^((*+ 1))6 - )u)*r' - drr,
(u2)-)за' + (u')*-1m\5q21 : а1.

(в.41)

Зрахувавши обмеження tiзi+ lлп # 0, з дв,эх перших рiвнянь (в.41) ма€NIо

,аступнi розгалуження: 2"\. m : а; 2.2. m - -|.
2.1. Якщо m - 0, то' lJi]аховуЮчи, що l^ul+ llnl # 0, отриму€мо )ц : )з.

:-lзв'язавши в цьому випадку рiвняння (В.41), одержу€мо

с1 : 0, 01 _ с2е^зl'о, Q27 _ 6r6(^o-)b)uol а22 _ с2е^зrо l сц.

тже, при

(в.42)

g1 :,r'(), ln u1 1 ,,.) , 92 : 11,2()з ln u1 + )6), (В,4з)

-- }з + 0, гriдстановка lЁj.42) у формули (3.14) приtsодить до наступноТ
l.\I системи (3.134), (З.З0)

(0о, at, Q, : u2i],,, . Qz - e\rru (urOu, + u2Oчr),

Qз:.(Ао-.\ь)rоrrrd,,ri 
Й'l| 

(В,44)

",, нкцiТ 9О вигляду (В.а3) :з вiдriовiдною NIаксимальною алгеброю iHBapi-

-THOCTi (в.44) вiдповiltаютЬ пунктУ 29 таблицi 4 при )в:0.



)ь : 0, о1 : 0, Q.2| : сз, а22 - 2ct.

)тже, при

g1 : 0, 92 :,\а in tz1 + )о

2.2. Якщо rTL _ -1, то ,\з

(В.41), одержу€мо
- 0. Розв'язавши в цьому випадку
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рiвняння

(в.45)

(в.46)

(в.47)

алгеброю iHBapi-

(в.49)

(в.50)

приходимо до наступноi

пiлставивши (В.45) у формули (З.14), приходимо до наступноi мдI системи
3.134), (3.30)

(0о, 0l, D- 2rоао*rlО1 l2u2\чr, Q:u|Our).
OvнкцiТ go виrлялу (В.+о) з вiдповiдною максимальною
:HTHOCTi (в.47) вiдповiдають г{l,rнкту 2З таблицi 4.

3. Нехай ф5rнкцii rpo задаiоться формулами (В.7).
в.2)' та розiцепившИ по ,t-li, и2, одержу€мо

Пiдставивши (В.7) у

rП)за21 - 0, (- * 1).\аа21 : 0, ((- + 1))u _ )з)а21 _ 0,
)r(.' * mа22 * 2с1) -* g. )n(*' + mа22 * 2с1) - g,

о1 - а22 :0, (В.48)

(u21^+t()ц + )u)*' * )с (rTba22 * 2с1) : c1,21.

Jскiльки )4 # 0 i а21 + 0, то з (B.aS) одержуемо m _ -1 i )з - 0.
?,эзв)язавши в цьому випадкJ/ рiвняння (В.48), знаходимо

(t\ : с2, Q,21 - ),ac2l:g* сз, а22 - 2ct * cz.
Jтже, при

91 :0, 92 :,r'(,\пlцul 1)о),
:е )а # а, пiдставивши (В.49) .у формуJIи (3.14)
IAI системи (3.134), (З.З0)

(0о, 8t, D - 2:ttзав -Г :rl0i * 2u2Oчr, Qt - L[IIur,

Qz: u\Ou,, * u2Еч, --..\аrOQ1). (в.51)

Эl-нкцii go вигляд5, (ts.50) з вiдповiдною максимальною алгеброrо iHBapi-
:r{TEIocTi (В.51) вiдповiдаю"ь п},нкту З1 таблицi 4.
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с. Щалi дослiдимо можливiсть розширення основнот групи симетрii сис-

теми (3.134) при зображеннi функцiй 9О у виглядi (3.130). Неважко

переконатися, виконавши, наприклад, замiну

рr (r) : рl (ш), р'(r) - !Ф2 (r), (в.52)

що зображення функцiй 9О вигляду (3.130) еквiвалентнi наступним

97 : (u')**',p'(r), 92 : (u')**rp'(r), (В.53)

де с,, - &. Пiдставивши (В.53) у рiвняння (3.140), одержу€мо

(u')*L@" (rо) - kal("o))rp' + (mа| (rо) + 2с)р|]+

+а21 (r0) (r.,1)--k+lp1 : cvl ("о),

(u')*l@"("о) - k.зi (rg))lч,1,2 + (-*'("о) + 2cl,-

-(*"(rо) - kal(rg)))p'1+ *"("о) (utlm-Ь+'(ф' - 9|) :
_ ф2| (r0)(rr1)1-k + а22(rg)а"

Одразу встановимо основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (З.lЗ0).

,]ля цього в рiвняннях (В,54) вважаемо функцii ,рО довiльними. Тодi з piB-

:iянъ (В.54) виплива€. IIio

а21 : 0, -*' + 2ц - {)^ а22 ,- ka|.

_з (3.14), (В.34) знаходLlN{о координати оператора (З.2).

€0 : 2mс2rg * do, {' : TTLc2{t1+ dt,

ц\ : -2c2ll,L, ц2 : -2k,cz,u2.

)чевидно, що (3.14), (ts,56) по;;оджуе алгебру

(0о, 0t, D - rп{2rп8з * rr0l) - 2(ulOu, + ku2Ou,)).

(в.55)

(в.56)

(в.57)

)держаний результат вi.зповi,ца€ fiунцlу 3 таблицi 3.

Далi дослiдилrо, якi мож;l;.твi розширення основноТ алгебри iHBapiaHT-

:,:]cTi (В.36) сLIсте\{и (З.i34), (З.130).

Якщо в систе},,{i (В.54) ,12i : С, то вона з точнiстю до перетворень (В.52)

пiвпадас з систе},{ою (A.7S), якii дослiджена в теоремil( 3.6, 3.7, згiдно яких

:,l,нкцiТ go задаються фг,рп,tу"чаr,чи (З.130), (3.129), а вiдповiднi максималънi

(в.54)
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аЛГебри iHBapiaгITlTocTi iлit;т:а,rь,:я у таблт.rцi 3. Тому надалi будемо вважати

о21 # 0.

Аналiз рiвнянъ (В.5,4l цозвоJ]я€ стRерджувати) що
клас фirнкцiй 9эо, якi задовLi"Iiьняють рiвняння (В.54),

виглядi наступних зсбрах<ент.

р7:)зс.,'tА5,
р2: дца2 * A6,u l 4з,

u2cu - 1ul'l

р1 :)зе'fА5,
,р2 : ()*r * i6)е" ;_ ,\gы -. Atg,

u2w - т, ilr| + l^r: * ;}.6t l0.

найбiльш широкий

можна подати у

(в.58)

(в.59)

Зауваження В.2. Обмеэtсе,liltя на сrпал,i у форлtулаr (В.59) нашаOенi з

меrпою уllulсl7ен?7я tr переrпuна з форлtулам,u (В.58).

1. При зображеннях рО, заданих формулами (В.58), з рiвнянь (В.54)

_liсля розщеплення по t{,, стриhiy€1\4о

(r" - kо1 + mаТ + 2ci)A,: g,

(*" - ka| + rTbal +2с1),\* : 6.

(rr')-)U(-*' * 2с1) "t iut1*,-k+l)зсV21 - d',
(.r')-^u (**'* 2с1) -t (al i", -ou'(2)n - )r)*" - d'',
(rr')-}* (*о' * 2су -- (azz - ka1))+

*(u1;--Ъ*'(^u - Аr}*" : (и1)I-k *2|.

(в.60)

Проаналiзчвавши рiвilянrlя iR.60), одержу€мо наступнi прозгалуження:

1.1) k f |, rп / 0, *(k - 1);

I.2) k f |, ,m: а;

i.3)k#1,-:fr-1;
|.4)k/\,m--t.k-1),
1.5) fr:l,пъ#а;
1.6) k:l,rn-0"

Розглянемо кожен Brl;la,x(]K_ скре\lо.



1.1) k # \, * / 0, *i,ф - 1)" Розщепивши рiвняння (В.60)
tr1, одерж""rо

а1 - d,2l - а22:0,,
\за2\ : )ца2l: (}с .* А5)а21 - 0,

)5(rnc1 * 2с1) -- д6(**' -* 2cr) - 0,

Лr(r" - ka| *,гпсхi * 2cl) : 0,

Лп(*" - ka| l mа1-. 2cl) - 0.

^r(*" 
* kc'L -пьсу,Т -2ci) :g.

Оскiльки *" # 0, то з рiвпянь (В.61) отриму€мо

а| : с2, сI2I : Ц, {у22 : С4,

)з:)ц:0, Ас:.lь,
),5(mс2*2с1) :g"
)B(.n - k"z - (*rr* 2с1)) : 0.

3 рiвнянъ (В.62) вип;IиRаtюl,ь розгалуження: а) )5 l 0, )g l 0;

Ь) ), l 0,)в : 0; с) is : 0,)в / 0; d) )ь : )в : 0.

а) Якщо \ь l0, )в / U, то з рiвнянь (В.62) отримуемо

ct: mZz, 01 - -2Zъ *21 : сзl а22 - -2k1z,

rcё2: _Ьrr. Тодi фоiэNir.itrI {З.14), (В.63) при

g| : 
^u(rr)'n*1, 

E'l -- iu-)'" (\uu' * Аз(ul)k),

:е k l l, ш + 0,+(,k - 1), ),ь # 0, }в l0, приводять до алгебри

(Ео, 0t, D -- rп(2:с;;Ец + f;la1) - z(u|Оu, + kl1,20,,r),

Q - ul Ou,,)

)rержанлтй результат N{iсг;{тьсri }. пунктi 5 таблицi 4 прrт )з - Q.

Ь) Якщо \ь # 0, ).в ,: С, T.i з рiвняtнь (В.62) отриN{у€мо

ct: mVъ &1 - -2il, ,l2] : сзэ су22 : с4,

.л': i .-г._. (,2: -rr'r. tOJ: ]lntl

g1 :,\r(rr')'*', 
.6]] 

-.. i;,i?(tr1)-,

|64

по степенях

(в.б1)

(в.б2)

(в.63)

(в.64)

(в.65)

(в.66)

(в.67)
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Je k # l, m + 0,+(,t __ 1), h.r. l0, \,,{AI системи (3.134) е алгебра

(Ео, Ot, D - rri,(2;rgЕg * rr0r) - 2ul\ur,

Qt - uI\ur, Qz : ti,Z)ur) .

Одержаriий резl,льтат t,tiститься у пунктl 24 таблицi 4 при )в - 0.

с) )ь - 0, )в / 0.З рiвнягlь (В.62) отриму€мо

(х| : с2, Q2l : сэ, Lu22 - 2r, + (- + l;)c2.

(Jтже, при

(в.6s)

(в.69)

91 :0. 92 
__ )в(ui-irл-,i

re k + |, m l0,+(Дr - i), hв # 0, система (3.13а)

.rгебри

(0о, 0r, D - 2,аg3о * lя101 l 2u2Our,

Qt: u\Our, Qz - trle',, -r (rп + k)u2Orr).

)держаний результат l,цiсl,гii,гься у пунктi 26 таблицi 4 при Аь : }в : 0,

,]_ тп+k-1.
d) )u - )з :0, тодi cilз,HKrtiT go набувають вигляду (В.11), при якому

::аксималъна алгебра lHBap:aHT,HocTi системи (3.134) наведена у (В.12) (див.

]]озд'л В доведення даноТ теореми).

L.2) k # |, - - 0. Розш1еilивши рiвняння (В.60) по степеrrях u1, ма€мо

)зо21 :)ца2'-0,
A5(mcr1 *2с1) -i5(mai+2ct) :0,

^r(о" 
- kc-L i 2сз'} ,:,- ,з" Xn(o" - ka\ -|- 2ci) - 6,

)r(*" - hаl -- 2сr'1 ...;.

а7 :2\5с1, d'' =- 2)t"ct , d": ()о - 
^u)*".

)скiльки *21 + 0, то з 1li*H:TtTb (В.72) отримуемо

(в.72)

)з : )ц :0,
01 - 2X5clrsl -T с2, {х,2! --- сзе(\в-}в)"о , ,22 : 2\Bcfig * с+, (В.7З)

^s(2(^6 
- fo.\5)cir cl - 2с: -- kc:2 * са) : 9.

(в.70)

iHBapiaHTHa вiдносно

(в.71)
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З рiвнянъ (В.73) випливаЮтъ розгалуження: а) }в # 0,)в # k\b;
Ь) )* # 0,)в -. ,k)b; с) .\s - ГJ.

а) )в l 0, )с # k\b, To;1i з рlвнянь (В.73) отриму€мо

С1 : 0', (_y,I : с2, ,r2\ ,= сзе(^о-ls)rо, а22 _ kcz.

Отже, при

g1 : Аsu1, !;2 : ib (,u') k * )6u2 ,

rc k l1, )в l 0, io # kДь. i]}i.{ходимо до алгебри

(Ео, 0t, Qr,:.()u-)'э),о u"'аr,r, Qz - LlOu, + ku2Our).

одержаний резулътат вi;lliовiда€ пуЕIкту 10 таблицi 4.

Ь) )u : k\b, тодi з хliвнянь (В.73) отриму€мо

(у| - 2Х5ц:rg * czl о,,2}, -- сзе^ь(ft-l)rо,

а22 - 2k),5clrg -f2г:i * !.tc,2,

{Jтже, при

(в.74)

(в.75)

(в.76)

(в.77)

g| : )ьu1, 92 : ir(r')u l k\5u2, (B.7S)

зе k l1, )в l 0, пiдстановка {В,77) у формули (3.1а), приводить до алгебрlл

(0о, 0r, Qt:.,\5(k-l)rб ulOur, Qz - u,70.,' * ku2Ou",

D - 2rg1gl 1101* 2)5rO(u7Ou, * ku2Our) +2u2Оu,,,).
(в.79)

Jдержаний резl.льтат вiдпсвiдас пункту 25 таблицi 4 при )в:0, n, - k_ I.
с) )в - 0, тодi функuii g" яабувають вигляду

g| : )bU1, Е2 -,lвru2,
=ри якому симетрiЙнi B;TacTtiBclcTi системи (3.134) дослiдженi в роздiлi В
-оведення даноТ Teope\,{Il (лrru" форrr,tу,п1.1 (В.22), (В.23)).

1.3) k l 1, TTL - ,(; - tr Розrrт,епивLIIи рiвняння (В.60) по степенях t{1,

_]ержимо

(}u - )5)о21 : tJ, ,!21 -: 0,

^u((k 
- 1)о'1 2с1) -.\1i{{r - t)a1 + 2c1):g,

Лr(*" - а1 * 2с1) _= 0, Лri.П' -- aL * 2с1) _ g, (B.sg)

)u(*" - (2k - I}cl - ,?,,) .-- 0.

а1 - )зо21. a]: =_ (2)ia - ..\r)*".
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Оскiльки u2| + 0, то з рiвrrянь (В.80) отриму€мо

\ -\ л2l- .,/\6-л5. u -{'з:

^r((k 
- 1)*'-l- 2с1) -= )зiаzz - 01 + 2с1) : g,

лп(о" - а1 -т 2с|;*- .},6 iazz - Qk - 1)r' - 2с1) - g,

а1 :)зо21 . iч22 ._ i2tr+-}r)*rr.

(в.81)

проаналiзувавши рiвняння rв.81), можна видiлити наступнi розгалуження:
а) )ь + 0,1Anl + l^Bl l 0; ь} hь * 0, }+ - )в :0;
с) )ь - 0, l)зl + l^+l / 0: d) ib: )з: )+:0.

Розглянемо кожне з l{rlx окремо.

а) )ь + 0,1Ацl * iдвi l0. тодi з рiвнянь (В.81) отриму€мо

)з : 0, сli : -frr., а2\ : са, ,f,22 - -#"r.
Отже, при

g| : )r(.r')о. g"2 : (atlz*-i(ruol" а )в),

(в.82)

(в.83)

де k + 1, )s + 0, |^4| + l^8| + 0, пiдставивши (В.82) у формули (3.14),
приходимо до алгебрtе

(0о, 0t, Л: (fu- 1){2rgЕб +rfii- 2(u|Ou,+ku2ач,),,

Q - .,,|0u,).

ОДеРЖаний реззrльтет BlriэToBl.iac пункту 9 таблицi 4.

Ь) )u # 0,\ц - ,\5 - .,_}, тодl отриму€мо

g1 : )u(rr)o, ý2 =. "},;.'t;2(tt,l)k-1,

(B.s4)

(в.85)

rc k l |, \ь l0, rцо еквiва;эi:l;тно формулам (В.67).

с) )ь - 0, l^зl * lini i L'i. ,i.rlдi з рiвнянь (B.S1) отриму€мо

)+ : Аз. ,}1 : ,\.it,.1rp - с?:

су21 : са, а22 -- л.зс"lrз , г,z -- 2сt.
(в.86)

Неважко переконатисяi iщс Е I{boNfy випадку приходимо до зображень 9'
зIlгляду (в.27)7 При якlL{ \iaк.ri.Ih{aлbнa алгебра iHBapiaHTHocTi системи
з.134) вiдобраЖена )i (в.2s) iл,.lв. iэоздilr В доведення теореми).
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d) }u , " )з - "\а - t, lJ IibOivi} випаДкУ

91 : 0, 92 : }s(u11,^**l, (B.s7)

(в.90)

(в.91)

(в.92)

rc k l1, що еквiвалентг"о c}t;-pniyJIaм (В.70).

L-4) k + 1, rп - t - k. Розщепивши рiвняння (в.60) по степенях ,tll,

одержимо

\за2l : )+а21 : (дс А5)е21 - 0, а1 _ а22 :0,

^ь((1 
- k)*'f 2с1) : .\о{(1 .* k)*' * 2с1) _ g,

Лr(r" + (1 - 2kia\ -;- 2r:, ) - 9,

^n(o" 
+ (1 - 2k';a| *2t:i) :0,

d21 - )в(о1 - а22 * 2r ,l

)скiльки о" + 0, то з jэiвiляtтъ rB.8s) отримусмо

)з: Ац:0, .\с: ii, ).r((k - t)"r*2c1) :0,
] ^22Q' : с2. а'- : Г.4.

d.2l - )в(., - сц * 2с;1) =. 3.

(B.8s)

(в.89)

З рiвнянь (B.s9), випливають наступнi розгалуження: а) \ь # 0; Ь) lb : 0.
а) )ь f 0, тодi з рiвrtянь ("Ц,S9) отриму€мо

а| - h"r, QZi-- А5(,#тr, - сц)rо* сз, су22 : с4.

)тже, при

g| : Аs(ul;z-*, ý2 - ъi(rr& 1)в),

_е k l Т, )ь l0, прихолl{},Iо ;]о алгебри

(Ео, 0з_, Qr: i;lJ,,, , Qz - )BroQ 1- u2Oчr,

D - (k - 1) (,2rоth,- 
'ri#l) 

ц, 2(ul0,,' * 2k),Brorr4,)).

_)-r,ержаний резl,лътатвi,:,l]i.):]_!да,€j li\rццlу 24 таблицi 4 при rп - t - k.
Ь) Au : 0. В цъо\,ili Bi:I]iiдK)i ФчнкцiТ 9О макlть вигляд

i;] : 0, 92 : )вu1,

,о еквiва.центно форшулал,l (tЗ"З9).
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1.5) k : !1 уп l 0. Розtцепивши рiвняння (В.60) по степенях ?41, пiсля
сшрощення одержимо

(yl : С2, а21 ,: С|\, Су.22 : С4,

)з(.ц + (- - 1)с2 -r 2ci') : \ц(сц + (- - |)"r* 2с1) - 6,

),5(mс2 * 2с) -i- ,\зсз - .\о {^", * 2с) l (2)4 - )з)сз - Q,

)в((- * 1)с2 * 2q - сц.)+ (iu - )5)сз : Q.

З рiвнянь (В.93) tsипливаюэь fitsit розгалуження:
u) l)зl + l^n| # 0; Ь) }, :.i+ - 0,

Розглянемо кожен :] ЕиIiадкll] окремо.

") l)зl + l)nl # В 'Тодi illвiiяння (В.93) набувають вигляду

(1,1 : С2, сч21 : Сз, {::22 : с4, са - (| - -)"z - 2ct,

\5(mс2* 2с1) * "lзсз - i6(пъс2* 2с1) + (2)4 - )з)сз - Q,

2),g(mс2 * 2с1) + (ic -- А5)сз - Q.

Якщо ввести познаI{снr"" Чr* : Х , то одержимо рiвняння

.\5Х - -)з,
)6Х-)з-2),;.
2\вх-А5-.\6.

(в.93)

(в.94)

(в.95)

Розглянемо два rиожлиlзi цpi.{. розв'язаннi системи (В.95) випадки.

ЯкriдО \з l 0. то HeBa}K}io переконатися) rцо необхiдною умовою cyMi-

:HocTi системи (В.95) с piBr;r;сTi
\ _ \_2^4-^J \ _ \jiц ,\з\6 - л5--i, /rв - ,".::.,.,.,

В цьому випадку

р| - )зiи - ;;j , р2 - )а(r * *)'- Аь(r + *)
З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (див. зауваження 3.13) можна

зважати, що }ь : С" А cTд; i io - )в : 0.

Тодi iз слтстеми (В.93) tsr,]пJ-Iива€. що )зсз - 0, Iцо неlчIожливо. Torvry

задалi будемо вважаlи, ЦО l,з - 0. Тодi з умови l)зl + l^nl + 0 очевидно,

ro)al0.
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Враховlrючрi IfaIJeлeHi Birrrie п,riркування) iз рiвнянь (В.9а) випливас, що
\; : 0. Тодi одерж_\r€Ntо зобtr;а;кення функцiй 9О у виглядi

g\ :0, 92 : (ш1)-*l1*i.,] + u*)r,

Je тп # 0, Л4 + 0.

Зауваження в.3. Враrовуrочu за,аваасеI7л7fl, 3.13, Jvtoctcшa сmверOuсувапlu,
ul)o, яl{uljо у переrпворенrrяr (3 135) покласпLu 0ь - -*, 0о : 0l, : 0z : 0з -
0ц:0, mО ЗОбРаження go (В.96) еквi,валенmн,i насmупнuJvt зобраэtселtняJvl,

91 :0, Е2: д4u2{ul'1"о. (в.97)

прu якur рвшuрен,il,я, Ocy,aeHol" ?рупu сuмеmрil,' сuсmелt" (3.13]) вэюе роз-
l.zянуrп,i у rпеорем"i 3.? i ла,iс:rэi,яупься у mабл,uцi 3.

Ь) )з - Аа - 0" З рiвtlяl+ь iir"93) виплива€

а\ : С2, (tr21 : Сз, Cz22 : С4.,

),5(mс2 * 2с1) - g, ,},6,i,mc2 * 2с1) : g,

)в((- f i)c2 i 2с", - t:4\;+ (io - ,\5)сз - Q.

(в.98)

З рiвнянь (B.9S) вLlпливilю';: l]ОЗГ&луження: ь1) l)rl + i)ul l 0., )g l 0;

Ь2) l)rl + lrol l 0, Аз - i:; "Ь3} ib : }о : 0.

Ь1) l)rl + l^ui l О, дв # 0" З рiвнянь (В.98), враховуючи, що а21 f 0,

,ТрИМУ€мо

(х| - -2ct, &2': сзl ti22 : -2q + ЧЬ.r.
Тодi формули (3.14), iB"99) ч.лэ1,1

gl : }r(.rr)-,*r, 92 -.. irr')rr'(Aurr' * )зul),

:е |A5l + l}ul / 0, hв r.0. пь.lтводlять до алгебри

(do, El, {} - уп,i,'2l;iзОt, i* 1101) - 2(u|Ou, + u2\ur),

Q : \Bt.tla,, *- (}.u * 
"i.5it'l28 ,).

(в.99)

(в.100)

(в.101)

)держаний резl.лътат зl,очrrllтю до tIеретворень eKBiBaJIeHTHocTi (3.135) та
3.128) вiдлiовiда€ гJIr,нктr/, б та,блirrцi 4.

(в.96)
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Ь2) |^5l + |i6| l 0, }в - 0. З рiвнянь (В.93) очевидно, що ,\6 - )5.
В цьому випадку go набуваютъ вигляду (в.67), ПРи якому максимальна
алгебра iHBapiaHTHocTi системи (3.134) наведена у (в.68) (дru. пункт 1.1)).

Ь3) 
^5 

- )6 - 0. В цьоллу випадку при )з # 0 g" набуваютъ вигля-

ду (В.70), ПРи якому максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi системи (з.134)
НаВеДеНа У (B.7t) (Дru. ПУнКт 1 1)), а при )з - 0 g" набувають вигля-

ду (В.11), при якому максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi системи (3.1з4)
наведена у (В.12) (див. роздiл В доведення даноi теореми).

1.6) k : |,, ш - 0. Розщепивши рiвняння (в.60) по степенях u1, пiсля
спрощення одержимо

Лr(*" - cyl * 2с1] - .},,, i,э,21 - 01 + 2с1) : g,

а| - )за21 * 2,15c1. ll'Э2 - (2)+ - )r)rr' { 2)6с1,

d2l - ()u - ),5)сх21-]- лв{*'- а22 -r2с).
(в.102)

З рiвняно (В.102) виплГлВа,'.jтЬ розгалуЖенIIя: *) l)зl+ l)nl#O,Ao l )ь ;

Ь) l)зl + l,rnl # В,}о : }.5; €; iз : )ц : 0,)о l дь; d) )з : )ц : 0,)u _ tru.

а) Якщо l)зl + ii;i * J,,',в ts.\5, то з рiвнянь (В.102), враховуючи, шIо

,,r" + 0, отримусfuiо

а1 : f;сзе(;о-^s)'с * i,2[b - 4**) иrо * cz,
(х21 - сзе(^о-i,,,)''о -4\2\ý"r,
а22 - ffi.*.(}я-,:,5),rс -l- (2iu - 4&#Р).rrо l с2 _ 2с7,

()n - Аз)сз - f;. |-}.},;:;,,\4 - 
^з) 

- (ru - )5)2)с1 - g.

З двсlх останцiх рiвнячъ lts.1{]3) вLIIIливають розгалуження:
а1) )а f \уа2) п,1 : .\з.

а1) Аа # \з, т,одi iз iВ"i*:;))знаходимо, що сз:0 та

r _ ()о Дь)2/\а - ;;-:.--.о -l()ц -iз) .

01 : (zДu - !;ýP)c".1,1-, * cz, Q,2I -
а22 - (2), * a;ýЗ jr,lrб * с2 - 2q.

Пiдстановка (В"104) -, форi;r.;rl.t (3.1а) при

-ffi"r,

(в.103)

(в.104)

91 : )qu,2 -r ,}.л ui, g'2 =. u,i (.\а #Y + 
^с 

#i + fi# ) , (в.105)
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де l)зl + l)nl # 0, ),ц т.}з,.iс 1 Дь1 приводить до алгебри

(0о, бt, Л : (i,ц __ пз)(2r;609 * 1101 - 2u2Оч,)+

+r0(2^5(}n -,\з) -- )чз{*,.1 - Аs))а - (}u - )5)ulф,,
Q - u'Ou, +,ш28,,r).

Одержаний рез5,льтат спiв::ала..С] З П}rНктом 13 таблицi 4.

а2) )а: iз, тоцi iз iВ.lij:]j-:]находимо, що ct:0 та

01 : f;"rai^c-i;.iTc -- с2l a2l _ сзе(^о*trь)zо,
^22 )"u : 

дu_* сзе{il, ),ь')ао i- г,2,

Пiдставивши (В.107) у форlil.tiли (3 14) при

gl :,\зu2 i }btrl, y,,i| --. tillДз В)' *дuF 1)в),

:е )з l 0, )о / А1 iii]Iixo.1r11\,,ro до алгебри

(0о, 0t, Q-, - t,lG,,- _i- u,20ur,

Qz: g(Ао-,\ь)rо(,\зФ, ]- (iо -,\5)ulOr,)).

(B.l0s)

Одержаний резrl._liьтё.т з r-O.it,iCTiO до перетворень еквiвалентностi (3.135)

З.l2S) вiдповiда€ п\,,нк,г,i,r ]_+ таблицi 4.

Ь) l^ul + l)ni * t,),ь:,l,,.,'одi iз (В.102), знаходимо

\ -\/\4 
- 

лзl

а1 - 2\g\gcfifr + (.\зсз + 2,\5c:l)r о * cz,
а2| - 4)5ci.l,n -г сз.

,1.22 - 2)g}gclrfr + i_ilзсз ,:2h5cl)r0 + с2 - 2q.

Пiдстановка (B"l1ti) i, форl-.":,,rт (З.14) при

97 : \зu2 _lL.l5t1 , ý2 -.?-c](nr(#)'* )ьF n rr),

:е )з f 0 привсдить д.-. tiлl,r,б,оit

(в.110)

(Ео, at, Ql : ,t;,,Or, . 1i.'ie,,,r,

D - 2rg}g -- xydi -. 2i,t;1,\з,r; +

!4)grllu,'au, -- 2u,2оЭэ,,r1 .

l,]держанl.rй рс:з.,.ль"ат :j т,t;.л,i!lтю до
3.12S) вiдповi;rе€ пvijкTi, 2,.. ,r,аблицi

(в.106)

(в.107)

(в.109)

(в.111)

Qz: \зrоQt * ul1ur,

iьrо)8r* (в.112)

перетворень eKBiBaлeHTHocTi (3.135) та

4.
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с) )з - )a: O,л6 7- },i- т,,.дi iз (В.102), знаходимо

а1 - 2д5с1:{;ц |r (?., 
',Z' -- 2,\6clrg * Сц,

,}2l - сзе(iо--):;,",, - 2,,,..l,.tr -г *Б(сz - "+).
Пiдставивши (B.i13) у сilо;з_,l.,,,л;,t (3.14), при

gt : )bU1, 92 : l,,5;: -'- А8?/1,

(в.113)

(в.114)

де )о # \у приходиNtо д] а.r,ii,ебi]и

(Ео, 0l,, Д : fro,_ji; -, :,,;,jl -. 2rо()5uiф, * ),6u2Оu, + )вu10,,r),

Q, : "(iо-iь)rо 
эз|Еrr,Qr: {.Аь - )6)u1O,r, * )зu10,,r, (В.115)

Qз : ulOu, -г аr2Е.r 2.

Одержаний рез5,льl,;i,i, 
,j т{lt]]-т...ю до перетворень еквiвалентностi (3.135) та

3.12S) вiдповiдас пvн}iт-rl ;io :.аб;rицi 4.

d) i, - )+:0,}о -= 
^5,:гt;;il 

i:з (В.102), знаходимо

01 .- 2д5сýg,i С2, {r'j'2 - 2\5cpg * сц,

а2| :,\зrз(2сi * ct - lal * сз.

Пiдставивши (IЗ.ilý) у форl.,r},пr,t (3.14), при

(в.116)

g| : )bt1,l, 92 -.}";:.ii: :- iзUi (в.117)

]lержу€мо алгебl_э-ч

(Ео, 0t, Л: 2r.,Su -T .,,l d: -|2rо(А5(ulЕ,,, +u2Ou") * )зu10,,r), /n _,л\

Qt : ulачr, Qz : 11,i{i.,, -i )\gxgu|Our, Qз : u|Oч, + u2Oчr).- 
'' (В'118)

Цей резулъ,гат з T,uTIHic]ii-; ,r:,,, rrel)eTBopeHb еквiвалентностi (3.135) та (3.12S)

зiдповiда€ пун}iт1, 3З таблl:il' 4.

2. Пiдставивши зс,браженъtях рО, заданi формулами (В.59), у рiвняння
В.54), пiсля tr}с:]Iлегi,тlеtiliя il.] u отриv{у€мо

)r(*" - {ri') .* ;\+;:,,22 -- ilj ) =- g,

^r(*" 
* Trzoz1 :- 2i:", i :.: ij,

лп(*" + пl,t,u1 ,- 2{,l', -i- ,,6 
',."r" - *1) - 0,

А6(mа1 -t- 2с1 -- {rr" - .n1)) + ()n -- Аз * А6)а21 -- 0,

(tl1)-)5 (rп,а| -+- 2cli ... ._;11, (rr')-Дз(rпа1 *2с7) : *2',
(rr')-[,\1g(Taolr -г 2..-.i - \сч'lz - *')) + (}, - )u)o"] - 7а27

(в.119)

:

5!
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Проаналiзувавrrэrt rlt;r;r;,i il'я?b рiвнянъ системи (в.119), приходимо до
висновку, IT{o при а,21 + {j ,цilioTi, мiсце piBHocTi

\,-\ ,,,2,2_,,: ,,,]1А4:Аз. (u *1;-. .,-* 
--1лс2-2сt (В.120)

)в : )ь, ai : -- ;;,.r1,,лl о2Т, dr' - -дrо (ur)-*rr. (в.121)

З рiвняно (В.121) виплliЕij,ють розгалуження:
2.L) m l0; 2.2} пz - *.

2.L) m l 0. РозrцешIi:]ri].,i iэiвшяння (в.121) по степенях u1, та врахувавши

(в.122)

Отже, при

g1 : lr(rr')**'"r ,

2

92 : (u|)^+t"F (rr# а )о), (в.123)

ie rп l 0, l)зl + l^r l # о, i:;,lставirвши (В. t22) у формулlт (3.14), приходимо
ro алгебри

(0о, 0t, Л:Z,;cl'i; г2ild1 -2u|Our,
Q - u7 0u,,. 1 ,u,2 а,r, , - ,{|,L,!.il {,trr1 .

(в.124)

Врахувавши пepeTвopi]i-iilr: tl:вiвалентностi (3.135) та (3.128), ста€ зрозумiло,
rrlo одержанлtй рез)rlьтзтrцi,l,т"rться у пyHKTi 15 таблицi 4 при п:L,Р:m.

2.2) m -- 0. Iз piв}t-;:.ilb iij"]20). (В.121) отриму€мо

)в : )ь. };1; : ,:.

а22 - ,1l - 2)zC,,!i;.,i *i с2l Q21 - -2cl,.
Отже, при

g| : ul(хrе{" 1 J,;), j'] -, 
,i,1(.#t^rF + )о) + ru#),

(в.125)

(в.126)

:е |)зl + l^ul l g, пiдl:lгэвл:лзшiтэ (B.i26) у формули (3.14), приходимо до
алгебри

(Ео, 0t,

Q : ul\u,

D ,: 2:l:гз!зr; -' rlОз" - 2tt|Ou, * 2\5rOQ,
(в.127)
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Одержаний 1lез,l,.лЬl'ilТ i!ji{-'l,l4.iъd'я у гrунктi 16 таблицi 4 при п: |,р:0.
D, ТепеР дослiдili,'{i ;_)(:j-1_11IРеННя основНого ядра симетрii .4g СИСТ€МИ

(3,1з4) при футrкцiях q",,зл,:|-]:ilrх формуJIал,,{и (3.129). Можна показати, що
зображення функцiй q*, за:;;.нi форштулами (3.129), рiвносильнi наст5rпним

91 : u'(p'(r) + l,з irlT,i j, 92 : u2(pr(r) + )alnu1), (в.128)

Je td : ffi; Р' (r) , р2 l х i довilrънi гладкi
]^зl+l)пl l0
Пiдставивrшr,r фор}11,,;1r,. /.Е. j?.9), v рiвняння (3.140) та розщепивши по lпu1,
оДержУ€Мо, Що Ci : 0 Tau

()r-)a)cv21 
-{Э"

((*"("о) * kcf {rq,;;'ы,, *rr(rо) (ur)r-r)фl - аl(rо) - )за1) zл _ ,

[(*"("о) - i;аiir1,,.:" _- *rr(rо)(..rr) |-klф2+ (В,129)

+*(ut;1-1 {р' -,:, j - *("r)r-k + d22 _ )+а1.

ОдразУ встановt{д,{о я/{рС :tTlTeTpiT системи (3.134), (в.128). Дrо цъого в
]liвняннях (в.129) BBaxu:*EM. фу,нкцiт tрО довiльними. Тодi з рiвнянь (в.129)
tsL{плива€, що а21 : fi ra

функцii, k - довiльна стала,

(в.130)

(в.131)

а1 - )за]. q22 _ d,,l

(k)r-)a)cz1 --0"

Загальним розв'яЗКОi\,,{ rliвri:;нъ (в.130) с фзrнкцii

01 - с2е^ЭПtl ,, а22 ,-- i.Jсr,еhr,rо . (в.132)

З рiвнянъ (в.lз1) tsицлiji]iiЕ, цо,ооlзширення основноТ алгебри iHBapiaHTHoc-
ri систем" (3"iЗ4) l,rэ;кл;тtsf_] "Irltfie при yMoвi )а - k)з. Враховуючи останню
:liBHicTb, iз (З.14). iB, jЗ?) -il,iiiходи\,{о координати оператора (3.2).

€0 : do. {] : ,rt ,,i - ,:,]еi3JOU1 . ll2 : kс2е^r"оц2. (в.133)

')тже' оператор iЗ.2l l' ji.{l,{li_r4l{T{йTaN{и (3.14), (в,133) при yMoBi }ц: Ё)з
r ороджу€ н &с т-1,-л н-v ii J j-еб i,з,ч, : li гt а pi aHTHclcTi

(Ео, Et , О -*- g,,\;1l:- i l,i,:i", ,- ku2 au,r)\ , (в.134)
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яка, очевидIiо' i э я;]i-,сi,{ ci.li,{eTpiT системr (3.134), (В.128) при )а _ kДз.

Щей резr,льтат вlдi;озrд;t€ ii;,HKT,}. 2 таблицi 3.

Якщо ж А+ f k\з, Ti 5]",li_;ofuI симетрiТ системи (3.134), (B.l2s) € основна
алгебра iнварiантглостi .iri:,_iifultl (3. 134).

Щалi дослiдlт,чiо \]I,Jж.;lritsi ilсзlпирення ядра симетрii системи (3.134), (3.30)

в залежностi вiд ?iоHKpeTa.il;ro вигляду функцiй ср0.

Набiльш ШrlТРСlКИi,i t;-,i:j.C li_,r'rTKцi- ро, якi задовольняютъ системi (в.129)
при yМoBi а21 f t},'з т'очr;.,l;',:;t) До перетворень (3.135) ма€ вигляд

р| : )ьш *l- .iT, 'р2 : * * }u * )1ger,
u2uz - @у-,

Вiдповiдно зображеннr: ф_i l.кцiлi g" набудуть вигляду

g| :,r'()з }il tt1 - ',, j_ i }z),

92 :,r'(), iп ,,'i '. ,',б '] -l .\в * rro&),
)зl0.

(в.135)

(в.lз6)

Зауваження В.4. Ложлавtмuу форлtулаr (3.135)}зеdr*)7 - 0,0t- 0z:
Чl:0ь _ 0, стгtаi,: 3ЮОlý"iлj,:i,iэ. uл,r;, ?1е вmраm,uвlцu заZаль?lосmi, у форлtулаr
В,135) mа (В.136) лао:l+{:,ii{i звсL.}tсаmu ),7 - Q.

Пiдставивши tрО {в.135) v рiвняння (В.129) та розIцепивши одержанi
liвняння па lL2, oTpIll4,i.t]t,,iO

Лr(." - hа|1--,)i:.i\ai2 -.focv1) _ g,

(ut;t-b(а" -- }-з,-1]1 _ _-,\s(*'' - *r),
(,ut;*-t(d' __ .lз{_у1) - |са2!,

(ut;l'-t (а" - }"з*,', - .2Дr0 - )u)*rr.

(в.137)

-i рiвнянь (В.lЗ7j вt{п;;Itзаi.,,гь розгалуження: L. k l |; 2. k - Т.

L. k + 1. В такоl,{\, jjjj]1..i:i,rкy. розщепивши рiвняння (В.lЗ7) по степенях

'. 'rр' 
yMoBi *2' #, С C.:гriji1rii"c1дo

)b:)ro:0,
Лч(*"-&c-v1l-rj
d2\ - )в*21 -: а| - 

".,3:r1 == Ц22 - )за1 - 0.

(в.138)
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Розв'язок piBtтt;,to i-8 jiji,; ,алех(ить вiд значення сталоi )6.

1.1) )6 l 0 ts тЭкс]i,ll jjjli:jадкv) 1lозв'язавши рiвняння (В.lЗ8), отриму€мо

(х1 : а22 : t), {y2i =, l1e},Bro (В.139)

Отже, при

g| :,\зuilптi, !j2 =. "'(,\*1пu1 
-1- )в) + )6(zl)ъ,

Jе k + L, \з # а, ),а # ii. i;.;,illlж\,r€N{о алгебру

(do. il {.} =-,)'" ,,','_r').

Ф5.нкцiТ 9о виr,.lrяд.,i, ijj i.i,-rl :з вiдповiдною максимальною

aHTHocTi (B.l4j_) лtiстягьс5i i,, п\rнктi 1 таблицi 4.

(в.140)

1.2) )6:0, В цъоi,,,,i"rl tsI:1гjадк}r, розв'язавiли рiвняння (В.138), знаходLlмо

а7 : с2еА-"'с,, а2' ,.,= ;-^g)\ЗtО * сцl ta27 : сgеДВrО. (В.142)

Отже, при

97 : )зui iпа1, ii| -,-,*'\;rinul 1)в), (В.143)

rc k / 1, ).з # С. Jз i:i.]a i, ij_j. i4,2,\ о^"о*уемо A4AI системи (3.134), (В.143)

(0о, Ei, ,?, = i"' ,' .-,|Dr,r, Qz :.,\зrо (ul0u, + u2Our),

Qз:u2ачr,,, 
L] 1А \ -Ф '---Ш,l) (В,144)

ФункцiТ 9О вlIг;iя;i}, iE.:,,i:i; lз вlдповiдною максимальною алгеброю iHBapi-

aHTHocTi (В"144 -*:д_,]t.Е.'_ ,,, 1, ,iл/F{к,г5, З5 таблицi 4 прлт )з : Q.

2. k - 1. З (ts,i37l +,,rr-.:,_8;y€лс

)u(*" - *'i : .it. i|, =j - *1) - 0,

d.2l - }ва21 - - ,\t i. з:]: *- czi ) .

. 1 r '! с)'
а- - Аз;t' .. ,l.r,.tl,-

d.22 * )заi : {2,t11, - .lr.i)cu'"1.

З перших двох i;iвiIя;iь .;j jl5; виII.цивак)ть розгалуження:
2.1) i)bl + |.\igi # 0; i,lj з А5 - }to : 0.

(в.141)

алгеброю iHBapi-

(в.145)
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2.1) l)bl -F iдrоi # il |:; .laKo|,,,Iy вI{падку iз перших двох рiвнянь (В.145)

отр}lму€мо, ц]о t22 - r.i,]. ;reiilTa рiвнянь (В.145) набуваю,Iь виI.ляду

d21 - ,\зrл2i , i,,:| - ]i;,,i : Аьа21, )ro - )5.

Розв'язок рiвняliо iE ,tla,;; :а.це:ý(ить вiд спiввiдношення мiж )з, )в.

а) )в l \з. Тk;дi, Ijo.1E'Eзiltsшrll рiвняння (В.146), отриму€мо, що

Q2| - Сае),в",,, cl] ,,.,, ,:,.22 ': С2е^зrо + сз*ь е\rrо. (в.147)

Отже, при

g| : )зttl }п u,i -l- }.:,.:i,|j .

де )ь + 0, )з zl G,,\g 7i. ,,l ,"

(3.134), (B.l2s)

(0о, 0t, Q-,: -iз1,-1itr5(ч;lOu, + u2Our) + (^* - )з)u10,,r),

Qz: e)"oiu]dr, - ''.:,,))
(в.149)

ФУнкцii go втlt,l:ял1,, |В ; +:,.) з вi;lповiдною максимальною алlгеброю iHBapi-

aHTHocTi (В.149) rliстят, ,, )i \,: пi,HKTi 1В таблицi 4 при )з : )о : 0.

Ь) )* - )з. })озв'яза,вii],:. }_liвняння (В.146), отриму€мо

а21 - сзg^*"П, а]' -,- ,;,r,22 - elr'o ()5сзrз а ,r).

Отже, при

g1 : Азu1 iз ,r} 'i-,i,-..i nj' : r..,'(Азlпu1 1.1u# 1)з) * )6u1, (В.151)

:е )5 l0, )з +В,з фот;,,i,,.,,,, iЗ i+), BpaxyBa,BIIIpI (В.150), приходимодо Д,{ДI

системи (З.134), (ts,128.

(0о, 0t, nЦt 
=- ."|":i:l i }xli{o(ulOu, + u,20ur) + ulOur),

Qz: a):r,f'iiillC", - ,' ',, ;)

ФУНКЦiТ go вiтг"т;tл;, ir-: :llr. ,; вiдповiдноIо максимальною алгеброю iHBapi-

rHTHocTi (в.152j },,{iстя;'i,,.:51 i.. пi,-цктi 19 таблицi 4 при )з: Ао:0.
2.2) Л5: irl:0, Гj T,i_!._o}",I]i випадку iз рiвняно (В.145) виплиtsа€

92 :,r'()зlпu1 1ru# 1Ав) * )6u1, (B.l4S)

з (3.14), (В.147) приходимо до \4AI системи

(в.146)

(в.150)

(в,152)

d21 -,\зir,zi == 
ij- ,1'2,,j ,,,-. .:^зiу|L, d" : )за1 (в.153)
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Розв'язок рiвнянь (LЗ"i5.,;л з:l,ле]ji}IтЬ вiд спiввiдношення мiж )з, )в.

а) )в l 0 ts i{bi]i\t\I ijiiiil];.ii{},r ФункцiТ 9О задаються формулами

g1 : Аз,tl1 itl ili. ,,j : tl2i"\зlпu1 1Ав) f )6z1,

де )з l 0, )в 7 С. ilepeт:]DeнEi" (3.135) при 0ь: -*,0, - d,

зводятъ даниi1 Биilадок ,,r.! вrIIiадк1. 1.2).

Ь) i* : 0. Рззв'я:а?;,,r,",, ,lliвняrrня (В.153), знаходиl\до

а1 - С2еХз'а, *22.,, i-о;,,lЗrО { C4l а21 - -),6)arg* Сз.

(в.154)

-0з:Oц-0

(в.155)

(в.156)

(3.134),

Отже, при

91 : )зui in ,шi, 
i-12 .-, .lзtl2 lп uI + )оu1,

,]е )з + 0, фс;рlлl,л;r iij;+l, iB.155) приводять до MAI системи
(в.128)

(0о, аr, Ф. : ,,ia;,,, , Qz - (-Абroul + u2)0ur,

Qз :.,l"u (,ulЕ*, -; iij*,uri)i.
(в.157)

ФУНкцiТ go впт';;яд}, {B._li,i-:; з вiдповiдною максимальною алгеброю iHBapi-

aHTHocTi (В.157) вiдлlt;L:,_l;:_,]ill II.ункту 29 таблицi 4.

Е. Тепер дос.'liдIаiiii, -,,iл,:хiливiсть розширення основноТ групи ci.rMeTpii

системи (3.134) при зlлсi;а>ксlннi функцiй 9О формулами (3.136).

Пiдставивtни зобi;аiii€]:-1,-]5{ ф}.нкцiй 9О, заданi формулами (3.136), у piB-

няння (3.140), гtiсля clli_;iji]j9iirl_91 одержу€мо

*'u'ф' * 2сl,р| :,,-j -_ 2Дзq,
о'u'ф' + i2iзсir; l- iс1 - сц)р2 - d.21* iзо21, (в"158)

сr22 : а1 - 2Азl u,_: -- l,zi.

ВстановиN{о сiiсча-гкl.i]i jji]ij:;.у з.ц".6оу iHBapiaHTHocTi системи (З.lЗ4), (3.136).

lля цього в 1-1:эt;яl{р;э:li i:; i5iii вважа€мо фуriкцli р" довiльними. Тодi

а22 : а,1 - fi :: t1-_1 :::, l'}. ,"2! : сgе-^Зrа.

З форш,rул (3.14)l tsi_}а,]а.-1.iji;аrзriл;,l i,B 159), одержу€мо

€0 : do, €! :. i-,, ;,,j ,-- $" r]2 : сgе-Хзrоц1.

(в.159)

(в.160)
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IepaTop (3.2) з хr;срд::11iirтit\,Iх (В.160) породжу€ основну алгебру iHBapi-

_THocTi систее{и iЗ. j 34), iЗ" 1 3б)

(Ео, 0i, Q: " 
}:з:t"r,,if},rr\,, (в.161)

-,rВеДеНе У П)rнктi ]_ тас;;иiri 4"

l,алi дослiдим..l pcзiлlii]{,]iltlя основноТ алгебри iHBapiaHTHocTi (В.161) сис-

,}Iи (З.134) при gg вilгЕrt_цry, (З.tЗ0;.

НайбiлыII шi]рокiтй r.,tli,: зображенъ функцiй рО, якi задоволъняютъ piB-

.{ння (В.15В) i ripm ц,ьii},I-л, Niожливе розширення основноТ алгебри iHBapi-

,lTHocTi (В.161),

r_]а€ТЬСЯ HaСT)rПЁillvili {i ;-]!,_',iVlа\{И:

1. р'- A5il. r,] -,-,'; _,) ,.-,\6iпu1

.л1 l :л.lilп
2.Y - ^5lJ j

)5,m l 0;

,D\ :,\. in i;'
.)l

J.
),6,п l {};

* Ав]

* )rB,

^ 
,р\ - ,\5(.,')"' + i,, р2 : }u(.r')" * )в,

ц.
}ь, Ас, пь,п f {}.

*- .!, j, tр2 == Дб 1п u1

_]_ ,},,i., ,р2 ,,= Au(.rr)" * )в,

(в.162)

(в.163)

(в.164)

(в.165)

Заувах<ення ts"5. 3{,.,,,еэп:ення) л7аlслаOен,i у форлtулаr (В.163) - (В.165),

IQlоrпь т7а MeTTl,i yts",{,4,j?i , 
,:i,,t |s,€}lетпurщ цur форлl,ул iз фоуlrчtулою (В.162).

iЦоб провестiI ._,ii]\.it_]:.:i.l.л,i,.пёсифiкацiю системи (3.134), (3.136), кожне

зображень фь,нктtiоi ,!" iЕ}.1б2) - (В.165) пiдставлятимемо у рiвняння

Е.158).

1. Пiдставrltsiij_i i? ,:,,j: i, рiвняння (В.l5В), та розщепивши одержанi

.вняння по CTeileн.a>_ i_. ], ,|T.UllNIy€MO

)5с1 -, {}, l\з,Дбi;: ,- i;. Д6(2с1_ с+) : 0,

,t - ).5C.l1 -- 2i,\з *- ,,,.-rir_;r , *22 : су| - 2),gqrg * с+,

а21 + )зсу2i =. ,i11,,,,,,,,,,,,,,,,rд, -, .'.а i2 
^зсl:rg 

* 2q - a*).

(в.166)

_.,J
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З рiвняно (В.166) випливаIоть наступнi розгалуження:
а)Аь f 0,,\в#O,Дз*А5 lG;
Ь) ), l 0,)о l 0,)з f ,\5 : 6.

с) }ь l0,)о:0,,\з f с;

d)Аul0,)о-0,}з:0;
е) }s - 0,)о la,)gla;
f) Аь:0,)с f 0,д, _ ц,

t)iь-А6_0,)зf0;
h) Au - )6: iз:0.

а) )ь l 0, ).о l 0, i,l - "- l 0. З трьох перших рiвнянь (В.166) виплива€,
,t С| - С4 : 0. Розi-,'rзi1l;лilи решту рiвнянь (В.166) при с1 - с4 : 0,

-ержу€мо

01 : сr,22 _ с2еХЬ:t'Г,. {1.2\ _ сзе-\3П. + 
^fБ 

c2g^bro (в.167)

(в.170)

З форшлул (З, 1z: ;, ;:..,-.{\rF,ii,Ri]]i{ (В. 167), знаходимо

{0 : do. {i =,, j,-r. T;i _= с2е^ьrоц1,

ц2 : (сзе-i"П -i' 1-;1;с2a,l,sло)u1 | с2е^ч*оц2

,)тже, при
"| "l, lg' -- ?r] ()5 i1,, t,.1 -' ,.;i

92 :,'(.Ао l* и1 ..- ,,s) -- ц,2(А5 ln u1 + )7),

(B.l6s)

(в.169)

.. r, - Аз * }z, А.ь 7= 'J, iб ;l- *, 
^, # \т - }ь, оператор (З.2) з координатами

Е. 168) породжу€ \{ii]{{]ri}.1..-].b;r:v алi,ебру iHBapiaHTHocTi системи (3. 134),

l 136)

(Ео, at, {.,} 2 -, " 1i' '- i,l'n,u l0', 
,

Qt : u,lu'o i[rз * ii , .\7 jiиlЕ,u, + u2Oч,) + 
^6?rlаu,])..ка вiдповiдас пviiкт1I .l-i- :;:.б.;Iицi 4.

Ь) Аь l 0, .\с l а, },i т r,;; :0, З трьох перших рiвнянь (В.166) виплива€,

.о с1 : с4 - 0. Pc.;B'i1-:ilзIlir{ решту рiвнянь (В.166) при с1 - с4 - 0,

-]ержу€мо

су\ - а22 - {;,;9:\,ь:':,,, {.2i:- ,,lbro ()6c2rg1 
"r).

(в.171)

_
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_ формул (З.i4)1 Ep:],}.\,,!iairnrrI4 {В.171), знаходимо

€0 : do. *' =. j :l| : с2еДьrп1lL,

ц2 : e^"o[()6;,,-2!::ii L,,зlui -r с2u27.

l:же, при

g| :,r'(i, ln ,шi -1 ,}l,,, - .\ь ),

92 : t;l (Аб ln t:1 -- -),з., --: , j,f (А5 1п u1 + 17),

, .\5 l0, )c / 0, опс;Jа.тоl} i3.2) з координатами (В.172) поролжу€
:аксимальнY а"цгебр;. iнsг"т-,iаirтностi системи (3,134), (3.13б)

(0о, 0t, Ql : , );l'i; 'rr,i6," , + u2Ou, * )6rбu1 }ur),

Qz: е}"оulЛ.ur).

; Вiдповiдас п,,.itкт,"ъ, ):i t,l.i;.Bl,TTii 4.

С) )ь # а.\в: С" '. *,..

першого рiвняшнял iil rбоl Ri]lIJiива€, Що Ct

-.1нь (В.166) црц с1 : * ;;деll){i,v€мо

(в.172)

(в.173)

(в.174)

- 0. Розв'язавши решту piB-

01 - с2е,:\ь:tг,, *2' - сзр-Азrо _ а22:с2е^ьrО*сц. (в.175))' ..\ "4r

, фОРмул (З- 14l . Bpii:__i;",:.T.: i]-i_rji:_,rJ (З. 175) ) знаходимо

{0: do, €': aj,, ?,,i.= d:2e^brol,L1,

Ц2 : (це-l"'' - '_ :,i1,;] * ic2e^u'o + с4)u2

rTжe) при

g| :,r,'i,\, lri tli -r- ;.r',,

92 : )ви1 - 
"i,\, 

i:: t,:i + ii7),

(в.176)

T\lT- лз : ,Аз * Аr,.\lз .Ё .i.,, "!5 +{ 0, оператор (3.2) з координатами (В.176)

-lрОщж-V€ IчIёг"сl1\{зlль1l-i- :t;Il,tёр,v iHBapiaHTHocTi системи (З.134), (3.136)

(Ео, бi, Q- ". ",":,,;:li.r'l|;r,, + u2Our),

Qz : [iur" -]- i,\, ; ,::,r'']t,, , Qз - g(}r-I.),oulOur),

-Э ВiДПОВiда,с пi,iiiii,-r- J,.j ;,,iij"rl;;;ri z.l.

(в.177)

(B.l7s)

l
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d) ), # а,Дв -, 0,.i-. ,,- 'l.
-, першоГо рi.вняЕгrя ij:;._ii_i;] Ёiiilлива€, Що Ct

:-_ЯНЬ (В.166) шри с1 : ij, слсрж)r€мо

_ 0. Розв'язавши решту piB-

а1 - С2еХьTu , &21 .. -,,'\KC4:Jg * Сз, (у22 
- С2е^Ьrо * сц.

_' формул (з.14)" Btr}a_}i*,Ijjaл:;T,T (В"179) та Що cl : 0, знаходимо

(0 : do. (' _= ..{ ' == {;2e)srot/l,

Ц2 : (*-,\зСалц -t г.;,,l' l, ir:ze,\bro * с4)u2.

_)тже, при

gl :,'(i, ln,l,,' l- ., . ., 92 : )вu1 + z2()5 1n z1 * )z),

(в.179)

(B.ls0)

(B.ls1)

-е )5 # 0, огjеI]ат{J,I] i.;.i j ; ,{,j(jрДIlнатамИ (B.ls0) породжY€ максимальну
, -Тгебр1, iHBapiaHTl;ccri ]_:r,'i.:,"eiliiI (.з.134), (з.136)

(B.ls2)

ro вiдповiдас Г{.чi}:Кf li 2у; т;;6лиiti 4.

е) }b:0.}cf :J.-. -;,
J перших двох рiвняrrэ a.t]"iбб) випливае, IЦО Cl : С4 - 0. Розв'язавши
ешту рiвнянь {B.l6ijl iip_* С1 - С1 0, одержу€мо

Q.! : с2, {х2| : ,-,?.,, . , -г *ar, а22 : сз. (в.183)

Зраховуючи iВ, l.:.?З), j,aiji1,;iii.-o i]еРеКОНатися) що в цьому випалку
,:аксимал{ъна а,;lгсбi;а .i,l._:,i.,j:]i.TiTocTi системи (3.134), (3.1з6) та зображення
,ll,нкцiй 9О biaTit:1-'l.,.Ti,,.__,;;_lrlo вr]гляд (в.170), (в.169) при )5 - Q.

f) ), : 0, },с f ij...,r", ,,,,, al"

З перших трьох 1эiвн:;:li. iij.iбб) вип'ива€, Що С4 - 2ct Тодi, розв'язавши
.;iвняння (В. iбб). c:.{:l],],i,,,,lE.;r;с

&1 : 2h7{:-;!i:;: ,,* с2 ,,{,'2} ---,\5(r\7clzfr * c2rg) * сз,

а22 :2\-r{:з;{:;, -,,,2;:, -- С).
(B.ls4)
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З форму;r (З.14 j. Epa:,l\ll]'.]ig;l,;: lB,184), знаходимо

€О - 2сl:сg-]- Со, ;] .., t:-i:l:l * dtэ ц7 : (2),7clr() + с2)u|,

ц2 : [.\6()7cl,r] - cir,,1l -i- сз]?J1 l (2c)7ro * 2q + с2)u2.

iJтже, при

g1 - )тu1, 92 .t l;,\.),,гriiitr1 + Ав) * \7u2,

(в.185)

(B.ls6)

re )6 l а, оIrераэ,ор il;"2l :_л координатами (в.185) породжу€ максимальну
аrгебру iHBapiaчTгiui;ri lli,, l.U\lи (3.134), (3.136)

(Ео, Ei, Л - Z:t;,.,!j; *,rlEr -l2),7rgQ1 - )6)7rЗQ,+2u20,,,rt /_ _ _\

Qt : ч|Оч-, --l_ ,i',2iio,,, -- .},;rриifuz, Qz : ulLчr), 
* (в,187)

uо вiдповiдае rI1,.51i".,, "i;j 
.l;lб"цицi 4.

g) )5 - Аб : {j" 
".:, 

-г t-!, В цьому випадку зображення функцiil g"
],rатиNIуть виг.пяд

g1 - rзrr, 9,'' =, .],a :," i h7'U2,

.. r, # )т, пlо tliBHci]l1,.--ij::i1._,! формула, (В.114).

h) )u - ,\6 - /\; : li: ,l i-i,.,rtv випадку функцiТ 9о матимуть вигляд
gl : )7t;1" 92 =, _;,.зь] -i .,\z.u2,

що еквiвалентн0 форляl,лаrи (В.117).

2. Пiдставi{{itl]ri .;giil,;l..,,iе;эня функцiй Ро, заданi формулами (В.163) 5.

зIlзначальнi рiвня;;;i_", ij] ,l;8l. та розщепивши отриманi рiвняння по степе-
1:lЯХ ar' , OJlePЖit..i, ,

rпа1 +'}t.,i =.-, !,i. ,il;i.i,;.i;. : S, )6(2с1 - сд) : 0,

а1 : 2i'-\;l ] ,,4.7j,.;, , i;v22 '* 01 - 2\gcfio* сц,

а2| + iзсz2r : ,l,io,,' -,iзi2.\зсtrо * 2q - с).
З другого рiвня.i.ч.. iij., i:ij , :ji.lillивають наступнi розгалуження:
а) )з l0,}o 7.i,j.T*i.i.,:* *..}u: g,

.) )з:0,)с # с; ji 4; ,- :с:0.

(B.ls8)

а) Розв'яЗаВi]lj.] i',;l,,;''..-..,.:j, iB,lS8) при Аз l0,)o f 0, отримуемо

С| : С2 -- a}] : t:,,22 ..- !.',"i со2\ _ сgе-^зrо (B.ls9)
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, формул (3.r 4) l ]]]]::x-,i):.]::i.!J:llI{ (В.167), знаходимо

{0 : du. (l .-, ...' ,.,, .. .l. ц2 : сзе-)зfоlt. (в.190)

J координат сIlерLiтоif?, i-j.,j'cTae очевидноl що вданому в}Iпадку не вiдбу-

:асться розпrиренЕlя oi.l]i}Bi,1-1t алгебри iHBapiaHTHocTi (В.161) системи (3.134),

:] 136).

Ь) ), f 0.,\о : П"

З рiвнянь iB.i ь8; E}if]"l]i.]Eй€l Що

r] r _ _,)гл
av!.()з + Х7}с:2: fi.

а21 + \з*21 - "},6 {Zhgтпс2rg * 2mс2 - сц),,

(х22 : -2)зrпс2{{4 -- Zcz * сц,

(в.191)

=РLIЧОМУ ТПС2 : i.,, "

З першогс рiвня,r_.l;-; ili i*1) очевиднi два розгалуження.
Ь1) 

^з 
* А; 7 ii. '1'i_,,:,, i;.. .: 0. Розв'язавши рiвняння (В.191), одержу€мо

а1 : 0, Q2i : dз{: ,i-;ý; -* *an, с1,22 : с4. (в.192)

З формул (З.14)" iri];iхi,!]?iвi";з (В.192), знаходимо

€0 : do, €7 -_. ui,, ,,,1],=., fi, ц2 -- (сзе-^rrо - t.n),r' * саu2.

)тже, при

g| : rr'(r'rri, 'n, - i 92: )вu1 + z2()5(u')- + )r),

lern # 0.,\5 
= 

{l :, _: ),зl)r,r, # 0, I, + )7,оператор(з.2) з

поордIlнатai,i4и its.-i;З, :,-, i _ixi)/c максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi сис-

теми (3.134), i3 i3с)

(Ео, Ot, ;_, _--_ ,,. ,'",\"п,U"|учr,

Qr, : .trя.*l j,_ l ]'.. - 
-.:|,,з)u2Очr) 

,

_rro вiдповiда.с 1]\ li.: - l ,.;rtцi 4.

Ь2) )7 - -Дз, Р.lз,.,'_,.,з,-i;]]-iil]] рiвняння (В.191), одержу€мо

aL:__,.|,,z. ,,j _ ,:,.--.АЗЛС *2\6mс2r0- *."n,
о,

буzz : -?.,}',g',";t.:2,{,:; -, ':":,2 а- С4"

(в.195)

(в.193)

(в.194)

(в.196)
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'i формул (3"14)1 :]pax"ii;a,B,*iT (в.196), знаходимо

€О: 2m"С2хц,i- ji", .,_1 : T{Lc2T1* dl, ц\ -_ -2с2u|,
ц2 : (Сзе-i."о + 2i;,,!':.{,,c2a:0 - fса)u1+

-- (-2)зrп Czix| - 2cz + c4)u2 .

tтже, при

g| : )u (,u')""*', !;2 =- .\вu1 * ,r'(), (rrr)- - )з), (в.198)

-е rп l0, )з l с, ib --!,]. o:tepa'.op (3.2) з координатами (В.197) породжу€
:аксималъну а;tгсбо-,' "i,Bal;iaHTHocTi системи (3.134), (3.136)

(0о, Et, {} r: i1l:u|0r,z - Дgu2\ur, Qz: e-\rro,u}1ur,

D - m{21,cdi;1 -: ::,:i;.'1 -r 2rпrgQ1 - 2(ulOu, + u2Оur)),

:о вiдповiдас пyilк1.,l, -1,i табlrицi 4.

с) )о l В,hз - {.j, .:' ;э:з:1:энь (В.l8В) виплива€, шIо

,\7С1 - 0, С4 *: 2,1., 
"

а1 - -'rr, tэ22: i2 - *)"r, dr' - _ Z\Bct.
rl7

3 рiвнянь (B,2IJC'' B,T,l,-,,.]iзiit]) Ir\o розширення основноТ алгебри
-'эCTi (в.15в) систеý,irl il; -iij4) (3.136) N{ожливе Jlише при yMoBi,

?озв'язавши piBriяililri i,ti 2ii0j, одержу€мо

01 - -*оr, t|2| =. --Э-hвсir9 * сз, су22 -2Тq,.

(в.199)

(в.201)

(в.197)

(в.200)

iHBapiaHT-

щоА7-Q.

(в.202)

(в.203)

породжуе

3 форм5.л (З,14l" r]i]i:..i,-,.;;:l*ли (В.201), знаходимо

: 2{,i:;:r; -' ,li,, :_i ,= grr, * dt, ц1 : -*"rur,
- (_ j;zi5-, J - -,,_ i:;l i;,,1 а 2Щ}сtu2 .

)тже, при

g| : }5ia1)""-'i. t|' .-,'(}u 1rr u1 1 )в) * )5z2(.rr)-,

_]е m # а, \ь * 8, i,,r = 
..i r,llepaTop (3.2) з координатами (В.202)

_.iаксимальн]"r а_jtгt{,,,, l- ..,.iar;,rHocTi систеN{и (З.134), (3.136)

(0о, Et, y'j .--- -i i ,. D : rп(2rоOо * rtOt * 2u2Our)-

-2(u1 Eu, -r,,,,,2 ii,,,, -:, r.5!i11,1-L10", ) ),

с0
ч

ц2

(в.204)
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_]о вiдповiДас lrilir.''; r' .7 r*блицi 4.

d) А, -,\6:0,,З };i;;:i:,,ljb (ts.lSS) виплива€, що

.\7с1 - 0, {gi =. - *,,r, Q22: сц- hи, d2I - )з(2с1 - с4). (В.205)

3 першого рiв,-ляня_и its":iii;) очевиднi два розгалуження.
d1) ,\7 + {J. Ъr.1 :r i_Iti]шого рiвняння (В.205) виплива€, що ct - 0.

?озв'язавши piBн:];].l;l 1lj...05j ПРИ С1 - 0, одержу€мо

а1 : 0, G,2i -- -- ,\r,C_,j|jt,: * Сз, а22 : с4. (в.206)

3 формул (З.r 4), i;iii|.iiliii:,i.jLijIi (В.206)) знаходимо

{0 : do, ý1 : ,,,, ,,;l =- 0, rf : (-)зсаrб + сз)u1 * сцu2.

)тже, при

g1 :,r'(.\r(rr')"" -* ,.\;i , 92: двu1 + u2(), (ur)^ _; дz),

1е rп # 0, )ь f с. l.г;ti;;i-:,1iil (3,2) з координатами (В.207) поролж)r€
]IаксимальFli/ Э,тг,.-;бi,-;, jl:;,,l,.iaHTHocTi системи (3.134), (з.136)

(0о, 6:,, {J; : .;,.i1..:|r,i-l'сц, * u2Ouz, Qz - ulOuz),

-uo вiдповiдае гiviijr-i,",; l, ,,;::rl.;lицi 4.

d2) ,U - 0. Рсзt:;)_.-:],.i,}ljil.л рiвняння (В.205), одержу€мо

а1 - - *оr, Or'j' - ,ilQi2., - сц)rо* сз, а22 - "ц - hq.

(в.207)

З форп,лул (3. 14}, Ei.)c,.ii."iiii:'fjljiltr (в.210), знаходимо

€о : 2rgх --t- rJil,, i' =-- цri * dl, ц1 : -*"/ur,
ц2: (,\з(2с1 -.-,l.,: -сз)u'*("n -*rr)ur.

')тже. прtr

gI - ), {r' \rп - 1 . ..; :::: is u' -l- \5u,2 (ul)* , (в.212)

_]е ?n la, дs / fi, Oll,'l,'l,-i-;i, iЗ.2) з коордИнатамИ (в.211) поролжl,е
].tаксr{мальfi_\" алI,ебi_,.i i,,,..;.,'liаiз.гtlостi системи (3.134), (з^136)

(0о' i)i' li: .!:,.г,i,,i,, *г .7101 * 2iзrgZ'Ou, - fr(u'ar' +u2Oчr),
Qr, : ,}tбlrgu,] t'.,' --- :r]]i..,,., , {}z : u|0.,"),

(в.208)

(в.209)

(в.210)

(в.211)

(в.213)
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що вiдповiдае пункту 24 таблицi 4.

3. Пiдставивши зображення функцiй 9о,, заданi формулами (В.164) у
визначальнi рiвняння (В.158), одержу€мо

,\5С1 : 0,

а,1 - -}(z,lзсlrо * 2q - са), ot - }ьа1 : 2()з * А7)с1,

а21 + \за21 - )в(2)з c1rg * 2q - са),

o'22_ 01 -2\gс7rg*сц.
Розв'язавши рiвняння (В.214) при .\5 f 0, отриму€мо

С1 : С2: 01 : а22 : 0, 621 : сgе-^ЗrО.

(в.214)

(в.215)

З формул (3.14), врахувавши (В.215), знаходимо

€0 : do, €1 : dt, 271 : 0, ц2 : сае*^зrо11,1. (в.216)

З вигляду (В.216) координат оператора (3.2) стае очевидно, що в даному
Випадку не вiдб)rва€ться розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi (В.161)

системи (3.134), (3.136).

Якщо ib : 0, то з рiвнянь (В.214) випливае, що

(("+1))з+п)7)с1 -g,
01 - -}(Z,lзсlzо * 2q - са), а1 - 2()з + }z)"r,
а2| + )за21 - .\з(2)зсlr9 *2q - са),

(в.217)

Q,22 - -Dqffqro * #"n _ 
1"r.

Розв'язок рiвнянь (в.217) залежить вiд значення сталих )з, )z. Можливi
наступнi суттево рiзнi випадки:

*) (r + 1))з * п)q l0,),g l0; Ь) )z f 0, ), - 9.

с) (n +1)^з*п,\7_0,)зf 0; d) )r:0,)з:0.
а) ("+ 1))з *п),7l 0, )з l 0, Тодi з рiвнянь (В.217) випливае, що с1 : 0

та

*' - *"n, а21 - сgе-^Зrо - *"., а22 - *"n. (B.21s)

З формул (3.14), врахувавши (В.218), знаходимо

€0 : do, €1 : dt, ц1 : *rnur,
ц2: (сзе-^"о - *.n)rr' *ffсаu2

(в.219)
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Отже, при

g| : rзr' , 92 : lL! ()u(rr')" 1)в) * )7u2, (в.220)

де 7} + 0, \в # 0, r, - )з * }z, 1, # )7, оператор (3.2) з координатами
(в.219) породжу€ максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134),

(з.136)

(0о, 0l,, Q, : ()z - rз)(ulOr, * (r, + L)u2Oч,) - )зпz'Oчr, /п ааа \

Qz : g(}z-Iз)zо ulOчr) J \B,22I)

що вiдповiдае пункту 10 таблицi 4.

Ь) }z #0,Дз - 0. Розв'язавши рiвняння (В.217), одержу€мо, що ct:0
та

al : *сц, а2| _ -),gcargt сз, Q,22 : *"n.
З формул (3.14), врахувавши (В.222), знаходимо

€0: do, {1 : dr, ц| : *"nur)
ц2 : (-)8carg + c3)U1 * ffсаu2.

Отже, при

gL : \тu7,, 92 : ul(.lu(ui)" 1)в) * ),7u2,

де п, )6 + 0, )z + 0, оператор (3.2) з координатами (В.223)
максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.136)

(0о, 0t,, Ql.: ulOu,, + (r, + l)u2Ouz - n),grgQ2, Qz: ulOчr), (В.225)

що вiдповiдае пункту 11 таблицi 4.

с) (r+1)^з *п)q: 0, lз l 0. Розв'язавши рiвняння (В.217), одержуемо

a1 - -}(Z,lзсlrо * 2с1- са),

Q,22 - _Zff),gctш' - 1", + *"n,
Q,2| : сgе-хзrо *2\gcrro - *"n.

(в.222)

(в.223)

(в.224)

породжу€

З формул (3.14), врахувавши (В.226), знаходимо

€О : 2clrg l do, €' : clr,| d4,

ц1 : -}1z.lrc, rо * 2q - "ц)u|,
ц2 : (cge-^'"o *2),gqro - f"+)rrl+
+(-2+,\зсlrg - 1", + #"n)u'.

(в.226)

(в.227)
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Отже, при

gl : rзr1, 92 : a1(,lu(u1)" 1 )в) + (r * 1)rзu1, (в.228)

де rз : -*}r, п # 0,,1, # 0, }о f 0, оператор (3.2) з координатами (В.227)
породжу€ максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.136)

(0о, 0t, Qt :\gul}ч, + (n* 1)rзu2 0u, * \gulOur,

Qr: еп1"*оulOч,, D _ 2ro0o*rt}t_ *@'аr, +u2Oчr)+ (В.229)

+2rg[rr(u|Oч, + (, + |)u2Oч,) * )зu1 а,,7),

що вiдповiдае пункту 25 таблицi 4.

d) ), - 0, )з - 0. Розв'язавши рiвняння (В.217), одержуемо

(I| - -*(Z", - "n),, 
*21 : )B(2cr - сц)rо* сзl

а22 - -Z"r**"n.
З формул (3.14), врахувавши (В.230), знаходимо

€О : 2сlrg * do, {' : иrt * dt,, ц| : -*(Z", - сц)u|,,

ц2 : (\(2с1 - сц)rо+ сз)u1 + (-1", -l ffса)uz.
Отже, при

91 :0, 92 : ul(,lu(u1)" * )в), (в.232)

дё п, \в # 0, оператор (3.2) з координатами (В.231) породжуе максимальну
алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.136)

(0о, 0l,, D - 2ro0o * 1101- *,(u'a,, + u2Our) + 2)зrоulОu,,

Qr: ulOu, + (, + t)u2Orz - п\grgu|Our, Qz - ulOu"|,

що вiдповiдае пункту 26 таблицi 4.

(в.233)

4. Пiдставивши зображення функт\iй 9", заданi формулами (В.165) у
виЗначальнi рiвняння (В.158), та розщепивши отриманi рiвняння по степе-

нях ul, одержимо

mаl } 2q - 0, па| + 2\gqrrg l2q - с4: 0,

а1 - 2()з + )z)"r, а21 + )зо21 - )6(2)зс119 *2с1 - сц),

а22: а1 - 2)всlrg]_сц.

(в.230)

(в.231)

(в.234)
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З перших трьох рiвнянь (в.234) випливають наступнi розгалуження:

") lАзl + |)rl l0; Ь) }з: )z:0.
а) l)зl + l)rl l 0. Розв'язавши рiвняння (В.234), отримуемо

с7: с2 _ о,7 - rJ22 :0, ,л2| : сgе-^зХо (В.235)

З формул (3.14), врахувавши (В.235), знаходимо

(0: do, €1 : dr, ryl :0, ц2 : сgе-^зIоц!. (в.236)

З вигляду (В.236) координат оператора (3.2) стае очевидно, що в даному
випадку не вiдбува€ться розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi
(В.161) системи (3.134), (3.1З6).

Ь) А, - ,\7 - 0. Розв'язавши рiвняння (В.234), одержуемо, що с7: TTLc2

та

а1 - -2cz, ,х27 - 2П)gС2rg* сз, а,22 :2(^ - п - L)c2.

З формул (3.14), врахувавши (В.237), знаходимо

€0 : 2rпс2rg * do, {' : TfLc2T1l dl, ц1 : _ 2с2u|,

ц2 : (2п),gс2rо * сз)u1 * 2(m - п - t)с2u2.

Отже, uри

g1 : )u(.r')-*', 92 : z1(,lu(и1)" 1)в) * A5u2 (ur)*,,

(в.237)

(в.238)

де )s, \в,,m,п + 0,, оператор (3.2) з координатами (B.23s) породжуе
максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.136)

(0о, 0t, D - m(2rgОg+ rla1) - 2(u|Ou, + u2Ou,)*

*2п\grgu!Ou, * 2(m - п)u2Our, Q _ uLOчr),

що вiдповiдае пункту 5 таблицi 4.

(в.240)

F. Тепер дослiдимо можливiсть розширення основноТ групи симетрii
системи (3.134) при зображеннi функцiй 9о формулами (3.137).

(в.239)
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Пiдставивши зображення функцiй 9О, заданi формулами (3.137), у визна-

чальнi рiвняння (3.140), пiсля розщеплення "о # та деякого спрощення

одержуемо

а1 : а27 _ а22 :0,, (azz - ,1)92 - 0,

(azz - 01)р1 - 0,

.'u'фl + (о" * 2сl)ср1 - g,

"u!ф2 
*(*'-а22 la21 *2c1)92-g.

(в.241)

Встановимо спочатку основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134),

(3.137). Дrr" цього в рiвняннях (В.241) вважаемо функцii срО довiлъними.
Тодi

а22 - а1 : 0, а27 - -2q.
З формул (3.14), врахувавши (В.242), одержу€мо

€о : 2cpg t do, €' : иrt * dt, ry1 : 0, ц2 : -2сlul

(в.242)

Оператор (3.2) з координатами (В.243) породжуе основну алгебру iHBapi-

aHTHocTi системи (3.134), (3.137)

(0о, 0l,, Q -u|Ou"), (в.244)

яке мiститься у пунктi 2 таблитцi 4.

.Щалi дослiдимо розширення ocHoBHoi алгебри iHBapiaHTHocTi (В.244) сис-

теми (3.134), при go вигляду (3.137). Оскiльки симетрiйнi властивостi сис-

теми (3.134), при go :0 уже дослiдженi вище, то на функцii rро накладемо

обмеженпо lp|l + lp'l # О.Тодi з рiвнянь (В.241) випливае

о1 : d2\-а22:0, аl:Q,22,

"u'ф'+ 
(r" * 2cl)pl - g,

.'u'ф'+ (r" l2cl)p2 : g.

(в.245)

З рiвнянь (В.2а5) виплива€, що розширення основноi алгебри iHBapiaHTHoc-

Ti (3.134), (3.137) можливе лише у випадку al l 0. Тодi рiвняння (В.2а5)

допускають найбiльш широкий клас зображень рО при yмoBi, що вони е

розв'язком структурноТ системи

(в.243)

ulф\ - fтър| :0, ulф' - тпр2 :0, (в.246)
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розв'язавши яку, одержуемо HacTyпHi зображення функцiй р"

р7 : )з(r')-, 92 : \n(u')*,

де l)зl + l^*| l0. Пiдставивши р" (В.247) у рiвняння (В.245), пiсля

розв'язання одержу€мо

Q| : ч22 : с2,, Q.2\ : -тпсz - 2q.

(в.247)

(в.248)

З формул (3.14), врахувавши (В.248), отримуемо

€о : 2cfig * do, €' : cfit * dl,

ц1 : c2,Itrl, ц2 : (-*", - 2сl)uL -l с2u2.

Отже, якщо зображення функцiй g" задаютъся формулами

91 : )з"#(rr')-*', 92 : "# рrу()зrr' * )аu1), (в.250)

де l)з| * )+l + 0, то оператор (3.2) з координатами (В.249) породжу€
максималъну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.137)

(0о, 0t, D-2rg1g*zl01 -2ulOur,
Q _ ulOu, + u2Ou, - mulOur),,

(в.251)

яка мiститъся у пунктi 15 таблицi 4 при п - L.

G. Тепер дослiдимо можливiсть розширення основноi групи симетрii
системи (3.134) при зображеннi функцiй 9о формулами (3.138).

ПiдставИвши зобРаженнЯ функцiй 9О, заданi формулами (3.138), у piB-
няннЯ (3.140), та розЩепившИ отримаНi рiвняння по lпz1, пiсля деякого
спрощення одержу€мо

(azz -,')ф' _ 0,

(u')*(o" - о')фz _ Ц.zz - оr) - 0,

("')-[((r'z - аl)а l lco.l I *rr)фr * (mа1 -l2c)pL] - dr,
("')-[((." - *'), * ka1 + а2|)ср2+

*(mа| * 2q - (azz - *')),р27 - (*r'_ rr), + d21.

Встановимо спочатку основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134),
(3.138). Дr" цього в рiвняннях (В.252) вважаемо функцii срО довiльними.
Отримуемо

Q22 : (х.1 : с2, Q,21 - -kcz, с1 - -\с2.

(в.249)

(в.252)

(в.253)
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З формул (3.14), врахувавши (В.253), знаходимо

€О : *.тпс2шg * do, €' : -T"rrr l d,l,,

ц7 : c2,1IL, ц2 : _kс2ul * сzuz. (В,254)

оператор (3.2) з координатами (В.254) породжуе ядро симетрii системи
(3.134), (3.138)

(0о, 0l,,, D - rп(2rgOg + rlal) - 2(ulOu, + u2\u,) + 2kulаu,1, (в.255)

наведене у пунктi 3 таблицi 4.

Щалi дослiдимо розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi (В.161) сис-
теми (3.134), ПРи go вигляду (3.138). Проаналiзувавши систему (в.252),
приходимо до висновку, що найбiльш широкий клас функцiй 9о , при яких
може вiдбуватися розширення ядра симетрiТ (в.255), мае вигляд

Р| : )зСr,r * )5, р2 : }цсu * )в,

або

9\ : \зеп'* )ь , 92 : \1en'* )о,

l^rl + lЛпl # 0,п f 0,

j]е сd - # * khu1; }з, )ц, ,\ь, 
^6,k 

l0 сталi.

(в.256)

(в.257)

Встановимо розширення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi системи (в. 255)
при одержаних зображеннях функцiй р" (В.256), (в.257). Щля цього пiд-
ставлятимемо ix у визначальнi рiвняння (В.252).

I-. Нехай функцii срО задаються формулами (В.256). Тодi, пiдставивши

формули (в.256) у визначальнi рiвняння (ts.252), пiсля розщеплення по &J

отримуемо

^r(*" 
- о1) : 0, )з(zпо1 * 2с1) - g,

\а|rпа| l2q - (azz - .1)] - 0,

(rr')-Ап(rпа| +2с1): d,22 - dL,

(.r')-[lr(lca| +.rr) + )5(rrr,o1 + 2с1)] - dr,
(rr')-[,rn(ko| + *") +.\6(zna1 *2q- (azz -.r))] : .:l.

(в.258)
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Iз рiвнянь (В.25S) випливае, що розширення ядра симетрiТ (В.255) можливе

лише при п,L - 0. В такому випадку, враховуючи, що |^зl + |)д| f 0, iз

рiвнянь (B.25S) отриму€мо

С1 : 0, Q22 : а1,

а1 - )з(kа1 +r") , d": )+(kcl

Розв'язок рiвнянь (В.259) залежить вiд

Отримуемо два нееквiвалентнi випадки.

1.1. )д # -k\з.Розв'язавши рiвняння (В.259), одержу€мо

с1 : 0, oz22 : aI : -cz * Дзсзg(k}з+^а)rо,

Q.21 - k"r+ )асз6(krз+}д)rо.

З формул (3.14), врахувавши (В.260), знаходимо

€0: do, €1 : dt, ц7:|-"r+ )зсзg(k}r+lп)'о]u,1,

ц2 : Гk", + }4сзg(k}'+,\+)rоlrr1 * l- "r* }зсзе(k}з+Ац)rо]z2.

Отже, якщо зображення функцiй g" задаються формулами

g1 :Irr# + k)зlпu1 * A5]ui,

92 : (Аrrr' * )aui)k lпu1 * ()n * )5)u2 * }6u1 + }r#,

(в.261)

(в.262)

де k + 0, Ац # -k\з,l^*l+lЛпl # 0, то оператор (3.2) з координатами (В.261)

породжу€ максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.138)

(0о, 0l,,, Qt: ulOu, * u2Ou, - kul1u,

Qz: g(kАз*,\a)ro[,\з(u10,r, + u2\ur) + }4u10,rr]),

яка мiститься у пунктi 18 таблицi 4.

1.2. )+ - -k\уРозв'язавши рiвняння (В.259) при .\а - -k)з,
отриму€мо

а22 - 01 - .\зсзrg * czl а2| - -k(),gcgro * с2) * сз.

З формул (3.14), врахувавши (В.264) знаходимо

€0 : do, €1 : dr, ц| : (.\зсзrg + с2)u| 
1

ц2 : [-k()зса rо * cz) + "rlu'* ()зсзr о * с2)u2

+ оrr). (В,259)

спiввiдношення мiж,\з,,\а.

(в.260)

(в.263)

(в.264)

l

(в.265)
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Отже, якщо зображення функl\iй go задаються формулами

97 : (rr# + k^зlпu1 * А5)u1,

92 : (u' - kul)k\glnu1 + (-k^з * )5)u2 * )6u1 + )rЧР, (в.266)

де k + 0, }з f 0, то оператор (3.2) з координатами (В.265)
породжуе максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.138)

(0о, 0l,, Qt: ulOu, * u2Ou, - kulOu",

Qz: \зrоQt+ulOur),

яка мiститься у пунктi 19 таблицi 4.

(в.267)

2. Нехай функцii срО задаються формулами (В.257). Тодi, пiдставивши

формули (в.257) у визначальнi рiвняння (в.252), пiсля розщеплення по 1,2

та спрощення отрим)rемо

а22 : al,
а21 : -*l@* kп)аl *2с1],
((- + kпр,5 * ru.\6) (-*'* 2с1) - g, (в.268)

(rr')-^u (-r' * 2с): о1.

Iз рiвнянь (В.268) випливае, що розширення ядра симетрii (в.255) можливе
лише при (rп * kn))5 * П.\6 - 0; В такому випадку, iз рiвнянь (В.268)
отримуемо розгалуження: 2.|. m l 0, }ь l0;2.2 m l0, )5 - Q.

2.3. rn - 0.

Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

2.L- rп # 0, )ь # 0. В цьому випадку iз третъого рiвняння (B.26s)
випливае, що mо1 * 2q: 0, i в результатi приходимо до основноi алгебри
iHBapiaHTHocTi (В.255).

2.2 m # 0, Аь _ 0. Тодi, очевидно, i )о _ 0. Розв'язавши рiвняння
(B.26S), отримуемо

(I22:аI:с2,

а,21 : -*l@ * kп)с2 * 2с1) (В,269)

З формул (3.14)) врахувавши (В.269) знаходимо

€0 : 2qrg * do, €' : cfit * dl,

ц1 : c21l1, ц2 : -(*(Z", + (- -l kп)с2)ul + 
"2u2

(в.270)
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Отже, якщо зображення функцiй g" задаються формулами

g1 : ),gе"i(rrr)r*r, 92 : ""i 1ur1o()r,r'* Ааu1),

дер : rп*kп,р + 0,,п + 0,\з l0, то оператор (3.2) з координатами (В.270)

породжу€ максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.138)

(0о, 0t, D-п(2rg1g*1101) -2u|аur,
Q _ п(u|Оu, + u2аur) - рu\Our),

наведену у пунктi 15 таблицi 4.

(в.272)

2.3 m - 0. Тодi, очевидно, Дб : ft)5. Розв'язавши рiвняння (В.268),

отриму€мо

а22 - 01 - 2),5clrg * cz, (х21 : -k(D,5clro * 
"z) - \q.

З формул (3.14), врахувавши (В.27З) знаходимо

€О : 2c7rg t do, €' : ctrt * dt,, цL : (2,\5clrg + с2)uI,

ц2 : -(k(D,5ctro *.r) * 1"iu' + (2)5clrol с2)u2.

(в.273)

(в.274)

Отже, якщо зображення функцiй g" задаються формулами

gl : |\зе"i(rr')'* }5]u1,"92 

_'"П$ Ц;У()rrr' * .\аz1) * \5u2_ kA5z1, 
(В'275)

де р - lсп,,k + 0,п + 0,,l)rl + lЛпl l0, то оператор (3.2) з координатами
(В.27 4) породжу€ максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134),

(3.138)

(0о, 0t,, D - 2rgOg * rl01* 2),5rgQ - f;ulOu,,
Q - ul\u, а u2Ou, - ku|Our),,

(в.276)

наведену у гrунктi 16 таблицi 4.

Н. Тепер дослiдимо можливiсть розширення основноi групи симетрii
системи (3.134) при зображеннi функцiй 9" формулами (3.139).

(в.271)
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Пiдставивши зображення функцiй 9О, заданi формулами (3.139), у piB-

няння (3.140), та розщепивши отриманi рiвняння по lnu1, пiсля деякого
спрощення одержуемо

(azz - о')ф'- )+(а1 - а22 - 2cl,),

(azz - r')ф' - а22 - *t f 2)зс1,

(kr' * r")ф' * 2сlр1 : с1 _ дда21 - 2),gc1,,

(k*' * .")ф'+ (r' - а22 -l2c)p2 _ q2L * )за21.

(в.277)

Встановимо спочатку основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134),

(3.139). Дrr" цього в рiвняннях (В.277) вважа€мо функцii gО довiльними.
Маемо

с1 : 0, Q22 : а1, а2| + kaT :0,
а1 _ }+о1 , d" * )зо1 - 0.

Розв'язок рiвнянь (В.278) залежить вiд спiввiдношення мiж .\з,,\а.

1) Аз # k\ц.Тодi з рiвнянь (B.27S) виIIливае, що

CL: а22 _ (х21 : а1 _ 0.

(B.27s)

(в.279)

З формул (В.279) очевидно, що в цьому випадку основна алгебра iHBapiaHT-

HocTi системи (3.134), (3.139) спiвпада€ з основною групою симетрii системи

(3.134).

2) ), - k\ц.Тодi з рiвнянь (В.278) виплива€, що

с1 :0, а22 - 6y1 - c2g-k\arg, a21 - -lссzе-k),цrо.

З формул (3.14), врахувавши (В.280), знаходимо

€0: do, €1 : dt, ц| : с2е-k^аrоцl,

ц2 : -kс2g-ЬХцrоLl| * c2e-k\n*o'l2.

Оператор (3.2) з координатами (В.281) породжуе основну

aHTHocTi системи (3.134), (3.139)

(0о, 0t,, Q _ 
"-ЬХ+rо(u[06 

* u2Ou" - kul1ur)),

наведену у пунктi 4 таблицi 4.

(в.280)

(в.281)

алгебру iHBapi-

(B.2s2)
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Щалi дослiдимо розширенЕя ядра симетрiТ (В.282) системи (3.134), при
go виrляду (3.139).

Найбiльш широкий клас функцiй 9О , якi задовольняють рiвняння (В.277)

та при яких може вiдбуватися розширення ядра симетрii (В.282), ма€ вигляд

g1 : Д5а.l * )7, р2 :,\6tll * ,\з. (B.2s3)

Пiдставивши формули (B.2S3) у визначальнi рiвняння (В.252), пiсля

розщеплення по k та спрощення отримуемо

)5с1 _ Q, )u(*' - а22 * 2с1) _ g,

(А+ + )u)(o" - 11) - -2),аq,
d22-а1 : лч(r" -*1) _ 2),gc1,,

*t - k^5o1 : ()д * )5)а21 + 2(^з *.\7)с1,

a2t + (), - ,\u)*": k}bal * }з(а1 - а22 *2с).
Проаналiзувавши систему (В.284), приходимо до висновку, що при ii
розв'язаннi можливi наступнi розгалуження:
1. )ь l 0, l)ol + l)b * )+l # 0.

2. lb l 0,lc _ 0, )ь - -)а.
3.)u-g.

Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

1. )ь l0, l)ol + l)u * )+l # 0.

З рiвнянь (В.28а) виIIливае, що

С1 : С4:0, u22: а1,

о1 : rb*' *\аа2L, d" : roal + (r, - rr)*",

де }з -,\з * }z, }+ : }+* }ь, }ь - k}s, }о : k.\6, .\7 - .\6* }z.

Розв'язок рiвнянь (В.285) залежить вiд вигляду KopeHiB

характеристичного рiвняння

(в.285)

\ь-rП )а

.\6 )7- )з-m -0. (в.286)

Вигляд KopeHiB характеристичного рiвняння (В.286) залежить вiд знаку

дискримiнанта

D - (}з + ru - rr)' + 4х4х6. (В.287)

(B.2s4)
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а) якщо D ) 0, ТО ?7}1 ,ТП2: t +*r@ € л - KopeHi рiвняння (B.2s6),
тодi розв'язок системи (B.2s5) матиме наступний вигляд

а22 : а1 : c2l4g-r'o * саТ4еПrrо,

а2| _ cz(mt \5)е-,'" + "rl^z 15)е-,'о. (в,288)

Iз (3.1а), врахувавши (В.288) та умову cl : с4 - 0, одержуемо наступнi
координати оператора (3 2)

€0 : do, €1 : dr, ц1 :1а|с2е-rrо l cge-rro7ur,

ц2 : {"r(-r, _ 15)е-r"о -l сз (-, _ lч)е*rrо)ul+
*\а|с2е-"О + сзеТrl2rо7u2 .

Отже, при

(B.2s9)

91 :,'(ru hu1 1 rr) *1аu2,
92 : lпul(rur'* r5u2) * дзul -l17u2 +1пЧ, (в.290)

де lrbl + l^ul + 0, якщо D > 0, то оператор (3.2) з координатами (В.289)
породжуе максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.139)

(0о, 0l,, Qt: emtro|lnlu\Or, -l u2Oчr) * (*, _ 15)uLO,r],

Qz : emzro|1a(u|0,, + u2Oч,) * (-r- ru;rrrarr11,

що спiвпада€ з пунктом 18 таблицi 4.

Ь) якщо D - 0, то lП1 : ТП2 - Тп : + с л - KopeHi рiвняння
(B.2s6), тодi розв'язок системи (B.2s5) матиме наступний вигляд

Пiдставляючи (В.292) у (3.14) одержуемо

€0: do, €1 : dt, ц| : е-"оlа(с2rо* сз)u1,

ц2 : е-"оl(m - )u) ("r"о + 
"r) 

+ с2)uL + е-'оlц("r"о + са)u2.

Отже, при функцiях go, заданих формулами (в.290), якщо D - 0, то опе-

ратор (з.2) з координатами (в.293) породжуе максимальну алгебру iHBapi-
aHTHocTi системи (3.134), (3.139)

(0о, 0t, Qt: е-'о|lа(u7Oч, + u2ач,) * (-- r5)rrlE,,],

Qz : 
"-,о|rg(1+(ul'0ч,"+ 

uia,4 + Й- iu)rrц,) + u10,,,]), (В'294)

(в.291)

(в.293)
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що спiвпадае з пунктом 19 таблицi 4.

С) ЯКщО D < 0, то тfu7,2 : а * Pi, - KopeHi рiвняння (B.2S6), причому

* _ ,*' ,0 : Ьr/И Тодi розв'язок системи (В.285) матиме наступний

вигляд

а22 : aL _ 14ео'о[с2 cos 0*о + сз sin ý"о7,
а2! - еО"оlсz((* - rr; .о, ý*о - В sin ýrо)*
-lсз(0 cos Рrg* (, - Iu) sinB16)].

Iз (3.1а), врахувавши (В.295), одержуемо

€0 : do, €1 : dt, ц1 :14ео*о[с2 cos 0"о + сз sin 0*o1u1,

ц2 : eo'olcz((, - ru; .о, ý*о - р sin ýrо) + са(р cos Дrо*
*(, - ru) *ir, ýro)1u' *1аеО"О[с2 cos 0"о + сз sin 0rо)u2.

(в.295)

(в.296)

Отже, при функцiях go, заданих формулами (В.290), якщо D < 0, то опе-

ратор (3 2) з координатами (В.296) породжуе максимальну алгебру iHBapi-

aHTHocTi системи (3.1З4), (3.139)

(0о, 0t, Qt : е"'оllцсоs Prg(ulOu, + u2\u")+

+((о - Iu) cos Brg - В sin Рrg)ulOu,],

Qz: е""оllцsiпрrg(ul\ч, + u2Oч,)+

+((, - ,lu) siпРrб * Р cos Вrg)uLО,,]),

що сгriвпада€ з пунктом 20 таблицi 4.

2. }ь l 0, )о - 0, }ь - -)а. З рiвнянь (B.2Sa) випливае, що

с1 : 0, а22 : aL + сц,,

а1 + kA4a1 : 0, а21 + )з*21 - -)вс+,

(в.297)

(B.29s)

З останнъого рiвняння (В.298) очевиднi два розгалуження:
а) )з l 0; Ь) )з :0.

а) )з + 0. В цьому випадку одержуемо наступнi зображення функцiй
go

91 :,'(r.hu1 а Ir) , 92 - u2(1цlпu1 1)z) * )B?r1,

де rз - )з * )z,1, # \r,\n - -k),4, що еквiвалентно формулам (В.177).

Ь) ), : 0. В цьому випадку зображення функцiй g" матимуть вигляд
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g1 :,'(rnhu1 а )z) , 92 -,l.L2(raпru1 + Az) + )Bz1,

де rд - -k\ц, що еквiвалентно формула* (В.181).

3. }s :0. З рiвнянь (В.284) випливае, що

^4[2(^6 
- )з)сlrо * 2q* с4] _ 6,

^6[2(^6 
- Аз)сlrо - 2q,* са] - g,

а22- @1 +20в_ Аз)сlrg {с4l (в.299)
а1 - \ца2| +2()з*А7)с1,
d21 - k.\6a1 + ()u - )r)*rr - )6(2()с - )з)сlrg -2qа"п).

З перших двох рiвнянъ (в.299) отриму€мо розгалуження:
3.1. )+ l 0,}о l 0;3.2. \в #0,}д : 0; 3.3. )о : 0,)д lO;$.a.)o : )ц : 0.

3.1. А+ l0,\B l0. З рiвнянь (В.299) випливае, що

С1 : С4: 0, а22 : а|,
а1 - )за21, d2| - k)6a1 + ()с - 

^n)rrr.
Одержали частинний випадок системи (В.285), розв'язки якоi наведенi в

п.1.

3.2. )6 # 0,\ц - 0. Тодi з рiвнянь (В.299) випливае, що

сц: 2cц (}с - Аз)с1 - g,

(х22 _ al +2q,
а1 -\ца27 +2()з*А7)с1,
d21 - k)6o1 + ()u - 

^r)оr' 
- .\g(2(^o - )з)сlrб - 2qа с+).

Розв'язуючи рiвняння (в.301), одержуемо два розгалуження:

(в.301)

а) )о # \з; Ь) Au - .\з.

а) }о # \з.Тодi розв'язок рiвнянь (В.301) матиме наступний вигляд

с1 : 0, 01 - а22 : с2, 6'21 : сзе(}u-Аз)rО - kfficz. (в.302)

Iз (3.1а), врахувавши (В.302) та умову с1 : 0, одержу€мо наступнi
координати оператора (3.2)

€0 : do, {1 : dr, ц| : c21l7,

ц2 : (сзе(^u-)r)rо - Ъffi.z)u\ + c2u2

(в.300)

(в.303)
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Отже, при

97 :1зu1, 92 :,'(rulnu1 1}в) *17u,2,

де rз - )з * }z,1, # rr, ru - kAo, оператор (3.2) з координатами (В.303)

породжуе максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.139)

(0о, 0t, Qt: (^, - rr)(rr'й, + u2Oч,) _ 16ulOч,,

Qz : r(Ir-rr),o ulOч"),

що мiститься у пунктi 2L таблицi 4 при )ь : 0.

Ь) Au - ,\з. В цьому випадку, розв'язавши рiвняння (В.301), отриму€мо

а1 - 2(}з+)7)сlrз *сzэ u22 - 2()з+.\7)сlrз *с2*2q,
(I2L : k^6(^з * )7)clrfr + k)6"rrg * сз.

(в.306)

Iз (3.14), врахувавши (В.306), одержуемо наступнi координати оператора

(3.2)

€o:2clrg*do, (': иrt*dt, ц1 : [2(), *\7)сlrоlс2]u1,
ц2 : [k^6(^з f )7)clrf; + k\6с2rо -| сз]z1* (В.307)

+[2(^з * A7)clro * cz * 2сlfu2.

Отже, при

91 :rзr1 ,, 92 : lr\ (rбь, u1 +)в) + \зu2,,

де rз - .\з * )z,ru : k,\6,rб + 0,, оператор (3.2) з координатами (В.307)

породжу€ максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (3.134), (3.139)

(0о, 0l,, D - 2rg}g * 1101* 2lgrgQ, - rurr"lQ, + 2u2Oч,,

Ql. : u7Ou, * u2Oч, *\6rgu|Ou", Qz : ulOчr).
(в.309)

що вiдповiдае пункту 30 таблицi 4 при )s :0.
3.3. )+ l 0, )о - 0. Тодi зображення функцiй 9О матимуть вигляд

g1 : rзr' * ),4u2, 92 : Абu1 * ),7u2 * \n#,
що рiвносилъно форм5rлам (В.108).

Ь) ,\, - 0. В цьому випадку отримуемо наступнi зображення функцiй
go

(в.304)

(в.305)

(в.308)



204

97 : )7u1 * \цu2 , 92 :,\зu1 * ),7u2 * \пЧ ,

що еквiвалентно формулам (В.111).

3.4. 
^6 

-- ,\5 - .\д : 0. В цьому випадку зображення функцitт g" мають

вигляд (В.220) та (В.224), при якому максимальну алгебру iHBapiaHTHocTi

системи (3.134), (3.139) встановлено в роздiлi G доведення теореми.

Теорему 3.9 доведено.
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Щодаток С

Щоведення теореми 3.11

Щоведення. З теореми 3.10 випливае, що система (3.148) допуска€ розши-
реннЯ основноi алгебри iHBapiaHTHocTi, якщо функцii g1,,92 мають вигляд
(3.29), (3.30), (3.129), (3.150). Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо.

Випадок А. Нехай, функцiт 9t,92 задаються формулами (3.29). В цьому
випадку система (3.148) набувае вигляду

(::).:- 
Г( ,ii*; ) (::) ,] 

- (,;#)r,) +^,,",,] ), (с1)

деАзl0.
В результатi пiдстановки 9L,, 92 iз (3.29) разом з -f : } ,u вiдповiдними

координатами (3.15) оператора (3.2) у систему (3.ь) одержу€ться система

.'u'ф'- (о' - 2А)рr _ (*Ё - )1а}l)u1,
,Lф2 -l2Ap2 _ -2)'o,|r* *З'_ \за22, (с 2)

.\3А - 0.

Спочатку визначимо основну

цього вважа€мо функцi'il р|, р2
(С.2) виплива€

о1:0, д:0, в:0, С

Iз (С.3) одержу€мо

: 0, ,х22 : с4еХзrо

алгебру iHBapiaHTHocTi системи (С.1). Дrо
у системi (С.2) довiльними. Тодi iз системи

(с 3)

(с.4)A_ct, В:с2э С:0,, *22_ сае\""О,,
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д€ ctl с2lсз - сталi iнтегрування. Iз формул (3.15), (С.3) ста€ очевидно,

що основною алгеброю iHBapiaHTHocTi системи (С.1) е алгебра з пункту 1

таблицi 1.

Щослiдимо тепер, при яких значеннях функцiilr 9О вiдбуваеться розши-

рення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi системи (С.1).

Продиференцiювавши друге рiвняння системи (С.2) по змiннitт 11, одер-

ЖУ€МО рiвняння о+ф2 - 0 , з якого випливають два розгалуження: 1.

ф' + 0,2. ф2 :0.
1. Якщо ф' + 0, то система

вже проаналiзованi в роздiлi А
2. ф'- 0. Тодi, враховуючи

d22 - \за22,

.'(u'ф'-rр1)-а3u1.

(С.2) набувае вигляду (А.1), розв'язки якоi

доведення теореми 7.

зауваження 2, iз системи (С.2) виплива€

(с.5)

(с.6)

Iз (С.6) випливае, що найбiльш широкий клас функцiй рО, якi задоволъ-

няЮть рiвняння (С 2), i при яких можливе розширення основноi алгебри

iHBapiaHTHocTi системи (С 1)) мае вигляд

р1 :,r'()u lnu1 * )z), р2 : \ц. (с 7)

Пiдставляючи (С.7) у (С.6)) враховуючи

Д:0,, Ё:)ьв, с:\ьс,
формули (З.15), маемо

де cr , с2, сз - сталi iнтегрування. Розв'язок

значення сталоТ )5.

(C.s)

рiвнянь (C.S) залежить вiд

Розв'язавши (С.5), (С.8) при )5 f 0, одержу€мо

А - cr, В : c2g^bro* сз, С _ c4e\u*o, о22 - с5е^ЗrО

Iз формул (3.15), (С.9) приходимо до алгебри

(0о, 0l, 9 - e\u"o(O, - fr)5rl.r'O,rr),
Qt : e\"'o,u,LOur, Qz : е\r"оu2Our).

Отже, при

(с 9)

(с.10)

gl :,r'()u ln u1 1 )z), 92 :,r'(), |пu21 )+) (с.11)
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максимальною алгеброю iHBapiaHTHocTi системи (С 1) е алгебра (С.10), що

при )6 _ 0 вiдповiдае пункту 8 таблицi 5.

Розв'язавши (С.5), (С.8) при )5 _ 0, одержуемо

д: сt, В : C2шg{ сз, Q : с4э а22 : с5е^зrо. (с.12)

Iз формул (3.15), (С.12) lrриходимо до алгебри

(0о, 0l, G : ro}t_ *"ru'Our,
Q t : uL 0u, , Qz - 

"),зrо 
u2 \ur) .

Отже, при

(с.13)

g| : \тu1,, 92 :,r'(}* |пu21 )+) (с.14)

максимальною алгеброю iHBapiaHTHocTi системи (С.1) е алгебра (С.13), що

при Аб - 0 вiдповiдае пункту 2 таблицi 5.

Випадок В. Нехай, функцii 91,92 задаються формулами (3.30). В цьому
випадку система (3.148) набувае вигляду

(::),:-[( ,!а;) Q:) ,] 
- 

ft:1:,ц,),, ) (с15)

Пiдставивши 91 , 92 iз (3.30) разом з f : } ,u вiдповiдними координа-

тами (3.15) оператора (3.2) у систему (3.5), одержу€мо систему

(u2)-|аlu'ф' + (*о" - а1 + 2А)р11- (rЬ + \А)uL,
(u2)-|аlu' ф' + (-*" + 2А)(р21 - d22 + А.

(с.16)

Спочатку визначимо основну алгебру iHBapiaHTHocTi системи (С.15). Дrr"

цього вважа€мо функцili р1, р2 у crcTeMi (С.16) довiлъними. Тодi iз системи

(С.16) випливае

а1 :0, 1:0, Ё:0, С:0,,
mа22 + 2Д - 0, сх22 : 0.

Iз (С.17) одержу€мо

A-clro*cz, В:сз, С:0, о22:-2сц,

(с.17)

С1 - TTLC4 (C.lS)
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Де сr,С2lСз - сталi iнтегрування. Iз формул (3.15), (с.3) стае очевидно,

що основною алгеброю iHBapiaHTHocTi системи (с.1) е алгебра з пункту 2

таблицi 1.

щослiдимо тепер, шри якому виглядi функцiй р" вiдбуваеться розши-
рення основноi алгебри iHBapiaHTHocTi системи (С.15).

Продиференцiювавши друГе рiвнянНя систеМ, (С.16) пО змiннiЙ f;1, ОЩеР-

жу€мо рiвняння *+ф2: 0, з якого випливають два розгалуження:
L.ф2+о,2.ф2:0.

1. Якщо ф' + 0, то система (с.16) набувае вигляду (А.14), розв'язки
якоi вже проаналiзованi в роздiлi В доведення теореми (3.9).

2. ф'- 0. Тодi зрозумiло, що р2 : )д, в залежностi вiд значення сталоi
rrь Г'ри розв'язаннi системи (С.16) одержуемо два розгалуження :

2.L.m+0.2.2.m-0.
2.L. m l 0. Розщепивши систему (с.16) ло (u2)-, отримуемо рiвняння

"u'ф' 
* (mа22 - 01 + 2Д)рt - g,

,Ё + }А _ О, \а(mа22 + 2,4) _ g, а22 +д:0.
Iз (С.19) виплива€, що найбiльш широкий клас функцiй ср1, якi задоволь-
няють рiвняння (с.19), i при яких можливе розширення ядра симетрii сис-
теми (С.15) мае вигляд

g1 : )u(r-r')",

Де }ь, п - довiлънi сталi. Пiдставляючи (с.20) у (С.19), маемо

Аs[(" - 1)о' * mа22 + 2Д] _ g, \а(mа22 + 2Д) - g,

оЁ+lА_ о, а22+А:0.
Проаналiзувавши рiвняння (с.21), отримуемо розгалуженЕя:
а) l+ l0,)s l0; Ь) \ц# 0,)5 - g.

с) )+:0,)ь l 0; d) )ц: )s _ 0.

а) Аа l 0, )ь l 0; Iз (С.21) виплива€

(п - 1)о1 - 0, (rrь - 2)1 - 0,

*fr+}zi:O, mа22*2Д:0.

(с.20)

(с.21)

(с.19)

(с.22)
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При n { | система (С.22) набувае вигляду (С.17), i вiдповiдно приходимо

до алгебри з пункту 2 таблицi 1. Тому надалi будемо вважати, що ??. - 1.

При цьому з другого рiвняння (С.22) очевиднi розгалуження:
а1) n : L,п1 l 2; а2) п : L,m - 2.

а1) n : LlTп f 2.Розв'язавши (С.22), та врахувавши (3.15), одержуемо

А : TLctrg l с2, В - сзrо * сц, С : с5, о22 - -2q.

Iз формул (3.15), (С.23) приходимо до алгебри

(0о, 0l, D - m(2rgOq+f;la1) * 2tPOur,,

G:rоOr - *rru7Our, Q _ ullur).

Отже, ста€ зрозумiло, що при

g| : ),5ul(u2)^, 92 : \n(u')**',

(с.23)

(с.24)

(с.25)

де )ц, \ь # 0,* l 2, максималъна алгебра iHBapiaHTHocTi (С.24) системи

(С.1) мiститься в IIyHKTi 4 таблицi 5.

а2) п - |,rп - 2. Розв'язавши (С.22), та врахувавши (3.15), одержуемо

А - cfiТ l czro* сз, В - сцr,оt сь,

С : )r (2clrg 1 
"r) 

* со, (х22 : -(2clrg 1 
"r).

Iз формул (3.15), (С.26) приходимо до алгебри

(0о, 0t, D - 2rg}g* 1101 - |uLOu, - u2Ou",

G _ rоOr - *"rulOur, Q -LLLOur,
fI - 2rЗOо * 2rort}l - (1[r| + *g)ulOu, - 2rgu2Ou,).

Отже, стае зрозумiло, що при

g1 :.\5ul(u2)2,, 92 : }n(r')',

де )а, )5 + 0, максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi (С.27)

мiститься в пунктi 5 таблицi 5.

Ь) )n l 0, }ь - 0. Iз (С.21) випливае

, 1.: ..

аЁ+-rА_ о, (m-2)1 -0, **22*2Д:0.

(с.26)

(с.27)

(C.2s)

системи (С.1)

(с.29)
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З другого рiвняння (С.29) очевиднi розгалуження: Ь1) zn l2;b2) rп - 2.

Ь1) zn f 2. Розв'язавши (с.29), та врахувавши (3.15), одержу€мо

А - TLct{tol cz, В : сзто* с4э С : с5, r22 _ _2ct (с.з0)

Iз формул (3.15), (С.30) приходимо до алгебри

(0о, 0t, D - m(2rg1g + rpi - 2u2Ou,,
(с.31)G - rоОr_ **ru|Ou,,, Q -u\ОчL).

Отже, ста€ зрозумiло, що при

g| :0, 92 : \n(u')**',

де )ь + 0,,rп l 0,2, максимальна алгебра

(С.1) мiститься в пунктi 4 таблицi 5.

Ъ2)m_2.
Розв'язавши (С.22), та врахувавши (3.15), одержу€мо

д: ср3*с2rg*сзl В: сцr,о*сь,

С : )t (2cpg а 
"r) 

* col а22 - -(2clrg ', "r).
Iз формул (3.15), (C.2S) приходимо до алгебри

(0о, 0l, D - 2rоOо * 1101 - |ul\u, - u,20ur,

G -rоOr - #rru7Оur, Q _LLLOur,

IT - 2r3Oо * 2rgr10, - (+"| + *g)u' 0u, - 2rguzOч,).

(с.33)

(с.34)

Отже, стае зрозумiло, що при

91 : 0, 92 : }.(r')',

де )+ f 0, максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi (С.34)
мiститься в пунктi 5 таблицi 5.

с) )а _ 0, )s l 0. Iз (С.21) виплива€

_,l
,Ё+ -rО_О,

о22 - "т - Д, (n- 1)а' + (Z - -)А*mс7 _Q.

(с.32)

iHBapiaHTHocTi (С.31) системи

(с.35)

системи (С.15)

(с.36)

(с.37)
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Розв'язавши (С.37), та врахувавши (3.15), одержуемо

д - cfi\ * c2rg* сз, В - сцfrl* сь,

С : }l (2c7rg * 
"z 

+ 2св), а22 - с7 - (2сlr0 + с2),

01 - -rt|"r"1* с4r1* )r (2clrg -l cz + 2"о)].

Пiдставивши (C.3S) у (С.37), отриму€мо

(п- 1)с1- (m-2)q_(п- 1)ca-g,
тпс7 - (m - 2)", + (n - 1)с6.

(C.3s)

(с.39)

З рiвнянь (С.39) очевиднi розгалуЖення: с1) n l L; с2) п : |,,m # 2;

с3) п - L,,m-2.
с1) n l t.Iз (С.39) отримуемо

с1 : с4: 0, тпс7 : (m - 2)", + (r - 1)Cu.

Iз (C.3S), (С.40) та врахувавши (3.15), приходимо до алгебри

(0о, 0t, D-m(2rg}g*1101 -|u!аrr1 -2u2Ou,,
Q : mu\Ou, - (п - |)u2\u,).

Отже, стае зрозумiло, що при

g| : Au(rr')-(u')n, 92 : 0,

(с.40)

(с.41)

(с.42)

Де )ь # 0,n f 1, максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi (С.41) системи (С.15)
мiститъся в пунктi 4 таблицi 3.

с2) п _ Т,тп l2.Iз (С.39) отримуемо

С1 : 0, 
", 

: Ц"r.
п,L

Iз (C.3S), (С.43) та врахувавши (3.15), приходимо до алгебри

(0о, 0l, D - 2rgOg * 1101 - |u|Ou, - fu2Ou",
G:rоOr_ **r,ulO6,,, Q -ullur)

Отже, ста€ зрозумiло, що при

g1 : \5(u2)*u|, 92 :0,

(с.43)

(с.44)

(с.45)
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Де }ь # 0,m # 0,m f 2, максималъна алгебра iHBapiaHTHocTi (С.44) систе-
ми (С.15) мiститься в пунктi 4 таблицi 5.

с3) n : L,m - 2. Iз (С.39) отриму€мо

С7-0.

Iз (С.38), (С.46) та врахувавши (3.15), приходимо до алгебри

(Ео, 0t,, D - 2rоOо * 1101 - (ulOu, + u2Оur),

G - rоOr - #rrulOu,,, Q _u,LOd,,

fI - 2r3Oо l2rgr10, - (#"| + 
"g)u|Ou, - 2rgu2\u,).

Отже, стае зрозумiло, що при

g| : ),5(u2)2u1,, 92 : 0,

де Аь f 0, максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi (С.47)
мiститься в пунктi 5 таблицi 5.

d) )*: )ь _ 0.

Розв'язавши (С.21), та врахувавши (3.15), одержуемо

А : иrЗ * c2rg* сз, В - сцто* сь,

С : \t(2cpg -r cz) * со, Q,22 - с7 - (2clr0 + с2).

Iз формул (3.15), (С.49) приходимо до алгебри

(0о, 0t, D - 2rg1g l yl01 - (uLOu, + u2Our),

G - ro0, - *", uLOur, Qt : u,l\ur, Qz - 1.L2Oчr,

П - 2rЗOо * 2rgrlOr - (2[r| + 
"g)uLOu, - 2rgu2\u").

Отже, стае зрозумiло, що при

91 : 0, 92 :0,

максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi (с.50) системи (с.15) мiститься

(с.49)

(с.50)

(с.51)

(с.46)

(с.47)

(с.48)

системи (С.15)



ЗаУважеНня С.1. У форлtулаr (С.5/r), (С.55) наrcлаOаелlо облtеэrcення

\ь l 0 з меmо?о уlluклuуrпu tr переmuну.

2.2.L. Пiдставляючи (С.54) у (С.52), маемо

)5(na1 + 2А)(,r')" - CIfr + *А - 2),7Д,,

Q,22 _ -А+2Л4А* ст.
(с.56)

Проаналiзувавши рiвняння (С.56), отриму€мо розгалуження: а) п # 0;

b)n_0.
а) ,l0. Iз (С.5б) виплива€

)5(no1 + 2,4) - g, .Ё : -*А*2),тД,,
а22 - -А + 2л4А 1- ст.

Враховуючи вигляд 01 у формулах (3.15), з рiвнянь (С.57) виплива€:

А - ctfro * сzэ В : сз, пС _ 4)4q,
а22 : 2).c,rg * Сцl .\7с1 - 0, 

(С'58)

Де сц - 2),цсz - ct * ст.З формул (C.5S) випливае, що розширення основноi

алгебри iHBapiaHTHocTi системи (С.15) можливе лише при ,\7 : 0. В такому
випадку формули (3.i5), (С.58) приводять до алгебри

(0о, 0l,, D -п(2rоOо* r1,0t]_2),arguz\rr) -2ulOur,
Q - u2Ou,).

213

Iз (С.52) виплива€, що найбiльш широкий клас функцiй р7,, якi задоволь-

няЮть рiвняння (С.52), i при яких можливе розширення основноi алгебри

iHBapiaHTHocTi системи (С.15), е розв'язком структурного рiвняння

krulф! - (k, + kz)p' : kзш|, (с.53)

де kl, kz,kз - довiльнi сталi, причому

*1 - klф(rg,r1), -2А - kzф("о,rl),, ,а + 'u;i _ kgф(rg,11).

Розв'язУючи (С.53), в залежностi вiд значення сталих k1,,kz,kз ОДержуе-

мо наступний вигляд функцii ср1

р| :,r'(lu(rr')" -. )z),

pL : rr'(}u ln ul 1 )z).

(с.54)

(с.55)

(с.57)

(с.59)
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Отже, стае зрозумiло, що з точнiстю до перетворень 3.128 функцiТ

gl :}b(tr1)"+t, 92 : \цu2,

де )ь + 0,п + 0, та максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi

(С.15), (С.60) мiстятъся в пунктi 5 таблицi 3.

Ь) " 
_ 0. Iз (С.56) випливае

(с.60)

(С.59) системи

(с.61).Ё : -+А+ 2r5 (nr' + 2,4) - g, Q,22 - - А+2^4Д* ст,

де )ь - .\5 * )z.
Враховуючи вигляд а1 у формулах (3.15), з рiвнянь (С.61) випливае:

А - сfiЗ l c2rg* сз, В - с4т0* cbl

с _ -2\rУzlч.ч - *дl* со,

а22 : D,a(cpf; * c2rg+ 
"r) - 2clrg - cz * ст.

Формули (С.62), (3.15) шриводять до алгебри

(0о, 0t,, G : ro}t - **ru'Our, Ql, : ul\ur, Qz : ,l.L2Our,

D - 2rg1g * 1101* (2.\5rg - b)u'a,, * (2\цrg - L)u2Ou,,

П - 2rЗOо * 2rgrl}r + (2r5rЗ - *-i - rg)u|Oч,1

(с.65)

(С.65) отриму€мо

(с.66)

(с.62)

(с.63)

+(D4r| - 2rg)u2Ou,).

Отже, ста€ зрозумiло, що при

g1 : rbr1, 92 : \цu2 (С.64)

максимальна алгебра iHBapiaHTHocTi (с.63) системи (с.15) вiдповiдае пун-
кту б таблицi 5.

2.2.2. Пiдставляючи (с.55) у (C.sz), пiсля розщеплення по lntz1 маемо

^u(r' 
- zД) - g, (}u - 

^r)r' 
* 2\7Д _ 0,

аб + |А _ о, d22 - -А + 2л4А.

Оскiльки згiдно зауваження (С.1) \ь # 0, то з рiвнянъ

а1 -А:0, а22:с7.

Враховуючи формули (3.15), з рiвнянь (С.6б) стае зрозумiло, що при

gL : ,.r'(}u In ul 1 lz), 92 : \цu2, (с.67)
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Де )ь f 0, розширення ядра симетрii системи (с.15) не вiдбуваеться.
Випадок С. Нехай, функцii g|,92 задаються формулами (3.129). В цьому

випадку система (С.15) набувас вигляду

(::),: -[( ,|i*;) (::)J - Q:i;:i:] iII;i] )
(C.6s)

(с.72)

де с,, : ffi , lАзl + l^цl #0 - довiльнi сталi.

В результатi пiдстановки g|,, 92 iз (3.129) разо, = "f - + та вiдповiдними
координатами (3.15) оператора (3.2) у системУ Sз - 0, пiсля розщеплення
по Iпъо1, одержу€ться система

д:0,
(azz - kаI)афl - afr - iза1,
(azz - kаl)uф2 - а22 - \цсх1

(с.69)

Спочатку визначимо ядро симетрiй системи (С.68). Дrо цього вважаемо

функцiii Pl,P2 у системi (с.69) довiльними. Тодi iз системи (С.69) випли-
вае

.ri _ 0 а22 - ka1 :0, cfr - )зо1 :0, d22 -)ао1 :0. (с.70)

Якщо врахувати формУли (3.15), то проаналiзувавши рiвняннЯ (с.70), оДеР-
жиморозгалуження:1) )n #k\з, 2),\а-дtrr, k+0,, 3)^4-&:0.

1) An # k\з.В цьому випадку, розв'язавши рiвняння (с.70), отримуемо

A:ct, В:с2э С:0, а1 :0, а22-0. (с.71)

Iз (С.71) очевидно, Що в цьому випадку ядро системи (с.68) спiвпадае з
основною групою симетрiй (3 S).

2),\а - k^з,k # 0. В цьому випадку, розв'язавши рiвняння (С.70),
отриму€мо

A:ct, B:Czl С-grg\ЗrО,
01 : -ft"r"^r"o, а22 : -ft"r"^""o.

Фомули (3.15), (с.72) приводять до наступного ядра симетрiт системи (с.68)

( Ео, Ot,, Q - "\r"О(ulОu, 
+ ku2Ou") > (с.73)
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при довiлъних функцiях ро : p"(u2) та k l0. Алгебра (с.73) вiдповiдае
алгебрi пункту 2 таблицi 3.

3) ). : k:0. Тодi \з # 0. Iз (С.70) одержуемо

A:cl, В-с2gе\'о*сз, С-с4е\rrо, (С.74)

Де сr,С2,,Сз'С4 - сталi iнтегрування. Формули (3.15) , (с.74) приводятъ до
алгебри

(Ео, 0t,, S_ е\"О(Or- 
ift"ru'L,,1, Q_е\r,оч7Oч,s (с.75)

при довiльниХ функцiяХ ро : p"(ur) та k - \а: 0, \з # 0. Одержана
алгебра (с.75) вiдповiдае алгебрi пункту 7 таблицi 5.

fослiдимо тепер, при яких значеннях функцiй р" вiдбуваетъся розши-
рення ядра симетрii системи (C.6S).

найбiльш штирокий клас функцiй ро, якiзадовольняють систему
i при яких можливе розширення ядра симетрiТ системи (с.68), мае

р\ :)6ln u l )т, р2 :)зlпс^d * )g,

або, враховуючи вигляд (r,

pl : )6ln u2 - kАбlпu1 + )z, р2 :fuln u2 _&дбlпu1 + ig,
причому )z, )s - довiльнi сталi. Вiдповiдно функцii go матимуть

g1 :,rr(Ао lпu2 - k\Blnul 1)z),
92 :,r()* lпu2 - k}B 1пu1 1 )э).

Пiдставивши (С.77) у (С.69), одержимо

afr - }too1 - ),6а22 :0, оа' - \во22 - )11ai : 0,

де

(с.79)

)ro:(Ar-k)o),

Якщо врахуват" (3.15), то

)tr:()n-k)B). (C.s0)

(с.69),

вигляд

(с.76)

(с.77)

вигляд

(C.7s)

(Ь*r+ С) - Аlg(Ёr1
d22_)Ba22+fr(Brr

(С.79) перепишеться наступним чином

+ С) * 2)1)6а'' - 0,

*с) _g. (с.81)



217

Розщепивши рiвняння системи (C.s1) по змiннift r1,, одержимо

,\11В : 0, Ё - )1gB _ 0, d22 -)ва22 _ -*С,
i - АrоС _ -2)r) ва22.

З першого рiвняння (С.82) випливаЮть два розгалуження:
I. }ir l 0; ТТ. }tt : 0.

(с.82)

I. Arr + 0. В такому випадку з першого рiвняння (с.82) очевидно,
що В _ 0. Тодi зрозумiло, що а1 _ _'rtC. Тому визначальнi рiвнян-
ня (С.82) набувають вигляду (А.62), розв'язок яких зада€тъся в роздiлi С
ДоВеДенНя теоремп3.7 формулами (А.65), (A.6s), (А.71), (А.74), а вiдповiд-
Hi максималънi алгебри iHBapiaHTHocTi наведенi у пунктах 6,7,8,9 таблицi
3.

II. )11 _ 0.Тодi рiвняння (C.S2) набуваютъ вигляду

Ё - .\16В - 0, d22 -.\за22 : 0, ё - хrос - -2)r) ва22.

Загальним розв'язком другого рiвняння (с.83) е функцiя

а22 : c4g^Bro.

(C.s3)

(C.s4)

Враховуючи (С.84), перше i трете рiвняння (C.s3) перепишемо у виглядi

В -.\16В : 0, с - ),юс _ -2)r) бс4g^вrо (с.85)

В залежностi вiд значенъ .\19,.\6 СИСТема (С.85) може мати наступнi
розв'язки.

ш.1. Якщо )to : }в : 0, то розв'язок (C.S5) задаеться

В _ Сz.rо*сз, С - -2\1)6саug*сs.

У цьому випадку функцii go мають вигляд

g| :,r'()с lпu2 1 )z) , 92 : \gu2 .

Координати оператора (3.2) набувають значень

(с.86)

(C.s7)

€0 :2"t, €' : czno * сз,
цl : ft("rr, - 2)1\6сцшо * сц)u|,

фор*уrru*

ц2: сцu2.
(C.ss)
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Неважко переконатися, Iцо оператор (3.2) з координатами (C.8s) породжуе
алгебру iHBapiaHTHocTi системи (C.6s), яка мiститься в пунктi з таблицi 5.

II.2. Якщо }ro l 0, )в + 0,, то розв'язком першого рiвняння системи
(С.83) буд. функцiя

В-сzе\'о'о+"з.
(с.89)

При розв'зуваннi др5rгого рiвняння (с.50) залежно вiд значенъ )з вини-
каютъ два розгалудження.

IL2,1, ЯкщО \в # )1g, То С : Сsе\l0u0 + ffi.a.^8'o. В цьому випадку
функцii go матимуть вигляд

g| :,'()rо ln 
',1 

* Ао |пu2 а ,\z) , 92 : rr'(}в lпu2 а )э).

Координати оператора (3.2) набувають значень

€0 :2q,, €' : с2g^,оrо * сз,
Ц1 : #[.^'o'o(c2Algr1 1.u) + ffi" пе^вrоfu\,

Ц2 : с4е^srоu,2.

ОПеРаТОР (3,2) З КООРДИнатами (С.91) породжу€ алгебру iHBapiaHTHocTi сис_
теми (C.6s), (с.90), яка мiститься в пyHKTi 8 таблицi 5.

II.2.2. ЯКЩО )в: )1g, то С - (cb_2\),6c+r6)g^roro.
В цьому випадку функцii go матимутъ вигляд

91 :,'()ro ln u 1 * )о lпu2 a )z) , 92 : r'()ro lпu21 Аэ).

Координати оператора (3.2) набуваютъ вигляду

€0 :2q, {' : с2е^,оrо * сз,

Ц1 : frr^'o"o (с2\шr1* сь - 2)q\6caro)r1, ц2 : с4е^юrо,ч,2.

(с.90)

(с.91)

(с.92)

(с.93)

Неважко переконатися, що алгебра iHBapiaHTHocTi
породжена оператором (3 2) з координатами (с.93)
кту 9 таблицi 5.

II.3. Якщо )в : 0, Дrо l

системи (C.6S), (С.92),

вiдповiдае алгебрi пун-

0, то розв'язком системи (С.83) будутъ функцiТ

В -сzе\'О"О*сз, C:cbe\tofo _ Ч#rп"о. (с.94)



В цъому випадку функцii go матимутъ вигляд

91 :,'()rоlпu1 * )о lлu2 а дz) , 92 : )gu2.

Координати оператора (3.2) набуваютъ значенъ

€0 : 2q, €' : с2е^юrо * сз,
ц1 : fr[.^'o'o(c2)1gz1 1 

"u) - З*"п]rr,, ц2 : с4u2.

Побудуемо алгебру iHBapiaHTHocTi, ,,ороджену оператором (3.2) з
координатами (С.96)

0о, 0t, M-e\ro'orl,
Qz: )o/r - }to/z, З - е\'о"о(Е, - *rrrr).

(с.96)

(с.97)

Очевидно, Що алгебра iHBapiaHTHocTi (с.97) системи (с.68), (с.95) вiдпо-
вiдае пункту 8 таблицi 5 при )в :0.

IL4, ЯкщО )в # 0, Ato - 0, тО розв'язКом системи (С.83) будуть функцii

В - cz,o* сз, С - _ff"..^.^.

В цьому випадку функцii go матимуть вигляд

g| :,'(}u lпu21 )z) , 92 - u2()в lпu21 )э).

Координати оператора (3 2) набувають значень

€0 : 2"t, €' : czrr * сз,
Цl : ftl"rrr* сь - ф.п.^, "o7u', ц2 - с4е^8rо,u,2.

Алгебра iHBapiaHTHocTi системи (c.6s), (с.99), породжена оператором (3.2)
з координатами (с.100), вiдповiда€ пункту 2 таблицi 5.

D, НехаЙ, функцii gL, 92 задаються формулами (3.150). В цьому випадку
система (3.148) набувае вигляду
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(с.95)

(C.9s)

(с.99)

(с.100)

(::),:-[(,i,o i)(;]),]
Де С,' - &, m l а, k,)з, )+ - довiльнi

- ( ;li["',]i:,i[:] i il ), 
(с 101)

сталi.
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Пiдставивши форМУЛИ (3.150), (3.15) Та "f _ } У системУ Sз -_ 0,
одержимо

(u')-l@'2 - kаl)uф' + (2А + -оr)рr1 - ЬА - zхrд* а,1

(rr')-[(*zz _ k.|)rф'+ (2А+^оr)рri _ A_zxnA+ аr!.' (с.102)

Спочатку визначимо основну алгебру iHBaPiaHTHocTi системи (с.101). Дrо
цього вважаемо функцii PL,p2 у системi (С.102) довiлъними. Тодi з системи
(С.102) виплива€

а22 - ka\ : 0,, л*' + 2А - 0,

aЁ + *А - 2\gД: 0, А - zхпд+ а22 - 0.
(с.103)

Якщо врахувати формул, (3.15), то з рiвнянь системи (с.103) випливае

kА_*А-,Д: 0, kb _-в _Ё:0,
(g - L)A+ 2()4 - k)з)/ - g, mс - 4)1Д,
а22 : -ftc, ё : 2\t(+Д -2)з,4).

Проаналiзувавши першi три рiвняння (с.104), отримУемо наступнi
розгалуження: |) - l0, i)зl+ l^nl +0,2) ml0,)д: }з:0,
3)k#O,rп:0,4) k_m:а.

Розв'язавши рiвняння (С.104) при 1) m l0, l)зl + l^+l

1Щ: c2l В : сз, С - al : а22 - 0.

Iз (3,15), (с.105) очевидно, Що в цьому випадку основна алгебра iHBapiaHT-
HocTi (с.101) спiвпада€ з основною групою iHBapiaHTHocTi (3.s).

Розв'язавши рiвняння (с.104) у випадку 2),,3), отримуемо

А : rПсtrо * cz, В : Сз, С : 4)rclrg,
al : -2ct, Q22 - -2kq.

( 0о, 0t, D - m(2rg1g + rla1) - 2(u|0,, + ku2Oчr) ) (с.107)

при довiльних функцiях ро: p"(a)l Д€ Crl - &. Алгебра (с.107) вiдповi-
да€ алгебрi пункту 3 таблицi 3.

(с.104)

f 0, отриму€мо

(с.105)

(с.106)
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4) k - п7 - 0. Розв'язавши рiвняння (С.104), одержу€мо

A-ct, В- сзrO*С4l С--2\rcь, а7:с5, а22:0, (C.l0s)

де сrlс2эсзlс4,,с5 - сталi iнтегрування. Формули (3.15), (С.108) приводять
до алгебри

(0о, 0l, G 1

- rоОl - ft"r"'1ur, Q - ul\u, >

при довiльних функцiях gо : p"(u2). Одержана алгебра (с.109) вiдповiдае
алгебрi пункту 1 таблицi 5.

fiослiдимо тепер симетрiю системи (с.101), ПРи конкретних значеннях
функцiй срО. Проаналiзувавши структуру рiвнянъ (с.102) вiдносно змiнноi
cd аналоГi,tно дО того, як це булО зробленО при доведеннi теореми 5, стае
зрозумiЛо, ЩО найбiльШ широкий клас функцiй tрО, якi задовольняють piB-
няння (с.102) i при яких можливе ocHoBHoi алгебри iHBapiaHTHocTi системи
(С.101), мае вигляд

pl : }ь(r)" * )z, р2 : )u(r)" * )в,

або

р1 : )5 1п а * \z,, р2 : )6ln сл,., * )в,

де l}bl + l^ul # 0, п,\7,,)з - довiлънi сталi.

(с.110)

I. Пiдставляючи функцii срО, заданi формl.лами (С.110) у рiвняння
(С.102), маемо:

(rr')-[lu((m - kп)а| * па22 * 2Д)w" * \7(mа' + za;1 _

- +А - 2\л* *6,
(rr')-[ru(@ - kп)аI * па22 * 2А)w" * )з(rruо' 

1 'О)] -- А-2),цА+d22.
В даному випадку функцii go матимутъ вигляд

gl :,r'[)u("')Б("r)" * )7(tu1)- + )r],

92 : u2[,lu(ul)Й(ur)" * )з(u1)- 1.\aJ )

деЪ_тп-kп.

(с.112)

(с.109)

(с.111)

(с.113)
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Проаналiзувавши рiвняння системи (с.112), та враховуючи при цъому
ВИГЛЯД, ЯКОГО НабУВаЮТЬ фОРМУЛи (С.113), залежно вiд значення сталих
п,Ъ,k отриму€мо розгалуження: |.n # о,,i + 0,2. п l0l,Ъ - 0.
3. п - 0,k - m l 0. 4. п: 0, k _ 0. Розглянемо кожен з випадкiв окремо.

L, n # о,Ъ + 0. Розщепивши рiвняння системи (с.112) по змiнним ч),)

Z1, ВРЗ,Ховуючи при цьому вигляд о1 iз формул (3.15), та обмеження
l^ul + l^ol l 0, одержимо

А-В:0,, с:ТQл+п*rr),
)чп(2kД * rпа22) (u')* _ па22 + 2Ъ*д,
\gп(2kД * mа22)(ur)- - -Ъ(аr2 _ zхпД1.

Розв'язуючи рiвняння (с.114), приходимо до висновку, Що розширення
основноi алгебри iHBapiaHTHocTi системи (с.101) можливе лише при yMoBi
)+ : _-E^r,)z : )в : 0. При цьому знаходимо, що

А-сtIо*сzэ В:сз,
С - +(п(2\асlrо * са) * 2с1), а22 _ 2\цслrо * с4, (С,115)

Де сr,С2,Сз,С4- довiльнi сталi. З формул (3.15), (с.115) приходимо до ал-
гебри пункту 4 таблицi 3.

2. n # 0,; _ 0. АналiзуЮчи розв'язки рiвнянu (С.112), приходимо до
висновку, що розширення ядра симетрiТ системи (с.101) можливе лише при
умовах )д : )z: )в :0 або m: )+ :0, накладання яких на формули
(с,113) приводить до одержання функцiй 9О, еквiвалентних наступним

91 :,r'[)ь (u')" 1АзJ , 92 : )6(u2;"+r (с.116)

Розв'язУючи рiвняння (с.112), зокреМа прИ умовах ,\а _ А7 _ ,\з : 0,
отримуемо

(п- 2)с1 _ g,

А: qrЗ * c2rg * сз, В - сцхjо* сь,

С : Аt[-4)з(сlr2g + c2rg) * 2clrg* со],
(x22--2f;(2clro*c2).

(с.117)

(с.114)

(C.l1s)
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З рiвняння (С.117) очевиднi два розгалуження: а) п + 2,Ъ) п - 2.

а) n # 2. В цьому випадку формули (З.15), (с.118) приводять до алгебри

tIyHKTy 4 таблицi 5.

Ь) , : 2. В цьому випадку формули (3.15), (С.118) приводять до алгеб-

ри пункту 5 таблицi 5.

3. п - 0,ъ - m l0. В цьому випадку розщепивши рiвняння системи
(С.112) по змiннiй uL, одержимо

r5(m*1 + 2А) - g, r6(-ri + 2,4) - g,

*а + ЬА- 2)з.4:0, а22 + А* 2),аД_ 0,

(с.119)

(с.120)

(с.121)

причому формули (С.113) матимутъ вигляд

gL :rl[r5l.r1;- 1 )зJ, 92 : u'llu(u')-1 )+J,

де rb - .\5 * )z, ru : }с * }в.

Розв'язуючи рiвняння (С.119), (с.120), приходимо до висновку, що роз-
ширення ядра симетрii системи (c.tOt) можливе лише у випадку:

l^ul+ l^ol l 0, )з - 0. Втадок ib : )с : 0 тут не ма€ змiсту, оскiльки тодi
втрача€ться сенс умови k - m # 0.

Отже, покладаючи |A5l + l^ul # О,)з : 0 з рiвнянь (С.119) знаходимо,

що

А - ctro* czl В : сз, а| - -k"r,, *22 - 2),циrо * сц, (С.122)

де сr,с2,сз,с4 - довiлънi сталi. З формул (3.15), (С.122) приходимо до ал-

гебри, що вiдповiдае пункту 5 таблицi 3.

4. п - 0,; - 0. В цьому випадку рiвняння (С.112) набувають вигляду
(С.120). Розв'язуючи рiвняння (С.120), знаходимо, що

А:иr3*с2rg*сз, В - сцшо*сь,

С :,\r[-4,\з(сlrf; + c2rg) * 2clrg+ со],

(I22 - D,a(clrf; l c2rg) - 2cpg * ст.

(с.123)

Формули (3.15), (С.123) приводять до алгебри, що вiдповiдае пункту 5 таб-

лицi 5.
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II. Пiдставляючи функцili р", заданi формулами (С.111), у рiвняння

(С.102), пiсля розщеплення шо 0.r, маемо:

mаL * 2А: 0,

(rr')",), (azz - kc]) - *а + +А - 2),gД,

(rr')-,\u( а22 - kc]) - а22 + А - zхпд.

В даному випадку функцii go матимуть вигляд

gL : rr'[(rr')-(.\5ln u2 - k.\5ln u' +.\7) * )з],

92 : u'l(u')*(Аб lп u2 - k)6ln u1 + )в) + )ц].

(с.124)

(с.125)

Проаналiзувавши розв'язки рiвнянъ (С.l2а), та враховуючи при цьому

вигляд, якого набувають формули (С.125), залежно вiд значення сталих

*,i,)ь, )о, )z, }в, ПРИходимо до висновку, що розширення ядра симетрiТ

системи (С.101) можливе лише при yMoBi rп - 0. В цьому випадку фор-

мули (С.125) набувають вигляду (С.78), при якому симетрiйнi властивостi

системи (3.148) дослiдженi в роздiлi С доведення теореми.

Теорему 3.11 доведено.




