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ÐÅÔÅÐÀÒ

Çâiò ïî ÍÄÐ: 130 ñ., 1 ÷., 1 ðèñ., 121 äæåðåëî.

α -ÐIÑÑÎÂI ÒÀ α-ÃÐIÍÎÂI ÅÍÅÐÃI� I ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ, ÁÀÑÅÉÍÈ
ÏÐÈÒßÃÀÍÍß, ÂÀÐIÀÖIÉÍÀ ÇÀÄÀ×À ÃÀÓÑÑÀ, ÄÈÍÀÌIÊÀ ÊÓËÎÍÀ,

ÄÈÍÀÌI×ÍÀ ÑÈÑÒÅÌÀÊÎÍÔËIÊÒÓ, ÍÅËIÍIÉÍÀÄÈÍÀÌIÊÀ, ÎÑÍÀ-

ÙÅÍÈÉÏÐÎÑÒIÐ, ÐIÂÍÎÂÀÆÍI ÑÒÀÍÈ, ÐIÇÍÈÖÅÂI ÐIÂÍßÍÍß, ÑÈÍ-

ÃÓËßÐÍÅ ÇÁÓÐÅÍÍß, ÑÊËÀÄÍÀ ÑÈÑÒÅÌÀ, ÒÎ×ÊÎÂI ÀÒÐÀÊÒÎÐÈ,

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÉ ÊÎÍÄÅÍÑÀÒÎÐ Ç ÍÅÏÎÐÎÆÍIÌ ÏÅÐÅÒÈÍÎÌ, ÖÈ-

ÊËI×ÍI ÎÐÁIÒÈ, ØÊÀËÀ ÃIËÜÁÅÐÒÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � ñèñòåìè, ùî îïèñóþòü ìîäåëi ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçè-

êè, â ÿêèõ âiäáóâàþòüñÿ ïðîöåñè, îáóìîâëåíi êîëåêòèâíîþ âçà¹ìîäi¹þ âåëèêî¨

êiëüêîñòi ¨õ ïiäñèñòåì. Òàêi äîñëiäæåííÿ ¹ âàæëèâèìè ÿê äëÿ ðîçâèòêó âëàñíå

òåîði¨ ñêëàäíèõ ñèñòåì, òàê i äëÿ ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàíü â ìîäåëÿõ ôiçèêè,

ìîäåëÿõ áiîëîãi÷íî¨ åâîëþöi¨, åêîëîãi÷íèõ ìîäåëÿõ î÷èùåííÿ çàáðóäíåíîãî

ñåðåäîâèùà, ïðè ìîäåëþâàííi êîíôëiêòíèõ ñèòóàöié â áiçíåñi, ñîöiîëîãi¨, òî-

ùî.

Â ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèöüêî¨ ðîáîòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, íàéáiëüø âàãî-

ìèìè ç ÿêèõ ¹ íàñòóïíi.

Âèðiøåíà ïðîáëåìà îïèñó âçà¹ìîäi¨ ìiæ êëàñòåðàìè äëÿ íåñêií÷åííî¨

ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê: âèâåäåíi íîâi ðiâíÿííÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ

ôóíêöié êëàñòåðiâ, ¨õ ðîçâ'ÿçêè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ âíåñêàìè âiä äiàãðàì-ëiñiâ;

îòðèìàíà ôîðìóëà ÿêà óçàãàëüíþ¹ âiäîìó ôîðìóëó Êåëi ÷èñëà äiàãðàì-äåðåâ

ç çàäàíèì ÷èñëîì âåðøèí.(Î.Ë. Ðåáåíêî)

Çíàéäåíi ïåðiîäè÷íi òà êâàçi-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà

äëÿ çàðÿäiâ ó ïîëi ôiêñîâàíèõ äîäàòíèõ çàðÿäiâ ç äîïîìîãîþ öåíòðàëüíî¨

òåîðåìè Ëÿïóíîâà.(Â.I. Ñêðèïíèê)

Âèêëàäåíî íîâèé ïiäõiä äî ïðîáëåìè ïîáóäîâè ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïå-

ðàòîðiâ, íà îñíîâi ÿêîãî ðîçâèíóòà òåîðiÿ ïîáóäîâè ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòî-

ðà äëÿ äîâiëüíîãî ñèíãóëÿðãî çáóðåííÿ.( Â.Ä. Êîøìàíåíêî)

Ðîçâèíóòî îðèãiíàëüíó ìàòåìàòè÷íó òåîðiþ îïèñó êîíôëiêòíèõ ïðîöåñiâ

ó ïðèðîäi òà ñóñïiëüñòâi. Ïîáóäîâàíî öiëèé ðÿä êîíêðåòíèõ ìîäåëåé äèíàìi-

÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó.(Â.Ä. Êîøìàíåíêî, Ñ.Ì. Ïåòðåíêî, Í.Â. Õàð÷åíêî,

Ò.Â.Êàðàòà¹âà)
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Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó Ãàóññà ìiíiìiçàöi¨ α-ðiññîâèõ åíåðãié ïðè íàÿâíîñòi

çîâíiøíiõ ïîëiâ â ÿêiñíî íîâié ïîñòàíîâöi � äëÿ (óçàãàëüíåíîãî) êîíäåíñà-

òîðà, ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíi ïëàñòèíè ÿêîãî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ìíîæèíi ÿê

çàâãîäíî âåëèêî¨ ¹ìíîñòi.(Í.Â. Çîðié)

Ââåäåíî â àíàëiç íîâó àëüòåðíàòèâíó êîíöåïöiþ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨, ùî

 ðóíòó¹òüñÿ íà çàêîíi Ðiññà äåêîìïîçèöi¨ ÿäåð òà ïåðåãóêó¹òüñÿ ç âiäîìèì

âèçíà÷åííÿì Äåíi α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨, äàíèì ÷åðåç ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. (Í.Â.

Çîðié)

Ðîçâèíóòî òåîðiþ ïîòåíöiàëiâ âiäíîñíî ôðàêöiéíèõ α-ãðiíîâèõ ÿäåð òà

äàíî ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî çàäà÷ òåîði¨ α-ðiññîâèõ ïîòåíöiàëiâ íà óçàãàëüíåíèõ

êîíäåíñàòîðàõ. (Í.Â. Çîðié)

Ðîçâèíóòî òåîðiþ âíóòðiøíüîãî α-ðiññîâîãî âèìiòàííÿ, ùî óçàãàëüíþ¹

êëàñè÷íó òåîðiþ Êàðòàíà âíóòðiøíüîãî íüþòîíîâîãî âèìiòàííÿ íà âèïàäîê

α 6= 2, òà äàíî ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî çàäà÷ òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðiâ.

(Í.Â. Çîðié)

Êåðiâíèê ÍÄÐ

ãîëîâíèé íàóêîâèé ñïiâðîáiòíèê

äîê.ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð Î.Ë.Ðåáåíêî
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ÂÑÒÓÏ

Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ äîñëiäæåííÿ, ÿêi

ïîâ'ÿçàíi íå òiëüêè ç ôiçè÷íîþ ïðèðîäîþ òië, ùî íàñ îòî÷óþòü, à é òàêèõ,

ÿêi îïèñóþòü áiîëîãi÷íi, åêîëîãi÷íi, åêîíîìi÷íi òà iíøi ñèñòåìè. Äîñëiäæå-

ííÿ ïî öèõ íàïðÿìêàõ ïðîâîäÿòüñÿ â óñiõ ðîçâèíåíèõ êðà¨íàõ ñâiòó, ñåðåä

ÿêèõ ìîæíà âèäiëèòè Íiìå÷÷èíó, Iòàëiþ, Ôðàíöiþ, Ðîñiþ, ÑØÀ. Â Óêðà¨íi,

êðiì Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓ ìîæíà âiäçíà÷èòè Õàðêiâñüêèé ôiçèêî-

òåõíi÷íèé iíñòèòóò òà Õàðêiâñüêèé óíiâåðñèòåò.

Äîñëiäæåííÿ ó 2016-2020 ðîêàõ ïðîâîäèëèñü ó íàñòóïíèõ ôóíäàìåíòàëü-

íèõ íàïðÿìêàì:

1) Êëàñè÷íi íåïåðåðâíi ñèñòåìè íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê, âçà¹ìîäiÿ

ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ïàðíèìè ñòiéêèìè òà ïîñèëåíî íàäñòiéêèìè ïîòåíöiàëàìè.

2) Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà íåñêií÷åííèõ êîí-

ôiãóðàöiÿõ.

3)Òåîðiÿ ãðàôiâ-äåðåâ òà ¨¨ êîìáiíàòîðíi çàñòîñóâàííÿ.

4) Ïåðiîäè÷íi òà êâàçi-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà.

5) Íàáëèæåíå ðiâíÿííÿ ðóõó n òî÷êîâèõ çàðÿäiâ e1, ..., en òðåòüîãî ïîðÿäêó

íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ åëåêòðîäèíàìiêè Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà(ÌË).

6) Ìåòîä îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ ó òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü, ÿêèé óäîñêîíà-

ëþ¹ i ðîçâèâà¹ ìåòîä ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ.

7) Ïîáóäîâà òà òåîðåòè÷íèé àíàëiç ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ

âçà¹ìîäi¹þ.

8) Ðîçðîáêà íîâèõ åôåêòèâíèõ ïiäõîäiâ äî äîñëiäæåííÿ iñòîòíî íåêîìïàêòíèõ

åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ α-ðiññîâèõ ïîòåíöiàëiâ íàä çíàêîçìiííèìè ìiðàìè

Ðàäîíà â Rn, n > 3, àñîöiéîâàíèìè ç óçàãàëüíåíèìè êîíäåíñàòîðàìè, ïðî-

òèëåæíî çàðÿäæåíi ïëàñòèíè ÿêèõ ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ìíîæèíi ÿê çàâãîäíî

âåëèêî¨ ¹ìíîñòi. Óçàãàëüíåííÿ òàêèõ ïiäõîäiâ íà øèðîêi êëàñè òåîðåòèêî-ïî-

òåíöiàëüíèõ ÿäåð â äîâiëüíîìó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði òà âåêòîðíi

ìiðè Ðàäîíà ñêií÷åííî¨ ÷è íåñêií÷åííî¨ ðîçìiðíîñòi.

9) Äîñëiäæåííÿ (êëàñè÷íî¨) âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ìiíiìiçàöi¨ åíåðãié ïðè

íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ, � îäíàê òåïåð âæå íàä óçàãàëüíåíèìè êîíäåí-

ñàòîðàìè, ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíi ïëàñòèíè ÿêèõ ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí.

Òàêà çàäà÷à âèâ÷à¹òüñÿ ÿê â ïåðâiñíié ïîñòàíîâöi Ãàóññà (òîáòî çà óìîâè âiëü-

íîãî ðîçïîäiëó äîïóñòèìèõ ìið), òàê i â ìàæîðàíòíié ïîñòàíîâöi Äðàãíüîâà�

Ðàõìàíîâà�Ñàôôà (ïðè íàÿâíîñòi âåðõíiõ êðàéîâèõ îáìåæåíü íà äîïóñòèìi
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ìiðè).

10) Âïðîâàäæåííÿ â òåîðiþ α-ðiññîâèõ ïîòåíöiàëiâ íîâî¨ àëüòåðíàòèâíî¨ êîí-

öåïöi¨ åíåðãi¨ ìiðè Áîðåëÿ, ùî ¹ ìåíø îáòÿæëèâîþ, íiæ ñòàíäàðòíà êîíöåïöiÿ

α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨, ðîçâèòîê âiäïîâiäíî¨ àëüòåðíàòèâíî¨ òåîði¨ òà ¨¨ çàñòîñóâà-

ííÿ äî çàäà÷ òåîði¨ α-ðiññîâèõ ïîòåíöiàëiâ íà óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðàõ.

8) Ðîçâèòîê òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ âiäíîñíî ôðàêöiéíîãî α-ãðiíîâîãî ÿäðà òà ¨¨

çàñòîñóâàííÿ äî çàäà÷ òåîði¨ α-ðiññîâèõ ïîòåíöiàëiâ íà óçàãàëüíåíèõ êîíäåí-

ñàòîðàõ.

11) Óçàãàëüíåííÿ òåîði¨ Êàðòàíà íüþòîíîâîãî âèìiòàííÿ íà α-ðiññîâi ÿäðà òà

çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî çàäà÷ òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñà-

òîðiâ.

Ðåçóëüòàòè ç ðîçâèíåííÿ ïåðøèõ òðüîõ íàïðÿìêiâ âèêëàäåíi â ïåðøîìó

òà äðóãîìó ðîçäiëi çâiòó: âèâåäåíî ðiâíÿííÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ÿêi

àïðîêñèìóþòü çâè÷àéíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ [31](òàê çâàíi êîðåëÿöiéíi ôóí-

êöi¨ êîìiðêîâîãî ãàçó (äèâ. [26])), äîâåäåíà âëàñòèâiñòü ñòåïåíåâîãî ñïàäàííÿ

êîðåëÿöié ìiæ öèìè ôóíêöiÿìè â çàëåæíîñòi ìiæ âiäñòàíi ìiæ êëàñòåðàìè

(äèâ. [31]), äîâåäåíà âëàñòèâiñòü ïåðåìiøóâàííÿ äëÿ ãiááñiâñüêî¨ ìiðè íåïå-

ðåðâíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü çà äîïî-

ìîãîþ äâî÷àñòèíêîâîãî ïîñèëåíî íàäñòiéêîãî ïîòåíöiàëó ñêií÷åííîãî ðàäió-

ñó äi¨ [31], âèâåäåíi ðiâíÿííÿ äëÿ ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié

(×ÇÊÔ), ÿêi îïèñóþòü âçà¹ìîäiþ ìiæ êëàñòåðàìè [6], îòðèìàíi îçâ'ÿçêè öèõ

ðiâíÿíü çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi ðîçêëàäiâ, äîäàíêè ÿêèõ ïðåäñòàâëÿþòüñÿ

àíàëiòè÷íèìè âíåñêàìè âiä ãðàôiâ-ëiñiâ [6], îòðèìàíà ôîðìóëà äëÿ êiëüêî-

ñòi ãðàôiâ-ëiñiâ ïðè çàäàíié êiëüêîñòi êëàñòåðiâ i ÷èñëà ÷àñòèíîê ó êîæíîìó

êëàñòåði [6]. Öÿ ôîðìóëà óçàãàëüíþ¹ âiäîìó ôîðìóëó Êåëi äëÿ ÷èñëà ãðàôiâ-

äåðåâ ç çàäàíèì ÷èñëîì âåðøèí, òîáòî âîíà çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ Êåëi, ÿêùî

êîæíèé êëàñòåð ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ÷àñòèíêè, óçàãàëüíåíà âiäîìà ôîðìóëà

Êåëi äëÿ ÷èñëà ãðàôiâ-äåðåâ ç çàäàíèì ÷èñëîì âåðøèí [6], äîâåäåíà òåîðå-

ìà, ÿêà âñòàíîâëþ¹ øâèäêiñòü ñïàäàííÿ ×ÇÊÔ, òîáòî êîðåëÿöié ìiæ êëà-

ñòåðàìè [6], âñòàíîâëåíi äâi íîâi êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi, ÿêi ìîæóòü áóòè

êîðèñíèìè â òåîði¨ ãðàôiâ àáî â êîìáiíàòîðíié òåîði¨ ìíîæèí [6].

Â òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåííÿ ñòîñóþòüñÿ ñèñòåì áàãàòüîõ òî÷êîâèõ

çàðÿäiâ åëåêòðîäèíàìiêè Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà, ÿêi ¹ ôóíäàìåíåàëüíèìè äëÿ

àòîìíî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ ïëàçìè. Ðåçóëüòàòè çà ïåðiîä 2016-2020 ðîêiâ ùî-
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äî ðîçâÿçêiâ íàáëèæåíèõ ðiâíÿíü ðóõó öèõ ñèñòåì âèêëàäåíi ó òðüîõ ïiä-

ðîçäiëàõ. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïîñò-Äàð-

âiíiâñüêîãî íàáëèæåííÿ ðiâíÿíü ðóõó íà îáìåæåíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi.

Ó äðóãîìó òà òðåòüîìi ïiäðîçäiëàõ ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè áàãàòüîõ îäíà-

êîâèõ íåãàòèâíèõ òà êiëüêîõ îäíàêîâèõ çàðÿäiâ,ÿêi ìîæóòü áóòè âiëüíèìè

÷è çàôiêñîâàíèìè (ìàñèâíèìè) ó ïåâíèõ êîíôiãóðàöiÿõ íà ïëîøèíi. Ó ïåð-

øîìó âèïàäêó (äðóãèé ïiäðîçäië, äîäàòíi çàðÿäè îäíàêîâi) íàìè çíàéäåíi

ïåðiîäè÷íi, êâàçiïåðiîäì÷íi òà îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi çáiãàþòüñÿ äî ðiâíî-

âàãè ó ãðàíèöi íåñêií÷åííîãî ÷àñó. Ó äðóãîìó âèïàäêó (òðåòié ïiäðîçäië) äëÿ

n+ 2, n+ 1 > 4, n+ 1 > 3 òî÷êîâèõ çàðÿäiâ n− 1 ç ÿêèõ îäíàêîâi òà âiä'¹ìíi

çíàéäåíî òî÷íi òà êâàçiòî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà. Äëÿ òàêèõ ñè-

ñòåì çíàéäåíà ðiâíîâàãà òàêà, ùî îäíàêîâi íåãàòèâíi çàðÿäè çíàõîäÿòüñÿ ó

âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà, à äîäàòíi çàðÿäè çíàõîäÿòüñÿ íà ïåð-

ïåíäèêóëÿði äî íüîãî. Öÿ âëàñòèâiñòü õàðàêòåðíà i äëÿ äèíàìiêè.

Â ÷åòâåðòîìóê ðîçäiëi âèêëàäåíî ìåòîä îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ ó íîâiòíüî-

ìó ðîçäiëi òåîði¨ çáóðåíü ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ � òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü,

ÿêà ðàçîì iç ñïåêòðàëüíîþ òåîði¹þ çàéìà¹ öåíòðàëüíå ìiñöå ó ôóíêöiîíàëü-

íîìó àíàëiçi òà ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi. Ìåòîä îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ ó òåîði¨ ñèí-

ãóëÿðíèõ çáóðåíü óäîñêîíàëþ¹ i ðîçâèâà¹ ìåòîä ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü

ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ. Öåé ïiäõiä áóâ âèêëàäåíèé ó ìîíîãðàôi¨ [55] i  ðóí-

òó¹òüñÿ íà òåîði¨ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ, òåîði¨

ñèíãóëÿðíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì òà òåîði¨ îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ Ãiëüáåðòà.

Êëþ÷îâà iäåÿ ìåòîäó ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ñèíãóëÿðíå çáóðåííÿ ÿê êâàäðàòè-

÷íà ôîðìà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ i âðàõîâó¹òüñÿ äëÿ çàìiíè ñêàëÿðíèõ äîáóòêiâ â

îñíàùåíèõ ïðîñòîðàõ, à çáóðåíèé îïåðàòîð âèçíà÷à¹òüñÿ çà êàíîíi÷íèì içî-

ìîðôiçìîì, ÿêèé ïîâ'ÿçó¹ íåãàòèâíèé òà ïîçèòèâíèé ïðîñòîðè îñíàùåííÿ.

Â ï'ÿòîìó ðîçäiëi ïîñëiäîâíî âèêëàäà¹òüñÿ íîâèé ìàòåìàòè÷íèé ïiäõiä

äî îïèñó êîíôëiêòíèõ ïðîöåñiâ ó ìîäåëÿõ ñêëàäíèõ ñèñòåì ó òåðìiíàõ ñïå-

êòðàëüíî¨ òåîði¨. Ïiäõiä  ðóíòó¹òüñÿ íà iíòåðïðåòàöi¨ ïðîòèëåæíèõ ñòîðií

êîíôëiêòó ÿê iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ (ìið) íà ñïiðíié òåðèòîði¨. Â îñíîâó

ôîðìóëè êîíôëiêòíî¨ äèíàìiêè çàêëàäåíî ïðèíöèï íåçíèùåííîñòi îïîíåíòà.

Ðåçóëüòàòîì êîíôëiêòíî¨ áîðîòüáè ¹ íå çíèùåííÿ îïîíåíòà, à âñòàíîâëåííÿ

êîìïðîìiñó ó ôîðìi ðiâíîâàæíîãî ñòàíó. Îïèñ ãðàíè÷íèõ êîìïðîìiñíèõ ñòà-

íiâ çäiéñíþ¹òüñÿ â òåðìiíàõ ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê iìîâiðíiñíèõ ðîç-

ïîäiëiâ.
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Ïîáóäîâàíî öiëèé ðÿä êîíêðåòíèõ ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëi-

êòó. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïåðåðîçïîäiëó ñîöiàëüíî¨ åíåð-

ãi¨ â ñêëàäíié ñèñòåìi iç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Âèâåäåíà ôîðìóëà äèíàìi-

êè íà îñíîâi ïðèíöèïó ñåðåäíüîãî ïîëÿ, ùî âiäïîâiäà¹ çàêîíó ¾êîæåí ïðîòè

âñiõ¿, îäåðæàíà iíòåðïðåòàöiÿ âiäîìîãî åôåêòó Ìàòôåÿ ïðî êîíöåíòðàöiþ

áàãàòñòâà. Äîñëiäæåíî óìîâè âèíèêíåííÿ íåðóõîìèõ òî÷îê, ¨õ ñòiéêiñòü òà

áàñåéíè ïðèòÿãàííÿ.

Äëÿ ìîäåëåé ç ôðàêòàëüíèì ïîäðiáíåííÿì éìîâiðíiñíîãî ïðîñòîðó â òåð-

ìiíàõ åíòðîïi¨ çíàéäåíà îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ äëÿ îäíîãî ç îïîíåíòiâ, ÿêà

ãàðàíòó¹ çàõîïëåííÿ òåðèòîði¨ ïîâíî¨ ëåáåãîâî¨ ìiðè.

Äîñëiäæåíî äåêiëüêà ìîäåëüíèõ âàðiàíòiâ ñîöióìó ç êîíôëiêòíîþ âçà¹-

ìîäi¹þ, ÿê ñêëàäíî¨ áàãàòîêîìïîíåíòíî¨ ñèñòåìè. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðiçíîãî

òèïó ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ. Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè äëÿ çðîñòàííÿ ñîöiàëüíî¨

åíåðãi¨ ç äîâiëüíî íèçüêîãî ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿ. Ó çàäà÷i òðüîõ ãðàâöiâ îïèñàíî

âïëèâ ïàðàìåòðiâ ñèëè êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨.

Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ iíâàðiàíòíèõ ñòàíiâ â ñêëàäíèõ äèíàìi-

÷íèõ ìîäåëÿõ ç ðiçíèìè ôîðìóëàìè çàäàííÿ ïîêàçíèêà àòðàêòîðà.

Îäåðæàíî ðÿä äîñòàòíiõ óìîâ âèíèêíåííÿ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ ó ìîäåëÿõ

ñêëàäíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç ãåíåðàòîðîì åâîëþöi¨, ùî âiäïîâiäà¹ ïðèòÿ-

ãàëüíié âçà¹ìîäi¨.

Äîâåäåíî, ùî êðèòåði¹ì âèíèêíåííÿ òî÷êîâîãî ñïåêòðó äëÿ ãðàíè÷íèõ

éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ, ÿêi âèíèêàþòü, ÿê â ìîäåëÿõ ç ïðèòÿãàëüíîþ âçà¹ìî-

äi¹þ, òàê ç âçà¹ìîäi¹þ âiäøòîâõóâàííÿ ¹ ñòðàòåãiÿ ïðiîðèòåòó ëèøå ó îäíîìó

ðåãiîíi íà êîæíîìó êðîöi êîíôëiêòíîãî ïåðåðîçïîäiëó;

Ó øîñòîìó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíî òà îá ðóíòîâàíî íîâi åôåêòèâíi ïiä-

õîäè äî äîñëiäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ α-ðiññîâèõ ïîòåíöiàëiâ íàä

ìiðàìè Ðàäîíà â Rn, n > 3, àñîöiéîâàíèìè ç óçàãàëüíåíèìè êîíäåíñàòîðà-

ìè, ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíi ïëàñòèíè ÿêèõ ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí. Íàøi

ïiäõîäè  ðóíòóþòüñÿ íà âñòàíîâëåíîìó òiñíîìó âçà¹ìîçâ'ÿçêó ìiæ, ç îäíîãî

áîêó, çàäà÷åþ ìiíiìiçàöi¨ α-ðiñcîâî¨ åíåðãi¨ íàä çíàêîçìiííèìè ìiðàìè, àñîöi-

éîâàíèìè ç êîíäåíñàòîðîì, òà, ç iíøîãî áîêó, çàäà÷åþ ìiíiìiçàöi¨ α-ãðiíîâî¨

åíåðãi¨ íàä íàëåæíèìè äîäàòíèìè ìiðàìè. Â ñâîþ ÷åðãó, åôåêòèâíèé àíàëiç

îñòàííüî¨ ñòàâ ìîæëèâèì äÿêóþ÷è äîâåäåíié ó çâiòíèé ïåðiîä òåîðåìi ïðî

ïîâíîòó êîíóñà äîäàòíèõ ìið ó ñèëüíié α-ãðiíîâié òîïîëîãi¨.

Ó ñüîìîìó ðîçäiëi êëàñè÷íó çàäà÷ó Ãàóññà ìiíiìiçàöi¨ α-ðiññîâèõ åíåð-
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ãié ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ äîñëiäæåíî â ÿêiñíî íîâié ïîñòàíîâöi �

äëÿ óçàãàëüíåíîãî êîíäåíñàòîðà, ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíi ïëàñòèíè ïåðåòèíà-

þòüñÿ ïî ìíîæèíi ÿê çàâãîäíî âåëèêî¨ ¹ìíîñòi. Ïðîñòi ïðèêëàäè ïîêàçóþòü,

ùî öÿ çàäà÷à ¹, âçàãàëi êàæó÷è, íåðîçâ'ÿçíîþ (â òåðìiíîëîãi¨ åëåêòðîñòàòèêè

� ìiæ ïëàñòèíàìè âiäáóâà¹òüñÿ êîðîòêå çàìèêàííÿ). Îäíàê áóëî äîâåäåíî,

ùî ðîçâ'ÿçîê âæå iñíó¹, ÿêùî äîïóñòèìi ðîçïîäiëè ìið çàäîâîëüíÿþòü íàëå-

æíi âåðõíi êðàéîâi îáìåæåííÿ. Ó òàêié � ìàæîðàíòíié � çàäà÷i Ãàóññà îòðè-

ìàíî êðèòåði¨ ðîçâ'ÿçíîñòi, äàíî ïîâíèé îïèñ åêñòðåìàëåé, âèâ÷åíî ïèòàííÿ

ñòiéêîñòi ïðè âàðiàöi¨ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Öi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíåíî íà øèðî-

êèé êëàñ òåîðåòèêî-ïîòåíöiàëüíèõ ÿäåð â äîâiëüíîìó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó

ïðîñòîði òà âåêòîðíi ìiðè Ðàäîíà ñêií÷åííî¨ ÷è íåñêií÷åííî¨ ðîçìiðíîñòi.

Ôåíîìåí íåðîçâ'ÿçíîñòi êëàñè÷íî¨ çàäà÷i Ãàóññà äëÿ óçàãàëüíåíèõ êîí-

äåíñàòîðiâ ç íåïîðîæíiì ïåðåòèíîì ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíèõ ïëàñòèí ñïîíó-

êàâ ââåäåííÿ â äîñëiäæåííÿ íîâî¨ àëüòåðíàòèâíî¨ êîíöåïöi¨ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨,

ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà çàêîíi Ðiññà äåêîìïîçèöi¨ ÿäåð òà ïåðåãóêó¹òüñÿ ç âiäî-

ìèì âèçíà÷åííÿì Äåíi, äàíèì ÷åðåç ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Áóäó÷è ìåíø îá-

òÿæëèâîþ, íiæ ñòàíäàðòíà êîíöåïöiÿ, íîâà êîíöåïöiÿ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨ ðîç-

øèðþ¹ êëàñ ìið çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ òà, ÿê íàñëiäîê, äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíî

ðîçâ'ÿçóâàòè òàêi çàäà÷i íà óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðàõ, ÿêi â ðàìêàõ ñòàí-

äàðòíîãî âèçíà÷åííÿ åíåðãi¨ áóëè ïðèíöèïîâî íåðîçâ'ÿçíèìè � çîêðåìà, êëà-

ñè÷íó çàäà÷ó Ãàóññà òà âiäîìó çàäà÷ó Beurling�Kishi ïðî iñíóâàííÿ ìiðè êîí-

äåíñàòîðà.

Ðîçâèíóòî òåîðiþ ïîòåíöiàëiâ âiäíîñíî ôðàêöiéíèõ α-ãðiíîâèõ ÿäåð gαD
òà äàíî ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî çàäà÷ òåîði¨ α-ðiññîâèõ ïîòåíöiàëiâ íà óçàãàëüíåíèõ

êîíäåíñàòîðàõ. Çîêðåìà, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ïîâíîòó êîíóñà äîäàòíèõ ìið

çi ñêií÷åííîþ α-ãðiíîâîþ åíåðãi¹þ â òîïîëîãi¨, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ åíåðãåòè÷íîþ

íîðìîþ, âñòàíîâëåíî âèêîíàííÿ ïîâíîãî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, îá ðóíòîâàíî

iñíóâàííÿ âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ α-ãðiíîâî¨ ìiðè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè

çi ñêií÷åííîþ âíóòðiøíüîþ α-ãðiíîâîþ ¹ìíiñòþ òà îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ ¨¨

ïîòåíöiàëó i íîñiÿ, äîñëiäæåíî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ α-ãðiíîâîþ, ñòàíäàðòíîþ

α-ðiññîâîþ òà àëüòåðíàòèâíîþ α-ðiññîâîþ åíåðãiÿìè.

Öi òà iíøi ðåçóëüòàòè Í.Â. Çîðié çà çâiòíèé ïåðiîä áóëè îòðèìàíi íåþ

ÿê ñàìîñòiéíî, òàê i â ñïiâàâòîðñòâi ç P.D. Dragnev, B. Fuglede, H. Harbrecht,

D.P. Hardin, E.B. Sa� i W.L. Wendland, òà îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [92]� [121].
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1 ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÐIÂÍÎÂÀÆÍÈÕ

ÅÐÃÎÄÈ×ÍÈÕ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÈÕ ÑÒÀÍIÂ

ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

ÂÇÀ�ÌÎÄIÞ×ÈÕ ×ÀÑÒÈÍÎÊ

1.1 Ìåòà äîñëiäæåííÿ òà âëàñòèâiñòü ïåðåìiøóâàííÿ ñòà-

òèñòè÷íèõ ñèñòåì

Â äîñëiäæåííi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êëþ÷îâó ðîëü âiäiãðà¹ âëàñòèâiñòü ïå-

ðåìiøóâàííÿ, áî çàáåçïå÷ó¹ ¨õ åðãîäè÷íiñòü i äîçâîëÿ¹ ñòâåðæóâàòè, ùî â ñè-

ñòåìi ç ïåðåìiøóâàííÿì áóäü ÿêèé íåðiâíîâàæíèé ðîçïîäië áóäå ïðÿìóâàòè

äî ðiâíîâàæíîãî (äèâ., íàïðèêëàä, [15]). Íà ìîâi ðîçïîäiëiâ Ãiááñà âëàñòèâiñòü

ïåðåìiøóâàííÿ îçíà÷à¹, ùî ïîâåäiíêà ñèñòåìè â äåÿêèõ îá'¹ìàõ, ÿêi çíàõîäÿ-

òüñÿ íà âåëèêèõ âiäñòàíÿõ îäèí âiä îäíîãî, ¹ ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíîþ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [4] àáî Çàóâàæåííÿ 2.7 â ðîáîòi [2]). Íàéáiëüø çðó÷íî ç òåõíi÷íî¨

òî÷êè çîðó äîâåñòè öþ âëàñòèâiñòü îöiíèâøè êîðåëÿöi¨ ìiæ êëàñòåðàìè ÷à-

ñòèíîê, òîáòî ïîâåäiíêó êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, â ÿêèõ îäíà ãðóïà çìiííèõ

çíàõîäèòüñÿ íà çíà÷íié âiäñòàíi âiä iíøî¨ ãðóïè.

Â öüîìó ðîçäiëi ìè âñòàíîâëþ¹ìî âëàñòèâiñòü øâèäêîãî çìåíøåííÿ êîðå-

ëÿöié äëÿ êëàñè÷íèõ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü

çà äîïîìîãîþ ïàðíîãî ôiíiòíîãî ïîòåíöiàëó φ ñêií÷åííîãî ðàäióñó äi¨ R ïðè

ìàëèõ çíà÷åííÿõ àêòèâíîñòi(àáî âåëèêèõ âiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ õiìi÷íîãî ïî-

òåíöiàëó). Ââåäåìî äëÿ öüîãî îñíîâíi ìàòåìàòè÷íi ïîíÿòòÿ i âåëè÷èíè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(Rd), áîðåëiâñüêó σ-àëãåáðó âiäêðèòèõ ìíîæèí â Rd,

à ÷åðåç Bc(Rd) óñi ïiäìíîæèíè, ùî ìàþòü êîìïàêòíå çàìèêàííÿ. Êîíôiãó-

ðàöiéíèé ïðîñòið Γ := ΓRd áóäå ñêëàäàòèñÿ ç óñiõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ

ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Rd, òîáòî

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣ |γ ∩ Λ| <∞, äëÿ âñiõ Λ ∈ Bc(Rd)
}
, (1.1)

äå |A| ¹ ÷èñëî, ùî îçíà÷à¹ êiëüêiñòü òî÷îê â A. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó óñiõ

ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ïðîñòîðó Γ ÷åðåç Γ0. Íàñïðàâäi Γ0 ¹ ïiäìíîæèíîþ

Γ, àëå âîíà áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ñàìîñòiéíèé êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið, â

ÿêîìó íåçàëåæíèì ÷èíîì ìîæíà ââåñòè ñâîþ òîïîëîãiþ (äèâ., íàïðèêëàä,

[13]). Âèçíà÷èìî ñïåðøó êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ
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òî÷îê:

Γ(n) := {γ ∈ Γ | |γ| = n, n ∈ N} , Γ(0) := ∅ (1.2)

ßêùî óñi òàêi êîíôiãóðàöi¨ çíàõîäÿòüñÿ â äåÿêié îáìåæåíié ìíîæèíi Λ ∈
Bc(Rd), òî âiäïîâiäíèé ïðîñòið áóäå:

Γ
(n)
Λ :=

{
γ ∈ Γ(n) | γ ⊂ Λ

}
. (1.3)

Òîäi ïðîñòîðè ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié â Rd i â Λ ∈ Bc(Rd) ìîæíà ïðåäñòà-

âèòè ó âèãëÿäi äèç'þíêòèâíèõ îá'¹äíàíü:

Γ0 :=
∞∐
n=0

Γ(n), i ΓΛ :=
∞∐
n=0

Γ
(n)
Λ . (1.4)

Òîïîëîãi÷íi i âèìiðíi ñòðóêòóðè ïðîñòîðiâ Γ, Γ0 i ΓΛ äîáðå âèâ÷åíi(äèâ., íà-

ïðèêëàä, [18], [19], [5], [12].

Â äîñëiäæåííi áàãàòüîõ òåðìîäèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íåñêií÷åííèõ

ñèñòåì âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rd íà åëåìåíòàðíi ãiïåðêó-

áèêè ç äîâæèíîþ ðåáåð a > 0, i öåíòðè ÿêèõ ðîçòàøîâàíi â òî÷êàõ r ∈ aZd ⊂
Rd:

∆a(r) := {x ∈ Rd | (ri − a/2) ≤ xi < (ri + a/2), i = 1, ..., d}. (1.5)

Áóäåìî ïèñàòè ∆ çàìiñòü ∆a(r), ÿêùî íå ìà¹ ïîòðåáè âêàçóâàòè, äå çíà-

õîäèòüñÿ öåíòð ãiïåðêóáèêà. Ïîçíà÷èìî òàêå ðîçáèòòÿ ÷åðåç ∆a. Íå âòðà÷àþ-

÷è çàãàëüíîñòi ðîçãëÿäó, áóäåìî äëÿ çðó÷íîñòi ðîçãëÿäàòè Λ, ÿêi ¹ îá'¹äíàííÿìè

ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ãiïåðêóáèêiâ ∆ ∈ ∆a.

Äëÿ ïîáóäîâè âèùå çãàäàíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ââåäåìî ùå îäèí ïðñòið� ïðî-

ñòið êîíôiãóðàöié êîìiðêîâîãî ãàçó:

Γ(a) :=
{
γ ∈ Γ| |γ∆| ≤ 1, äëÿ âñiõ ∆ ∈ ∆a

}
. (1.6)

Ùîá íå ñêëàäàëîñÿ âðàæåííÿ, ùî êîíôiãóðàöi¨ Γ(a) îïèñóþòü ôiçè÷íi ñèñòåìè

ðîçðiäæåíèõ ãàçiâ, íàâåäåìî íàñòóïíå çàóâàæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Îäíi¹þ ç íàéâàæëèâiøèõ õàðàêòåðèñòèê ôiçè÷íîãî ñòàíó

ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê ¹ ãóñòèíà, òîáòî êiëüêiñòü ÷àñòèíîê â îäè-

íèöi îá'¹ìó. Ñêiëüêè çàâãîäíî âåëèêå çíà÷åííÿ öi¹¨ õàðàêòåðèñòèêè ìîæíà

îòðèìàòè i â ðàìêàõ îïèñó ñèñòåìè ó ïðîñòîði êîíôiãóðàöié Γ(a), âèáèðàþ÷è

ðîçìið a ðåáåð ãiïåðêóáèêiâ äîñòàòíüî ìàëèì.
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1.2 Ïîòåíöiàëè âçà¹ìîäi¨. Ìiðà Ãiááñà

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, âçà¹ìîäiþ

ÿêèõ áóäåìî îïèñóâàòè çà äîïîìîãîþ 2-÷àñòèíêîâîãî ïîòåíöiàëó φ. Åíåðãiÿ

äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ ΓΛ àáî γ ∈ Γ0 âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Uφ(γ) = U(γ) :=
∑
{x,y}⊂γ

φ(|x− y|), (1.7)

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî óñiì ìîæëèâèì ðiçíèì ïàðàì òî÷îê êîíôiãóðàöi¨ γ. Âè-

çíà÷èìî, òàêîæ, åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ ìiæ êîíôiãóðàöiÿìè η, γ ∈ Γ0 (η ∩ γ = ∅)
ôîðìóëîþ:

W (η; γ) :=
∑
x∈η
y∈γ

φ(|x− y|). (1.8)

(A): Ïðèïóùåííÿ ùîäî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨. Â öüîìó ðîçäiëi ìè

ðîçãëÿäà¹ìî äâî÷àñòèíêîâi ïîòåíöiàëè çàãàëüíîãî âèãëÿäó φ, íåïåðåðâíi íà

R+ \ {0} i òàêi, ùî iñíóþòü ñòàëi r0 > 0, B ≥ 0, R > 0, òà ϕ0 > 0, äëÿ

ÿêèõ:

1)φ(|x|) ≡ φ+(|x|) ≥ ϕ0

|x|s
, s ≥ d äëÿ |x| ≤ r0 (1.9)

2)φ(|x|) ≡ 0 äëÿ |x| ≥ R, (1.10)

äå

φ+(|x|) := max{0, φ(|x|)}, φ−(|x|) := −min{0, φ(|x|)},

Òàêi ïîòåíöiàëè ¹ ïîñèëåíî íàäñòiéêèìè (äèâ. äåòàëüíiøå [28]). Öå çàáåçïå÷ó¹

ìîæëèâiñòü àïðîêñèìóâàòè ñèñòåìó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ñèñòåìîþ êîìiðêîâîãî

ãàçó [26]. ßê íàñëiäîê ìè áóäåìî, òàêîæ, âèêîðèñòîâóâàòè ôàêò, ùî åíåðãiÿ

âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê êîíôiãóðàöi¨ γ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi ñòiéêîñòi:

U(γ) =
∑
{x,y}∈γ

φ(|x− y|) ≥ −B|γ|, γ ∈ Γ0, B ≥ 0. (1.11)

Ó ìîëåêóëÿðíié ôiçèöi ìà¹ áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ ïîòåíöiàë Ëåíàðäà-

Äæîíñà

φ(|x|) =
C

|x|12
− D

|x|6
,

äå C > 0, D > 0-äåÿêi êîíñòàíòè. Â ðîáîòi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîòåíöiàëè

òàêîãî æ òèïó, ÿêi ìàþòü ïîâåäiíêó çîáðàæåíó íà ðèñ. 1.1, àëå ïðè |x| → R

çëiâà ïîòåíöiàë φ(|x|)→ 0.
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Ðèñ. 1.1

Çãiäíî ç iäåÿìè Ãiááñà ôiçè÷íèé ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ éìîâiðíiñíîþ

ìiðîþ, ÿêà áóäó¹òüñÿ ñïåðøó â äåÿêîìó îáìåæåíîìó îá'¹ìi ïðîñòîðó Rd â

çàëåæíîñòi âiä àíñàìáëþ (ìiêðîêàíîíi÷íîãî, êàíîíi÷íîãî àáî âåëèêîãî êàíî-

íi÷íîãî), ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ äëÿ êîíêðåòíî¨ çàäà÷i i ïîäàëüøîìó ãðàíè÷íî-

ìó òåðìîäèíàìi÷íîìó ïåðåõîäi. Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè ñòàòèñòè÷íî¨

ìåõàíiêè â ðàìêàõ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ i ïî÷íåìî öåé ðîçãëÿä ç

ñèñòåìè íåâçà¹ìîäiþ÷èõ òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê (iäåàëüíèé ãàç).

Íåõàé σ � öå ìiðà Ëåáåãà â Rd. Ñòàí iäåàëüíîãî ãàçó â ðiâíîâàæíié ñòà-

òèñòè÷íié ìåõàíiöi îïèñó¹òüñÿ ìiðîþ Ïóàññîíà πzσ íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðî-

ñòîði Γ, äå z > 0 � öå àêòèâíiñòü (ôiçè÷íèé ïàðàìåòð, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç

ãóñòèíîþ ÷àñòèíîê â ñèñòåìi). Ìiðó πzσ ç ìiðîþ iíòåíñèâíîñòi zσ ìè âèçíà-

÷èìî òðîõè íèæ÷å. Äëÿ öüîãî ñïåðøó ââåäåìî àíàëîã òàêî¨ ìiðè íà ïðîñòîðàõ

ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié â Λ ∈ Bc(Rd) (äèâ. [20]), ÿêó iíêîëè íàçèâàþòü ìi-

ðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà (äèâ., íàïðèêëàä, [1]) çà ôîðìóëîþ:∫
ΓΛ

F (γ)λzσ(dγ) :=
∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ

· · ·
∫

Λ

Fn(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn, (1.12)

äëÿ âñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié F = {Fn}n≥0, Fn ∈ L∞(Λn) (àáî Fn ∈ L1(Rdn)). Çà

äîïîìîãîþ ìiðè λzσ ïîáóäó¹ìî ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið

πΛ
zσ := e−zσ(Λ)λΛ

zσ, Λ ∈ Bc(Rd). (1.13)

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (1.12), ùî ñiì'ÿ (1.13)

¹ ïîïàðíî óçãîäæåíà i çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà (äèâ., íàïðèêëàä, [24]) iñíó¹

¹äèíà éìîâiðíiñíà ìiðà πzσ íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði Γ.

Ìiðà Ãiááñà äëÿ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ íà ïðîñòîði êîíôiãóðà-

öié ΓΛ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

µΛ(dγ) =
1

ZΛ
e−βU(γ)λzσ(dγ), (1.14)
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ZΛ =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (1.15)

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ âèçíà÷åííÿì ìiðè Ëåáåãà-Ïóàññîíà (1.12). Ó âèïàäêó íå-

ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè â Rd ó ïiäõîäi Äîáðóøèíà-Ëåíôîðäà-Ðþåëÿ (äèâ. [4], [16])

ìiðà Ãiááñà µ âèçíà÷à¹òüñÿ íà Γ çà äîïîìîãîþ ñiì'¨ óìîâíèõ éìîâiðíiñíèõ

ðîçïîäiëiâ, ùiëüíiñòü ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíîþ Ðàäîíà-Íiêîäèìà

dµΛ

dλzσ
(η| γ̄Λc) =

exp {−βU(η| γ̄Λc)}
ZΛ(γ̄Λc)

, (1.16)

äå

U(η|γ̄Λc) := U(η) +W (η; γ̄Λc), (1.17)

à

Λ ∈ Bc(Rd), Λc = Rd \ Λ, η ∈ ΓΛ, γ̄ ∈ Γ.

Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ìiðè Ãiááñà µ äëÿ âçà¹ìîäié i óìîâ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ¹

âiäîìèì ðåçóëüòàòîì (äèâ., íàïðèêëàä, îãëÿäè [14], [2]), à óìîâó ïåðåìiøóâà-

ííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

µ(F1F2) − µ(F1)µ(F2) → 0 (1.18)

äëÿ äâîõ îáìåæåíèõ ôóíêöié F1, F2 : Γ 7→ R, äëÿ ÿêèõ

dist(suppF1, suppF2)→∞

.

1.3 Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨. Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ¹ â ïåâíîìó ñåíñi ìîìåíòàìè ìiðè Ãiááñà, çà ÿêèìè

ðîçðàõîâóþòü ñåðåäíi çíà÷åííÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí, à ñòàòèñòè÷íà ñó-

ìà âiäiãðà¹ âàæëèâå çíà÷åííÿ ó ïîáóäîâi òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié âiëüíî¨

åíåðãi¨ òà òèñêó ñèñòåìè (äèâ., íàïðèêëàä, [32], [25].

Çàïèøåìî âèðàçè äëÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ZΛ òà âiäïîâiäíîãî íàáîðó êî-

ðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρΛ çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ λzσ. Òîäi ó âèïàäêó

âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ:

ZΛ(z, β) :=

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (1.19)

ρΛ(η; z, β) :=
1

ZΛ(z, β)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ), η ∈ ΓΛ. (1.20)
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Äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü àêòèâíîñòi z iñíó¹ ¹äèíà òåðìîäèíàìi÷íà ãðàíèöÿ

ρΛ ïðè Λ ↑ Rd [32]. Ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ ρ(η; z, β) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè íåñêií÷åííî¨

ñèñòåìè ðiâíÿíü Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà ó áàíàõîâîìó ïðñòîði Eξ (äèâ., íàïðè-

êëàä, [32], [25]) ç íîðìîþ

‖ϕ‖ξ := sup
η∈Γ0\∅

|ϕ(η)|ξ−|η|, ϕ ∈ Eξ. (1.21)

Ñèñòåìà ðiâíÿíü Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi ¹äè-

íîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (äèâ. [32])

ρ = zK̃ρ+ zδ, (1.22)

äå îïåðàòîð K̃ äi¹ íà äîâiëüíó ôóíêöiþ ϕ ∈ Eξ ó âiäïîâiäíîñòi çà ïðàâèëîì:

(K̃ϕ)({x}) =

∫
Γ0

K(x; γ)ϕ(γ)λσ(dγ), (1.23)

ÿêùî η = {x}, K(x; ∅) = ϕ(∅) = 1 i

(K̃ϕ)(η) =
∑
x∈η

π̃(x; ηx̂)e−βW (x;ηx̂)

∫
Γ0

K(x; γ)ϕ(ηx̂ ∪ γ)λσ(dγ), (1.24)

ÿêùî |η| ≥ 2, à η \ {x} := ηx̂,

π̃(x; ηx̂) =
πW (x; ηx̂)∑

y∈η
πW (y; ηŷ)

(1.25)

πW (x; ηx̂) =

1 ÿêùî W (x; ηx̂) ≥ −2B,

0 ó ðåøòi âèïàäêiâ,
(1.26)

K(x; γ) :=
∏
y∈γ

Cxy; Cxy := e−βφ(|x−y|) − 1, (1.27)

δ(η) =

1 ÿêùî |η| = 1,

0 ó ðåøòi âèïàäêiâ.
(1.28)

Çàóâàæåííÿ 1.2. Îïåðàòîð K̃ = ΠK ó ïîçíà÷åííÿõ Ä. Ðþåëÿ [32], à (1.26),

(1.25) ¹ ðåàëiçàöiÿ îïåðàòîðà Π:

(Πϕ) (η) :=
∑
x∈η

π̃(x; η \ {x})ϕ(x, η \ {x})

Ïðè öüîìó îïåðàòîð K : Eξ → Ee2βBξ, à îïåðàòîð K̃ : Eξ → Eξ(äèâ.

äåòàëüíiøå [32]).
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Îïåðàòîð K̃ îáìåæåíèé ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Eξ.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.22) ìîæíà ïîäàòè ó ôîðìi çáiæíèõ ó ïðîñòîði Eξ

(òà òî÷êîâî çáiæíèõ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ Γ0 ) ðÿäiâ

ρ(η; z, β) =
∞∑
n=0

zn+1(K̃nδ)(η; z, β), (1.29)

ÿêùî âçà¹ìîäiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A), à çíà÷åíÿ àêòèâíîñòi z íàëåæèòü

êðóãó:

|z| ≤ e−2βBξe−ξC(β) (1.30)

Îïòèìàëüíèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà ξ ¹ ξ = C(β)−1, äå

C(β) =

∫
Rd

∣∣∣e−βφ(|x|) − 1
∣∣∣ dx < ∞. (1.31)

Òîäi îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé ïîòåíöiàë φ(|x|) ¹ íåïåðåðâíèì íà R+ \{0} i çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâàì (1.9)�(1.11) Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ êîíôiãóðàöié η, η1 ∈ Γ0, η ∩ η1 =

∅, âiäñòàíü ìiæ ÿêèìè dist(η, η1) := min x∈η
y∈η1

|x−y| > R i äîñòàòíüî ìàëîãî

çíà÷åííÿ àêòèâíîñòi z, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü:

|ρ(η ∪ η1)− ρ(η)ρ(η1)| ≤ Cm
dist(η,η1)

R

ξ0
ξ
|η|+|η1|
0 , (1.32)

äå mξ0 < 1, C > 0, ξ0 = ξ0(β, z) > 0 íå çàëåæàòü âiä η, η1.

1.4 Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ìîäåëi êîìiðêîâîãî ãàçó òà ðiâ-

íÿííÿ äëÿ íèõ

ßê ìè çàçíà÷èëè âèùå, â ðîáîòàõ [27], [29], [30] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ

âçà¹ìîäié, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî, êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ìîäåëi êîìiðêîâîãî ãàçó

ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ äî êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(η; z, β) ÿêùî ïàðàìåòð ðîç-

áèòòÿ a → 0. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.1 äîñòàòíüî äîâåñòè

íåðiâíiñòü (1.32) äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ìîäåëi êîìiðêîâîãî ãàçó ç êîí-

ñòàíòàìè mξ0 < 1, C > 0, ξ0 = ξ0(β, z) > 0, ÿêi íà çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà

ðîçáèòòÿ a.

Ùîá âèçíà÷èòè êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ìîäåëi êîìiðêîâîãî ãàçó ââåäåìî òà-

êó ôóíêöiþ íà ïðîñòîði Γ0:

χ∆
−(γ) =

{
1, äëÿ γ ç |γ∆| ∈ {0, 1},
0, â iíøîìó âèïàäêó .

(1.33)
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Òîäi ñòàòèñòè÷íà ñóìà i êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ìîäåëi êîìiðêîâîãî ãàçó âèçíà-

÷àþòüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè:

Z
(a)
Λ (z, β) :=

∫
ΓΛ

e−βU(γ)
∏

∆∈∆a∩Λ

χ∆
−(γ)λzσ(dγ) :=

:=

∫
Γ

(a)
Λ

e−βU(γ)λazσ(dγ) (1.34)

i

ρ
(a)
Λ (η; z, β) :=

1

Z
(a)
Λ (z, β)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λazσ(η ∪ dγ), (1.35)

äå

λazσ(η ∪ dγ) :=
∏

∆∈∆a∩Λ

χ∆
−(η ∪ γ)λzσ(dγ). (1.36)

Âèçíà÷èìî òàêîæ ñiì'þ óìîâíèõ êîðåëÿöiéíèõ

ôóíêöié ρ(a)
Λ (· | η1; z, β):

ρ
(a)
Λ (η | η1; z, β) :=

z|η|

Z
(a)
Λ (η1; z, β)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ|η1)λazσ(η ∪ η1 ∪ dγ), (1.37)

äå

U(γ | η) = U(γ) + W (γ; η), (1.38)

à âiäïîâiäíà ñòàòèñòè÷íà ñóìà ìà¹ âèãëÿä:

Z
(a)
Λ (η1; z, β) :=

∫
ΓΛ

e−βU(γ|η1)λazσ(η1 ∪ dγ). (1.39)

1.5 Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóí-

êöié êîìiðêîâîãî ãàçó

Îñíîâíèì òåõíi÷íèì çàñîáîì äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (1.32) áóäóòü Ðiâíÿí-

íÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié

ρ(a)(η; z, β) i ρ(a)(· | η1; z, β). Â ðîáîòi [29] ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρ(a)(η; z, β)

áóëè âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó

lim
a→0

ρ(a)(η; z, β) = ρ(η; z, β). (1.40)

Çàóâàæèìî, ùî äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó

Λ ↑ Rd äëÿ ôóíêöié ρ(a)
Λ (η; z, β) âèêîíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî(äèâ. [29]), à ùîá âè-

âåñòè ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρ(a)
Λ (· | η1; z, β) äîìíîæèì ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê
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ó ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó (1.37) íà ìíîæíèê z|η1|e−βU(η1)

Z
(−)
Λ (z,β,a)

. Òîäi

ρ
(a)
Λ (η | η1; z, β) :=

z|η∪η1|

Z
(−)
Λ (z,β,a)

∫
ΓΛ
e−βU(η∪η1∪γ)λazσ(η ∪ η1 ∪ dγ)

z|η1|

Z
(−)
Λ (z,β,a)

∫
ΓΛ
e−βU(η1∪γ)λazσ(η1 ∪ dγ)

. (1.41)

Âðàõîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(a)
Λ (·; z, β) ìè ìîæåìî ïåðå-

ïèñàòè (1.41) ó âèãëÿäi:

ρ
(a)
Λ (η | η1; z, β) :=

ρ
(a)
Λ (η ∪ η1; z, β)

ρ
(a)
Λ (η1; z, β)

(1.42)

i àíàëîãi÷íå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ãðàíè÷íèõ ôóíêöié ρ(a)(η | η1; z, β). Ùîá

çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρ(a)(η | η1; z, β), çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-

Çàëüöáóðãà äëÿ ôóíêöi¨

ρ(a)(η ∪ η1; z, β), âèäiëèâøè çìiííó x ∈ η i çàñòîñóâàâøè îïåðàòîð π̃(x; ηx̂)

(ôîðìóëè (1.26)�(1.25)):

ρ(a)(η ∪ η1; z, β) = zπ̃(x; ηx̂)e−βW (x;ηx̂∪η1)

{
ρ(a)(ηx̂ ∪ η1; z, β)+∫∑

Q⊂∆a,Q6=∅
Q∩ηx̂∪η1=∅

∏
y∈Q

(
e−βφxy − 1

)
ρ(a)(ηx̂ ∪ η1 ∪Q; z, β)

}
, (1.43)

äå Q = {∆1, ...,∆k}, k = 0, 1, ... âñåìîæëèâi ïiäìíîæèíè êóáiâ ðîçáèòòÿ

∆a, â êîæíîìó ç ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ òî÷êà êîíôiãóðàöi¨. Ó ôîðìóëi (6.13) ìè

âèêîðèñòàëè íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ:∫∑
Q⊂∆a

f(Q) =
∞∑
k=0

∑
{∆1,...,∆k}⊂∆a

∫
∆1

· · ·
∫
∆k

f(y1, . . . , yk)dy1 · · · dyk (1.44)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è (1.42), ìà¹ìî:

ρ(a)(η | η1; z, β) = zπ̃(x; ηx̂)e−βW (x;ηx̂∪η1)

{
ρ(a)(ηx̂ | η1; z, β)+∫∑

Q⊂∆a,Q6=∅
Q∩ηx̂∪η1=∅

∏
y∈Q

(
e−βφxy − 1

)
ρ(a)(ηx̂ ∪Q | η1; z, β)

}
. (1.45)

Çàïèøåìî ñiì'þ ðiâíÿíü (1.45) ó âèãëÿäi îäíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ:

ρ(a)(η | η1) = z
(
K̃(a)
η1
ρ(a)
)

(η | η1) + zδη1
(η), (1.46)
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äå

δη1
(η) =

e−βW (x;η1) ÿêùî η = {x},

0 ÿêùî |η| ≥ 2.

Îïåðàòîð K̃(a)
η1 äi¹ íà äîâiëüíó ôóíêöiþ ϕ ∈ C0(Γ

(a)
0 çà ïðàâèëîì:(

K̃(a)
η1
ϕ
)

(x) = e−βW (x;η1)

∫∑
Q⊂∆a,Q6=∅,
Q∩η1=∅

∏
y∈Q

(
e−βφxy − 1

)
ϕ(Q) (1.47)

äëÿ |η| = 1, i (
K̃(a)
η1
ϕ
)

(η) = π̃(x; ηx̂)e−βW (x;ηx̂∪η1)

{
ϕ(ηx̂)+∫∑

Q⊂∆a,Q6=∅
Q∩ηx̂∪η1=∅

∏
y∈Q

(
e−βφxy − 1

)
ϕ(ηx̂ ∪Q)

}
(1.48)

äëÿ |η| ≥ 2.

Âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî ÿêùî dist(η, η1) > R òîäiW (η; η1) = 0 , e−βW (x;η1) =

1 i â ñóìàõ âèðàçiâ (1.47), (1.48) ñóìóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïî ïiäìíîæèíàì

Q ⊂ R(∆) äå

R(∆) =
⋃

∆′∈∆a,dist(∆
′ ,∆)≤R

∆
′
. (1.49)

Îïåðàòîð K̃(a)
η1 ¹ îáìåæåíèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòîði Eξ(ξ > 0) (äèâ. [32]). Éîãî

íîðìà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi (äèâ. òàêîæ àíàëîãi÷íi îöiíêè â [23] äëÿ ìîäåëi

ãðàò÷àñòîãî ãàçó):

‖ K̃(−)
η1
‖ξ≤ eβD(a)eξC(β)ξ−1. (1.50)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíÿ (1.46) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi çáiæíîãî â Eξ (à òàêîæ

ïîòî÷êîâî çáiæíîãî äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ Γ0 ) ðÿäó (ïðè

äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü àêòèâíîñòi z):

ρ(a)(η | η1; z, β, a) =
∞∑
n=0

zn+1
((
K̃(a)
η1

)n
δη1

)
(η). (1.51)

Ïîêëàäàþ÷è η1 = ∅ ìè îòðèìà¹ìî àíàëîãi÷íi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρ(a)(η; z, β),

à ¨õ ðîçâ'ÿçêè çàäàþòüñÿ àíàëîãi÷íèì ðÿäîì:

ρ(a)(η; z, β) =
∞∑
n=0

zn+1
((
K̃(a)

)n
δ
)

(η). (1.52)



22

Âèðàç äëÿ îïåðàòîðà K̃(a) (|η| ≥ 2 ) ¹ àíàëîãi÷íèì äî (1.48) áåç ìíîæíèêà

e−βW (x;η1).

Äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1.1

Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (1.32) ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíó ëåìó(äèâ. òàêîæ

[23], ëåêöiÿ 6):

Ëåìà 1.1. ßêùî äâi ôóíêöi¨ f1 i f2 çáiãàþòüñÿ (f1(η) = f2(η)) äëÿ âñiõ

η ∈ Γ0 òàêèõ, ùî

dist(η, η1) ≥ pR > 0, p ∈ N,

òîäi (
K̃(a)f1

)
(η) =

(
K̃(a)
η1
f2

)
(η).

äëÿ âñiõ η òàêèõ, ùî

dist(η, η1) ≥ (p+ 1)R.

Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíÿíü (1.47), (1.48) i òîãî ôàêòó, ùî êîëè Q ⊂ R(∆) òîäi

dist(η \{x}∪Q, η1) ≥ pR ÿêùî dist(η, η1) ≥ (p+ 1)R. Ó âèðàçi äëÿ îïåðàòîðiâ

K̃(a) i K̃(a)
η1 ñóìóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïî ðiçíèì îáëàñòÿì (Q ∩ η \ {x} = ∅ i

Q∩ (η \ {x} ∪ η1) = ∅ âiäïîâiäíî). Àëå öå íå ïðèâîäèòü äî ðiçíèõ îïåðàòîðiâ,
áî, ÿêùî Q ∩ η1 6= ∅ i dist(η, η1) > R çà óìîâîþ ëåìè, òîäi e−βφxy − 1 = 0 äëÿ

äîâiëüíîãî y ∈ Q.
ßêùî dist(η, η1) ≥ R òîäi δ(η) = δη1

(η). Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî η, η1 ∈
Γ0 òàêîãî, ùî dist(η, η1) ≥ R:(

K̃(a)δ
)

(η) =
(
K̃(a)
η1
δη1

)
(η).

�

Âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ ëåìè, îòðèìà¹ìî:((
K̃(a)

)p
δ
)

(η) =
((
K̃(a)
η1

)p
δη1

)
(η). (1.53)

äëÿ âñiõ p:

1 ≤ p ≤
[
dist(η, η1)

R

]
.

Äëÿ äîâiëüíîãî η, η1 ∈ Γ0 iñíó¹ n ∈ N0 òàêå, ùî:

(n+ 1)R ≥ dist(η, η1) ≥ nR.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ôàêò i (1.53) ìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó äëÿ

äîâiëüíèõ η, η1 ∈ Γ0 òàêèõ, ùî dist(η, η1) ≥ R :∣∣∣ρ(a)(η)− ρ(a)(η | η1)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∞∑

l=n+1

zl+1

((
K̃(a)
η1

)l
δ

)
(η)−

−
∞∑

l=n+1

zl+1

((
K̃(a)

)l
δη1

)
(η)
∣∣∣. (1.54)

Ç îçíà÷åííÿ íîðìè ó ïðîñòîði Eξ i òîãî, ùî iñíó¹ ξ0 òàêå, ùî ìà¹ ìiñöå íà-

ñòóïíà íåðiâíiñòü:

z ‖ K̃(a) ‖ξ0≤ mξ0(a), z ‖ K̃(a)
η1
‖ξ0≤ mξ0(a), 0 ≤ mξ0(a) ≤ 1

îòðèìà¹ìî íåðiâíîñòi:

zl
∣∣((K̃(a)

)l
δ
)
(η)
∣∣≤ zl ‖

(
K̃(a)

)l
δ ‖ξ0 ξ

|η|
0 ≤ ml

ξ0
ξ
|η|−1
0 , (1.55)

zl
∣∣((K̃(a)

η1

)l
δη1

)
(η)
∣∣≤ zl ‖

(
K̃(a)
η1

)l
δη1
‖ξ0 ξ

|η|
0 η| ≤ eβBml

ξ0
ξ
|η|−1
0 . (1.56)

Ç îöiíîê (1.55)-(1.56) ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè îöiíêó (1.54) òàêèì ÷èíîì:∣∣∣ρ(a)(η)− ρ(a)(η | η1)
∣∣∣ ≤ C0m

n+1
ξ0

ξ
|η|
0 ≤ C0m

dist(η,η1)
R

ξ0
ξ
|η|
0 . (1.57)

Âðàõîâóþ÷è (1.42) òà îáìåæåíiñòü ôóíêöié ρ(a)(η; z, β) :

ρ(a)(η1; z, β) ≤ C1ξ
|η1|
1 , (1.58)

äå C1 íå çàëåæèòü âiä a (äèâ. [30]) îòðèìó¹ìî ç (1.57) íåðiâíiñòü∣∣∣ρ(a)(η ∪ η1)− ρ(a)(η)ρ(a)(η1)
∣∣∣ ≤ Cm

dist(η,η1)
R

ξ0
ξ|η|+|η1|. (1.59)

Ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (5.9) íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ðîçáèòòÿ a. Ãðà-

íè÷íèé ïåðåõiä a→ 0 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1.

�

1.6 Âèñíîâêè. Ìîæëèâi çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó áóëà òåîðåìà 1.1, òîáòî íåðiâíiñòü

(1.32). Äëÿ ìîäåëi ãðàò÷àñòîãî ãàçó ¨¨ äîâåäåííÿ äèâèñü â ðîáîòi [23]. Â ðî-

áîòi [31] áóâ çàñòîñîâàíèé ìåòîä ðîáîòè [23]. Âií ïîëÿãàâ ó òîìó, ùî âíàñëi-

äîê ðåçóëüòàòó ðîáîòè [29] íåïåðåðâíó ñèñòåìó âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê ìîæíà
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àïðîêñèìóâàòè çà äîïîìîãîþ ìîäåëi êîìiðêîâîãî ãàçó. Äëÿ öüîãî áóëè âèâå-

äåíi ðiâíÿííÿ (1.46), çà äîïîìîãîþ ÿêèõ áóëà äîâåäåíà íåðiâíiñòü (5.9), ÿêà

ïiñëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó a→ 0 ïåðåòâîðþâàëàñü â íåðiâíiñòü (1.32).

Ç íåðiâíîñòi (1.32) âèïëèâà¹ ïîâåäiíêà ìiðè Ãiááñà, ÿêó âiäîáðàæà¹ ãðà-

íè÷íèé ïåðåõiä (1.18). Öþ âëàñòèâiñòü íàçèâàþòü óìîâîþ ïåðåìiøóâàííÿ.

Íàéáiëüø õàðàêòåðíèì ïðèêëàäîì çàñòîñóâàííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ¹ éîãî

ïåðåâiðêà ïðè äîñëiäæåííi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì íà ¨õ åðãîäè÷íiñòü i âñòàíîâëåí-

íi ôàêòó ¨õ ïðÿìóâàííÿ äî ðiâíîâàãè. Äåòàëüíî öå îïèñàíî â ìîíîãðàôi¨ [15].
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2 ÊÎÐÅËßÖI� ÊËÀÑÒÅÐIÂ

ÂÇÀ�ÌÎÄIÞ×ÈÕ ×ÀÑÒÈÍÎÊ ÒÀ

ÎÖIÍÊÀ �Õ ÑÏÀÄÀÍÍß

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi áóëè äîñiäæåíi óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ïîâå-

äiíêó íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ÿêà çàáåçïå÷ó¹

¹ðãîäè÷íiñòü ñèñòåìè, ÿêà â ñâîþ ÷åðãó äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè ñòàòèñòè÷íi

ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Òåîðåìà 1.1 ôàêòè÷íî çâîäèòü öþ ïðîáëåìó äî îöií-

êè âçà¹ìîäi¨ äâîõ êëàñòåðiâ(äâîõ âiääàëåíèõ ãðóï ÷àñòèíîê). Âèíèêà¹ çîâñiì

ïðèðîäíå óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ çàäà÷i. ßêèì ÷èíîì îïèñàòè âçà¹ìîäiþ áàãàòüîõ

òàêèõ ãðóï? Âèÿâëÿ¹òüñÿ òàêà çàäà÷à ìà¹ äîñèòü øèðîêå ïîëå çàñòîñóâàíü ó

ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi òà iíøèõ ãàëóçÿõ ïðèðîäîçíàâñòâà.

2.1 Êëàñòåðè òà îïèñ ¨õ âçà¹ìîäi¨

Ìàáóòü âïåðøå òàêà ïðîáëåìà âèíèêëà â ôiçèöi (äèâ. [17]). Äåòàëüíî ¨¨

îáãîâîðåííÿ ç òî÷êè çîðó ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ áóëî ðîçãëÿíó-

òî â ðîáîòi [8]). Äëÿ ñèñòåì íà ãðàòêàõ áóëè îòðèìàíi ðÿä âàæëèâèõ ðåçóëü-

òàòiâ. Äëÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì áóëè ñôîðìóëüîâàíi âàæëèâi äëÿ äîñëiäæåííÿ

ïðîáëåìè. Îêðåìi ïðîáëåìè áóëè äîñëiäæåíi â [8] i ïiçíiøå â ðîáîòàõ [9�11,22].

Â ðîáîòi [6] äîñëiäæåííÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ êëàñòåðàìè áóëè ñôîðìóëüîâàíi â òåð-

ìiíàõ ðiâíÿíü, ÿêi áóëè âïåðøå âèâåäåíi â öié ðîáîòi äëÿ òàê çâàíèõ ÷àñòêîâî

çâ'ÿçíèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié(×ÇÊÔ), ââåäåíèõ ùå â [8]). Ìàòåìàòè÷íèé

àïàðàò, íåîáõiäíèé äëÿ âèâîäó öèõ ðiâíÿíü ñïèðà¹òüñÿ íà òåîðiþ óçàãàëüíå-

íèõ ôóíêöié.

Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ â D′(Γ0).

Ïðîñòið îñíîâíèõ ôóíêöié D(Γ0) âèçíà÷à¹òüñÿ ðàñòóïíèì ÷èíîì. Ôóí-

êöiÿ G ∈ D(Γ0) ¹ âiäîáðàæåííÿ G : Γ0 → R çàäàíå çàäîïîìîãîþ ïîñëi-

äîâíîñòi ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié Gn ∈ C∞0,sym(Rdn) òàêèõ, ùî äëÿ γ ∈ Γ(n),

G(γ) = G(γ(x1,...,xn)) = Gn(x1, ..., xn).

Äëÿ çàäàíîãî j ∈ C∞0 (Rd) ç |j| ≤ 1 âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ej : Γ0 → R,
òàêîþ ðiâíiñòþ

η 7→ ej(η) =

{
1, η = ∅∏

x∈η j(x), |η| ≥ 1.
. (2.1)

Çðîçóìiëî, ùî ej ∈ D(Γ0). Äëÿ äîâiëüíîãî η ∈ Γ0 âèçíà÷èìî óçàãàëüíåíó
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ôóíêöiþ δη òàêèì ÷èíîì, ùî äëÿ G ∈ D(Γ0)

〈δη, G〉 :=

∫
Γ0

δη(γ)G(γ)λzσ(dγ) = z|η|G(η). (2.2)

Íà ìîâi δ-ôóíêöié â Rd äëÿ êîíôiãóðàöié η = {x1, ..., xm} i γ = {y1, ..., ym}

δη(γ) =


0, äëÿ |γ| 6= |η|,
1, äëÿ γ = η = ∅,∑

π∈Sm
∏m

k=1 δ(xk − yπ(k)), äëÿ γ, η ∈ Γ
(m)
0

. (2.3)

Äîáóòîê â îñòàííié ñòði÷öi öå ïðÿìèé äîáóòîê δ-ôóíêöié. Çàóâàèìî, ùî êîëè

η1 ∩ η2 = ∅ òîäi δη1
· δη2

= 0 i ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè äîáóòîê

m∏
i=1

∆(αiηi)(γ) :=
m∏
i=1

1 + αi
∑
ξi≤γ

δηi(ξi)

 , (2.4)

äå αj ∈ R. Íà ìîâi ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ

〈
m∏
i=1

∆(αi,ηi), G〉 =
∑

I⊂{1,...,n}

∏
i∈I

αiz
|ηi|
∫

Γ0

G

(⋃
i∈I

ηi
⋃

γ

)
λzσ(dγ), (2.5)

âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü∫
ΓΛ

G(γ)
∑
η⊆γ

H(η, γ \ η)λσ(dγ) =

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

G(η ∪ γ)H(η, γ)λσ(dη)λσ(dγ). (2.6)

â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié i òîãî ôàêòó, ùî äëÿ ηi ∩ ηj = ∅

∑
ξi⊆γ∪ηi

δηj(ξ) =
∑
ξi⊆γ

δηj(ξ), i 6= j. (2.7)

Çâ'ÿçíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨

Ñïðàâæíi ôiçè÷íi êîðåëÿöi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè îïèñóþòüñÿ çâ'ÿçíèìè êî-

ðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè. Öi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðñèâíî: ρT (x1) = ρ({x1})
i

ρT (x1, . . . , xn) = ρ(η) −
n∑
k=2

∗∑
I1,...,Ik⊂{1,...,n}

k∏
l=1

ρT (ηIl), (2.8)
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äå n = |η| à çiðî÷êà íàä ñóìîþ îçíà÷à¹, ùî öå ñóìà çà âñiìè ðîçáèòòÿìè

ìíîæèíè {1, . . . , n} íà k íå ïîðîæíiõ ìíîæèí, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òîáòî
k⋃
l=1

ηl = η, ηi ∩ ηj = ∅ i 6= j; ηl 6= ∅. (2.9)

�õ òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè â òåðìiíàõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(η) íàñòóïíèì

âèðàçîì:

ρT (x1, . . . , xn) =
n∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!
∗∑

I1,...,Ik⊂{1,...,n}

k∏
l=1

ρ(ηIl). (2.10)

×àñòêîâî çâ'ÿçíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨.

×àñòêîâî çâ'ÿçíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ (×ÇÊÔ) îïèñóþòü êîðåëÿöi¨ ìiæ

êëàñòåðàìè, òîáòî ìiæ îêðåìèìè ãðóïàìè ÷àñòèíîê. Îöiíêè ïîñëàáëåííÿ öèõ

êîðåëÿöié ¹ âàæëèâèì òåõíi÷íèì çàñîáîì ïðè äîâåäåííi áàãàòüîõ ôiçè÷íèõ

ãiïîòåç (äèâ, íàïðèêëàä, îöiíêó (4.2) iâ ðîáîòi [3]).

Íåõàé η = ∪mi=1ηi. Òîäi ×ÇÊÔ, ùî âiäïîâiäàþòü òàêîìó ðîçáèòòþ :

ρ̃T (η1; . . . ; ηm) = ρ(∪mi=1ηi) −
m∑
k=2

∗∑
I1,...,Ik⊂{1,...,m}

ρ̃T (η̃1)ρ̃
T (η̃2) · · · ρ̃T (η̃k), (2.11)

äå η̃l = ∪i∈Ilηi. Î÷åâèäíî, ùî öå âèçíà÷åííÿ çáiãà¹òüñÿ ç (2.8) êîëè óñi êîíôiãó-
ðàöi¨ ηi ìiñòÿòü ïî îäíié òî÷öi(÷àñòèíêè). Çðîçóìiëî, ùî ∪kl=1η̃l = ∪mi=1ηi = η.

Àíàëîãi÷íî äî (2.10), ×ÇÊÔ ρ̃Tm(η̃) ìîæíà òàêîæ âèðàçèòè áåçïîñåðåäíüî ÷å-

ðåç ρ(ηi):

ρ̃Tm(η̃) =
m∑
k=1

(−1)k−1(k − 1)!
∗∑

I1,...,Ik⊂{1,...,m}

ρ(η̃1) . . . ρ(η̃k). (2.12)

2.2 Ðiâíÿííÿ äëÿ ×ÇÊÔ

Äëÿ òîãî, ùîá âèâåñòè ðiâíÿííÿ äëÿ öèõ ôóíêöié, âèçíà÷èìî ïîðîäæóþ-

÷è ôóíêöiîíàë. Äëÿ çàäàíîãî j ∈ C∞0 (Rd) âèçíà÷èìî çãëàäæåíó êîðåëÿöiéíó

ôóíêöiþ ρj:

ρj(η) = ρj;1(η) =
1

Zj

∫
Γ0

ej(η ∪ γ) e−βU(η∪γ)λzσ(dγ), (2.13)

ç

Zj =

∫
Γ0

ej(γ) e−βU(γ)λzσ(dγ).
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Âèêîðèñòîâóþ÷ì (2.1) � (2.5), ïîêëàäåìî

F̃ T
ρj

(α, η)m1 = logZj(α, η)m1 , (2.14)

äå

Zj(α, η)m1 =

∫
Γ0

m∏
i=1

∆(αiηi)(γ) ej(γ) e−βU(γ) λzσ(dγ)

= 〈
m∏
i=1

∆(αi,ηi), ej · e
−βU〉. (2.15)

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî j(x) = 11Λ(x), à α1 = α2 = · · · = αm = 0 ôîðìóëà (2.15)

¹ àíàëiòè÷íèì âèðàçîì äëÿ âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè (1.15). Âèçíà÷èìî òàêi

ôóíêöi¨ äëÿ 1 ≤ k ≤ m:

ρ̃Tj;k(η1; ...; ηk|(α, η)mk+1) =
∂k

∂α1 · · · ∂αk
F̃ T
ρj

(α, η)m1
∣∣
α1=···=αk=0

. (2.16)

Âèçíà÷èìî k-òî÷êîâi j-×ÇÊÔ:

ρ̃Tj;k(η1; ...; ηk) = ρ̃Tj;k(η1; ...; ηk|(α, η)mk+1)
∣∣
αk+1=···=αm=0

. (2.17)

Ó ðîáîòi [6] áóëà äîâåäåíà íàñòóïíà ëåìà:

Ëåìà 2.1. j-×ÇÊÔ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

ρ̃Tj;m(η1; . . . ; ηm) =
m∑
r=1

(−1)r−1(r − 1)!
∗∑

{J1,...,Jr}⊂{1,...,m}

r∏
l=1

ρj

(∑
i∈Jl

ηi

)
, (2.18)

äå äðóãà ñóìà â (2.18) âèêîíó¹òüñÿ çà óñiìà ðîçáèòòÿìè ìíîæèíè {1, . . . ,m}
íà r íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí J1, . . . , Jr ç îáìåæåííÿìè (2.9).

Íàïðèêëàä, äëÿ j(x) = 11Λ(x) ôóíêöi¨ (2.17) ¹ ×ÇÊÔ â Λ, à äëÿ j = 1

öå ×ÇÊÔ â Rd.

Ó âèïàäêó m = 1 ×ÇÊÔ ρ̃Tj (η1) = ρj(η1), à ðiâíÿííÿ çáiãà¹òüñÿ çi

çâè÷àéíèì ðiâíÿííÿì Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà (1.22)�(1.28):

ρj(η1) = z e−βW (x1;ηx̂1)j(x1)

∫
Γ

K(x1; ξ) ρj(η
x̂1 ∪ ξ)λσ(dξ), (2.19)

äå ÿäðî K âèçíà÷åíî â (1.27), à W (x1; η
x̂1) â (1.25).
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Äëÿ òîãî ùîá îòðèìàòè ðiâíÿííÿ äëÿ ρ̃Tj;m(η1; ...; ηm) çàïèøåìî ðiâíÿííÿ

(2.19) äëÿ

ρj(η1∪η) = z e−βW (x1;ηx̂1)j(x1)
∑
ξ⊆η

∫
Γ0

K(x1; ξ∪γ) ρj(η
x̂1∪η∪γ)λσ(dγ), (2.20)

äå â ðîçêëàäi åêñïîíåíòè e−βU(η1∪γ) âèêîðèñòàíî òîòîæíiñòü∑
ξ⊆γ∪η

K(x1; ξ) =
∑
ξ⊆η

∑
ς⊆γ

K(x1; ξ ∪ ς). (2.21)

Ïiñëÿ äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü (äèâ. [6], ðîçäië 4.1) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

ρ̃Tj;m(η1; ...; ηm) = z e−βW (x1;ηx̂1)j(x1)
∑

I⊂{2,...,m}

∗∑
ξ⊆ηI

∫
Γ0

λσ(dγ)K(x1; ξ ∪ γ)

× ρ̃Tj;m−|I|
(
ηx̂1 ∪ ηI ∪ γ; η{2,...,m}\I

)
, (2.22)

äå ηI = ∪i∈Iηi, ηI = {ηi1; . . . ; ηi|I|}, I = {i1, . . . , i|I|}, à çiðî÷êà íàä äðóãîþ

ñóìîþ îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñiõ i ∈ I, ξ ∩ ηi 6= ∅.

2.3 Ðîçâ'ÿçêè. Óçàãàëüíåííÿ ôîðìóëè Êåëi

Ñëiäóþ÷è ðîáîòi [22] áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.22) ó âèãëÿäi

iíòåãðàëó:

ρ̃Tj;m(η1; ...; ηm) =

∫
Γ0

ej(∪mi=1ηi ∪ γ)Tm(η1; ...; ηm | γ)λσ(dγ). (2.23)

(Òóò Tm(η1; . . . ; ηm | γ) = 0 ÿêùî γ ∩
⋃m
i=1 ηi 6= ∅.)

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè äëÿ ρ̃Tj;m i ρ̃Tj;m−|I| âèãëÿäó (2.23) â îáèäâi ÷àñòèííè

ðiâíÿííÿ (2.22) i çàñòîñó¹ìî òîòîæíiñòü (2.6) îòðèìà¹ìî ðåêóðåíòíå ñïiââiä-

íîøåííÿ äëÿ ÿäðà Tm i çàâäÿêè äîâiëüíîñòi ôóíêöi¨ j:

Tm(η1; ...; ηm | γ) = z e−βW (x1;ηx̂1)
∑
ξ⊂γ

∑
I⊂{2,...,m}

∗∑
η⊂ηI

K(x1; η ∪ ξ) (2.24)

× Tm−|I|
(
ηx̂1 ∪ ηI ∪ ξ; η{2,...,m}\I

∣∣ γ \ ξ)
ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

T1(∅ | ∅) = 1, T1(∅ | γ) = 0 γ 6= ∅, (2.25)
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à äëÿ m > 1,

Tm(η1; ...; ηm | γ) = 0 γ 6= ∅ i ηi = ∅, (2.26)

öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê âíàñëiäîê ðåêóðåíòíî¨ ñòðóêòóðè. (Öi óìî-

âè ñëiäóþòü ç òîãî, ùî ρj(∅) = 1 i ρ̃Tj:m(η1; . . . ; ηm) = 0 ÿêùî ηj = ∅ äëÿ
äåÿêîãî j = 1, . . . ,m.)

Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.1. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

(A) (äèâ. (1.9)�(1.10)). Òîäi â òåðìîäèíàìi÷íié ãðàíèöi j → 1 iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê ρ̃Tm(η1; ...; ηm) ðiâíÿííÿ (2.22) ÿêèé ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

ρ̃Tm(η1; ...; ηm) =

∫
Γ0

Tm(η1; ...; ηm | γ)λσ(dγ), (2.27)

äå |Tm(η1; . . . ; ηm | γ)| ¹ îáìåæåíèì ñòåïåíåâèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì çà àêòèâ-

íiñòþ z, ÿêèé ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì â îáëàñòi

ze2βB+2ν1 < 1. (2.28)

Àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ ÿäðà Tm(η1; ...; ηm | γ) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

âêëàäiâ ãðàôiâ ëiñiâ,

Tm(η1; ...; ηm | γ) =
∑

f̃∈Sη1;...;ηm|γ

GC(f̃), (2.29)

äå

GC(f̃) = zl+n
∏

(x,y)∈E(f̃)

Cxy
∏

(x,y)∈E(f∗)\E(f̃)

e−βφ(|x−y|), (2.30)

f̃ öå ãðàô-ëiñ, çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ÿêîãî ¹ ãðàôàìè-äåðåâàìè ç âåðøè-

íàìè â òî÷êàõ ìíîæèíè ∪mj=1ηj ∪ γ i òàêi, ùî íå ìàþòü ëiíié, ÿêi ç'¹äíóþòü

òî÷êè îäíîãî é òîãî ñàìîãî êëàñòåðà, à E(f̃) öå ìíîæèíà âíóòðiøíiõ ëiíié

ãðàôà f̃ . ×åðåç f ∗ ïîçíà÷åíî ìàêñèìàëüíèé ãðàô-ëiñ, ïîáóäîâàíèé ç ãðàôà f̃

äîðèñîâóâàííÿì ëiíié, ùî çâ'ÿçóþòü âñi òî÷êè â êîæíîìó êëàñòåði ηj òà ëiíié

çà ïðîöåäóðîþ Ïåí-Ðîóçà (äèâ. [21]).

Çàóâàæåííÿ 2.1. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî (2.30) âíóòðiøíiì ëiíiÿì E(f̃) âiäïî-

âiäàþòü ôóíêöi¨ Cxy, à âíóòðiøíiì ëiíiÿì E(f ∗) \E(f̃) âiäïîâiäàþòü ôóíêöi¨

e−βφ(|x−y|),

Äëÿ ÿäåð Tm(η1; . . . ; ηm | γ) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ëåìà.
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Ëåìà 2.2. Íåõàé ïàðàìåòðè β > 0, z > 0 i ïðèïóñòèìî, ùî φ ¹ òàêèì, ùî

ze2βB ≤ h, |e−βφ(|x−y|) − 1| ≤ ν(x− y), (2.31)

òîäi

|Tm(η1; ...; ηm | γ)| ≤ Qm(η1; ...; ηm | γ), (2.32)

äå ÿäðà Qm(η1; . . . ; ηm | γ) çàäîâîëüíÿþòü ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

Qm(η1; ...; ηm | γ) = h
∑
ξ⊂γ

∑
I⊂{2,...,m}

∗∑
η⊂ηI

Kν(x1; η ∪ ξ) (2.33)

×Qm−|I|(η
x̂1 ∪ ηI ∪ ξ; η{2,...,m}\I | γ \ ξ),

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

Q1(∅ | ∅) = 1, Q1(∅ | γ) = 0 ÿêùî γ 6= ∅, (2.34)

i

Qm(η1; ...; ηm | γ) = 0 ηi = ∅, (m > 1) (2.35)

äå

Kν(x1; ξ) =

{
1, ξ = ∅∏

x∈ξ ν(x1 − x), |ξ| ≥ 1.
. (2.36)

Äåòàëüíå äîâåäåííÿ â [6], à äëÿ ÿäåð Qm(η1; . . . ; ηm | γ) ìàþòü ìiñöå

íàñòóïíi ëåìè

Ëåìà 2.3.

Qm(η1; ...; ηm | γ) =
∑

f̃∈Sη1;...;ηm|γ

Gν(f̃). (2.37)

äå àíàëiòè÷íèé âêëàä f̃ ∈ Sη1;...;ηm|γ, ïîçíà÷åíèé âèðàçîì Gν(f̃), i çàäàíèé

ôîðìóëîþ

Gν(f̃) = Gν(f̃ ; η1; ...; ηm | γ) = hl+n
∏

(x,y)∈E(f̃)

ν(x − y), (2.38)

ç

l = l1 + · · · + lm, li = |ηi| (i = 1, . . . ,m). (2.39)

Îöiíêà ÿäåð Qm(η1; . . . ; ηm | γ) i çàâäÿêè (2.32) ÿäåð

Tm(η1; . . . ; ηm | γ) ìà¹ âèãëÿä∫
Rdn

Gν(f̃ ; η1; ...; ηm | {y1, ..., yn})dy1 · · · dyn ≤ hl+nν
|Eη(f̃)|
0 νn1 , (2.40)
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äå

ν0 = max
x∈Rd

ν(x) = max
x∈Rd
|e−βφ(|x|) − 1|, (2.41)

ν1 =

∫
Rd
ν(x)dx =

∫
x∈Rd
|e−βφ(|x|) − 1|dx. (2.42)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1 òðåáà âñòàíîâèòè êiëüêiñòü äiàãðàì-

ëiñiâ N (m)
n (l1; . . . ; lm) ó ðîçêëàäi (2.29) iç çàäàíèì ÷èñëîì êiëüêîñòi êëàñòåðiâ

m i êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê li = |ηi| ó êîæíîìó êëàñòåði, à òàêîæ òî÷îê n = |γ|.
Âiäïîâiäü äà¹ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 2.4. Íåõàé Li = 2li − 1 äëÿ i = 2, ...,m, òîäi

N (m)
n (l1; . . . ; lm) = L2 · · ·Lml1(l1 + · · ·+ lm + n)m+n−2. (2.43)

Ôîðìóëà (2.43) óçàãàëüíþ¹ âiäîìó ôîðìóëó Êåëi, ÿêà âñòàíîâëþ¹ êiëü-

êiñòü çâ'ÿçíèõ äiàãðàì-äåðåâ iç çàäàíèì ÷èñëîì âåðøèí.

Âðàõîâóþ÷è öþ ôîðìóëó îñòàòî÷íî îöiíþ¹òüñÿ ðîçêëàä äëÿ ×ÇÊÔ, çái-

æíiñòü ÿêîãî îñòàòî÷íî âñòàíîâëþ¹ òâåðäæåííÿ

òåîðåìè 2.1:

|ρ̃Tm(η1; ...; ηm)| ≤
(
2ze2βB+1

)l
ν l−l10 lm−2

∞∑
n=0

(
ze2βB+2ν1

)n
. (2.44)

�

2.4 Îöiíêè øâèäêîñòi îñëàáëåííÿ âçà¹ìîäi¨

êëàñòåðiâ

Íàéáiëüø âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ×ÇÊÔ ¹ ïîñëàáëåííÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ

êëàñòåðàìè ïðè çáiëüøåííi âiäñòàíi ìiæ êëàñòåðàìè. Îöiíêà øâèäêîñòi òà-

êîãî ïîñëàáëåííÿ ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ àíàëiòè÷íîþ ïðîáëåìîþ, ÿêà îõîïëþ¹

ïðîáëåìàòèêó àíàëiçó òà êîìáiíàòîðíî¨ òîïîëîãi¨. Öi îöiíêè çàëåæàòü âiä ïî-

âåäiíêè ôóíêöi¨ ν, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïîòåíöiàëîì âçà¹ìîäi¨ ôîðìóëîþ (2.31).

Ïðèïóñòèìî, ùî ν ¹ ïîëiíîìiàëüíî îáìåæåíîþ, íàïðèêëàä, òàêîþ, ùî ν(x) ≤
Cν(x), äå

ν(x) =
1

|x|α + 1
, (2.45)

ç êîíñòàíòîþ α > d. Â îñíîâi óñiõ îöiíîê öüîãî ðîçäiëó ëåæèòü íàñòóïíà

ëåìà.
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Ëåìà 2.5. Äëÿ ôóíêöié ν, ÿêi âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (2.45) äëÿ âñiõ p ≥ 2 i

x1, . . . , xp ∈ Rd,∫ p∏
r=1

ν(xr − y) dy ≤ 2α(p−1)ν1

p∑
r=1

p∏
k=1; k 6=r

ν(xk − xr), (2.46)

äå

ν1 =

∫
ν(y)dy.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó ¹ òåîðåìà

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (1.11) i

(1.31). Ïðèïóñòèìî äî òîãî æ, ùî iñíó¹ α > d i äëÿ âñiõ β > 0 iñíó¹

êîíñòàíòà C > 0 òàêà, ùî

ν(x) ≤ Cν(x) (2.47)

Òîäi, ïðè óìîâi, ùî

ze2βB
[
ν1(β)e + ν(β)(e + 21+α)

]
< 1 (2.48)

iñíóþòü êîíñòàíòè Am,σ(β, z, α) > 0, 1 ≤ σ ≤ m òàêi, ùî ×ÇÊÔ çàäî-

âîëüíÿþòü íàñòóïíèì íåðiâíîñòÿì

|ρ̃Tm(η1; ...; ηm)| ≤
m∑
σ=1

Am,σ max
Tm∈Tm

νTm, (2.49)

äå Tm öå ìíîæèíà óñiõ çâ'ÿçíèõ ãðàôiâ-äåðåâ ç m âåðøèíàìè, à

νTm =
∏

(i,j)∈Tm

max
x∈ηi;y∈ηj

ν(x− y). (2.50)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè òåõíi÷íî äóæå ñêëàäíå. Âîíî äåòàëüíî âèêëàäåíå

â ðîáîòi [6], à òóò áóäóòü ïðèâåäåíi îñíîâíi êëþ÷îâi ìîìåíòè. Äëÿ ÷àñòèí-

íèõ âèïàäêiâ m = 2, 3 äîâåäåííÿ äóæå ïðîçîðå. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ òî÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó òðåáà âèõîäèòè ç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (2.24), àëå îöií-

êà (2.32) äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäàòè ñïiââiäíîøåííÿ (2.33). Ïåðø íiæ ïåðåõîäè-

òè äî öèõ âèêëàäîê, çðîáèìî äåÿêi ñïðîùåííÿ, ïðîiíòåãðóâàâøè âêëàäè òèõ

äiàãðàì, â ÿêèõ ëiíi¨ çàêií÷óþòüñÿ çìiííèìè y, ùî íàëåæàòü êîíôiãóðàöi¨

γ = {y1, · · · , yn}. Ââåäåìî äëÿ öüîãî íàñòóïíi ÿäðà:

Qm(η1; ...; ηm | n) :=

∫
dy1 · · · dynQm(η1; . . . ; ηm | {y1, . . . , yn}). (2.51)
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Âîíè çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåíííÿì:

Qm(η1; ...; ηm | n) =

= h
∑

I⊂{2,...,m}

K(0)(x1; ηI)
n∑
k=0

(
n

k

)∫
(dy)k

k∏
j=1

Kν(x1; yj)

×Qm−|I|(η
x̂1 ∪ ηI ∪ {y1, ..., yk}; η{2,...,m}\I | n− k), (2.52)

äå K(0)(xj; ∅) := 1, i

K(0)(xj; ηI) =
∗∑

η⊂ηI

Kν(xj; η) =
∗∑

η⊂ηI

∏
x∈η

ν(xj − x). (2.53)

Òîäi ñïðàâåäëèâà ïðîïîçèöiÿ:

Ïðîïîçèöiÿ 2.1. Ðîçâ'ÿçîê ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (2.52) ìîæíà âèðà-

çèòè íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

Qm(η1; ...; ηm | n) = hl
n∑
k=0

(
n

k

)
k! N

(1)
n−k(l + k) (hν1)

n−kQ̃m(η1; ...; ηm | k),

(2.54)

äå Q̃(k)(η1 | 1) = δk0 i Q̃m(η1; η2; ...; ηm | k) ñêëàäà¹òüñÿ ç âêëàäiâ ãðàôiâ-ëiñiâ

Sη1;η2;...;ηm|{y1,...,yk}, ó ÿêèõ yi ç γ çâ'ÿçóþòü ïðèíàéìíi äâi âåðøèíè.

Ó âèïàäêó m = 2

Q2(η1; η2 | n) = hl
n∑
k=0

(
n

k

)
k! N

(1)
n−k(l + k) (hν1)

n−kQ̃2(η1; η2 | k), (2.55)

i

Q̃2(η1; η2 | k) =
∑
x1∈η1

K(k)(x1; η2) (2.56)

äå K(0)(x1; η2) çàäàíî â (2.53) i

K(k)(x1; η2) = hk
∫
dy1 . . . dyk ν(x1 − y1)

k−1∏
i=1

ν(yi − yi+1)K
(0)(yk; η2) (2.57)

äëÿ k ≥ 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.5

K(k)(x1; η2) ≤ hk(21+αCν1)
k−1C

∫
dyk ν(x1 − yk)

∗∑
η⊂η2

∏
x∈η

ν(yk − x). (2.58)
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Ïðèïóñòèìî, ùî ν ¹ ïîëiíîìiàëüíî îáìåæåíîþ, òîáòî ν(x) ≤ Cν(x) (äèâ.

(2.41) i (2.45)). Iíòåãðóþ÷è âiä y1 äî yk−1, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.5, ÿêà äà¹

ìíîæíèêè 21+αCν1. Òîáòî,

K(k)(x1; η2) ≤ hk(21+αCν1)
k−1C

∫
dyk ν(x1 − yk)

∗∑
η⊂η2

∏
x∈η

ν(yk − x). (2.59)

Îñòàííié iíòåãðàë ìîæå áóòè îöiíåíèé íàñòóïíèì ÷èíîì. Çàâäÿêè òîìó, ùî

ν(x) ≤ C,∫
ν(x1 − y)

p∏
k=1

ν(y − x′k)dy ≤ Cp

∫
ν(x1 − y)ν(y − x′k)dy

≤ ν12
1+αCpν(x1 − x′k) (2.60)

äëÿ äîâiëüíîãî k = 1, . . . , p. Ñóìóþ÷è çà η ⊂ η2 ç xk ∈ η, ìà¹ìî

K(k)(x1; η2) ≤ (h21+αCν1)
kL2C

l2 max
η′2⊂η2;x2∈η′2

ν(x1 − x2)

= (h21+αCν1)
kL2C

l2 max
x2∈η2

ν(x1 − x2). (2.61)

Äàëi ñóìó¹ìî ïî êîæíîìó äåðåâó i âðàõîâó¹ìî, ùî ¹

(ni + 1)ni−1 òàêèõ äåðåâ äëÿ êîæíîãî i:

|ρ̃T2 (η1; η2)| ≤ hlL2

∑
x1∈η1

C l2

∞∑
k=0

(h21+αCν1)
k×

×
∞∑

n1,...,nk+l=0

k+l∏
i=1

(ni + 1)ni−1(hν1)
ni

ni!
max
x′∈η2

ν(x1 − x′)

= Cl(h, ν1)N
(2)
0 (l1; l2) max

x1∈η1;x2∈η2

ν(x1 − x2). (2.62)

Öå âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî h (ν1e + 22+αCν1) < 1 , ùî çàáåçïå÷ó¹ äîâåäåííÿ òåî-

ðåìè 2.2 ó âèïàäêó m = 2, ïîêëàäàþ÷è

A2,1 = A2,2 =
1

21
l2C(1 + C)l2−1

(
h

1− hν1e

)l
1− hν1e

1− hν1e− hν121+αC
. (2.63)

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ïîðiâíþþ÷è (2.62) ç âèðàçîì (2.55), îòðèìó¹ìî âàæëèâó

òîòîæíiñòü:

N (1)
n (l) =

∑
n1,...,nl≥0;

∑l
i=1 ni=n

n!

n1! . . . nl!

l∏
i=1

(ni + 1)ni−1, (2.64)

äå ìè çàìiíèëè n− k íà n, à k + l íà l.
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Âèïàäîê äîâiëüíîãî m ≥ 3 äåòàëüíî âèêëàäåíèé ó ðîáîòi [6]. Âàæëèâî

ïðè öüîìó âiäìiòèòè, ùî äëÿ îäåðæàííÿ îñòàòî÷íî¨ îöiíêè áóëà äîâåäåíà

íàñòóïíà êîìáiíàòîðíà ðiâíiñòü:

∑
{I1,...,Ip}∈Πp({1,...,m})

p∏
j=1

∑
i∈Ij

xi

|Ij |−1

=

(
m− 1

p− 1

)( m∑
i=1

xi

)m−p

(2.65)

äëÿ çàäàíèõ m, p ∈ N ç 1 ≤ p ≤ m i ïîñëiäîâíîñòi (xi)
m
i=1 ç xi ∈ C, à ñóìà

ïî ìíîæèíi Πp({1, . . . ,m}) âèêîíó¹òüñÿ çà âñiìè ðîçáèòòÿìè (Ij)
p
j=1 ìíîæè-

íè {1, . . . ,m} íà p íå ïîðîæíiõ ïiäìíîæèí, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Äåòàëüíå
äîâåäåííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi ìiñòèòüñÿ â ðîáîòi [7]. �

2.5 Âèñíîâêè. Ìîæëèâi çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ

Âçà¹ìîäiÿ ìiæ âåëèêèìè ãðóïàìè ÷àñòèíîê, ÿêi íàçèâàþòü êëàñòåðàìè,

¹ âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñèñòåìè. Âîíà õàðàêòåðèçó¹ âïëèâ êîëåêòèâíî¨

âçà¹ìîäi¨ íà âèáðàíó ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ ìiæ îêðåìèìè ÷àñòèíêàìè. Îñíîâíèì

ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó áóëà òåîðåìà 2.2. Â îáëàñòi ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü

îñíîâíèõ ôiçè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè òåìïåðàòóðè T = β/k i àêòèâíîñòi

z (äèâ. íåðiâíiñòü (2.48)) õàðàêòåð âçà¹ìîäi¨ íå çìiíþ¹òüñÿ. Öåé ðåçóëüòàò ¹

âàæëèâèì äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ñèñòåì â îáëàñòi ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ.

Ùå â ðîáîòàõ [8�10] òàêi ðåçóëüòàòè áóëè ïåðåäáà÷åíi i ÷àñòêîâî äîâåäåíi äëÿ

ãðàò÷àñòèõ ñèñòåì. Â ðîáîòi [3] âîíè âèêîðèñòàíi äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òå-

îðåìè. Äî ðîáîòè [6], ÿêà ¹ ïðåäìåòîì öüîãî çâiòó äëÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì

öi ðåçóëüòàòè áóëè âiäñóòíi. Â öié ðîáîòi âïåðøå áóëè âèâåäåíi ðiâíÿííÿ äëÿ

òàê çâàíèõ ÷àñòêîâî çâ'ÿçíèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié(×ÇËÔ), ÿêi îïè-

ñóþòü âçà¹ìîäiþ ìiæ êëàñòåðàìè. Öå ðiâíÿííÿ (2.22) öüîãî ÇÂIÒó.

Ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi âêëàäiâ ãðàôiâ-ëiñiâ, çâ'ÿçíi

êîìïîíåíòè ÿêèõ ¹ ãðàôè-äåðåâà. Àëå íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíèõ ãðàôiâ-äåðåâ

Êåëi, âåðøèíàìè öèõ ãðàôiâ-äåðåâ ¹ êëàñòåðè, òîáòî öiëi êîíôiãóðàöi¨ òî÷îê,

à ëiíi¨ ç'¹äíóþòü òiëüêè òî÷êè ðiçíèõ êëàñòåðiâ. Òîìó, ÿêùî êîíôiãóðàöiþ

êîæíîãî êëàñòåðà ñòèñíóòè äî îäíi¹¨ òî÷êè-âåðøèíè îòðèìó¹ìî çâè÷àéíèé

ãðàô-äåðåâî Êåëi.

Â ðîáîòi [6] îäåðæàíà ôîðìóëà êiëüêîñòi ãðàôiâ-ëiñiâ äëÿ çàäàíî¨ êiëüêî-

ñòi êëàñòåðiâ i êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ó êîæíîìó êëàñòåði. Öå ôîðìóëà (2.43). Öÿ
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ôîðìóëà ¹ óçàãàëüíåííÿì âiäîìî¨ ôîðìóëè Êåëi N = nn−2, ÿêà âñòàíîâëþ¹

êiëüêiñòü ãðàôiâ-äåðåâ ç çàäàíèì ÷èñëîì âåðøèí n.

Êðiì öüîãî â ðîáîòi [6] áóëè âèâåäåíi äâi íîâi êîìáiíàòîðíi òîòîæíîñòi,

öå ôîðìóëè (2.64) i (2.65).

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó ¹ ïðåäìåòîì çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ãðàôiâ i êîì-

áiíàòîðíié òåîði¨ ìíîæèí.
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3 ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ ÍÀÁËÈÆÅÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

ÐÓÕÓ ÌÀÊÑÂÅËËÀ-ËÎÐÅÍÖÀ

3.1 Ïîñò-äàðâiíiâñüêå íàáëèæåííÿ ðiâíÿíü ðóõóÌàêñâåë-

ëà - Ëîðåíöà òî÷êîâèõ çàðÿäiâ

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàáëèæåíå ðiâíÿííÿ ðóõó n òî÷êîâèõ çàðÿäiâ e1, ..., en

òðåòüîãî ïîðÿäêó íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ åëåêòðîäèíàìiêè Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà(ÌË).

Âîíî äîçâîëÿ¹ âèïðîìiíåííÿ çàðÿäiâ, ìiñòèòü îáåðíåíi ñòåïåíi øâèäêîñòi ñâi-

òëà ìåíøå ÷îòèðüîõ i ìà¹ âèãëÿä (äèâ. ðîçäië 75 â [33])

d

dt

∂L(t)

∂vj
− ∂L(t)

∂xj
=

2

3c3
ej

n∑
l=1

d3xl
dt3

el, j ∈ (n) = (1, ..., n),

äå L(t)- ëàãðàíæiàí Äàðâiíà n íåðåëÿòèâiñòñüêèõ òî÷êîâèõ çàðÿäiâ, ùî õà-

ðàêòåðèçóþòüñÿ êîîðäèíàòàìè xj = (x1
j , x

2
j , x

3
j) ∈ R3 òà øâèäêîñòÿìè dxj

dt =

ẋj = vj = (v1
j , v

2
j , v

3
j ) ∈ R3, çàëåæíèìè âiä ÷àñó t,

L = L1 − U(x(n)),

U(x(n)) =
1

2

n∑
j 6=k=1

ekej|xk − xj|−1,

L1 =
n∑
j=1

mj

2
|vj|2 +

n∑
j 6=k=1

ekej(2c)
−2[(vj, vk)|xk − xj|−1+

+|xk − xj|−3(vj, xk − xj)(vk, xk − xj)]

äå (xk, xk) = |xk|2 = (x1
k)

2 + (x2
k)

2 + (x3
k)

2 òà mj - ìàñè òî÷êîâèõ çàðÿäiâ ej.

ÅíåðãiÿH = L1+U(x(n)) ¹ ñòàëîþ äëÿ ðiâíÿííÿ Äàðâiíà ïîðîäæåíîãî L (äèâ.

ðîçäië 41 â [34].

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

L1 =
1

2

n∑
j,k=1

3∑
α,β

Kj,α;k,β(x(n))v
α
j v

β
k ,

äå

Kj,α;k,β(x(n)) = mjδj,kδα,β +K ′j,α;k,β(x(n)),
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K ′j,α;k,β(x(n)) = (1− δj,k)(2c2)−1ejek[δα,β|xk − xj|−1+

+|xk − xj|−3(xαk − xαj )(xβk − x
β
j )], xαj , v

α
j ∈ R,

òà δa,b-ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ðiâíÿííÿ íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ äèíàìiêè Äàðâiíà, ÿê i ó âèïàäêó ðåëÿòèâiñò-

ñüêî¨ äèíàìiêè, âèâîäÿòüñÿ ôîðìàëüíî ç ëàãðàíæiàíó äëÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ

ïîòåíöiàëiâ òà øâèäêîñòåé òî÷êîâèõ çàðÿäiâ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìîäåëi Ìàêñ-

âåëëà-Ëîðåíöà ç äîïîìîãîþ ðîçêëàäó åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ çà ñòåïå-

íÿìè îáåðíåíî¨ øâèäêîñòi ñâiòëà, ÿêà ¹ ìàëèì ïàðàìåòðîì. Öåé ëàãðàíæiàí

òàê ñàìî ðîçêëàäà¹òüñÿ çà ñòåïåíÿìè îáåðíåíî¨ øâèäêîñòi ñâiòëà. Éîãî íóëüî-

âå íàáëèæåííÿ çáiãà¹òüñÿ ç êóëîíiâñüêèì ëàãðàíæiàíîì. Äîäàíîê ç ïåðøîþ

ñòåïiííþ c−1 çáiãà¹òüñÿ ç ÷àñîâîþ ïîõiäíîþ ïîâíîãî çàðÿäó ñèñòåìè i ¹ íóëåì.

Äîäàíîê ç c−2 çáiãà¹òüñÿ ç ëàãðàíæiàíîì Äàðâiíà.

Ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèé âèâiä íàáëèæåííÿ Äàðâiíà, ùî âèìàãà¹ ïåðåíîð-

ìóâàííÿ ìàñ çàðÿäiâ, çàïðîïîíîâàíèé â [35,36].

Íåõòóþ÷è äîäàíêàìè, ùî çàëåæàòü âiä âèùèõ ñòåïåíåé c−1 ó ñïiââiäíî-

øåííi ìiæ iìïóëüñàìè òà øâèäêîñòÿìè ÷àñòèíîê, òîáòî âèêîðèñòóþ÷è ¨õ çâè-

÷àéíå ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìó¹òüñÿ íàáëèæåíèé (àïðîêñèìîâàíèé) ãàìiëüòî-

íiàí Äàðâiíà, âèïèñàíèé â [33].

Â íàøèõ ïîïåðåäíiõ ñòàòòÿõ [38, 39] ìè äîâåëè iñíóâàííÿ ãîëîìîðôíèõ

çà ÷àñîì ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Êóëîíà, ðiâíÿííÿ, ïîðîäæåíîãî àïðîêñèìîâà-

íèì ãàìiëüòîíiàíîì Äàðâiíà, òà ðiâíÿííÿ Äàðâiíà. Ìè îòðèìó¹ìî ïîäiáíèé

ðåçóëüòàò äëÿ âèùåâêàçàíîãî íàáëèæåíîãî ðiâíÿíÿ ðóõó çàðÿäiâ òðåòüîãî ïî-

ðÿäêó, ïåðåïèñàíîãî òàê [43]

− ∂L

∂xαj
+
d

dt

∂L

∂vαj
=

3∑
β=1

n∑
k=1

Kj,α;k,β(x(n))
d2xβk
dt2
−Gj,α(x(n); ẋ(n)) =

2

3c3
ej

n∑
l=1

d3xαl
dt3

el, j ∈ (n), (3.1)

Gj,α(x(n); v(n)) =
∂L

∂xαj
− (

d

dt

∂L

∂vαj
)−, x(n) = (x1, ..., xn) ∈ R3n.

äå â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ó äðóãîìó äîäàíêó âiäñóòíi ïðèñêîðå-

ííÿ çàðÿäiâ.
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Ùîá îòðèìàòè ãîëîìîðôíi ïî ÷àñó ó äèñêó ðîçâ'ÿçêè (3.1) ÷è ðiâíÿííÿ

Äàðâiíà çãiäíî òåîðåìi iñíóâàííÿ Êîøi íåîáõiäíî çíàéòè ãiïåðäèñê çà âñiìà

çìiííèìè, â ÿêîìó ìàòðèöÿK òà ôóíêöiÿ G ¹ ãîëîìîðôíi òà çîáðàçèòè éîãî ó

âèãëäi çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ãîëîìîðôíîþ ó çíàéëåíîìó

ãiïåðäèñêó ïðàâîþ ÷àñòèíîþ. Òàêå çîáðàæåííÿ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ äëÿ ðiâíÿííÿ

Äàðâiíà, ÿêùî K ìà¹ îáåðíåíó ìàòðèöþ â òàêîìó ãiïåðäèñêó. Òàêå ïiäõiä äëÿ

íàøîãî ðiâíÿííÿ ¹ áiëüø ñêëàäíèì, íiæ äëÿ ðiâíÿííÿ Äàðâiíà, áî ìàòðèöÿ

Z ç ìàòðè÷íèìè åëåìåíòàìè Zj,k = ek, ÿêà âèçíà÷à¹ éîãî ïðàâó ÷àñòèíó, íå

ìà¹ îáåðíåíî¨. Âîíà ìà¹ n− 1 íóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü òà âëàñíå çíà÷åííÿ

e∗ =
n∑
l=1

ej áî Z2 = e∗Z, âêàçóþ÷è íà òå, ùî âîíà ¹ íiëüïîòåíòíîþ äëÿ íåé-

òðàëüíî¨ ñèñòåìè, òîáòî ïðè e∗ = 0. Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè áåç óìîâè

íåéòðàëüíîñòi òà ïîêàæåìî, ùî

Z = SZ ′S−1

äå Z ′k,l = e∗δ1,lδ1,k, S−1
1,j = ej.

Ìè ââîäèìî íîâi çìiííi x∗ = S−1x òà îòðèìó¹ìî äëÿ íèõ íàñòóïíå ðiâ-

íÿííÿ

3∑
β=1

n∑
k=1

K̃j,α;k,β(x∗(n))v̇
β
∗k − G̃j,α(x∗(n); v∗(n)) =

2

3c3
(Z ′

d3x∗
dt3

)αj , (3.2)

äå

K̃j,α;k,β(x∗(n)) = (S−1ê−1
∗ KS)j,α;k,β(Sx∗(n)), G̃j,α(x∗(n); v∗(n)) =

(S−1ê−1
∗ G)j,α(Sx∗(n);Sv∗(n)),

Sx∗(n) = (Sx∗)(n), (ê∗y)j = eje∗yj, (S−1K)j,α;k,β =
n∑
l=1

S−1
j,l Kl,α;k,β,

Öå îçíà÷à¹, ùî

Sj,α;k,β = Sj,kδα,β, S−1
j,α;k,β = S−1

j,k δα,β.

Ìè çîáðàæó¹ìî (3.2) ó ôîðìi çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ áåðó÷è

äî óâàãè, ùî

(Z ′
d3x∗
dt3

)k =
d3x∗1
dt3

δ1,k.

Ìè çíàõîäèìî ãiïåðäèñê, â ÿêîìó ïðàâà ÷àñòèíà éîãî - ãîëîìîðôíà ôóíêöiÿ,

ùî äà¹ çìîãó çàñòîñóâàòè òåîðåìó iñíóâàííÿ Êîøi.
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Íàø ðåçóëüòàò ôîðìóëþ¹òüñÿ â Òåîðåìi 1.1, â ÿêié ìè ââîäèìî ãiïåðäèñê

Dl(r; ξ) = {xj : |xj − ξj|0 < r, xj, ξj ∈ C, j = 1, ..., l},

Ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ òîäi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîìiðíî òà àáñîþòíî çáiæíèìè ñòå-

ïåíåâèìè ðîçêëàäàìè çà ñòåïåíÿìè xj − ξj ïðè |xj − ξj|0 < r.

ßêùî xj ∈ Rd, j = 1, ..., n òî öåé ãiïåðäèñê ìîæå âiäïîâiäàòè áóäü-ÿêîìó

ïåðåíóìåðóâàííþ öèõ çìiííèõ ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ¨õ íîìåðiâ âiä 1 äî nd.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òàêîæ íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ |x|0 = max
s,j
|xsj|, xsj ∈ R,

|Sx|0 ≤ ||S|||x|0.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé mj = m + µj, 0 ≤ µj ≤ µ òà aj, bj, b− ∈ R3, j ∈ (n) ¹

âåêòîðè òàêi, ùî |aj − al| ≥ r1 , |bj|0 ≤ r2, |b−|0 ≤ r3. Íåõàé òàêîæ

R = (mg1 − µg2 − c1g3)
3n−3−

3n−5∑
s=0

(3n− 3− s)!(3n− 3)s(mg1 + µg2 + c1g3)
s(µg2 + c1g3)

3n−3−s,

äå mg1 − µg2 − c1g3 > 0, c1 = (2c2r1)
−1, òà äîäàòíi gl, l = 1, 2, 3 çàëåõàòü

òiëüêè âiä çàðÿäiâ. ßêùî R > 0 òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (3.2) äëÿ ïî÷àòêîâèõ

äàííèõ x∗j(t0) = (S−1a)j, v∗j(t0) = (S−1b)j, v̇∗1(t0) = b−, t0 ≥ 0 òàêèé, ùî äëÿ

j ∈ (n)

(x∗j(t); v∗j(t); v̇∗1(t)) ∈ D3n(r, S
−1a)×D3n(r;S

−1b)×D3(r; b−) =

DS(6n+3)(r; a, b, b−), (3.3)

äå κ < 1
2
√

3(1+
√

2)
, r = ||S||−1κr1 òà x∗j(t) ¹ ãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ çà t ó äèñêó

|t− t0| < T äëÿ ïåâíîãî T .

Áiëüøå òîãî x(t) = Sx∗(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (3.1) òàêèì, ùî

(xj(t); vj(t)) ∈ D3n(κr1; a)×D3n(κr1; b) = D6n(κr1; a, b), j ∈ (n) (3.4)

Çàóâàãà 3.1

(3.4) âèïëèâà¹ ç (3.3) òà íåðiâíîòåé

|(Sx)k − ak|0 = |(S(x− S−1a))k|0 ≤ ||S|||x− S−1a|0 < κr1,

|(Sv)k − bk|0 = |(S(v − S−1b))k|0 ≤ ||S|||v − S−1b|0 < κr1.
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(3.3) ïðèâîäèòü òàêîæ äî íåðiâíîñòi

|
n∑
j=1

ej v̇j − b−| < κr1.

Ç (3.4) âèïëèâà¹, ùî íàñòóïíà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ (3.1)

|xj(t)− xl(t)|0 ≥ |aj − al|0 − |xj(t)− aj|0 − |xl(t)− al|0 > (1− 2κ)r1.

Öå îçíà÷à¹, ùî çiòêíåíü çàðÿäiâ íåìà¹ äëÿ 0 ≤ t− t0 < T òà κ < 1
2
√

3(1+
√

2),
.

Òåîðåìà 3.1 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Êîøi [37,40] ïðî iñíóâàííÿ ãîëîìîðôíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ l-âèìiðíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü ç ãîëîìîðôíèì âå-

êòîðíèì ïîëåì â ðåçóëüòàòi ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü (3.2) äî íèõ. Íàéïðîñòiøà âåðñiÿ

òåîðåìè Êîøi ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 3.2.Íåõàé ñèñòåìà l-âèìiðíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü

ẋj(t) = fj(x(l)), j = 1, ..., l, x(l) ∈ Rl, t ≥ t0 (3.5)

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿìè fj, ÿêi ¹ ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè çìiííèõ xj â

Dl(r; ξ) òà ðiâíîìiðíî îáìåæåíi: |fj| ≤ C. Òîäi ðîçâ'ÿçîê xj(t) (3.5) äëÿ

ïî÷àòêîâèõ äàííèõ ξj = xj(t0) ¹ ãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ t ó äèñêó |t − t0| <
T = r((n+ 1)C)−1 òà íàëåæèòü Dl(r; ξ).

3.2 Êóëîíiâñüêà äèíàìiêà ðiâíèõ âiä'¹ìíèõ çàðÿäiâ ó ïî-

ëi ðiâíèõ ôiêñîâàíèõ äîäàòíiõ çàðÿäiâ

Âàæëèâîþ çàäà÷îþ ìàòåìàòèêè ¹ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ðóõó

Íüþòîíà ñèñòåì áàãàòüîõ d-âèìiðíèõ ÷àñòèíîê (òië, çàðÿäiâ) ç ñèíãóëÿðíîþ

ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ U ó âèãëÿäi çáiæíèõ íà âñüîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi

ðÿäiâ. Öi ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåì N òië ç ìàñàìè mj, j = 1, ..., N ìàþòü âèãëÿä

mj
d2xj
dt2

= −
∂U(x(N))

∂xj
, j = 1, ..., N, (3.6)

x(N) = (x1, ..., xN) ∈ RdN , xj = (x1
j , ..., x

d
j).

Âàæëèâèì êëàñîì öèõ ñèñòåì ¹ òàêi, ùî ìàþòü ðiâíîâàæíi êîíôiãóðàöi¨ (ðiâ-

íîâàãó), â ÿêèõ ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ U 0 ÷àñòèííèõ äðóãèõ ïîõiäíèõ ïîòåí-

öiàëüíî¨ åíåðãi¨ íå ìà¹ íóëüoâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, à ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ
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¹ äiéñíî àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ â íèõ. Êóëîíiâñüêi ëiíiéíi ñèñòåìè äâîõ òà

òðüîõ íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ e0 îäíàêîâî¨ ìàñè â ïîëi äâîõ çîâíiøíiõ òî÷êîâèõ

ôiêñîâàíèõ äîäàòíiõ çàðÿäiâ e′ ¹ ñàìå òàêi. Öåé âàæëèâèé ôàêò äîçâîëèâ

íàì ïîáóäóâàòè ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ïîáëèçó ðiâíîâàãè ðiâíÿíü ðóõó Êóëî-

íà öèõ íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ, ðîçòàøîâàíèõ íà òàêié ïðÿìié, ùî äîäàòíi çàðÿäè

ðîçòàøîâàíi ñèìåòðè÷íî íà ïåðïåíäèêóëÿði äî öi¹¨ ïðÿìî¨ [44]. Ìè çàñòîñóâà-

ëè òåîðåìè Ëÿïóíîâà(öåíòðàëüíó), Ìîçåðà, Âàéíñòàéíà(Weinstein) òà Çiãåëÿ,

ÿêi âèìàãàþòü çíàííÿ ñïåêòðó ìàòðèöi U 0. Ïåðøi äâi òåîðåìè, ÿêi ãàðàíòó-

þòü iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi çáiæíèõ ðÿäiâ, îáìåæóâàëè

çíà÷åííÿ e0

e′ ÷åðåç óìîâó íåðåçîíàíñíîñòi. Òåîðåìà Âàéíñòàéíà âñòàíîâëþ¹

iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâÿçêiâ áåç öi¹¨ óìîâè, àëå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà

òiëüêè äëÿ ñèñòåì çi ñòiéêîþ ðiâíîâàãîþ (U 0 ¹ ïîçèòèâíî âèçíà÷åíîþ ìàòðè-

öåþ i ðiâíîâàãà ¹ ìiíiìóìîì ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨). Mè ðîçãëÿäà¹ìî êóëîíiâ-

ñüêó ïëîùèííó ñèñòåìó äâîõ òà òðüîõ íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ e0 îäíàêîâî¨ ìàñè

â ïîëi äâîõ òî÷êîâèõ ôiêñîâàíèõ äîäàòíiõ çàðÿäiâ e′ [45]. Ìè òàêîæ ïåðåôîð-

ìóëþ¹ìî íàøi ðåçóëüòàòè äëÿ ñèñòåìè òàêèõ òðüîõ íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ íà

ïðÿìié ó ïðîñòiøîìó âèãëÿäi, áî ìè çìîãëè çíàéòè êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî

ïîëiíîìà U 0 ó ÿâíié ôîðìi ( òàê ñàìî ÿê i äëÿ ïëîùèííèõ íàøèõ ñèñòåì)

áåç âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè Êàðäàíî ÿê öå áóëî â [44]. Ìè âñòàíîâëþ¹ìî, ùî

ìàòðèöÿ U 0 ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ 2 × 2 ÷è 3 × 3 ìàòðèöü, âiäïîâiäíî äëÿ

ïëîùèííèõ ñèñòåì äâîõ ÷è òðüîõ çàðÿäiâ.

Äëÿ âèêîðèñòàííÿ çãàäàíèõ òåîðåì òà âèçíà÷åííÿ ñïåêòðó U 0 íåîáõiäíî

ïåðåðàõóâàòè çìiííi. Ìè öå çðîáèìî íàñòóïíèì ÷èíîì äëÿ ¨õ iíäåêñiâ (ïåðøèé

iíäåêñ ó ïàði âiäïîâiäà¹ íîìåðó çàðÿäó)

(1, 1) = 1, .., (N, 1) = N, (1, 2) = N + 1, ...., (N, 2) = 2N, ...,

(N(d− 1), d) = N(d− 1) + 1, ..., (N, d) = dN.

Òîäi ðiâíÿííÿ ðóõó Íüþòîíà äëÿ ñèñòåì òië ç îäíàêîâîþ ìàñîþm ìàþòü

âèãëÿä

m
d2xj
dt2

= −
∂U(x(n))

∂xj
, j = 1, ..., n, x(n) = (x1, ..., xn) ∈ Rn.

Iñíóâàíÿ îáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (2.1) äîâîäèòüñÿ íàìè ç äîïîìîãîþ íà-

ñòóïíî¨ òåîðåìè.
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Òåîðåìà 3.3. Íåõàé ìàòðèöÿ ÷àñòèííèõ äðóãèõ ïîõiäíèõ ïîòåíöiàëüíî¨

åíåðãi¨ U ìà¹ íåíóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ mσj ó ðiâíîâàçi x0
j , j = 1, ..., n, à U

¹ ó íié äiéñíî àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ, òà σj < 0, j = 1, ..., p. Òîäi ðiâíÿííÿ

ðóõó (3.2) ìà¹ îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi ¹ äiéñíî àíàëiòè÷íèìè ôóíêöiÿìè â

ïî÷àòêó êîîðäèíàò çà p äiéñíèìè ïàðàìåòðàìè òà

||x− x0||λ <∞, ||ẋ||λ <∞,

äå

||x||λ = sup
t≥0

max
j∈(1,...,n)

eλt|xj(t)|, λ < λ0 = min
j=1,...,p

λj, λj =
√
−σj.

Ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàòè öþ òåîðåìó äà¹ òîé ôàêò, ùî êóëîíiâñüêèé ïî-

òåíöiàë ¹ äiéñíî àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ ïîçà ïî÷àòêîì êîîðäèíàò i òå, ùî

äiéñíî àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ ìîæíà ïðîäîâæèòè äî ãîëîìîðôíî¨ â êîìïëå-

êñíîìó îêîëi àíàëiòè÷íîñòi. Â [44] ìè âèêîðèñòîâóâàëè öþ òåîðåìó ç óìîâîþ

âiäñóòíiñòi ðåçîíàíñiâ ìiæ λj, j ≤ p.

Ðîçãëÿäàþòüñÿ òàêîæ ñèñòåìè äâîõ òà òðüîõ ðiâíèõ âiä'¹ìíèõ çàðÿäiâ ó

ïîëi ôiêñîâàíèõ äâîõ ðiâíèõ äîäàòíiõ çàðÿäiâ [46,48], òðüîõ ðiâíèõ âiä'¹ìíèõ

çàðÿäiâ ó ïîëi ðiâíèõ äîäàòíiõ çàðÿäiâ çàôiêñîâàíèõ ó âåðøèíàõ øåñòèêó-

òíèêà [49] òà ïëîñêà ñèñòåìà n íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ ó ïîñòiéíîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi òà ïîëi n îäíàêîâèõ ôiêñîâàíèõ äîäàòíiõ çàðÿäiâ [50]. Äëÿ íèõ çíàéäå-

íi ïåðiîäè÷íi òà êâàçi-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà. Ïðè öüîìó

äëÿ ïåðøèõ äâîõ ç íèõ òà âèêîðèñòîíà öåíòðàëüíà òåîðåìà Ëÿïóíîâà äëÿ

ïåðåòâîðåíèõ ç äîïîìîãîþ ïðîöåäóðè óñóíåííÿ âóçëà ðiâíÿíü ðóõó. ×åòâåðòà

æ õàðàêòåðíà òèì, ùî ùî êîæåí íåãàòèâíèé çàðÿä ¹ áëèçüêèì äî ñâîãî äîäà-

òíüîãî ôiêñîâàíîãî çàðÿäó. Ðåçóëüòàòè äëÿ [45] îòðèìàíi òàêîæ ç äîïîìîãîþ

öåíòðàëüíî¨ òåîðåìè Ëÿïóíîâà

Ðîçãëÿäàþòüñÿ òàêîæ ìåõàíi÷íi ñèñòåìè, ìàòðèöi äðóãèõ ïîõiäíèõ ïîòåí-

öiàëüíèõ åíåðãié ÿêèõ ó ðiâíîâàçi ìàþòü íóëüîâi âëàñíi çíà÷åííÿ [51]. Ïðè-

ïóñêà¹òüñÿ, ùî ¨õíi ïîòåíöiàëüíi åíåðãi¨ ¹ ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè â öèõ

ñèíãóëÿðíèõ ðiâíîâàãàõ. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ìè äîâîäèìî iñíóâàííÿ âëàñíèõ

îáìåæåíèõ äëÿ äîäàòíüîãî ÷àñó ðîçâ'ÿçêiâ íþòîíiâñüêìõ ðiâíÿíü ðóõó, ÿêi

çáiãàþòüñÿ äî ðiâíîâàãè â ãðàíèöi íåñêií÷åííîãî ÷àñó (óçàãàëüíåíà òåîðåìà

(3.3)). Öi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ äî êóëîíiâñüêèõ ñèñòåì òðüîõ çàðÿäiâ ç

ñèíãóëÿðíîþ ðiâíîâàãîþ íà ïðÿìié ç çàðÿäàìè −e0,−e0,
e0

4 .

Êîîðäèíàòè xj çàðÿäiâ ej, j = 1, ..., n ç ìàñàìè mj çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-
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íÿííþ Êóëîíà ÿêùî

mj
d2xj
dt2

= −
∂U(x(n))

∂xj
, j = 1, ..., n,

äå

x(n) = (x1, ..., xn) ∈ Rdn, U(x(n)) =

−
∑

1≤j<k≤n

ejek
|xj − xk|

, |x|2 = (x1)2 + ...+ (xd)2.

ßêùî êîîðäèíàòè êiëüêîõ çàðÿäiâ çàôiêñîâàíi òî ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ íèõ

âiäñóòíi.

3.3 Òî÷íà i êâàçiòî÷íà äèíàìiêà Êóëîíà

Äëÿ n+2 òî÷êîâèõ çàðÿäiâ n−1 ç ÿêèõ îäíàêîâi, âiä'¹ìíi i íàëåæàòü ïëî-

ùèíi çíàéäåíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà, ÿêi îïèñóþòü ðóõ îäíà-

êîâèõ n−1 íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ íàâêîëî íåðóõîìîãî öåíòðàëüíîãî äîäàòíüîãî

çàðÿäó òàêèì ÷èíîì, ùî ¨õ êîîðäèíàòè çáiãàþòüñÿ ç âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî

áàãàòîêóòíèêà. Ïðè öüîìó ùå äâà iíøèõ îäíàêîâèõ çàðäiâ ðóõàþòüñÿ óçäîâæ

ïåðïåíäèêóëÿðó äî ïëîùèíè ç n− 1 çàðÿäàìè [ [52]].

Äëÿ n + 1 > 4 òî÷êîâèõ çàðÿäiâ n − 1 ç ÿêèõ îäíàêîâi i âiä'¹ìíi çíà-

éäåíî êâàçi-òî÷íi ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà, ÿêi îïèñóþòü

ðóõ îäíàêîâèõ n− 1 íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ íàâêîëî âåðòèêàëüíî¨ îñi òàêèì ÷è-

íîì, ùî ¨õ êîîðäèíàòè çáiãàþòüñÿ ç âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà

â ïëîùèíàõ ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî öi¹¨ îñi. óçäîâæ ÿêî¨ ðóõàþòüñÿ äâà iíøi

îäíàêîâi äîäàòíi çàðÿäè [ [53]].

Äëÿ n+ 1 > 3 òî÷êîâèõ çàðÿäiâ n− 1 ç ÿêèõ îäíàêîâi i âiä'¹ìíi çíàéäå-

íî êâàçi-òî÷íi ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà, ÿêi îïèñóþòü ðóõ

îäíàêîâèõ n − 1 íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ íàâêîëî âåðòèêàëüíî¨ îñi òàêèì ÷èíîì,

ùî ¨õ êîîðäèíàòè çáiãàþòüñÿ ç âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà â ïëî-

ùèíàõ ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî öi¹¨ îñi. óçäîâæ ÿêî¨ ðóõà¹òüñÿ äîäàòíèé çàðÿä.

Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ òåîðåìè Âåéíñòàéíà òà Ëÿïóíîâà [ [54]].
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4 ÌÅÒÎÄ ÎÑÍÀÙÅÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ Â

ÒÅÎÐI� ÑÈÍÃÓËßÐÍÈÕ ÇÁÓÐÅÍÜ

Måòîä îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi íîâîãî îñíàùåíîãî ãiëü-

áåðòîâîãî ïðîñòîðó âiäïîâiäíîãî äî çàäàíîãî çáóðåííÿ. Ìåòðèêà i ñêàëÿðíèé

äîáóòîê çíà÷íî ÷óòëèâiøèé äî çìií íà ìíîæèíàõ íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà, íiæ

ëiíiéíèé îïåðàòîð. Çáóðåíèé îïåðàòîð ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ÿê îïåðàòîð îäíîçíà÷íî

àñîöiéîâàíèé iç íîâèì îñíàùåíèì ïðîñòîðîì. Çàìiñòü ñòàíäàðòíî¨ ïðîöåäóðè

ïîáóäîâè çáóðåíîãî îïåðàòîðà ÿê ôîðìàëüíî¨ ñóìè âiëüíîãî îïåðàòîðà òà çáó-

ðåííÿ (òàêà ñóìà ÷àñòî ïðîñòî íå ìà¹ ñåíñó) ó ìåòîäi îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ

çáóðåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî äëÿ çàìiíè ìåòðèêè (ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó) â îäíîìó ç ïðîñòîðiâ iç ïî÷àòêîâîãî îñíàùåííÿ ïðîñòîðó ñòàíiâ ôi-

çè÷íî¨ ñèñòåìè. Ïiñëÿ öüîãî çáóðåíèé îïåðàòîð âèçíà÷à¹òüñÿ ñòàíäàðòíîþ

îïåðàöi¹þ çà êàíîíi÷íèì içîìîðôiçìîì Áåðåçàíñüêîãî.

Ïiä ïðîöåäóðîþ ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ ìè ðîçóìi¹ìî çàìiíó (çáóðåííÿ)

îäíîãî ç ïî÷àòêîâèõ îá'¹êòiâ (ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðà, ñàìîñïðÿæåíîãî îïå-

ðàòîðà, êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè) íà ÿêiéñü ìíîæèíi, áëèçüêié ó ïåâíîìó ñåíñi äî

íóëÿ. Íàïðèêëàä, ó ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði ñèíãóëÿðíå çáóðåííÿ îçíà÷à¹

çìiíó õî÷à á îäíîãî iç îñíîâíèõ îá'¹êòiâ çàäàíó íà ìíîæèíi íóëüîâî¨ ëåáåãî-

âî¨ ìiðè. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ñèíãóëÿðíîìó çáóðåíi ñêàëÿðíèé äîáóòîê, ñàìî-

ñïðÿæåíèé îïåðàòîð, êâàäðàòè÷íà ôîðìà çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè íà âñþäè

ùiëüíié ìíîæèíi ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði. I ëèøå íà¨âíî ìîæíà äóìàòè, ùî

òàêîãî ñîðòó çìiíè íå ìàþòü çíà÷åííÿ i ¨õ íåìîæëèâî âðàõóâàòè.

Îòæå íåçâàæàþ÷è íà áëèçüêiñòü äî íóëÿ íîñiÿ çáóðåííÿ, ç'ÿñîâó¹òüñÿ,

ùî âií ìiñòèòü ó ñîái íåòðèâiàëüíèé ôiçè÷íèé åôåêò, ÿêèé òðåáà àäåêâàòíî

ìàòåìàòè÷íî âðàõóâàòè, îïèñàòè é äîñëiäèòè. Ó ôiçè÷íèõ òåîðiÿõ ñèíãóëÿð-

íî çáóðåíèé îá'¹êò íàáóâà¹ íîâèõ ñïåêòðàëüíèõ i äèíàìi÷íèõ âëàñòèâîñòåé.

Àëå ïîñëiäîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ ó öüîìó íàïðÿìi i äîñi ùå íå ñòâîðåíî.

Äîñëiäæåííÿ, ïîâ'ÿçàíi iç ñïîñîáîì ââåäåííÿ i òðàêòóâàííÿì ñèíãóëÿðíîãî i

ñóïåðñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ, âåäóòü äî, íà ïåðøèé ïîãëÿä, íåïîìiòíèõ i òî-

ìó iãíîðîâàíèõ, àëå íåòðèâiàëüíèõ, çâ'ÿçêiâ ìiæ øêàëàìè ãiëüáåðòîâèõ ïðî-

ñòîðiâ, ùiëüíî âêëàäåíèõ îäèí â iíøèé, òåîði¹þ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü

ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ òà ðîçêëàäàìè íåçàìèêàëüíèõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì

íà ðåãóëÿðíó òà ñèíãóëÿðíó êîìïîíåíòè.

Ç'ÿñîâó¹òüñÿ, ùî ìåòîä îñíàùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ íàéáiëüø çðó-
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÷íèé i, ìîæíà ñêàçàòè, àäåêâàòíèé äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷ òåîði¨ ñèíãóëÿð-

íèõ çáóðåíü ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ. Çàóâàæèìî, ùî òåîðiþ îñíàùåíèõ

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ñòâîðåíî ó äîñêîíàëî ðàôiíîâàíié ôîðìi Þ. Ì. Áå-

ðåçàíñüêèì ó çâ'ÿçêó iç çàäà÷àìè ñïåêòðàëüíèõ ðîçêëàäiâ, ÿê äëÿ äèôåðåíöi-

àëüíèõ, òàê i àáñòðàêòíèõ îïåðàòîðiâ. Öÿ òåîðiÿ çíàéøëà áëèñêó÷å çàñòîñó-

âàííÿ i ó íèçöi çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà êâàíòîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ, çîêðåìà

âèÿâèëàñÿ ÷óäîâèì iíñòðóìåíòîì äëÿ ïîáóäîâè çáóðåíîãî îïåðàòîðà ó íàé-

ðiçíîìàíiòíiøèõ ñèòóàöiÿõ, êîëè çâè÷àéíi ïiäõîäè êëàñè÷íî¨ òåîði¨ çáóðåíü

àáñîëþòíî íå ïðàöþþòü.

Ìè äåìîíñòðó¹ìî, ùî ââåäåííÿ îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ, ðîçøèðåííÿ ¨õ äî

øêàë ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ, ðîçãëÿäó i êëàñèôiêàöi¨ ñèíãóëÿðíèõ êâàäðàòè-

÷íèõ ôîðì ó âiäïîâiäíèõ øêàëàõ, iíòåðïðåòàöi¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü ó òåðìi-

íàõ òàêîãî ñîðòó êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, êîíñòðóêöi¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïå-

ðàòîðiâ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Ì. Êðåéíà ç òåîði¨ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøè-

ðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ i, íàðåøòi, äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ âëàñòè-

âîñòåé íîâèõ îïåðàòîðiâ çà äîïîìîãîþ îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ � óñå öå, íà íàø

ïîãëÿä, íà öåé ÷àñ � íàéáiëüø äîñêîíàëèé iíñòðóìåíò ó òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ

çáóðåíü.

Áiëüø äîêëàäíî, ðîçãëÿíåìî ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H íåîáìåæåíèé

ëiíiéíèé îïåðàòîð T iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(T ). Ïðèïóñêà¹ìî, ùî

âií çàìêíåíèé.

Çà îçíà÷åííÿì, λ ∈ C � òî÷êà ç êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè íàçèâà¹òüñÿ ðå-

ãóëÿðíîþ äëÿ îïåðàòîðà T àáî, åêâiâàëåíòíî, íàëåæèòü äî ðåçîëüâåíòíî¨

ìíîæèíè, ïèøåìî λ ∈ ρ(T ), ÿêùî îïåðàòîð T − λI ≡ T − λ ái¹êòèâíî âiä-

îáðàæà¹ DomT íà âåñü ïðîñòiðH. Ó òàêîìó ðàçi îáåðíåíèé îïåðàòîð (T−λ)−1

iñíó¹, îáìåæåíèé i âèçíà÷åíèé â óñüîìó ïðîñòîði.

Îòæå çà îçíà÷åííÿì, ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà

ρ(T ) := {λ ∈ C | Ran(T − λ) = H}.

Îïåðàòîðíà ôóíêöiÿ

Rλ(T ) = (T − λ)−1, λ ∈ ρ(T )

íàçèâà¹òüñÿ ðåçîëüâåíòîþ îïåðàòîðà T . Äîïîâíåííÿ ó C äî ðåçîëüâåíòíî¨

ìíîæèíè íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà T ; ïèøåìî σ(T ) = C\ρ(T ). ßêùî

ó îïåðàòîðà T iñíóþòü âëàñíi çíà÷åííÿ, òî âîíè óòâîðþþòü ïiäìíîæèíó ÷èñòî

òî÷êîâîãî ñïåêòðà σpp(T ) ⊆ σ(T ).
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Äàëi ìè öiêàâèìîñÿ ëèøå ñèìåòðè÷íèìè, àáî ñàìîñïðÿæåíèìè îïåðàòî-

ðàìè.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òî÷êè λ ∈ C, Imλ 6= 0 íàëåæàòü äî ðåçîëü-

âåíòíî¨ ìíîæèíè áóäü-ÿêîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. ßê íàñëiäîê, ñïåêòð

êîæíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ìiñòèòüñÿ íà äiéñíié âiñi, σ(T ) ⊆ R.
Äîáðå âiäîìî i öå íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî

îïåðàòîðà T éîãî ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà ρ(T ) âiäêðèòà, à ðåçîëüâåíòà Rλ(T )

� àíàëiòè÷íà îïåðàòîðíà ôóíêöiÿ íà ρ(T ). Áiëüø çà òå, îïåðàòîðè Rλ(T ),

Rµ(T ), λ, µ ∈ ρ(T ) êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ ÿê îáìåæåíi îïåðàòîðè, i äëÿ íèõ

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rλ(T )−Rµ(T ) = (λ− µ)Rλ(T )Rµ(T ), λ, µ ∈ ρ(T ),

ÿêà íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíiñòþ Ãiëüáåðòà.

Íåõàé T � ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð. ×èñëî ç êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè λ ∈ C
íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ðåãóëÿðíîãî òèïó, ÿêùî iñíó¹ i îáìåæåíèé îïåðàòîð

(T −λ)−1, õî÷à éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ íå îáîâ'ÿçêîâî çáiãà¹òüñÿ ç H, à ìî-
æå óòâîðþâàòè ëèøå ïiäïðîñòið ó H. Ìíîæèíà âñiõ òî÷îê ðåãóëÿðíîãî òèïó

ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà T íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì ðåãóëÿðíîñòi öüîãî îïåðàòîðà.

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî λ ∈ C � òî÷êà ðåãóëÿðíîãî òèïó îïåðàòîðà T , ÿêùî

iñíó¹ k > 0 òàêå, ùî

‖(T − λ)f‖ ≥ k‖f‖, ∀f ∈ D(T ).

ßê íàñëiäîê, ñïðàâåäëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Äëÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà T ó H óñi òî÷êè

z ∈ C, z = µ+ iλ, Im(z) = λ 6= 0.

ðåãóëÿðíîãî òèïó.

� î÷åâèäíîþ îöiíêà:

‖(T − z)f‖2 = ‖(T − µ)f‖2 + |λ|2‖f‖2 ≥ k‖f‖, k = |λ|2.

Òàêèì ÷èíîì, ïîëå ðåãóëÿðíîñòi êîæíîãî ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, öå

âiäêðèòà ìíîæèíà ó C, ÿêà ìiñòèòü ó ñîái âñi òî÷êè z = µ + iλ, λ 6= 0 i

ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ àáî äâîõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò.

ßêùî ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð T íå ñàìîñïðÿæåíèé, T 6= T ∗, òî çàâäÿêè

éîãî çàìêíóòîñòi, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ðåãóëÿðíîãî òèïó, çîêðåìà äëÿ âñiõ z ∈ C,
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Imz 6= 0, îáëàñòü çíà÷åíü R(T − z̄) çàìêíåíèé ïiäïðîñòið,

Mz =Mcl
z = Ran(T − z̄) ≡ R(T − z̄) 6= H.

Öå âèïëèâà¹ ç îáìåæåíîñòi i çàìêíåíîñòi îïåðàòîðà (T − z̄)−1. Îðòîãîíàëüíå

äîïîâíåííÿ

Nz := H	Mz 6= {0}

íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòíèì ïiäïðîñòîðîì îïåðàòîðà T ó òî÷öi z. Ç'ÿñîâó¹òüñÿ

(äèâ. [68]), ùî ðîçìiðíiñòü äåôåêòíèõ ïiäïðîñòîðiâ Nz ≡ M⊥
z ïîñòiéíà äëÿ

âñiõ z iç êîæíî¨ çâ'ÿçíî¨ êîìïîíåíòè òî÷îê ðåãóëÿðíîãî òèïó. Ïàðó ÷èñåë

n+ = dimNz, n− = dimNz̄, Imz > 0

íàçèâàþòü iíäåêñàìè äåôåêòó îïåðàòîðà T .

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ïðîöåäóðó ïîáóäîâè ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Íå-

õàé ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H çàäàíî ëiíiéíèé íåîáìåæåíèé îïåðàòîð T iç

ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, (DomT )cl = H. Äëÿ êîæíîãî òàêîãî îïåðàòî-

ðà (íåçàëåæíî âiä òîãî, ÷è âií ñèìåòðè÷íèé i çàìêíåíèé) iñíó¹ ñïðÿæåíèé

îïåðàòîð T ∗, ÿêèé áóäó¹òüñÿ òàê.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âåêòîð g ∈ H. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ öüîãî âåêòîðà
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë

lg(f) := (Tf, g), f ∈ D(T )

íåïåðåðâíèé ó H. Çàâäÿêè ùiëüíié âèçíà÷åíîñòi, éîãî ìîæíà ðîçøèðèòè çà

íåïåðåðâíiñòþ íà âåñü ïðîñòið. Òîäi çà òåîðåìîþ Ðiñà âií ìà¹ çîáðàæåííÿ

lg(f) = (Tf, g) = (f, g∗)

ç äåÿêèì g∗ ∈ H. Çà îçíà÷åííÿì, óñi âåêòîðè g òàêîãî ñîðòó óòâîðþþòü

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñïðÿæåíîãî äî T îïåðàòîðà T ∗, à âiäïîâiäíi âåêòîðè g∗ �

îáëàñòü çíà÷åíü:

g ∈ DomT ∗, T ∗g = g∗ ∈ RanT ∗.

Âçàãàëi, ìîæå ñòàòèñÿ, ùî D(T ∗) = {0}. Õî÷à äàëi, çàçâè÷àé, ìè ðîçãëÿäà-

¹ìî ëèøå îïåðàòîðè T , äëÿ ÿêèõ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà

òàêîæ ùiëüíà ó H. ßêùî äî òîãî âèêîíóþòüñÿ i òàêi óìîâè,

DomT ⊆ DomT ∗, T f = T ∗f, f ∈ DomT,
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òî îïåðàòîð T áóäå ñèìåòðè÷íèì, T ⊆ T ∗. ßêùî T = T ∗, òî îïåðàòîð T

ñàìîñïðÿæåíèé. Íàãàäà¹ìî, ùî ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð, ÿêèé ñòà¹ ñàìîñïðÿ-

æåíèì ïiñëÿ çàìèêàííÿ, T cl = T ∗, íàçèâàþòü iñòîòíî ñàìîñïðÿæåíèì.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ ùiëüíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà T éîãî ñïðÿ-

æåíèé ç íåîáõiäíiñòþ çàìêíåíèé, (T ∗)cl = T ∗. À ÿêùî T çàìèêàëüíèé, òî

T ∗ = (T cl)∗.

Íàãîëîñèìî, ùî äëÿ ñèìåòðè÷íîãî, àëå íå ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà,

éîãî ñïðÿæåíèé T ∗ � îáîâ'ÿçêîâî, ðîçøèðåííÿ T , òîáòî T ⊂ T ∗.

Ó çàñòîñóâàííÿõ ÷àñòî âèíèêàþòü ôîðìàëüíî ñèìåòðè÷íi îïåðàòîðè, äëÿ

ÿêèõ îäðàçó íå ÿñíî, ÷è âîíè iñòîòíî ñàìîñïðÿæåíi. ßêi äîäàòêîâi âëàñòèâî-

ñòi ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ãàðàíòóþòü éîãî ñàìîñïðÿæåíiñòü? Ó ëiòåðàòóði

iñíó¹ áàãàòî äîñòàòíiõ óìîâ (iñòîòíî¨) ñàìîñïðÿæåíîñòi ñèìåòðè÷íèõ, ïåðåâà-

æíî äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó ðiçíèõ ïîñòàíîâêàõ i êîíêðåòíèõ çàäà÷àõ.

Íàñòóïíà òåîðåìà ìiñòèòü äîñèòü ïðîñòi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ñà-

ìîñïðÿæåíîñòi.

Òåîðåìà 4.1. (îñíîâíèé êðèòåðié ñàìîñïðÿæåíîñòi,) Íåõàé T ⊆ T ∗ � ùiëü-

íî âèçíà÷åíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Òîäi
åêâiâàëåíòíi òàêi òðè òâåðäæåííÿ

(a) T = T ∗,

(b) T � çàìêíåíèé i Ker(T ∗ ± i) = {0},
(c) Ran(T ∓ i) = H.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî (a) =⇒ (b). Ñïðàâäi, îïåðàòîð T çàìêíåíèé, îñêiëü-

êè T ∗ çàìêíåíèé çà ïîáóäîâîþ, i T = T ∗.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà ϕ ∈ DomT ∗ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

T ∗ϕ = iϕ (àáî T ∗ϕ = −iϕ).

Òîäi ç ðiâíîñòi T = T ∗ âèïëèâà¹, ùî Tϕ = ±iϕ i

±i(ϕ, ϕ) = (Tϕ, ϕ) = (ϕ, T ∗ϕ) = (ϕ, Tϕ) = ∓i(ϕ, ϕ).

Öå îçíà÷à¹, ùî ϕ = 0. Iìïëiêàöiÿ (a) =⇒ (b) äîâåäåíà.

Äîâåäåìî (b) =⇒ (c). Ïîêàæåìî, ùî ôàêò iñíóâàííÿ ó ðiâíÿííÿ T ∗ϕ =

±iϕ ëèøå íóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ íàñëiäêîì ùiëüíiñòü îáëàñòi çíà÷åíüRan(T∓
i) ó H. Ñïðàâäi, ÿêáè öå áóëî íå òàê, òî äëÿ ϕ ⊥ Ran(T ± i) âèêîíóâàëàñÿ áè
ðiâíiñòü

((T ± i)ψ, ϕ) = 0,∀ψ ∈ DomT.
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Àëå òîäi âèõîäèòü, ùî ϕ ∈ DomT ∗ i (T ∗ ∓ i)ϕ = 0. À çàâäÿêè (b) äëÿ ϕ 6= 0

öå íåìîæëèâî. Îòæå (Ran(T ∓ i))cl = H. Íàâïàêè, î÷åâèäíî, ùî ùiëüíiñòü
(Ran(T ∓ i)) ó H ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî Ker(T ∗ ± i) = {0}. Äàëi iç ðiâíîñòi

‖(T ∓ i)ϕ‖2 = ‖Tϕ‖2 + ‖ϕ‖2

âèïëèâà¹, ùî âíàñëiäîê çàìêíåíîñòi îïåðàòîðà T , îòðèìó¹ìî

Ran(T ∓ i) = H.
Âñòàíîâèìî íàðåøòi iìïëiêàöiþ (c) =⇒ (a). Íåõàé ϕ ∈ DomT ∗. Îñêiëüêè

T ⊆ T ∗ i Ran(T∓i) = H, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ϕ ∈ D(T ∗) iñíó¹ âåêòîð η ∈ DomT ,

òàêèé ùî

(T ± i)η = (T ∗ ± i)ϕ.

Òîìó (T ∗± i)(ϕ− η) = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è âæå óñòàíîâëåíèé ôàêò Ker(T ∗±
i) = {0}, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ϕ − η = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ϕ = η, òîáòî

DomT = DomT ∗ i T = T ∗.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà, ÿêèé íå çàìêíåíèé, iç ùiëü-

íîñòi Ran(T ∓ i) ó H âèïëèâà¹ Ker(T ∗ ± i) = {0}. Ó òàêîìó ðàçi óìîâó (c)

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òàê:

(c′) Ran(T ∓ i)cl = H.
Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ iñòîòíî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ìíîæèíà Ran(T∓

i) ùiëüíà ó H. Ëèøå äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Ran(T ∓ i) = H. Ñïðàâäi, çàâäÿêè çàìêíåíîñòi T , ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü ϕn ∈
DomT çáiãà¹òüñÿ äî ϕ i ïîñëiäîâíiñòü Tϕn çáiæíà, òî ϕ ∈ DomT i âåêòîð ψ =

(T ∓ i)ϕ ∈ Ran(T ∓ i). Àëå çáiæíiñòü ψn = (T ∓ i)ϕn åêâiâàëåíòíà çáiæíîñòi
äâîõ ïîñëiäîâíîñòåé ϕn i Tϕn . Îòæå (Ran(T ∓ i))cl = Ran(T ∓ i) = H.

Îïèøåìî êîðîòêî çìiñò îäíîãî iç âàðiàíòiâ òåîði¨ ðîçøèðåíü ñèìåòðè-

÷íèõ îïåðàòîðiâ ñòâîðåíîãî âçàãàëi ôîí Íåéìàíîì.

Íåõàé A ⊂ A∗ � çàìêíåíèé ñèìåòðè÷íèé (àëå íå ñàìîñïðÿæåíèé) îïåðà-

òîð ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Çàâäÿêè ñèìåòðè÷íîñòi A äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

z ∈ C, Imz 6= 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖(A− z)ϕ‖2 ≥ b2‖ϕ‖2, ϕ ∈ D(A), z = a+ ib, b 6= 0.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ

(A− z̄)−1 :Mz −→ D(A)

çàìêíåíi îáìåæåíi îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi íà ïiäïðîñòîði

Mz := Ran(A− z̄) 6= H.
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Çðîçóìiëî, ùî öåé ïiäïðîñòið çàìêíåíèé. Îòæå òàêèé îïåðàòîð (A − z̄)−1

îáìåæåíèé, õî÷à i íå ùiëüíî âèçíà÷åíèé ó H. Äàëi, îñêiëüêè A 6= A∗, òî

ïiäïðîñòið

Nz =M⊥
z = H	Mz 6= {0}.

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî öåé ïiäïðîñòið ñêëàäà¹òüñÿ iç âëàñíèõ âåêòîðiâ ñïðÿ-

æåíîãî äî A îïåðàòîðà:

A∗ηz = zηz, ηz ∈ Nz.

Îòæå

Nz = Ker(A∗ − z).

Çà îçíà÷åííÿì Nz íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòíèì ïiäïðîñòîðîì îïåðàòîðà A ó òî÷öi

z. Ðîçìiðíiñòü dimNz =: nz � ÷èñëîâà õàðàêòåðèñòèêà íåñàìîñïðÿæåíîñòi

îïåðàòîðà A. Âiäîìî, ùî çíà÷åííÿ nz ñòàëå ïðè çìiíi z ó âiäêðèòié âåðõíié

C+ òà âiäêðèòié íèæíié C− ïiâïëîùèíàõ C. Îòæå äåôåêò íåñàìîñïðÿæåíîñòi
îïåðàòîðà A õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äâîìà ÷èñëàìè (iíäåêñàìè äåôåêòó îïåðàòîðà

A):

n+ = dimNz, n− = dimNz̄, Imz > 0.

Âçàãàëi n+,n− ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè öiëèìè ÷èñëàìè, i íàâiòü äîðiâíþâà-

òè +∞.

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ó ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A iñíóþòü ñàìîñïðÿ-

æåíi ðîçøèðåííÿ ó H, ëèøå ÿêùî

n+ = n−. (4.1)

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî äëÿ îáìåæåíîãî çíèçó îïåðàòîðà, òîáòî,

ÿêùî (Aϕ, ϕ) ≥ m‖ϕ‖2. Ó öüîìó ðàçi ðîçìiðíiñòü dimNz îäíàêîâà i ïîñòiéíà

äëÿ âñiõ z ∈ C \ [m,∞).

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà iíäåêñè äåôåêòó äîðiâíþ-

þòü íóëþ: n− = n+ = 0.

Çàäà÷à, ÿêó ìè òóò ðîçãëÿäà¹ìî, ïîëÿãà¹ ó òàêîìó. Ìè õî÷åìî îïèñàòè

ìíîæèíó âñiõ îáìåæåíèõ çíèçó ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü îïåðàòîðà A. Ïî-

çíà÷èìî, öþ ìíîæèíó ÷åðåç A(A). Àëå ïåðåâàæíî ìè àíàëiçó¹ìî îáìåæåíi

çíèçó ðîçøèðåííÿ Ã ∈ A(A), äëÿ ÿêèõ iñíóþòü çâîðîòíi Ã−1, i âîíè îáìåæå-

íi, âèçíà÷åíi íà óñüîìó H îïåðàòîðè. Öþ ðîäèíó îïåðàòîðiâ ìè ïîçíà÷à¹ìî

÷åðåç A6=0(A). Òîáòî

A6=0(A) := {Ã ≥ m > −∞ | A ⊂ Ã = Ã∗ ⊂ A∗, D(Ã−1) = H}.
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Ïiäìíîæèíó äîäàòíèõ ðîçøèðåíü îïåðàòîðiâ çA6=0(A) ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåçA+(A).

Ôàêò iñíóâàííÿ õî÷à á îäíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåííÿ Ã â îáìå-

æåíîãî çíèçó ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A, ïðè÷îìó òàêîãî, ùî mÃ = mA,

ñòâåðäæóâàâ ÄÆ. ôîí Íåéìàí � îäèí iç òâîðöiâ òåîði¨ îïåðàòîðiâ i êâàíòîâî¨

ìåõàíiêè. Ïiçíiøå Ì. Í. Ñòîóí òà Ê. Ôðiäðiõñ äîâåëè öåé ôàêò, à Ì. Êðåéí

îïèñàâ óñþ ìíîæèíó äîäàòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü äîäàòíîãî ñèìå-

òðè÷íîãî îïåðàòîðà.

ßêùî îïåðàòîð A ≥ 1, òî ïîáóäóâàòè éîãî ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ iç

çáåðåæåííÿì íèæíüî¨ ãðàííi íàéëåãøå ìåòîäîì îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ. Ç öi¹þ

ìåòîþ ðîçãëÿíåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

γA[ϕ] = (Aϕ, ϕ), ϕ ∈ DomA.

Çàóâàæèìî, ùî âíàñëiäîê íåîáìåæåíîñòi îïåðàòîðà A êâàäðàòè÷íà ôîðìà γA
ç Q(γA) = DomA íå çàìêíåíà, íàâiòü ÿêùî A � çàìêíåíèé îïåðàòîð. Çàìè-

êàííÿ ôîðìè γA ïîçíà÷èìî ÷åðåç γ∞, òîáòî γ∞ = γcl
A. Çðîçóìiëî, ùî γ∞ ≥ 1.

Âèçíà÷èìî A∞ ≥ 1 ÿê îïåðàòîð, àñîöiéîâàíèé ç êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ γ∞.

Ïîáóäîâà A∞ ìåòîäîì îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ ïðîâîäèòüñÿ òàê.

Çà êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ γ∞ ââîäèòüñÿ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H1 ç íîðìîþ

‖ϕ‖1 = (γ∞[ϕ])1/2. Öåé ïðîñòið çáiãà¹òüñÿ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôîðìè γ∞
çàâäÿêè ¨¨ çàìêíåíîñòi:

H1 = Domγ∞ ≡ Q(γ∞).

Îñêiëüêè γ∞ ≥ 1, òî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H1 � ïîçèòèâíèé, âiäíîñíî H ó ñåíñi

Þ. Ì. Áåðåçàíñüêîãî, òîáòî ‖ · ‖ ≤ ‖ · ‖1. Òîìó ïàðà H A H1 óòâîðþ¹ ïåðåäî-

ñíàùåíèé ïðîñòið (äèâ. äàëi ðîçäië 4). Âií ¹äèíèì ÷èíîì ïðîäîâæó¹òüñÿ äî

îñíàùåíîãî:

H−1 A H A H1. (4.2)

Òåïåð A∞ áóäó¹òüñÿ ÿê çâóæåííÿ êàíîíi÷íîãî içîìîðôiçìó Áåðåçàíñüêîãî

D−1,1 : H1 → H−1. À ñàìå,

A∞ = D−1,1 � D(A∞), D(A∞) = {ϕ ∈ H1 | D−1,1ϕ ∈ H} . (4.3)

Îïåðàòîð A∞ íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì çà Ôðiäðiõñîì îïåðàòîðà A, àáî, ó

òåðìiíîëîãi¨ Ì. Êðåéíà, æîðñòêèì ðîçøèðåííÿì. Çðîçóìiëî, ùî ó êîæíîãî

îáìåæåíîãî çíèçó ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà iñíó¹ éîãî ñàìîñïðÿæåíå ðîçøè-

ðåííÿ çà Ôðiäðiõñîì.
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Ó ôóíäàìåíòàëüíié ðîáîòi Ì. Êðåéíà óñòàíîâëåíî íèçêó âàæëèâèõ ðå-

çóëüòàòiâ ïðî äîäàòíi ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî ñèìå-

òðè÷íîãî îïåðàòîðà. Ó òåîðåìi ìè ôîðìóëþ¹ìî äåÿêi ç öèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi

äàëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó ìíîæèíè Ã ∈ A+(A).

Òåîðåìà 4.2.. Íåõàé A ⊂ A∗, A ≥ 1 � íåîáìåæåíèé çàìêíåíèé ñèìå-

òðè÷íèé îïåðàòîð ó H. Òîäi ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî ó ìíîæèíi A+(A) óñiõ

äîäàòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü îïåðàòîðà A iñíó¹ ïàðà åêñòðåìàëü-

íèõ: A0 � ìiíiìàëüíèé òà A∞ � ìàêñèìàëüíèé, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç ðîçøèðåí-

íÿì çà Ôðiäðiõñîì. Ðåøòà îïåðàòîðiâ Ã ç A+(A) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü

Ì. Êðåéíà:

A0 ≤ Ã ≤ A∞, Ã ∈ A+(A). (4.4)

Ïðè öüîìó îïåðàòîð A∞ ¹äèíèé ñåðåä óñiõ Ã ∈ A+(A), ÿêèé ìà¹ âëàñòè-

âiñòü:

DomA∞ ⊆ Domγ∞. (4.5)

Çàóâàæèìî, ùî â íàñëiäîê òåîðåìè

DomA1/2
∞ = Domγ∞ (4.6)

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç òåîði¹þ Ì. Êðåéíà ó ìíîæèíi A+(A) ìîæíà ââå-

ñòè ÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ïàðè îïåðàòîðiâ A1, A2 ∈
A+(A) ïèøóòü, A1 ≤ A2, ÿêùî äëÿ ÿêî¨ñü (à îòæå i äëÿ êîæíî¨) ñïiëüíî¨

ðåãóëÿðíî¨ òî÷êè a ç R1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

((A1 − a)−1h, h) ≥ ((A2 − a)−1h, h), ∀h ∈ H. (4.7)

Çîêðåìà, ó ðàçi, êîëè A ≥ 0, çãiäíî ç òåîði¹þ Ì. Êðåéíà, ó ìíîæèíi éî-

ãî äîäàòíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü iñíó¹ ïàðà åêñòðåìàëüíèõ îïåðàòîðiâ:

A0 � íàéìåíøèé i A∞ � íàéáiëüøèé ó ñåíñi ââåäåíî¨ âèùå âïîðÿäêîâàíîñòi.

Õî÷à âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ îïåðàòîðà A ≥ 0 ìîæå ñòàòèñÿ, ùî A0 = A∞.

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ëèøå ¹äèíå íåâiä'¹ìíå ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ. Çðî-

çóìiëî, ùî ó íàøîìó ðàçi, êîëè A ≥ 1, iñíó¹ êîíòèíóóì äîäàòíèõ ðîçøèðåíü.

Ó ëiòåðàòóði îïåðàòîð A0 íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì çà Ì. Êðåéíîì. Öåé îïå-

ðàòîð ôiêñó¹òüñÿ ðiâíiñòþ A0N0 = 0. Äðóãå åêñòðåìàëüíå ðîçøèðåííÿ A∞
çâè÷àéíî íàçèâà¹òüñÿ ðîçøèðåííÿì çà Ôðiäðiõñîì, õî÷à éîãî íåçàëåæíî ââî-

äèëè áàãàòî àâòîðiâ. Çà ïîáóäîâîþ îïåðàòîð A∞ ìàêñèìàëüíèì ó ìíîæèíi

A+(A), òîáòî Ã ≤ A∞ äëÿ âñiõ Ã ∈ A+(A). Ëåãêî áà÷èòè, ùî âií ìà¹ òó

ñàìó íèæíþ ãðàíü, ùî é îïåðàòîð A.
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Äàëi ìè ïðîäîâæó¹ìî äîñëiäæóâàòè ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ ïðîñòîãî

ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A ⊂ A∗, A ≥ 1 ó H. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî

äiéñíîãî ÷èñëà a < 1 ïiäïðîñòið

Na =M⊥
a , Ma := Ran(A− a)

ñêëàäà¹òüñÿ iç âëàñíèõ âåêòîðiâ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A∗

A∗ηa = aηa, ∀ηa ∈ Na. (4.8)

Íåõàé çàäàíî A ⊂ A∗, A ≥ 1. Òîäi äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà a < 1

iñíó¹ ñàìîñïðÿæåíå ðîçøèðåííÿ Ã = Aa ∈ A+(A) ç íèæíüîþ ãðàííþmÃ = a.

Ïðè öüîìó

Aaηa = aηa, ηa ∈ Na. (4.9)

Îïåðàòîð Ã = Aa âèçíà÷à¹ìî íà

DomAa = span{DomA,Na},

çà ëiíiéíiñòþ, áåðó÷è äî óâàãè ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà A, çàäàíîãî ðiâíîñòÿìè

Aaϕ = Aϕ, ϕ ∈ DomA, Aaηa = aηa, ηa ∈ Na. (4.10)

Çà ïîáóäîâîþ Aa ⊂ A∗ (äèâ. (4.8)). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî Aa � ñàìîñïðÿ-

æåíèé îïåðàòîð, Aa = A∗a. Ñïðàâäi, ç (4.10) âèïëèâà¹, ùî Aa ðîçêëàäà¹òüñÿ

íà îðòîãîíàëüíó ñóìó äâîõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ: îïåðàòîðà AaPMa
ó

ïiäïðîñòîðiMa, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì

AaPMa
ϕ = Aϕ− aPNaϕ, ϕ ∈ D(A),

òà îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà a ó Na. Ñàìîñïðÿæåíiñòü ïåðøîãî óMa âèïëèâà¹

ç òîãî, ùî Ran(A−a) =Ma. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð Aa ìiíiìàëüíèé

ñåðåä óñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ç óìîâîþ Ã ≥ a.

Òàêèì ÷èíîì, ó ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A ≥ 1, à îòæå i ó êîæíîãî

îáìåæåíîãî çíèçó ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà A iñíó¹ êîíòèíóóì ðiçíèõ ñàìî-

ñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü Aa, a < mA. Õî÷à, î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà {A ⊂ Aa =

A∗a ⊂ A∗ | a < mA} íå âè÷åðïó¹ âñiõ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü îïåðàòîðà

A. Çîêðåìà äî öi¹¨ ìíîæèíè íå íàëåæèòü ðîçøèðåííÿ çà Ôðiäðiõñîì A∞.

Îïèøåìî öåé îïåðàòîð ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ íèæíüî¨ ãðàíi mA. Õàðàêòåðíà

âëàñòèâiñòü îïåðàòîðà A∞ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî éîãî íèæíÿ ãðàíü òàêà ñàìà

ÿê i â îïåðàòîðà A:

mA∞ = mA. (4.11)
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Õî÷à, âçàãàëi, îïåðàòîð A ìîæå ìàòè é iíøi ñàìîñïðÿæåíi ðîçøèðåííÿ, ÿêi

çáåðiãàþòü íèæíþ ãðàíü. Ó ðîáîòi Ì. Êðåéíà çíàéäåíî êðèòåðié, êîëè (4.11)

âèêîíó¹òüñÿ ëèøå äëÿ A∞.

Ó ðàçi mA < 1 äëÿ ïîáóäîâè A∞ íà Dom(A) ââîäèòüñÿ äîäàòíà ôîðìà

χ1(ϕ, ψ) = γA(ϕ, ψ) + (1−mA)χ(ϕ, ψ), (χ[·] = ‖ · ‖2
H).

Çàìèêàëüíiñòü ôîðìè χ1 äîâîäèòüñÿ ïåðåâiðêîþ êðèòåðiþ çàìèêàëüíîñòi. Íå-

õàé ϕn ∈ DomA, ϕn → 0 ó H i χ1[ϕn−ϕm]→ 0. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðà-

òîðíå çîáðàæåííÿ γA(·, ·) = (A·, ·), äîõîäèìè âèñíîâêó, ùî χ1[ϕn]→ 0. Òåïåð,

çà òåîðåìîþ 4.1, ç ôîðìîþ χcl àñîöiéîâàíî ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð A′ ≥ 0.

Îïåðàòîð A∞ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê A′ − (1 − mA)1. Çà ïîáóäîâîþ íèæíÿ ãðàíü

mA∞ òàêà ñàìà ÿê i íèæíÿ ãðàíü îïåðàòîðà A. Ïðè öüîìó γ∞[·] := (γA[·])cl.

Íàðåøòi, ÿêùî ïðèïóñòèòè iñíóâàííÿ ùå îäíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåí-

íÿ Ã, äëÿ ÿêîãî DomÃ ⊆ Domγ∞, òî ëåãêî áà÷èòè, ùî Ã ⊆ A∞. Çàâäÿêè

ñàìîñïðÿæåíîñòi öå îçíà÷à¹, ùî Ã = A∞.

Òåïåð çàäà÷ó ïðî îïèñ îïåðàòîðiâ Ã ∈ A+(A) (¨õ ïàðàìåòðèçàöiþ) ìè

çâîäèìî äî óñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ êîæíèì îïåðàòîðîì Ã i A∞ íà îñíî-

âi çàêîíó ÷àñòêîâîãî âïîðÿäêóâàííÿ (4.4). Äàëi çàðàäè ñïðîùåííÿ ìè äåùî

çâóæó¹ìî çàäà÷ó i ðîçãëÿäà¹ìî íå âñi îïåðàòîðè ç ìíîæèíè A+(A), à ëèøå

âçà¹ìíî ïðîñòi ç A∞ âiäíîñíî A. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð A �

ìàêñèìàëüíà ñïiëüíà ÷àñòèíà äëÿ ïàðè Ã i A∞. Òîáòî ìíîæèíà

D = {ϕ ∈ DomÃ ∩DomA∞ | Ãϕ = A∞ϕ}

çáiãà¹òüñÿ ç îáëàñòþ DomA:

Ã � D = A∞ � D = A. (4.12)
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5 ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÌÎÄÅËÅÉ ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ

ÑÈÑÒÅÌ ÊÎÍÔËIÊÒÓ ÒÀ �Õ

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÍÈÉ ÀÍÀËIÇ

5.1 Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó

Â ìîíîãðàôi¨ [56] "Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó"

ïîñëiäîâíî âèêëàäà¹òüñÿ íîâèé ìàòåìàòè÷íèé ïiäõiä äî îïèñó êîíôëiêòíèõ

ïðîöåñiâ ó ìîäåëÿõ ñêëàäíèõ ñèñòåì ó òåðìiíàõ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨. Ïiäõiä

 ðóíòó¹òüñÿ íà iíòåðïðåòàöi¨ ïðîòèëåæíèõ ñòîðií êîíôëiêòó ÿê iìîâiðíiñíèõ

ðîçïîäiëiâ (ìið) íà ñïiðíié òåðèòîði¨. Â îñíîâó ôîðìóëè êîíôëiêòíî¨ äèíà-

ìiêè çàêëàäåíî ïðèíöèï íåçíèùåííîñòi îïîíåíòà. Ðåçóëüòàòîì êîíôëiêòíî¨

áîðîòüáè ¹ íå çíèùåííÿ îïîíåíòà, à âñòàíîâëåííÿ êîìïðîìiñó ó ôîðìi ðiâíî-

âàæíîãî ñòàíó. Îïèñ ãðàíè÷íèõ êîìïðîìiñíèõ ñòàíiâ çäiéñíþ¹òüñÿ â òåðìiíàõ

ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ.

Áiëüø äåòàëüíî, â àáñòðàêòíîìó âèïàäêó äîñëiäæó¹ìî åâîëþöiéíå ðiâ-

íÿííÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè:

d/dtX = HX −KX, t ≥ 0,

äå ñòàí ñèñòåìè X(t) = µ(t), ν(t) ñêëàäà¹òüñÿ ùîíàéìåíøå ç äâîõ êîìïîíåíò,

H � ãåíåðàòîð âiëüíî¨ åâîëþöi¨ (áåç êîíôëiêòó), K � êîíôëiêòíà (íåëiíié-

íà) âçà¹ìîäiÿ ìiæ êîìïîíåíòàìè ñêëàäíî¨ ñèñòåìè. Ñàìà ñêëàäíà ñèñòåìà

îá'¹äíó¹ íå ìåíøå äâîõ îïîíåíòiâ, ñêàæiìî, À i Â, ÿêèì ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiä-

íiñòü ïàðà iìîâiðíiñíèõ ìið µ, ν íà ïðîñòîði êîíôëiêòó Ω.

Ó ïiäõîäi, ùî ðîçâèâà¹òüñÿ â öié ìîíîãðàôi¨, âåëè÷èíè P,R, ÿêi çâè÷àéíî

ìàþòü çìiñò êiëüêîñòi ïåâíèõ ïîïóëÿöié, çàìiíÿþòüñÿ íà âåêòîðíi:

P,R → p = (p1, ..., pn), r = (r1, ..., rn), n > 1,

êîîðäèíàòè ÿêèõ ìàþòü ñòàòèñòè÷íèé ñåíñ. À ó çàãàëüíiøîìó âèïàäêó âåëè-

÷èíàì P,R âiäïîâiäàþòü iìîâiðíiñíi ìiðè:

P,R→ µ, ν.

Çàêîí ïîïóëÿöiéíîãî ðîçâèòêó i áîðîòüáè óçàãàëüíþ¹òüñÿ i çàïèñó¹òüñÿ ÿê

óíiâåðñàëüíi ñèñòåìè ðiçíèöåâèõ àáî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. �õ ìîæíà òðà-

êòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíi âåêòîðíi âàðiàíòè ðiâíÿíü Ëîòêè � Âîëüòåððè.
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Â àáñòðàêòíîìó âèïàäêó òóò äîñëiäæóþòüñÿ äèíàìi÷íi ñèñòåìè êîíôëi-

êòó, ÿêi îïèñóþòü åâîëþöiþ êîíôëiêòíî¨ áîðîòüáè ìiæ ïàðîþ îïîíåíòiâ ÷è

ïðîòèäiþ÷èõ ñòîðií, ñêàæiìî, À i Â. Ñõåìàòè÷íî òðà¹êòîði¨ òàêî¨ ñèñòåìè

ìîæíà çîáðàçèòè ÿê {
A

B

}
>, t−→

{
At

Bt

}
,

äå >, t ïîçíà÷à¹ êîíôëiêòíå ïåðåòâîðåííÿ íà ìîìåíò ÷àñó t.
Äâîâèìiðíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ÄÑÊ âiäîìi ÿê àâòîíîìíi äèíàìi÷íi ñè-

ñòåìè íà ïëîùèíi. Âîíè çàäàþòüñÿ ïàðîþ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü âèãëÿäó

ẋ = f(x, y) ẏ = g(x, y), x, y ∈ R1, (5.1)

äå f, g � äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨. Iñíó¹ çìiñòîâíà íåòðèâiàëüíà íàóêà ïðî

òàêi àâòîíîìíi ñèñòåìè (äèâ., íàïðèêëàä, ïîïóëÿðíèé îãëÿä Åïñòåéíà, ôóí-

äàìåíòàëüíi ìîíîãðàôi¨ Êîëìîãîðîâà ÷è Àðíîëüäà. Âàæëèâî, ùî âíàñëiäîê

íåëiíiéíîñòi íåìîæëèâî ñïîäiâàòèñÿ íà ïîáóäîâó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ ñè-

ñòåìè (5.1), òîìó ¨¨ äîñëiäæåííÿ ¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ. Àëå çàâäÿêè òîìó,

ùî öÿ ñèñòåìà ¹ ïëîñêîþ, âäà¹òüñÿ çäîáóòè äîñèòü áàãàòî òîíêèõ ìàòåìàòè-

÷íèõ ðåçóëüòàòiâ.

Çîêðåìà, íèçêó öiêàâèõ ÿêiñíèõ ðåçóëüòàòiâ îäåðæàíî ìåòîäîì ëiíåàðè-

çàöi¨ ñèñòåìè (5.1) â îêîëi ðiâíîâàæíî¨ òî÷êè. Ïðèïóñòiìî, ùî òî÷êà x̄, ȳ ¹

ðiâíîâàæíîþ:

f(x̄, ȳ) = 0 = g(x̄, ȳ).

Òîäi çàìiñòü (5.1) íà ïåðøîìó åòàïi äîñëiäæó¹òüñÿ ëiíiéíà ñèñòåìà â îêîëi

ðiâíîâàæíî¨ òî÷êè:

ẋ = f(x̄, ȳ) + f ′x(x̄, ȳ)(x− x̄) + f ′y(x̄, ȳ)(y − ȳ), (5.2)

ẏ = g(x̄, ȳ) + g′x(x̄, ȳ)(x− x̄) + g′y(x̄, ȳ)(y − ȳ).

Öþ ñèñòåìó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

ṗ = J(x̄, ȳ)p, p = {p1, p2}, p1 = x− x̄, p2 = y − ȳ,

äå

J(x̄, ȳ) =

(
∂xf ∂yf

∂xg ∂yg

)
(5.3)
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ïîçíà÷à¹ ÿêîáiàí âåêòîðíîãî ïîëÿ F = (f(x, y), g(x, y)) â òî÷öi x̄, ȳ, àáî çî-

áðàçèòè àáñòðàêòíî:

ẏ = A y, A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, aik ∈ C, (5.4)

ÿê ñòàíäàðòíó ëiíiéíó ñèñòåìó. I íàâiòü öå ëiíiéíå ñïðîùåííÿ ¹ äóæå çìiñòîâ-

íèì. Îñîáëèâî öiêàâèìè ¹ äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ ñèñòåì â îêîëi

ãiïåðáîëi÷íî¨ ðiâíîâàæíî¨ òî÷êè, êîëè óñi âëàñíi çíà÷åííÿ ÿêîáiàíà DF (xeq)

ìàþòü íåíóëüîâi äiéñíi êîìïîíåíòè. Ñàìå äî öüîãî âèïàäêó íàëåæèòü âiäîìà

òåîðåìà Õàðòìàíà � Ãðîáìàíà, ÿêà ñòâåðäæó¹ òîïîëîãi÷íó åêâiâàëåíòíiñòü

ïîâåäiíêè íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè (5.1) òà ¨¨ ëiíåàðèçîâàíîãî âàðiàíòó (5.2) â äå-

ÿêîìó îêîëi ðiâíîâàæíî¨ òî÷êè.

Íàäçâè÷àéíî öiêàâèì i ïîïóëÿðíèì ðåçóëüòàòîì ïëîñêî¨ çàäà÷i ¹ òåîðå-

ìà Ïóàíêàðå � Áåíäiêñîíà, ÿêà ñòâåðäæó¹, ùî òðà¹êòîðiÿ x1(t), x2(t), t > 0 ç

íåîáõiäíiñòþ íàáëèæà¹òüñÿ äî ãðàíè÷íîãî öèêëó, ÿêùî âîíà ïîâíiñòþ ðîçòà-

øîâàíà â êîìïàêòi i íåðóõîìà òî÷êà âiäñóòíÿ.

Òóò äîðå÷íî íàãàäàòè ïðî ÷àñòèíó 16 ïðîáëåìè Ãiëüáåðòà, â ÿêié ïî-

ñòàâëåíî ïèòàííÿ ïðî ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü öèêëi÷íèõ îðáiò ó ñèñòåìè (5.1),

êîëè ôóíêöi¨ f, g ¹ ïîëiíîìàìè ôiêñîâàíîãî ñòåïåíÿ.

Äî ïðîáëåì iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ ðóõîìèõ àñèìïòîòè÷íèõ ñòàíiâ, ¨õ ñòà-

áiëüíîñòi, iñíóâàííÿ öèêëi÷íèõ îðáiò, ïîðîãiâ áiôóðêàöié, ôàç ìîæëèâî¨ õà-

îòè÷íî¨ ïîâåäiíêè íàëåæàòü âiäîìi ðåçóëüòàòè Ïóàíêàðå, Ëÿïóíîâà, Õîïôà.

Ïîòóæíèé ìåòîä äîñëiäæåíü  ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi âiäîáðàæåííÿ Ïó-

àíêàðå. Äîáðå âiäîìèìè ¹ òåîðåìà Áåíäiêñîíà � Äóãëàñà ïðî âiäñóòíiñòü çà-

ìêíåíèõ òðà¹êòîðié i òâåðäæåííÿ Ðîãîçêiíà ïðî âiäñóòíiñòü öèêëiâ.

5.2 Ïîáóäîâà ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó

Â ðîáîòàõ [57,60,61,63,65,66] ïîáóäîâàíî ðÿä êîíêðåòíèõ ìîäåëåé äèíà-

ìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó òà äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòèâîñòi.

Äëÿ êîæíî¨ ç ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñêëàäíèõ êîíôëiêòíèõ ñèñòåì âè-

âåäåíi ñâî¨ åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ, äîñëiäæåíà äèíàìiêà â ÷àñi, äîâåäåíî iñíó-

âàííÿ íåðóõîìèõ ñòàíiâ, îïèñàíà ¨õ ñòðóêòóðà.

Çîêðåìà, ïîáóäîâàíà i äîñëiäæó¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñîöióìó ó âè-

ãëÿäi áàãàòîêîìïîíåíòíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, ãåíåðàòîð ÿêî¨ âiäïîâiäà¹ êîí-

ôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ ìiæ iíäèâiäàìè. Ïîâåäiíêà iíäèâiäiâ çàëåæèòü âiä âåëè-
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÷èíè ïî÷àòêîâî¨ ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ òà äâîìà ñòðàòåãi÷íèìè ïàðàìåòðàìè �

àêòèâíiñòþ êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ òà çâ'ÿçêàìè ç ëîêàëüíèì îòî÷åííÿì. Äëÿ

êëàñó ìîäåëåé ñîöióìó, â ÿêèõ ìîæëèâiñòü âèáîðó ñòðàòåãié âiäñóòíÿ, äîâåäå-

íà òåîðåìà ïðî ïîâíó ïåðåìîãó íàéñèëüíiøîãî. Â öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ

ïðèíöèï "ïåðåìîæåöü îòðèìó¹ âñå". Â êëàñi ìîäåëåé, äå ñòðàòåãi÷íèé ïàðà-

ìåòð àêòèâíîñòi êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìîæíà ðåãóëþâàòè, çíàéäåíî äîñòàòíi

óìîâè äëÿ çðîñòàííÿ ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ç äîâiëüíî íèçüêîãî ïî÷àòêîâîãî ðiâ-

íÿ. Çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ ñòðàòåãiÿ âèæèâàííÿ i íàâiòü ïåðåìîãè äëÿ

êîæíîã iíäèâiäà. Äëÿ iëþñòðàöi¨ ðåçóëüòàòiâ íàâåäåíî ïðèêëàäè ç êîìïþòåð-

íèìè ñèìóëÿöiÿìè.

Ïîáóäîâà, äîñëiäæåííÿ òà àíàëiç ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi îïèñóþòü

äèíàìiêó çìàãàëüíèõ i êîíôëiêòíèõ ïðîöåñiâ ó ñóñïiëüñòâi, à òàêîæ çíàõî-

äæåííÿ óìîâ êîìïðîìiñó, îá'¹äíàííÿ ÷è êîíñåíñóñó � ¹ òðåíäàìè ñó÷àñíî¨

ïðèêëàäíî¨ íàóêè.

Çâè÷àéíî, ïîâåäiíêà iíäèâiäà ó ñóñïiëüñòâi ó çíà÷íié ìiði âèçíà÷à¹òüñÿ

ïðèéíÿòòÿì ðiøåííÿ (÷àñòî ñòèõiéíèì) ùîäî âèáîðó îïòèìàëüíî¨ ñòðàòåãi¨.

Ïðè öüîìó, âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïåâíà ìîäåëü ñîöiàëüíî¨ ñèñòåìè. Ó áiëüøî-

ñòi âèïàäêiâ òàêà ìîäåëü ¹ iíòó¨òèâíîþ. Çðîçóìiëî, ùî óñïiøíèé ðåçóëüòàò

ìîæíà çàáåçïå÷èòè ëèøå àäåêâàòíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü íà îñíîâi íàóêîâî-

ãî ïåðåäáà÷åííÿ. Òîìó ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì

äëÿ ïðîãíîçó ñîöiàëüíèõ ïîäié òà ðîçâ'ÿçàííÿ ïåðñïåêòèâíèõ ïðîáëåì ñó÷à-

ñíîãî ñóñïiëüñòâà.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñîöiàëüíèõ ÿâèù ìîæíà ïîäiëèòè íà äâà êëàñè, äå-

òåðìiíiñòè÷íi òà éìîâiðíiñíi. Ìîäåëi ïåðøîãî òèïó äàþòü ïåðåäáà÷åííÿ ïðî

êiëüêiñíå çíà÷åííÿ ïåâíèõ õàðàêòåðèñòèê ñòàíó ñèñòåìè ó ôiêñîâàíèé ìîìåíò

÷àñó. Äðóãèé òèï ìîäåëåé äà¹ iìîâiðíiñíó îöiíêó ðiçíèì ñòàíàì ñèñòåìè.

Áiëüøiñòü âiäîìèõ ìîäåëåé íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó i  ðóíòóþòüñÿ íà

ÿâíèõ, ÷àñîì äîñèòü ñêëàäíèõ ôîðìóëàõ äèíàìiêè, ÿêi ïðèçíà÷åíi äàòè êîí-

êðåòíèé îïèñ ÿâèùó, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ. Àëå äåòàëiçàöiÿ êîíêðåòíèõ ìîäåëåé

çâóæó¹ ìîæëèâiñòü ¨õ âèêîðèñòàííÿ ïðè çìiíåíèõ óìîâàõ. Òîìó âèíèêà¹ ïî-

òðåáà ó ïîáóäîâi çàãàëüíèõ ìîäåëåé iç éìîâiðíiñíîþ iíòåðïðåòàöi¹þ.

Âèáið ôîðìóë i ðiâíÿíü (çàêîíiâ), ÿêi îïèñóþòü äèíàìiêó êîíôëiêòíèõ

âçà¹ìîäié ìiæ iíäèâiäàìè ¹ ãîëîâíèì ïóíêòîì ïðè ïîáóäîâi ìîäåëåé ñêëà-

äíèõ ñèñòåì ñóñïiëüñòâà. Öi ôîðìóëè ìàþòü áóòè ìàêñèìàëüíî ïðîñòèìè,

óíiâåðñàëüíèìè òà îäíî÷àñíî àäåêâàòíèìè ðåàëüíié êàðòèíi. Ëèøå òîäi ¨õ
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âèêîðèñòàííÿ, ç îäíîãî áîêó, áóäå ïiäòâåðäæóâàòè ñïîñòåðåæåííÿ, à ç äðóãî-

ãî, ïåðåäáà÷àòè íîâi, íàâiòü íåñïîäiâàíi ÿâèùà òà åôåêòè.

Â ðîáîòi [60] ìè áóäó¹ìî åëåìåíòàðíî ïðîñòó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñîöi-

óìó, ÿê áàãàòîêîìïîíåíòíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, íà îñíîâi òåîði¨ äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì êîíôëiêòó ðîçâèíóòî¨ â ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ. Öÿ ìîäåëü îïèñó¹ åâî-

ëþöiþ iìîâiðíîñòi äëÿ êîæíîãî iíäèâiäà âîëîäiòè ïåâíèì çàïàñîì ñîöiàëüíî¨

åíåðãi¨ ó êîíôëiêòíîìó ñåðåäîâèùi.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî äåêiëüêà âàðiàíòiâ ôîðìóëè êîíôëiêòîíî¨ âçà¹ìîäi¨. Â

ïåðøó ÷åðãó ìè äîñëiäæó¹ìî ãðóáèé (äèêèé) ñòèõiéíèé êîíôëiêò ìiæ îêðå-

ìèì iíäèâiäîì òà ñóñïiëüíèì êîíêóðåíòíèì îòî÷åííÿì. Áiëüø äîñêîíàëèé

âàðiàíò ìîäåëi âêëþ÷à¹ â ñåáå ñòðàòåãi÷íi ïàðàìåòðè ñèëè êîíôëiêòíî¨ âçà-

¹ìîäi¨ òà çâ'ÿçêè iç iíøèìè iíäèâiäàìè. Ïðè öüîìó ìîäåëü íàñòiëüêè óñêëà-

äíþ¹òüñÿ, ùî âèÿâëåíi åôåêòè íåìîæëèâî îõîïèòè â îäíié ðîáîòi.

Òîìó òóò ìè îáìåæó¹ìîñÿ ëèøå äåÿêèìè âèïàäêàìè. À ñàìå, ñïî÷àòêó

äîñëiäæó¹ìî äèíàìiêó ïåðåðîçïîäiëó ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ìiæ êîíôëiêòóþ÷èìè

iíäèâiäàìè áåç ââåäåííÿ ïàðàìåòðiâ âçà¹ìîäi¨ òà çâ'ÿçêiâ (ìîäåëü ñòèõiéíîãî

ñîöióìó). Â öüîìó âàðiàíòi ìîäåëi, ÿê ïðàâèëî, âèíèêà¹ ¹äèíèé ïåðåìîæåöü,

òîé õòî áóâ íàéñèëüíiøèì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó. Ìè ïîìi÷à¹ìî, ùî íà

çðîñòàííÿ (÷è âòðàòó) ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ âïëèâà¹ âåëè÷èíà (ñèëà) êîíôëiêòíî¨

àêòèâíîñòi iíäèâiäà. Çîêðåìà, ÿêùî öåé ïàðàìåòð ìà¹ íóëüîâå çíà÷åííÿ, òî

iíäèâiä âçàãàëi íå âòðà÷à¹ ñâîþ åíåðãiþ, à ëèøå íàêîïè÷ó¹. Ïàðàìåòð ñèëè

êîíôëiêòíî¨ àêòèâíîñòi ¹ ñòðàòåãi÷íèì. Ìîæëèâiñòü éîãî âèáîðó ïåðåòâîðþ¹

ìîäåëü ñòèõiéíîãî ñîöióìó â ìîäåëü êåðîâàíîãî êîíôëiêòíîãî ïðîöåñó. Ïîêà-

çàíî, ùî â öüîìó âèïàäêó iíäèâiä ç íåçíà÷íîþ ïî÷àòêîâîþ ñîöiàëüíîþ åíåðãi-

¹þ ìîæå ñòàòè ïåðåìîæöåì, ÿêùî îáåðå "ïðàâèëüíó"ñòðàòåãiþ ðåãóëþâàííÿ

ïàðàìåòðó ñèëè êîíôëiêòíî¨ àêòèâíîñòi.

Îòæå, â ðîáîòi ïðîâåäåíî àíàëiç ïîâåäiíêè ïåðåìîæöÿ i íà êîíêðåòíèõ

ïðèêëàäàõ ïðîäåìîíñòðîâàíî ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè âèáîðó ñòðàòåãi¨ âèæèâà-

ííÿ äëÿ îêðåìîãî iíäèâiäà. Äîâåäåíà òåîðåìà iñíóâàííÿ ðiâíîâàæíèõ íåðó-

õîìèõ ñòàíiâ, äîñëiäæåíi óìîâè ¨õ ñòiéêîñòi. ßê íàñëiäîê, çíàéäåíî óìîâè

âèæèâàííÿ äëÿ iíäèâiäà ç äîâiëüíî ìàëîþ ïî÷àòêîâîþ ñîöiàëüíîþ åíåðãi¹þ.

Ïîêàçàíî, ùî ìàòåìàòè÷íi ïèòàííÿ äëÿ ìîäåëi íàâiòü ëèøå ç òðüîìà iíäèâi-

äàìè ¹ íåòðèâiàëüíèìè.

Åëåìåíòàðíà ìîäåëü ñîöióìó. Íåõàé A = {ai}mi=1, 1 < m < ∞ ïîçíà÷à¹

äåÿêó ìíîæèíó ïîäiáíèõ åëåìåíòiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü êîíêóðóþ÷èì iíäèâiäàì
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àáñòðàêòíîãî ñóñïiëüñòâà. Äàëi ìíîæèíó A íàçèâà¹ìî ñîöióìîì, à åëåìåíòè

ai iíäèâiäàìè. Òóò m öå êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, âîíà ñêií÷åíà, àëå ìîæå áóòè

ÿê çàâãîäíî âåëèêîþ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ai âiäïîâiäà¹ íå ëèøå îêðåìîìó

iíäèâiäó ó ñóñïiëüñòâi, àëå i äåÿêîìó îá'¹äíàííþ (ñîöiàëüíîìó êëàñòåðó iíäè-

âiäiâ).

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñîöióì A ¹ êîíôëiêòíèì ó òîìó ñåíñi, ùî ìiæ éîãî

iíäèâiäàìè âiäáóâà¹òüñÿ êîíêóðåíòíà âçà¹ìîäiÿ, â õîäi ÿêî¨ êîæåí iíäèâiä

ïðàãíå çáåðåãòè òà çáiëüøèòè ñâié çàïàñ ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ çà ðàõóíîê iíøèõ.

Âàðòî ïîÿñíèòè öå áiëüø äåòàëüíî.

Ââàæà¹ìî, ùî â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó, òiëüêè ÿêèé òóò i ðîçãëÿäà¹-

òüñÿ, êîæíîìó iíäèâiäó ai â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ïîñòàâëåíî ó âiäïîâiäíiñòü

äåÿêèé ñîöiàëüíèé (æèòò¹âèé) ðåñóðñ Pi > 0. Îòæå, â åëåìåíòàðíié ìîäåëi

ñîöióìó ç êîæíèì iíäèâiäîì ai àñîöiéîâàíî çàëåæíó âiä ÷àñó îäíîâèìiðíó

÷èñëîâó âåëè÷èíó Pi, õàðàêòåðèñòèêó ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ iíäèâiäà àáî éîãî

ñòàòóñó â ñîöiàëüíîìó îòî÷åíi:

ai ∼ Pi(t).

Çíà÷åííÿ Pi ¹ äîäàòíiìè òà îáìåæåíèìè. Äàëi äîñëiäæó¹òüñÿ ïåðåðîçïîäië

ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ â ìîìåíòè êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïîâíèé

çàïàñ ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ âñi¹¨ ñèñòåìè íå çìiíþ¹òüñÿ â ÷àñi, òîáòî ¹ ôiêñîâàíèì:∑m
i=1 Pi(t) = P = const.

Íåõàé â êîæåí ìîìåíò äèñêðåòíîãî ÷àñó t = 1, 2, ... ìiæ iíäèâiäàìè ai
âiäáóâà¹òüñÿ àêò êîíôëiêòíî¨ áîðîòüáè, âíàñëiäîê ÿêî¨ iíäèâiäóàëüíà ñîöi-

àëüíà åíåðãiÿ Pi çìiíþ¹òüñÿ (ïåðåðîçïîäiëÿ¹òüñÿ) ïî ïåâíîìó çàêîíó. ßêùî

ïîçíà÷èòè ÷åðåç> ôiêñîâàíèé çàêîí öüîãî ïåðåðîçïîäiëó, òî âèíèêà¹ ñêëàäíà

áàãàòî-êîìïîíåíòíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà,

{Pi(0)} >,t−→ {Pi(t)}, t > 0, i = 1, ...,m.

Äàëi ìè êîíêðåòèçó¹ìî âiäîáðàæåííÿ > i äåòàëüíî äîñëiäæó¹ìî ïîâå-

äiíêó Pi(t), çîêðåìà, i â çàëåæíîñòi âiä ñïåöèôiêè iíäèâiäóàëüíî¨ ñòðàòåãi¨

êîíôëiêòíî¨ áîðîòüáè. À ñàìå, ìè ðîçãëÿäà¹ìî òàêi ñèòóàöi¨: (1) ãðóáèé êîí-

ôëiêò êîæíîãî ç óñiìà, (2) åôåêòè, ùî çàëåæàòü âiä âèáîðó âåëè÷èíè (ñèëè)

êîíôëiêòíî¨ àêòèâíîñòi.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ìè ðîçâèâà¹ìî éìîâiðíiñíèé ïiäõiä i òîìó çàìiñòü êiëü-

êiñíèõ âåëè÷èí Pi âèêîðèñòîâó¹ìî çíà÷åííÿ ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ íîðìîâàíi íà
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îäèíèöþ, pi = Pi/P . Ðiâíÿííÿ äèíàìiêè âèïèñó¹ìî â òåðìiíàõ ñòîõàñòè-

÷íèõ âåêòîðiâ p(t) = {pi(t)}mi=1, òîìó äëÿ óñiõ t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà,∑m
i=1 pi(t) = 1.

Ãîâîðèìî, ùî ñîöióìA ¹ öiëêîì êîíôëiêòíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî iíäèâi-

äà ai éîãî êîíêóðóþ÷å îòî÷åííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèíè óñiõ iíøèõ iíäèâiäiâ

A⊥i := {ak}k 6=i. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ïðèíöèï � îäèí ïðîòè âñiõ, àáî, êîæåí ñàì

çà ñåáå. Â òàêîìó âèïàäêó ñîöiàëüíà åíåðãiÿ îòî÷åííÿ äëÿ ai ¹ ñóìîþ åíåðãié

óñiõ iíäèâiäiâ çA⊥i . Ïîçíà÷èìî ¨¨ Ri =
∑

k 6=i Pk. Íàáîðó âåëè÷èí Ri âiäïîâiäà¹

ñòîõàñòè÷íèé âåêòîð r = {ri}mi=1 ç êîîðäèíàòàìè ri := Ri/R, äå R =
∑m

i=1Ri.

Î÷åâèäíî, ri ≥ 0 òà
∑m

i=1 ri = 1.

Ââåäåìî çàêîí êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ îêðåìèì iíäèâiäîì ai òà îòî÷å-

ííÿì A⊥i ó öiëêîì êîíôëiêòíîìó ñîöióìi. Ç öi¹þ ìåòîþ çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé

ñòîõàñòè÷íèé âåêòîð p ∈∆m−1, äå ∆m−1 ïîçíà÷à¹ (m− 1)−ìiðíèé ñèìïëåêñ
â Rm

+ . Âåêòîð p çàäà¹ ñòàðòîâèé (t = 0) ðîçïîäië íîðìîâàíî¨ íà îäèíèöþ

ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ìiæ m iíäèâiäàìè ñîöióìó. Íàéïðîñòiøèé âàðiàíò çàêîíó

êîíôëiêòíîãî ïåðåðîçïîäiëó ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ (çàêîí êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨)

â òåðìiíàõ êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä:

p1
i =

pi(1− ri)
z

, i = 1, ...,m, (5.5)

äå ri := (1−pi)/(m−1), a z = 1−
∑m

k=1 pkrk � íîðìóâàëüíèé çíàìåííèê. Òóò

p1
i ïîçíà÷à¹ êîîðäèíàòè íîâîãî ñòîõàñòè÷íîãî âåêòîðà p1 ∈∆m−1, ÿêèé çàäà¹

ðîçïîäië ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ìiæ iíäèâiäàìè ai ïiñëÿ ïåðøîãî àêòó êîíôëiêòíî¨

âçà¹ìîäi¨ â ñèñòåìi.

Iòåðàöiÿ â äèñêðåòíîìó ÷àñi çàêîíó êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ (5.5),

pt+1
i =

pti(1− rti)
zt

, rti =
1− pti
m− 1

, pt=0
i ≡ pi, t = 0, 1, ... (5.6)

ïîðîäæó¹ äåÿêó òðà¹êòîðiþ â òåðìiíàõ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ:

∆m−1 3 pt
>,t−→ pt+1 ∈∆m−1. (5.7)

Çðîçóìiëî, ùî çàäàíå ôîðìóëàìè (6.17) ïåðåòâîðåííÿ > â (5.7) çàëèøà¹ ñèì-

ïëåêñ ∆m−1 iíâàðiàíòíèì. Äèíàìi÷íó ñèñòåìó â ∆m−1 ïîðîäæåíó öèì ïåðå-

òâîðåííÿì ìè çâåìî äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ êîíôëiêòó.

Ñêëàäíiøèé çàêîí âçà¹ìîäi¨ ó ñîöióìi ìà¹ âèãëÿä

pt+1
i =

pti − ci · (
∑m

k=1 sikp
t
k)r

t
i

zt
, rti =

1− pti
m− 1

, t = 0, 1, ... (5.8)
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i âêëþ÷à¹ â ñåáå ïàðàìåòðè ci ñèëè êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ òà ìàòðèöþ ñòðàòå-

ãi÷íèõ çâ'ÿçêiâ ìiæ iíäèâiäàìè S = {sik}. Â öié ðîáîòi ìè îáìåæó¹ìîñÿ ëèøå

âèïàäêîì îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi, S = I.

5.3 Iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ñòàíiâ

Äàëi ïîêàçàíî, ùî ó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ç íàéïðîñòiøîþ ôîðìóëîþ êîí-

ôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨, ÿêà ìîäåëþ¹ åâîëþöiþ öiëêîì êîíôëiêòíîãî ñîöióìó, iñíó¹

ðiâíîâàæíèé ãðàíè÷íèé ñòàí (�xed point) ïðè t→∞. Öüîìó ñòàíó âiäïîâiä-

à¹ iíäèâiä (¹äèíèé ïåðåìîæåöü), ÿêèé ìàâ íàéáiëüøèé ñîöiàëüíèé ñòàòóñ â

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, óñi iíøi iíäèâiäè âòðà÷àþòü ïîâíiñòþ ñâîþ ñîöiàëü-

íó åíåðãiþ (ãèíóòü). Öå òèïîâà ñèòóàöiÿ ïðèòàìàííà ñîöiàëüíèì ìîäåëÿì, â

ÿêèõ ïàíó¹ ïðèíöèï, "êîæåí ïðîòè âñiõ, àáî ñàì çà ñåáå" i ñïðàâäæó¹òüñÿ

âiäîìèé åôåêò: "ïåðåìîæåöü çàáèðà¹ âñå". Òèì áiëüøå, ó ïðèìiòèâíîìó (äè-

êîìó) ñîöióìi iíäèâiä ç íàéáiëüøîþ ïî÷àòêîâîþ ñîöiàëüíî¨ åíåðãi¹þ (íàéâè-

ùèì ñòàòóñîì) íåìèíó÷å çáiëüøó¹ ñâié ïîòåíöiàë, çíèùóþ÷è ñâî¨õ îïîíåíòiâ

â êîíêóðåíòíî¨ áîðîòüáè. Ñòèõiéíà åâîëþöiÿ òàêî¨ ñèñòåìè íàáëèæà¹òüñÿ äî

íåðóõîìî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè, ÿêà ¹ ñòiéêîþ. Öåé ìàòåìàòè÷íèé ðåçóëüòàò ìà¹

ñîöiàëüíó iíòåðïðåòàöiþ ïðî iñíóâàííÿ äèêòàòîðà â çàêðèòîìó ñóñïiëüñòâi.

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îïèñàíîãî ðåçóëüòàòó â ìàòåìàòè÷íié ôîðìi ïåðåïè-

øåìî ïåðøó ôîðìóëó â (6.17) âèêîðèñòîâóþ÷è rti = (1−pti)/(m−1) ó âèãëÿäi

pt+1
i = pti(1− δti), δti :=

Lt − pti
m− 2 + Lt

, t = 0, 1, ... (5.9)

äå

Lt :=
∑
k

(ptk)
2 ≡ ‖pt‖2.

Àáî iíàêøå

pt+1
i = ptik

t
i, kti =

m− 2 + pti
m− 2 + Lt

, t = 0, 1, ... (5.10)

Ðiâíÿííÿ (6.18) (5.9) ìîæíà òàêîæ ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

pt+1
i = kti · pti =

t∏
τ=0

kτi · pi =
t∏

τ=0

(1 + δτi ) · pi.

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ëåãêî âèïëèâàþòü ç íàâåäåíèõ ôîðìóë.

ßêùî ó âåêòîðà p ∈ ∆m−1, m > 1 ÿêàñü ïàðà êîîðäèíàò ìà¹ îäíàêîâi

çíà÷åííÿ, pi = pk, òî öÿ âëàñòèâiñòü íå çìiíþ¹òüñÿ ç ÷àñîì, òîáòî çáåðiãà¹òüñÿ
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ðiâíiñòü êîîðäèíàò, pti = ptk, t = 1, 2, ... ßêùî æ äëÿ ÿêî¨ñü ïàðè êîîðäèíàò

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü pi < pk, i 6= k, òî òàêà æ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ

óñiõ t ≥ 1.

Òâåðäæåííÿ 5.1.

pti ≤ ptk =⇒ pt+1
i ≤ pt+1

k , t = 0, 1, ... (5.11)

äå p0
i ≡ pi, p

0
k ≡ pk.

ßê íàñëiäîê, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî êîíôëiêòíà âçà¹ìîäiÿ ó ñîöióìi

çàäàíà çàêîíîì (5.5) íå çìiíþ¹ óïîðÿäêîâàíiñòü iíäèâiäiâ ai âèçíà÷åíó ïî÷à-

òêîâèìè ðiâíÿìè ¨õíiõ ñîöiàëüíèõ ñòàòóñiâ:

0 ≤ pi1 ≤ pi2 ≤ · · · pim ≤ 1 =⇒ 0 ≤ pti1 ≤ pti2 ≤ · · · p
t
im
≤ 1, t = 1, 2, ... (5.12)

Ïðÿìî ç (5.9) âèäíî, ùî çíàê âåëè÷èíè Lt−pti âèçíà÷à¹ çðîñòà¹ ÷è ñïàäà¹
çíà÷åííÿ êîîðäèíàòè pti íà t+ 1 êðîöi êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨. Îòæå, äèíàìiêà

çìií êîîðäèíàòè pti çàëåæèòü âiä çíàêó ðiçíèöi L
t − pti.

Òâåðäæåííÿ 5.2. ßêùî Lt − pti < 0, òî pti çðîñòà¹,

pti > Lt =⇒ pt+1
i > pti, (5.13)

à ÿêùî Lt − pti > 0, òî pti ñïàäà¹,

pti < Lt =⇒ pt+1
i < pti. (5.14)

Îòæå, â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó êâàäðàò íîðìè ‖pt‖2 =: Lt âåêòîðà pt ¹

ïîðîãîì, ÿêèé ïîäiëÿ¹ ñîöióì A íà òðè êëàñè iíäèâiäiâ. Äëÿ iíäèâiäiâ ai′,

çíà÷åííÿ ñòàòóñó ÿêèõ pti′ íèæ÷à ïîðîãó L
t, ¨õíié ðiâåíü ñòàòóñó çìåíøó¹òüñÿ

â ðåçóëüòàòi êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨. À äëÿ iíäèâiäiâ ai′′, çíà÷åííÿ ñòàòóñó ÿêèõ

pti′′ âèùå ïîðîãó L
t, ¨õíié ñòàòóñ çáiëüøó¹òüñÿ. ßêùî äëÿ ÿêèõîñü aj ¨õ ñòàòóñ

òî÷íî äîðiâíþ¹ ïîðîãó, ptj = Lt, òî òàêèé ñòàòóñ, î÷åâèäíî, íå çìiíèòüñÿ

pt+1
j = ptj. Àëå ëèøå íà îäèí àêò êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨. Íåâàæêî äîâåñòè,

ùî êâàäðàò íîðìè âåêòîðà pt, òîáòî ïîðiã Lt ìîíîòîííî çðîñòà¹, i âæå íà

íàñòóïíîìó êðîöi âèíèêíå íåðiâíiñòü pt+1
j < Lt+1. Îòæå ðiâíiñòü ptj = Lt

íåñòiéêà, çìiíþ¹òüñÿ íà íåðiâíiñòü pt+1
j < Lt+1 i ïî÷èíà¹ ñïàäàòè ç íàñòóïíîãî

êðîêó: pt+2
j < pt+1

j .

Âèõîäÿ÷è ç öüîãî àíàëiçó ïðèðîäíî ðîçêëàñòè ñîöióì A â êîæåí ìîìåíò

÷àñó t íà òðè ïiäìíîæèíè,

A = At−
⋃
At0
⋃
At+,
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At− := {ai|pti < Lt}, At0 := {ai|pti = Lt}, At+ := {ai|pti > Lt}, Lt ≡ ‖pt‖2.

(5.15)

Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî çà âèêëþ÷åííÿì âèïàäêó {pi = 1/m, i = 1, ...,m}, êîëè
A = A0, ïiäìíîæèíè At−, At+, t > 1 çàâæäè ¹ íå ïîðîæíiìè, à ìíîæèíà At0
ìîæå áóòè íå ïîðîæíüîþ ëèøå åïiçîäè÷íî (íå áiëüøå m− 1 ðàçiâ).

Òâåðäæåííÿ 5.3. Ïîñëiäîâíiñòü Lt := ‖pt‖2, t = 0, 1, ... ìîíîòîííî çðîñòà¹ i

çáiãà¹òüñÿ äî îáìåæåíî¨ ãðàíèöi:

0 < L∞ := lim
t→∞

Lt = b ≤ 1. (5.16)

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî 0 < Lt ≤ 1, t ≥ 0, áî âåêòîðè pt ¹ ñòîõàñòè-

÷íèìè. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

Lt+1 − Lt > 0, t ≥ 1. (5.17)

Cêîðèñòà¹ìîñÿ ðîçêëàäîì ñîöióìà íà òðè ìíîæèíè çãiäíî (5.15). Äàëi ìíî-

æèíó At0 áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî ïîðîæíüîþ, áî âîíà âèíèêà¹ ëèøå
åïiçîäè÷íî i íå âïëèâà¹ íà ñóòü äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì, ÿêùî ai′ ∈ At−, òî
pti′ −Lt < 0 i òîìó çàâäÿêè (5.14) ðiçíèöÿ dti′ := pt+1

i′ − pti′ < 0. À äëÿ ai′′ ∈ At+
íàâïàêè pti′′−Lt > 0 i çàâäÿêè (5.13) ðiçíèöÿ dti′′ := pt+1

i′′ −pti′′ > 0. Àëå çàâäÿêè

ñòîõàñòè÷íîñòi âåêòîðiâ pt, ∑
i′

dti′ +
∑
i′′

dti′′ = 0. (5.18)

Òîìó ìà¹ìî:

Lt+1 − Lt = ‖pt+1‖2 − ‖pt‖2 = 2
∑
i′

pti′d
t
i′ + 2

∑
i′′

pti′′d
t
i′′ +

∑
i′

(dti′)
2 +

∑
i′′

(dti′′)
2.

Îñêiëüêè dti′ < 0 òà pti′ < Lt, à pti′′ > Lt, òî

Lt+1 − Lt > 2Lt(
∑
i′

dti′ +
∑
i′′

dti′′) +
∑
i′

(dti′)
2 +

∑
i′′

(dti′′)
2.

Íàðåøòi, çàâäÿêè (5.18) îäåðæó¹ìî

Lt+1 − Lt >
∑
i′

(dti′)
2 +

∑
i′′

(dti′′)
2 > 0.

Îòæå Lt ¹ çðîñòàþ÷îþ îáìåæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ, òîìó âèêîíó¹òüñÿ (5.16).

�

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîçäiëó.
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Òåîðåìà 5.4. Ïðèïóñòèìî, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ìàêñèìàëüíå çíà÷å-

ííÿ pim (äèâ. (5.12)) äîñÿãà¹ ëèøå îäíà êîîðäèíàòà ñòîõàñòè÷íîãî âåêòîðà

p ∈ Rm
+ :

pil < pim, ∀il 6= im. (5.19)

Òîäi

p∞im := lim
t→∞

ptim = 1, (5.20)

à

lim
t→∞

ptil = 0, ∀il 6= im. (5.21)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî

pti1 = min
i
{pti} ≤ ‖pt‖2 = Lt ≤ max

i
{pti} = ptim. (5.22)

Òîìó, ç òâåðäæåíü 2 òà 3 âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ptim çðîñòà¹ ïðè t→∞.

Îñêiëüêè âîíà îáìåæåíà, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ p∞im = limt→∞ p
t
im

= a ≤ 1. Äëÿ öi¹¨

ãðàíèöi âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

0 < a = p∞im ≤ 1.

Äîâåäåìî, ùî a = 1. Ç öi¹þ ìåòîþ ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî a = b äå b = L∞ =

limt→∞ L
t. Äiéñíî, ç iñíóâàííÿ ãðàíèöü p∞im òà L∞ âèïëèâà¹, ùî

a = p∞im = p∞imk
∞, k∞ =

m− 2 + p∞im
m− 2 + L∞

. (5.23)

Îñêiëüêè î÷åâèäíî k∞ = 1, òî ç íåîáõiäíiñòþ a = b. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî

÷èñëà a, b íàñïðàâäi äîðiâíþþòü îäèíèöi. Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî àíàëiç ïîâå-

äiíêè ïåðåäîñòàííüî¨ êîîðäèíàòè ptim−1
. Çàâäÿêè (5.12) òà Òâåðäæåííþ 1, íå-

ðiâíiñòü ptim−1
< ptim âèêîíó¹òüñÿ äëÿ óñiõ t. Çîêðåìà, çàâæäè ptim−1

< a. Áiëüø

çà òå, âiäíîøåííÿ ptim/p
t
im−1

¹ áiëüøèì çà îäèíèöþ i, ÿê ëåãêî ç'ÿñóâàòè, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è (6.18), íåîáìåæåíî çðîñòà¹ (ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi), à îòæå,

lim ptim−1
= 0. Äiéñíî, ÿêùî ïðèïóñòèòè iíøå, òîáòî, ùî lim ptim−1

= a′ > 0, òî

ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü L∞ = b = a′, ùî ¹ ñóïåðå÷íiñòþ, áî b = a. Àíàëî-

ãi÷íî ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî óñi iíøi êîîðäèíàòè òàêîæ ïðÿìóþòü äî íóëÿ.

�

Ç öi¹¨ òåîðåìè îäåðæó¹ìî òàêèé âèñíîâîê: Ïðèìiòèâíà áîðîòüáà "êîæåí

ïðîòè âñiõ" ó êîíôëiêòíîìó ñîöióìi ïðèâîäèòü äî çàãèáåëi óñiõ iíäèâiäiâ,

îêðiì îäíîãî, íàéñèëüíiøîãî, ÿêèì âií áóâ ç ñàìîãî ïî÷àòêó.
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Òâåðäæåííÿ 5.5. ßêùî pi 6= pk, äëÿ óñiõ i 6= k, òî limt→∞ L
t = 1. Àëå ÿêùî

âåêòîð p ìà¹ l > 1 îäíàêîâèõ ìàêñèìàëüíèõ êîîðäèíàò, òî

lim
t→∞

Lt = 1/l.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (5.23) çàïè-

ñàíî¨ äëÿ îäíi¹¨ ç l ìàêñèìàëüíèõ êîîðäèíàò

1/l = p∞i = p∞i k
∞
i ,

äå k∞i = (m−2+p∞i )/(m−2+L∞) = 1. Çâiäêè îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü L∞ = 1/l.

�

Ïîçíà÷èìî

Γ(ml )
:= {p ∈∆m−1 : ‖p‖2 =

1

l
, pi = 0 ∨ 1

l
, i = 1, ...,m}, l ∈ {1, ...,m}.

Âðàõîâóþ÷è Òåîðåìó 5.4 òà Òâåðäæåííÿ 5.5, áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà äî-

âîäèòü, ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.6. Ìíîæèíà âåêòîðiâ

Γfixed =
m⋃
l=1

Γ(ml )
(5.24)

âè÷åðïó¹ óñi íåðóõîìi òî÷êè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòó çàäàíó ôîðìóëà-

ìè (6.17). Ñòiéêi íåðóõîìi òî÷êè ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç ïiäìíîæèíè Γ(m1 ), äëÿ

ÿêî¨ l = 1 . Óñi âåêòîðè p ∈ Rm
+ ç Γ(m1 ), 2 ≤ l ≤ m, çîêðåìà âåêòîðè âèãëÿäó

p = (0, ..., 0, 1/l, ..., 1/l), l > 1 âiäïîâiäàþòü íåñòiéêèì íåðóõîìèì ñòàíàì

ñèñòåìè.

Ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ñïåêòðó òà éîãî âëàñòèâîñòåé äëÿ ìið,

ÿêi, çîêðåìà, ìîæóòü âèíèêíóòè ÿê ãðàíè÷íi ñòàíè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîí-

ôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîáóäîâîþ íåñêií÷åííîãî äî-

áóòêó iìîâiðíiñíèõ ìið òà ñïåêòðàëüíîþ âëàñòèâiñòþ ìiðè ìàòè ñòðóêòóðíó

ïîäiáíiñòü.

Ñó÷àñíà ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ êîíôëiêòó  ðóíòó¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿõ Ëîòêè-

Âîëüòåððè,

ẋ1 = x1(r1 − a11x1 + a12x2), ẋ2 = x2(r2 + a21x1 − a22x2), (5.25)

òà ¨õ ñïåöiàëiçîâàíèõ âåðñiÿõ âiäîìèõ ÿê ðiâíÿííÿ Ëàí÷åñòåðà òà ðiâíÿííÿ

Ðiõàðäñîíà. Â (5.25) ôóíêöi¨ xi(t) ïîçíà÷àþòü êiëüêiñòü áiîëîãi÷íîãî âèäó â

ìîìåíò ÷àñó t, à äiéñíi êîåôiöi¹íòè ri, aik ¹ ïàðàìåòðàìè çàäà÷i.
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Ñèñòåìà ðiâíÿíü (5.25) ç ïî÷àòêó âèíèêíåííÿ ïðèçíà÷àëàñÿ äëÿ îïèñó

äèíàìiêè êiëüêiñíèõ çìií äâîõ áiîëîãi÷íèõ âèäiâ â ðåçóëüòàòi ¨õ ïðèðîäíî¨

ïîïóëÿöi¨, êîíôëiêòíî¨ áîðîòüáè òà åôåêòiâ ñàìîçíèùåííÿ âíàñëiäîê ïåðå-

íàñè÷åííÿ. Áàãàòî ïðèêëàäiâ òàêîãî ñîðòó, çîêðåìà, ðÿä ìîäåëåé ïîøèðåí-

íÿ åïiäåìié, ðîçãëÿíóòî â ìîíîãðàôi¨ Ìàðè "Ìàòåìàòè÷íà áiîëîãiÿ". Çãîäîì

âèÿâèëîñÿ, ùî öi ðiâíÿííÿ â ïåâíîìó ñåíñi ¹ óíiâåðñàëüíèìè. Âîíè ÷óäîâî

ïðàöþþòü íå ëèøå â ìàòåìàòè÷íié áiîëîãi¨, à ïðèäàòíi äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé

êîíôëiêòó òà îïèñó äèíàìi÷íî¨ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñèñòåì ðiçíî¨ ïðèðîäè,

â åêîëîãi¨, â ñîöiàëüíèõ íàóêàõ, â ïðîöåñàõ âçà¹ìîäi¨ ðiçíèõ ìîâ, â ðåëiãié-

íèõ, ïîëiòè÷íèõ i íàâiòü âiéñüêîâèõ êîíôëiêòàõ, çîêðåìà, â ïðîöåñàõ ãîíêè

îçáðî¹íü.

Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî ðiâíÿííÿ (5.25) îïèñóþòü äèíàìiêó êiëüêiñíèõ

çìií îïîíåíòiâ. Â çàñòîñóâàííÿõ ñàìå êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè êîíôëiêòóþ-

÷èõ ñòîðií ìàþòü âèðiøàëüíå çíà÷åííÿ. Iäåîëîãiÿ òåîði¨ êîíôëiêòiâ íà îñíîâi

ðiâíÿíü Ëîòêè-Âîëüòåððè ñïðÿìîâàíà íà çäîáóòòÿ ïåðåâàãè òà ïåðåìîãè äëÿ

îäíi¹¨ iç ñòîðií òà ìiíiìiçàöi¨ âòðàò, àáî, ùîíàéìåíøå, � ïîðÿòóíêó äëÿ ñòî-

ðîíè, ÿêà ïðîãðà¹. Ïðî âñòàíîâëåííÿ êîìïðîìiñó ìiæ îïîíåíòàìè ìîâà íå

éäåòüñÿ.

Áiëüø ãëèáîêå äîñëiäæåííÿ ÿâèùà êîíôëiêòó òà ñòâîðåííÿ äîñêîíàëi-

øî¨ òåîði¨ ïîòðåáó¹ ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó âåëè÷åçíî¨ êiëüêîñòi àêòiâ êîíôëi-

êòíî¨ áîðîòüáè, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ íåçëi÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ. Òàêèé àíàëiç

ìîæëèâèé ëèøå â òåðìiíàõ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, êîëè ñòàí ñèñòåìè êîíôëi-

êòó çàäà¹òüñÿ ðîçïîäiëàìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ïîâ'ÿçàíèõ ç îïîíåíòàìè â

â ïðîñòîði ¨õ iñíóâàííÿ. Ïåðåõiä âiä ðiâíÿíü Ëîòêè-Âîëüòåððè äî ðiâíÿíü â

òåðìiíàõ iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ àíàëîãi÷íèé ïåðåõîäó âiä êëàñè÷íî¨ ôiçèêè

äî êâàíòîâî¨ â òåðìiíàõ ðiâíÿíü.

Òóò ïiä ñèñòåìîþ êîíôëiêòó ðîçóìi¹òüñÿ ñêëàäíà ôiçè÷íà ñèñòåìà, ÿêà

îïèñó¹ êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ äâîõ àëüòåðíàòèâíèõ ñòîðií â òåðìiíàõ iìîâið-

íiñíèõ ðîçïîäiëiâ íà ñïiëüíîìó ïðîñòîði iñíóâàííÿ. Íàâåäåìî ìàòåìàòè÷íå

îçíà÷åííÿ.

Íåõàé Ω ïîçíà÷à¹ êîìïàêò ç äåÿêîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, íà ÿêîìó

çàäàíà σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí R. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M+(Ω) ñiìåéñòâî âñiõ σ-

àäèòèâíèõ äîäàòíèõ ìið íà R. Ïiäêëàñ iìîâiðíiñíèõ ìið ïîçíà÷à¹ìîM+
1 (Ω).

Êîæíó ïàðó ìið µ, ν ∈ M+
1 (Ω) íàçèâà¹ìî ñòàíîì ñèñòåìè êîíôëiêòó

ìiæ ïàðîþ îïîíåíòiâ, ðîçïîäiëè ÿêèõ íà Ω çàäàíi öèìè ìiðàìè. Äîâiëüíå
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âiäîáðàæåííÿ {
µ

ν

}
>−→

{
µ′

ν ′

}
, µ, ν, µ′, ν ′ ∈M+

1 (Ω) (5.26)

íàçèâà¹ìî êîìïîçèöi¹þ êîíôëiêòó, à òðiéêó (Ω,M+
1 (Ω),>) � ñèñòåìîþ êîí-

ôëiêòó.

Çâè÷àéíî, âiäîáðàæåííÿ > çàäà¹òüñÿ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè â äèñêðå-

òíîìó ÷è íåïåðåðâíîìó ÷àñi (äèâ. íèæ÷å ) i ìàþòü äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi.

Ðiâíÿííÿ îïèñóþòü åâîëþöiþ çìií ðîçïîäiëiâ, çàäàíèõ ìiðàìè ω, ν íà ïðîñòî-

ði Ω âíàñëiäîê êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ïðîòèäiþ÷èõ ñòîðií. Çàìiñòü íàâåäåíèõ

âèùå ðiâíÿíü Ëîòêè-Âîëüòåððè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ âèäó:

µN+1 = µN(θN + 1− νN), νN+1 = νN(θN + 1− µN), (5.27)

µN+1 = µN(θN + 1)− τN , νN+1 = νN(θN + 1)− τN , (5.28)

äëÿ äèñêðåòíîãî ÷àñó N = 0, 1, ..., òà

µ̇ = µ(θ − ν), ν̇ = ν(θ − µ), (5.29)

µ̇ =
µθ − ν
z

, ν̇ =
νθ − µ
z

(5.30)

äëÿ íåïåðåðâíîãî ÷àñó t ≥ 0. Òóò θ = θ(µ, ν) � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ, ÿêà íàçèâà-

¹òüñÿ ïîêàçíèêîì (ãëîáàëüíî¨) êîíôëiêòíîñòi ìiæ îïîíåíòàìè, ìàòåìàòè÷íî

çàäà¹òüñÿ ÿê êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä ìið µ, ν, ¨ ¨ ÿâíèé âèãëÿä âèçíà÷à¹òüñÿ

êîíêðåòíîþ ìîäåëëþ. Ôóíêöiÿ τ = τ(µ, ν) íàçèâà¹òüñÿ ïîêàçíèêîì ëîêàëü-

íî¨ êîíôðîíòàöi¨ àáî îêóïàöi¨. Çíàìåííèê z â ðiâíÿííÿõ (5.28) íåîáõiäíèé äëÿ

íîðìóâàííÿ ìið íà îäèíèöþ.

Ðiâíîâàæíèì ñòàíîì ñèñòåìè êîíôëiêòó íàçèâà¹òüñÿ ïàðà ìið µ∞, ν∞ ∈
M+

1 (Ω), äëÿ ÿêî¨ ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿíü â îäíié iç ñèñòåì (5.27)�(5.30) òîòî-

æíî äîðiâíþ¹ íóëþ.

Â ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äîêëàäíî äåêiëüêà ìîäåëåé ñèñòåì êîíôëiêòó

ëèøå ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, õî÷à îñíîâíèé ðåçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì i äëÿ

íåïåðåðâíîãî ÷àñó.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïàðó µ, ν ∈ M+
1 (Ω), µ 6= ν. Çãiäíî êëàñè÷íîãî

ðåçóëüòàòà ç òåîði¨ ìiðè äëÿ çàðÿäó ω = µ − ν iñíó¹ ðîçêëàä Ãàíà ìíîæèíè

Ω íà äâi ÷àñòèíè:

Ω = Ω+ ∪ Ω−, Ω+ ∩ Ω− = ∅, (5.31)
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òàêèé, ùî äëÿ ω ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä Æîðäàíà:

ω = ω+ − ω−, ω+(Ω−) = 0 = ω−(Ω+), (5.32)

äå êîìïîíåíòè ω+, ω− ∈M+(Ω) âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè:

ω+(A) = ω+(A+) = sup
B⊆A

ω(B), A+ = A ∩ Ω+, A,B ∈ R,

ω−(A) = ω−(A−) = sup
B⊆A
−ω(B), A− = A ∩ Ω−.

Çâè÷àéíî, ðîçêëàä Ãàíà (5.31) íå ¹äèíèé, àëå äîäàòíi ìiðè ω+, ω− â (5.32)

ôiêñóþòüñÿ çàðÿäîì ω îäíîçíà÷íî. Íîðìóþ÷è ¨õ íà îäèíèöþ îäåðæó¹ìî äâi

iìîâiðíiñíi ìiðè çM+
1 (Ω):

µ+ :=
ω+

ω+(Ω)
, ν− :=

ω−
ω−(Ω)

. (5.33)

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà. Êîæíà òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè êîíôëiêòó, çàäàíà îäíi¹þ ç ñè-

ñòåì ðiâíÿíü (5.27)-(5.30) ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì µ, ν ∈ M+
1 (Ω), çáiãà¹òüñÿ

äî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó µ∞, ν∞ ∈M+
1 (Ω). Ïðè öüîìó, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

µ∞ = µ+, ν∞ = ν−, (5.34)

äå µ+, ν− âèçíà÷åíi â (5.33).

Åâîëþöiþ âåêòîðiâ p(t), r(t), t ≥ 0 â ÷àñi ìè çàäà¹ìî ñèñòåìîþ 2n çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dpk
dt

= p̃k(θ − r̃k),
drk
dt

= r̃k(θ − p̃k), k = 1, ..., n, (5.35)

ÿêi âèçíà÷àþòü çàêîí êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ F òà W . Âïëèâ çîâíiøíüîãî

ïiäæèâëåííÿ òà âíóòðiøíüîãî ïåðåìiøóâàííÿ ç òî÷íiñòþ äî íîðìóâàííÿ ìà¹

àäèòèâíèé õàðàêòåð:

p̃k =
pk + sk
zp

, r̃k =
rk + hk
zr

, (5.36)

äå sk, hk ≥ 0 - äåÿêi ôiêñîâàíi çíà÷åííÿ. Âåëè÷èíó θ := (p̃, r̃) ≡
∑n

k=1 p̃kr̃k

íàçèâà¹ìî ïîêàçíèêîì êîíôëiêòíîñòi ìiæ ñòèõiÿìè F,W â ìîìåíò ÷àñó t.

Íîðìóâàëüíi çíàìåííèêè zp, zr â (5.36) çàáåçïå÷óþòü ñòîõàñòè÷íiñòü âåêòîðiâ

â êîæåí ìîìåíò ÷àñó.

Åêâiâàëåíòíà ìîäåëü çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü:

ṗk =
pk(θ − rk) + sk

zp
, ṙk =

rk(θ − pk) + hk
zr

, k = 1, ..., n. (5.37)
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Ìè ðîçáèâà¹ìî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ìîäåëi çàäàíî¨ ðiâíÿííÿìè (5.35)

íà äåêiëüêà åòàïiâ. Íà ïåðøîìó êðîöi ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó ç ÷èñòî

âíóòðiøíüîþ êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

5.4 Äîñëiäæåííÿ óìîâ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨

Â ñòàòòi [59] ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ äîñòàòíiõ óìîâ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨.

×è íå âïåðøå áàãàòîêîìïîíåíòíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè çãåíåðîâàíi âiäîáðà-

æåííÿì, ÿêå âiäïîâiäà¹ ïðèòÿãàëüíié âçà¹ìîäi¨ ìiæ a priory íåçíèùåííèìè

îïîíåíòàìè â n-âèìiðíîìó, n > 1, ïðîñòîði äîñëiäæóâàëèñü ùå ó ïåðøèõ

ðîáîòàõ ç äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó. Âèâ÷àëàñü åâîëþöiÿ ñòîõàñòè÷íèõ

âåêòîðiâ pt, rt ç ïðîñòîðó Rn, n ≥ 2, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ñòàí îïîíåíòiâ. Òàì,

çîêðåìà, áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ òàêèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì iñíóþòü ðiâíîâà-

æíi ñòàöiîíàðíi ñòàíè (òî÷êîâi àòðàêòîðè ) âèãëÿäó p = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0),

r = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0), äå 1 ìîæå ñòîÿòè áóäü-ÿêîìó îäíàêîâîìó äëÿ p òà r

ìiñöi. Òàêi ñòàíè ¹ ñòiéêèìè. Ó ÷èñëåííèõ ïóáëiêàöiÿõ ïðèñâÿ÷åíèõ çàñòîñó-

âàííÿì, çîêðåìà ó ìîäåëÿõ ôîðìóâàííÿ ïîãëÿäiâ òà ìîäåëÿõ âèáîðiâ, òàêîãî

òèïó ñòàíè ìàþòü iíòåðïðåòàöiþ êîíñåíñóñó. Àêòóàëüíîþ ¹ ïðîáëåìà îïèñó

áàñåéíiâ ïðèòÿãàííÿ äî òàêèõ àòðàêòîðiâ, òîáòî îïèñó óñiõ ïî÷àòêîâèõ ñòàíiâ,

ÿêi àñèìïòîòè÷íî ïðè t→∞, íàáëèæàþòüñÿ ñàìå äî öèõ ñòàíiâ. Âiäçíà÷èìî,
ùî ïàðàì âåêòîðiâ òèïó p =

(
0, 0, . . . , 1

m , 0, . . . ,
1
m

)
, r =

(
0, 0, . . . , 1

m , 0, . . . ,
1
m

)
,

1 < m ≤ n òàêîæ âiäïîâiäàþòü íåðóõîìi ñòàöiîíàðíi ñòàíè, àëå âîíè ¹ íå-

ñòiéêèìè.

Ðîçãëÿíåìî â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X äåÿêó íåêîìóòàòèâíó áiíàðíó êîì-

ïîçèöiþ (âiäîáðàæåííÿ) >:

{x, y} >−→ {x′, y′}, x′ = x> y, y′ = y > x, x, y ∈ X.

Äàëi êîìïîçèöiþ > íàçèâà¹ìî âçà¹ìîäi¹þ ìiæ åëåìåíòàìè ïðîñòîðó X. Çà

îçíà÷åííÿì, âçà¹ìîäiÿ > ¹ ïðèòÿãàëüíîþ, ÿêùî

|x′ − y′| ≤ |x− y|, ∀ x, y ∈ X (5.38)

äå |x − y| ïîçíà÷à¹ âiäñòàíü ìiæ åëåìåíòàìè â ïðîñòîði X. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è âiäîáðàæåííÿ > ïîáóäó¹ìî äèñêðåòíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó ç ïðèòÿãàëüíîþ

âçà¹ìîäi¹þ â ïðÿìîìó äîáóòêó X ⊗X.

Cïiâñòàâèìî êîæíié ïàði åëåìåíòiâ {x, y} ≡ {x0, y0} ∈ X⊗X òðà¹êòîðiþ

{xt, yt} >−→ {xt+1, yt+1} ∈ X ⊗X, t = 0, 1, . . .
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äå xt+1 := xt> yt, yt+1 := yt>xt. Çàâäÿêè óìîâi ïðèòÿãàííÿ (5.38) ïðèðîäíî

î÷iêóâàòè, ùî â X iñíóþòü ãðàíèöi

x∞ = lim
t→∞

xt, y∞ = lim
t→∞

yt,

i âîíè òîòîæíi, x∞ = y∞. Iíøèìè ñëîâàìè, ïàðà {x∞, y∞} óòâîðþ¹ íåðóõîìó
ñòàöiîíàðíó òî÷êó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ñãåíåðîâàíî¨ âiäîáðàæåííÿì >:

x∞ > y∞ = x∞, y∞ > x∞ = y∞.

Âiäçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ñòàíàì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäàþòü åëåìåíòè

ç ïðÿìîãî äîáóòêó X ⊗X, òî âçàãàëi íåðóõîìà òî÷êà íå ¹äèíà, ÿê ó âiäîìié

òåîðåìi Áàíàõà. Â çàëåæíîñòi âiä ñòðóêòóðè ïðîñòîðó X òà âëàñòèâîñòåé

âiäîáðàæåííÿì > íåðóõîìèõ òî÷îê ìîæå áóòè áàãàòî, âîíè óòâîðþþòü òàê

çâàíó ω-ãðàíè÷íó ìíîæèíó.

Íåõàé äâîì îïîíåíòàì A òà B, ÿêi äàëi çâóòüñÿ ãðàâöÿìè, â ìîìåíò ÷àñó

t = 0 ñïiâñòàâëåíî íåçàëåæíi äèñêðåòíi âèïàäêîâi ðîçïîäiëè íà ïðîñòîði Ω =

{ω1, ω2, . . . , ωn}, n ≥ 2 (ìíîæèíà âiäâiäóâàíèõ ïîçèöié):

A ∼ p = (p1, . . . , pn), B ∼ r = (r1, . . . , rn).

Çðîçóìiëî, ùî âåêòîðè p, r ¹ ñòîõàñòè÷íèìè:

0 ≤ pi, ri ≤ 1, i = 1, n, p1 + . . .+ pn = 1 = r1 + . . .+ rn.

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî âîíè ¹ ðiçíèìè i íåîðòîãîíàëüíèìè, òîáòî â Rn ¨õ

ñêàëÿðíèé äîáóòîê çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 0 < (p, r) < 1. Êîîðäèíàòè pi, ri

ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê íåçàëåæíi éìîâiðíîñòi ïîïàäàííÿ A, B â ωi. Ií-

øèìè ñëîâàìè, âåëè÷èíè pi, ri õàðàêòåðèçóþòü âèïàäêîâi ïîäi¨ âiäâiäóâà-

ííÿ ïîçèöi¨ ωi ãðàâöÿìè A òà B â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0. Îòæå,

pi = P(A ïåðåáóâà¹ â ïîçèöi¨ ωi), äå P(·) îçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü. Àíàëîãi÷íî
äëÿ ri.

Ïðèïóñòèìî, ùî â íàñòóïíi ìîìåíòè äèñêðåòíîãî ÷àñó t = 1, 2, . . . ãðàâöi

A òà B âñòóïàþòü îäèí ç îäíèì ó âçà¹ìîäiþ, ÿêó ïîçíà÷à¹ìî >. Öå ïðèâîäèòü
äî çìiíè âiäïîâiäíèõ ¨ì ðîçïîäiëiâ:

{p, r} ≡ {p0, r0} >−→ {p1, r1} >−→ · · · >−→ {pt, rt} >−→ · · ·

Ïîêëàäà¹ìî, ùî çàêîí çìiíè êîîðäèíàò ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ çàäà¹òüñÿ iòå-

ðàêòèâíî òàêèìè ôîðìóëàìè:

pt+1
i =

pti(1 + rti)

zt
, rt+1

i =
rti(1 + pti)

zt
, t = 0, 1, . . . , p0

i = pi, r
0
i = ri, (5.39)
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äå íîðìóâàëüíèé çíàìåííèê zt ìà¹ âèãëÿä zt = 1+θt, θt = (pt, rt) =
∑n

i=1 p
t
ir
t
i.

Íà ìíîæèíi óñiõ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ ôiêñîâàíî¨ ðîçìiðíîñòi n > 1,

ÿêà ¹ ñiìïëåêñîì ∆n−1, ââåäåìî âiäñòàíü çà ôîðìóëîþ

D(p, r) =
1

2

∑
i

di, di = |pi − ri|.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òîäi ∆n−1 ñòà¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì.

Ç ôîðìóë (5.39) âèïëèâà¹, ùî âçà¹ìîäiÿ > çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.38),

òîáòî ¹ ïðèòÿãàëüíîþ

D(pt+1, rt+1) ≤ D(pt, rt), t > 0.

Öå äiéñíî òàê, áî äëÿ óñiõ i = 1, n:

dt+1
i =

dti
zt
< dti, zt = 1 + θt > 1 t = 1, 2, . . . (5.40)

Òîìó ìè ãîâîðèìî, ùî ãðàâöi À, Â ïðèòÿãóþòüñÿ.

Äèíàìi÷íi ñèñòåìè ç ïðèòÿãàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè,

ÿê òàêi, ùî îïèñóþòü êîíôëiêòíi ïîäi¨ â íàñòóïíîìó ñåíñi. Êîæíà ç ïîçè-

öié ωi, i = 1, n, n > 1 ç äîñòîâiðíèì ¨¨ çàõîïëåííÿì îáîìà îïîíåíòàìè ¹

âçà¹ìîâèêëþ÷íîþ äëÿ óñiõ iíøèõ n− 1 ïîçèöié. Òîìó ïðèòÿãàëüíà âçà¹ìîäiÿ

ìiæ îïîíåíòàìè ïî ôîðìóëi (5.39) íàñïðàâäi ìiñòèòü ó ñîái êîíôëiêò n-ìiðíî¨

àëüòåðíàòèâíîñòi äëÿ ïîçèöié ωi.

Â òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó êîîðäèíàòè âåêòîðiâ p = (p1, . . . ,

pn), r = (r1, . . . , rn) ìàþòü ñåíñ éìîâiðíîñòåé ïåðåáóâàííÿ îïîíåíòiâ â îäíié

iç ïîçèöié äåÿêîãî ïðîñòîðó Ω = (ω1, . . . , ωn). Ãðàíè÷íó íåðóõîìó òî÷êó

{p∞, r∞} íàçèâà¹ìî äîñòîâiðíîþ ïîäi¹þ, ÿêùî, îêðiì ðiâíîñòi p∞ = r∞, öÿ

òî÷êà ¹ ñòiéêîþ. Äîñòîâiðíà ïîäiÿ âiäïîâiäà¹ âåêòîðó ç îäèíè÷íîþ êîîðäèíà-

òîþ â îäíié ç ωi ïîçèöié, i = 1, n.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi óìîâ íà êîîðäèíàòè äîâiëüíî¨ ïî÷àòêî-

âî¨ ïàðè ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ pt=0, rt=0 ∈ Rn, ÿêi çàáåçïå÷óþòü çáiæíiñòü

òðà¹êòîði¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè äî ãðàíè÷íîãî ñòàíó, ùî ìà¹ ñåíñ îäíî÷àñíî¨

äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ ó ôiêñîâàíié ïîçèöi¨ ωi äëÿ îáîõ îïîíåíòiâ. Òîáòî çàäà÷à

ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi íåîáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ íàëåæíîñòi ïî÷àòêîâî¨

òî÷êè òðà¹êòîði¨ äî áàñåéíó ïðèòÿãàííÿ òî÷êè ÿê äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨. Çðîçóìi-

ëî, ùî öå ïèòàííÿ åêâiâàëåíòíå çàäà÷i îïèñó áàñåéíiâ ïðèòÿãàííÿ äî ñòàíiâ

âèãëÿäó p∞ = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0), r∞ = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0).



75

Â öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæåíî íàñòóïíå ïèòàííÿ. Äëÿ ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ

ðîçïîäiëiâ p, r îáèäâà ãðàíè÷íi âåêòîðè p∞, r∞ ìàþòü ¹äèíó, íàïðèêëàä i-òó,

íåíóëüîâó êîîðäèíàòó, òîáòî iñíó¹ ¹äèíà ïîçèöiÿ ωi, äå ãðàâöi A, B çóñòðiíó-

òüñÿ ç îäèíè÷íîþ éìîâiðíiñòþ, p∞i = r∞i = 1?. Âiäçíà÷èìî, ùî ôîðìóëà

ïðèòÿãàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨, ÿêà ãåíåðó¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó â Rn × Rn, ìà¹ äî-

ñèòü ïðîñòèé âèãëÿä (äèâ. (5.39)). Öå äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè öiëèé ðÿä ïðîñòèõ

äîñòàòíiõ îçíàê äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨, çîêðåìà, ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ ñèìåòði¨

íà âåêòîðè p, r òà ¨õ ðîçìiðíiñòü. Âñòàíîâëåííÿ êðèòåðiþ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨

çäà¹òüñÿ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ, íàâiòü â ðîçìiðíîñòi n = 3, ïðèíàéìíi äëÿ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, ÿêi òóò òiëüêè i ðîçãëÿäàþòüñÿ. Öå

iëþñòðó¹òüñÿ ïðèêëàäàìè ç êîìï'þòåðíèìè ñèìóëÿöiÿìè.

Äàëi, ÿê i âèùå, > ïîçíà÷à¹ áiíàðíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðiâ çàïèñàíå â

òåðìiíàõ ¨õ êîîðäèíàò çãiäíî ôîðìóëè (5.39). Â ïðÿìîìó äîáóòêó ñèìïëåêñiâ

∆n−1 âiäîáðàæåííÿ > ïîðîäæó¹ 2(n− 1)−ïàðàìåòðè÷íó äèíàìi÷íó ñèñòåìó:

∆n−1 ×∆n−1 3 {pt, rt} >,t−→ {pt+1, rt+1} ∈∆n−1 ×∆n−1. (5.41)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîæíà òðà¹êòîðiÿ öi¹¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ äî íå-

ðóõîìî¨ òî÷êè {p∞, r∞} (äèâ. íèæ÷å òåîðåìó ??). Ïðè öüîìó, ïèòàííÿ, ÿêi

ñàìå êîîðäèíàòè p∞i , r
∞
i ãðàíè÷íèõ âåêòîðiâ ¹ íåíóëüîâèìè òà ñêiëüêè ¨õ ¹

äîñèòü íåòðèâiàëüíèì. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ ó öüîìó íà-

ïðÿìêó äîñëiäæåíèõ.

Òâåðäæåííÿ 5.7. Íåõàé äëÿ äåÿêî¨ ïàðè i, k ∈ 1, n âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè

ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè {p0, r0}, p0 ≡ p, r0 ≡ r òðà¹êòîði¨ (5.41) çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíîñòi

pi ≥ pk, ri > rk àáî pi > pk, ri ≥ rk. (5.42)

Òîäi k-òi êîîðäèíàòè ãðàíè÷íî¨ ïàðè ¹ íóëüîâèìè, p∞k = r∞k = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðÿìî ç (5.39) âèïëèâà¹, ùî çàâäÿêè óìîâàì (5.42) âiäíîøåííÿ
ptk
pti
, ÿê i r

t
k

rti
ìîíîòîííî ñïàäàþòü ïðè t → ∞ i ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Òîìó p∞k =

r∞k = 0.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ñóìè òà äîáóòêó êîîðäèíàò ç ôiêñîâàíèì iíäåêñîì

äëÿ âåêòîðiâ ç òðà¹êòîði¨ (5.41):

σti := pti + rti, ρti := ptir
t
i.
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Òâåðäæåííÿ 5.8. ßêùî äëÿ äåÿêî¨ ïàðè i, k ∈ 1, n ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ñóì òà

äîáóòêiâ êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

σi ≥ σk, ρi > ρk àáî σi > σk, ρi ≥ ρk, (5.43)

òî p∞k = r∞k = 0.

Äîâåäåííÿ. Ç (5.39) âèïëèâà¹, ùî

σt+1
k =

1

zt
(σtk + 2ρtk), zt = 1 + (pt, rt), (5.44)

òà

ρt+1
k =

1

(zt)2
(ρtk + (ρtk)

2 + ρtkσ
t
k), t = 1, 2, . . . (5.45)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (5.44), (5.45) ç (5.42) îòðèìó¹ìî

σ1
i > σ1

k, ρ1
i > ρ1

k.

Çà iíäóêöi¹þ, àíàëîãi÷íi íåðiâíîñòi ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ óñiõ t ≥ 1:

σti > σtk, ρti > ρtk.

Òîìó âiäíîøåííÿ ρtk
ρti
, σ

t
k

σti
ìîíîòîííî ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè t→∞. Öå îçíà÷à¹,

ùî îáèäâi ãðàíè÷íi êîîðäèíàòè p∞k òà r∞k äîðiâíþþòü íóëþ.

Çãiäíî îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ, ÿêùî óìîâè

σmax = σi = pi + ri, ρmax = ρi = piri

âèêîíóþòüñÿ äëÿ ¹äèíîãî i, òî p∞i = r∞i = 1 i p∞k = r∞k = 0 äëÿ âñiõ óñi

k 6= i. Òîáòî, öi óìîâè ¹ äîñòàòíiìè äëÿ âèíèêíåííÿ äîñòîâiðíî¨ ãðàíè÷íî¨

ïîäi¨ â ïîçèöi¨ ωi. Ïðèðîäíî áóëî á î÷iêóâàòè, ùî öi óìîâè ¹ i íåîáõiäíèìè

äëÿ p∞i = r∞i = 1. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî òàêå ïðèïóùåííÿ ïiäòâåðäæóþòü

÷èñëåííi êîìï'þòåðíi ïðèêëàäè, íàñïðàâäi âèÿâëÿ¹òüñÿ öå íå òàê. Äîñòîâiðíà

ãðàíè÷íà ïîäiÿ â ïîçèöi¨ ωi ìîæå âiäáóòèñÿ íàâiòü òîäi, êîëè â (5.43) óìîâè

ç ñóìàìè çàìiíèòè íà ïðîòèëåæíi. Òàêó ñèòóàöiþ iëþñòðóþòü ïðèêëàäè. Â

öié ñèòóàöi¨ ìîæíà çíàéòè iíøó äîñòàòíþ óìîâó (äèâ. äàëi òâåðäæåííÿ 5.9

òà òåîðåìó 5.13). Çîêðåìà, âîíà iëþñòðó¹ ñèòóàöiþ, êîëè äîñòîâiðíà ïîäiÿ,

p∞2 = r∞2 = 1 âèíèêà¹ â ïîçèöi¨ ω2, â ÿêié äâi âåëè÷èíè, ρ2 òà κ2 = σ2 + 2ρ2

ìàêñèìàëüíi.
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Òâåðäæåííÿ 5.9. Íåõàé äëÿ ïàðè i, k ∈ 1, n çàìiñòü óìîâ (5.43) âèêîíóþòüñÿ

òàêi íåðiâíîñòi:

ρi > ρk, σi < σk, (5.46)

òà

κi = σi + 2ρi ≥ σk + 2ρk = κk. (5.47)

Òîäi p∞k = r∞k = 0.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîêàçàòè, ùî

σ1
k ≤ σ1

i , ρ1
k < ρ1

i , (5.48)

òî p∞k = r∞k = 0 áóäå âèïëèâàòè ç ïåðøîãî òâåðäæåííÿ . Ïåðåêîíà¹ìîñÿ

â ñïðàâåäëèâîñòi (5.48). Äiéñíî, ïåðøà íåðiâíiñòü ç (5.48) âèïëèâà¹ ïðÿìî ç

(5.47) òà (5.44). Òîìó ïîòðiáíî äîâåñòè ëèøå íåðiâíiñòü ρ1
k < ρ1

i . Çà äîïîìîãîþ

ïðîñòèõ ìàíiïóëÿöié îòðèìó¹ìî

ρ1
k =

1

4z2

(
2zσ1

k + z2σ1
k · σ1

k − σk · σk − 2σk
)
,

äå âèêîðèñòàíî ôîðìóëó

ρk =
1

2

(
zσ1

k − σk
)

Òåïåð, ïîðiâíþþ÷è ρ1
k ç ρ

1
i i âðàõîâóþ÷è, ùî σk ≤ σi òà σ1

k ≤ σ1
i îòðèìó¹ìî

ρ1
k < ρ1

i .

Ç íàâåäåíèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà áóëî î÷iêóâàòè, ùî óìîâà ìàêñèìàëüíî-

ñòi äëÿ äîáóòêó, ρmax = ρi = piri â îäíié ôiêñîâàíié ïîçèöi¨ ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ

p∞i = r∞i = 1. Öå òàêîæ ïiäòâåðäæóþòü áàãàòî êîìï'þòåðíèõ ïðèêëàäiâ. Àëå

i òàêå ïðèïóùåííÿ ñïðîñòîâó¹òüñÿ êîíðïðèêëàäàìè. Îäèí ç íèõ iëþñòðó¹ äâi

ðiçíi ñèòóàöi¨, êîëè äîñòîâiðíà ïîäiÿ âiäáóâà¹òüñÿ â ïîçèöié, äå ρ òà σ îäíî÷à-

ñíî íå ¹ ìàêñèìàëüíèìè. Áiëüø çà òå, ó iíøié ñèòóàöi¨ íàâiòü ìàêñèìàëüíiñòü

âåëè÷èíè κ íå ¹ âèçíà÷àëüíîþ, à òîìó óìîâà ìàêñèìàëüíîñòi κ ó ôiêñîâàíié

ïîçèöi¨ íå ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ ó öié ïîçèöi¨.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî êîîðäèíàòè ãðà-

íè÷íèõ âåêòîðiâ íå íóëüîâi, òî âîíè îáîâ'ÿçêîâî îäíàêîâi.

Òâåðäæåííÿ 5.10. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè êîîðäèíàò ç iíäåêñàìè i, k ∈ 1, n ìîæëè-

âèé îäèí ç äâîõ âèïàäêiâ:

(a) îäíà ç ïàð êîîðäèíàò pti, r
t
i àáî p

t
k, r

t
k ïðÿìó¹ äî íóëÿ:

p∞i = r∞i = 0, àáî p∞k = r∞k = 0, (5.49)
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(b) óñi êîîðäèíàòè pti, r
t
i òà p

t
k, r

t
k çáiãàþòüñÿ äî îäíàêîâî¨ ãðàíèöi (íóëüî-

âî¨ àáî äîäàòíî¨ ),

p∞i = r∞i = p∞k = r∞k ≥ 0. (5.50)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîìî, ùî çàâæäè ðiçíèöi dti, d
t
k ïðÿìóþòü äî íóëÿ (äèâ.

(5.40)), òî ìîæëèâi ëèøå äâà âèïàäêè. Iñíó¹ òàêå T , ùî (5.42) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

âñiõ t > T . Òîäi, ç òâåðäæåííÿ 5.7 îòðèìó¹ìî (5.49). Â iíøîìó âèïàäêó, ïå-

ðåòèí dti
⋂
dtk çàâæäè ¹ íå ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ. Çâiäñè î÷åâèäíî âèïëèâà¹,

ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.50).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíî¨ ïàðè âåêòîðiâ p, r ∈ ∆n−1, (p, r) 6= 0, iñíó¹

ðîçêëàä ìíîæèíè Ω íà äâi ïiäìíîæèíè

Ω = Ω0

⋃
Ω+,

äå

Ω0 := {ωk : p∞k = r∞k = 0}, Ω+ := {ωi : p∞i = r∞i > 0}. (5.51)

Òåïåð ç òâåðäæåííÿ 5.10 îòðèìó¹ìî íàñëiäîê, ÿêèé ôîðìóëþ¹ìî ó âè-

ãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.11. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ïî÷àòêîâèõ íå îðòîãîíàëüíèõ ñòîõà-

ñòè÷íèõ âåêòîðiâ p, r ãðàíè÷íèé ñòàí äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (5.41) â òåðìi-

íàõ êîîðäèíàò {p∞, r∞} ìà¹ òàêèé îïèñ:

p∞k = r∞k = 0, ωk ∈ Ω0, p∞i = r∞i =
1

|Ω+|
> 0, ωi ∈ Ω+, (5.52)

äå |Ω+| � ïîòóæíiñòü ìíîæèíè Ω+.

Òåîðåìà 5.12. Êîæíà òðà¹êòîðiÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (5.41) çáiãà¹òüñÿ

äî íåðóõîìî¨ òî÷êè {p∞, r∞}:

p∞ = lim
t→∞

pt, r∞ = lim
t→∞

rt, p∞ > r∞ = p∞, r∞ > p∞ = r∞.

Ïðè öüîìó, äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ïî÷àòêîâèõ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ p0, r0 ∈
∆n−1, p0 6= r0, ãðàíè÷íi âåêòîðè ¹ îäíàêîâèìè, p∞ = r∞. Âiäïîâiäíà ω-

ãðàíè÷íà ìíîæèíà Γn äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (5.41) ñêëàäà¹òüñÿ ç 2n − 1 òî-

÷îê,

Γn =
n⋃

m=1

Γ(nm), (5.53)
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äå {p, p} ∈ Γ(nm), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

‖p‖2 =
1

m
, pi =

{
0,

1

m

}
, i = 1, n, 1 ≤ m ≤ n, (5.54)

äå ‖ · ‖ ïîçíà÷à¹ íîðìó â Rn. ω-ãðàíè÷íà ìíîæèíà Γn íå ìiñòèòü ïåðiî-

äè÷íèõ îðáiò. Ïiäìíîæèíó Γ( n
m=1)

óòâîðþþòü ñòiéêi íåðóõîìi òî÷êè. Óñi

ïiäìíîæèíè Γ(nm), 2 ≤ m ≤ n ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç íåñòiéêèõ íåðóõîìèõ òî-

÷îê.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ íåðóõîìèõ ñòàíiâ âèãëÿäó {p∞, r∞} âèïëè-
âà¹ ïðÿìî ç (5.39) çàâäÿêè (5.40). Çîêðåìà, óìîâà (5.54) åêâiâàëåíòíà iíâàði-

àíòíîñòi ãðàíè÷íèõ êîîðäèíàò âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ çàäàíîãî ôîðìóëàìè

(5.39). Çîêðåìà, äëÿ âiäìiííèõ âiä íóëÿ ãðàíè÷íèõ êîîðäèíàò âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü:

p∞i = r∞i = θ∞ = ‖p∞‖2.

Àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ñòàíiâ ç ìíîæèíè Γ( n
m=1)

âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 5.7.

Äiéñíî, çàôiêñó¹ìî k ∈ 1, n i ðîçãëÿíåìî ñòàí ç öi¹¨ ìíîæèíè, óòâîðåíèé âå-

êòîðîì ek ∈ Rn ç êîîðäèíàòàìè çàäàíèìè ñèìâîëîì Êðîíåêåðà, eki = δik, i =

1, n. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 5.7 âèïëèâà¹, ùî óñi òðà¹êòîði¨ (5.41), ÿêi ñòàðòó-

þòü iç ñòàíiâ {p, r}, êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì

|pi − δik| < 1
n , |ri − δik| < 1

n , ç íåîáõiäíiñòþ çáiãàþòüñÿ äî òî÷êè {ek, ek}.
Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà óñiõ òàêèõ ïî÷àòêîâèõ ñòàíiâ óòâîðþ¹ äåÿêèé îêië

òî÷êè {ek, ek} â ïðîñòîði ∆n−1 ×∆n−1.

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî â áóäü-ÿêîìó îêîëi ãðàíè÷íî¨ òî÷êè ç ïiäìíîæèíè

Γ( n
m>1)

iñíóþòü ñòàíè óòâîðåíi âåêòîðàìè, äåÿêi ç êîîðäèíàò ÿêèõ çàäîâîëü-

íÿþòü íåðiâíîñòi ïðîòèëåæíi äî (5.42). Òîäi òðà¹êòîði¨ ç òàêèìè ïî÷àòêîâèìè

ñòàíàìè áóäóòü çáiãàòèñÿ äî iíøî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè. Öå äîâîäèòü íåñòiéêiñòü

íåðóõîìèõ òî÷îê ç Γ( n
m>1)

.

Âiäñóòíiñòü ïåðiîäè÷íèõ îðáiò â ω-ãðàíè÷íié ìíîæèíi Γn ¹ íàñëiäêîì

òîãî, ùî Γn ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîòî÷êîâèõ íåðóõîìèõ ñòàíiâ.

Çàóâàæèìî, ùî ïðÿìî ç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ âiäñóòíiñòü íåé-

òðàëüíî ñòiéêèõ íåðóõîìèõ òî÷îê. Âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî ìíîæèíà Γ( n
m=n)

ìiñòèòü ëèøå îäíó íåðóõîìó òî÷êó, ÿêà óòâîðåíà ç ïàðè îäíàêîâèõ âåêòîðiâ

ç êîîðäèíàòàìè pi = ri = 1
n äëÿ âñiõ i ∈ 1, n. Ç òâåðäæåííÿ 5.7 âèïëèâà¹,

ùî öÿ òî÷êà ¹ íå ñòiéêîþ, ç ¨¨ äîâiëüíîãî îêîëó òðà¹êòîðiÿìè (5.41) ìîæíà

íàáëèçèòèñÿ äî áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ç ìíîæèíè Γn.
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Ïiäêðåñëèìî òàêîæ, ùî ç äîâåäåíèõ âèùå òåîðåì âèïëèâà¹ âiäñóòíiñòü

ðiçíèõ íåíóëüîâèõ ãðàíè÷íèõ êîîðäèíàò ó ôiêñîâàíîãî ãðàíè÷íîãî ñòàíó. Òî-

ìó îäíå ç âàæëèâèõ ïèòàíü ïîëÿãà¹ â òîìó, ÿê â òåðìiíàõ ïî÷àòêîâî¨ ïàðè

âåêòîðiâ p, r çäiéñíèòè ðîçêëàä ìíîæèíè ïîçèöié Ω íà ïiäìíîæèíó Ω0, â

ÿêié óñi ãðàíè÷íi êîîðäèíàòè ¹ íóëüîâèìè, òà Ω+, äå óñi ãðàíè÷íi êîîðäèíàòè

¹ ñòðîãî äîäàòíiìè i îäíàêîâèìè? À îñíîâíå ïèòàííÿ çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæå-

ííÿ êðèòåðiþ âèêîíàííÿ ðiâíîñòi |Ω+| = 1. Òîáòî, çíàõîäæåííÿ íåîáõiäíèõ i

äîñòàòíiõ óìîâ íà ïàðó ïî÷àòêîâèõ âåêòîðiâ, êîëè íà ãðàíèöi ïî ÷àñó âèíèêà¹

ëèøå îäíà íåíóëüîâà êîîðäèíàòà, p∞i = r∞i = 1? Íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè ¹

ëèøå äîïîìiæíèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i. Îïèøåìî íàéñêëà-

äíiøó ñèòóàöiþ.

Íåõàé äëÿ äåÿêî¨ ïàðè âåêòîðiâ p, r âèêîíó¹òüñÿ ïðîòèëåæíi íåðiâíîñòi

äëÿ ñóì òà äîáóòêiâ: σk > σi, àëå ρk < ρi. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 5.9 âèïëèâà¹, ùî

ωk ∈ Ω0, ÿêùî σk + 2ρk = κk ≤ κi = σi + 2ρi (äèâ. íåðiâíiñòü (5.47)). Àëå öÿ

íåðiâíiñòü ¹ òiëüêè äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ ωk ∈ Ω0. Òîìó, ÿêùî ïðèïóñòèòè,

ùî κk > κi, òîäi σ1
k > σ1

i , îñêiëüêè ç (5.44) âèïëèâà¹, ùî σ1
k = κk, σ

1
i = κi.

I ÿêùî ïðè öüîìó ρ1
k < ρ1

i , òî ìè íå ìîæåìî âèçíà÷èòè, äî ÿêèõ ç ìíîæèí

Ω0 ÷è Ω+ íàëåæàòü ïîçèöi¨ ωk, ωi. Çâè÷àéíî, ÿêùî ρ1
k ≥ ρ1

i , òî âñå ÿñíî. Àëå

ÿêùî çàçíà÷åíà âèùå íåâèçíà÷åíiñòü ïîâòîðþ¹òüñÿ ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü

ðàçiâ i íà ÿêîìóñü êðîöi t0 ç'ÿâëÿþòüñÿ îáèäâi íåðiâíîñòi σ
t0
k > σt0i , ρ

t0
k > ρt0i

(àáî ïðîòèëåæíi äî íèõ ), òîäi ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ωi ∈ Ω0 (àáî

ωk ∈ Ω0). Ñêëàäíiñòü ó òîìó, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ÿñíî, ÷è iñíó¹ òàêå

t0, à ÿêùî iñíó¹, òî çà ÿêèõ óìîâ?

Äàëi ðîçãëÿíóòî ðÿä ñèòóàöié, êîëè ïðîáëåìà äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ ðîçâ'ÿçó�

¹òüñÿ â ñòîðîíó äîñòàòíîñòi. Òàê, ïðÿìî ç ïîïåðåäíiõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹

ñïðàâåäëèâiñòü òàêî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 5.13. ßêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â ïðîñòîði Ω iñíó¹ ¹äèíà

ïîçèöiÿ ωi0, äëÿ ÿêî¨

pt=0
i0
≡ pi0 = pmax =

n
max
i=1
{pi}, rt=0

i0
≡ ri0 = rmax =

n
max
i=1
{ri},

àáî

σt=0
i0
≡ σi0 = σmax =

n
max
i=1
{σi}, ρt=0

i0
≡ ρi0 = ρmax =

n
max
i=1
{ρi},

òî ñàìå â ωi0 ãðàíè÷íi êîîðäèíàòè p∞i0 = r∞i0 = 1, à óñi iíøi äîðiâíþþòü

íóëþ, p∞i = r∞i = 0, i 6= i0.
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Âiäçíà÷èìî, ùî òâåðäæåííÿ 5.9 íå ãàðàíòó¹ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ â ïîçèöi¨

ωi0 íàâiòü, ÿêùî öå ¹äèíà ïîçèöiÿ, â ÿêié

κi0 = κmax =
n

max
i=1
{κi}, (κi := σi + 2ρi),

áî ïðè öüîìó êîîðäèíàòà pi0 ìîæå áóòè äîñèòü ìàëîþ i öå ïðèâîäèòü äî

p∞i0 = r∞i0 = 0.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà âèïàäêiâ ç óìîâàìè ñèìåòði¨ íà ïî÷àòêîâi ðîçïîäi-

ëè. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî i0

pi0 = ri0 = p, σj = σk, j, k 6= i0. (5.55)

Òâåðäæåííÿ 5.14. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.55) i p > 1
n , òî p

∞
i0

= r∞i0 = 1.

Äîâåäåííÿ. Çàðàç óñi σk = 2(1−p)
n−1 , k 6= i0. Òîìó σi0 >

2
n > σk. À òàêîæ ρi0 =

1
n2 > ρk, ∀ k 6= i0. Òåïåð ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè

5.13.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ç óìîâîþ (5.55), ïðè p < 1
n . Òåïåð σi0 < σk, ∀ k 6= i0.

×è ìîæå ïðè öüîìó âèíèêíóòè äîñòîâiðíà ïîäiÿ â ïîçèöi¨ ωi0, òîáòî p
∞
i0

=

r∞i0 = 1 ? Âèÿâëÿ¹òüñÿ òàê, àëå ÿêùî óñi ρk ¹ äîñòàòíüî ìàëèìè, ùîá âè-

êîíóâàëàñÿ óìîâà (5.47) ïðè i = i0 ç òâåðäæåííÿ 5.9. Çâè÷àéíî, öþ óìîâè

íåìîæëèâî çàäîâîëüíèòè ïðè áóäü-ÿêîìó p < 1
n . Iñíó¹ ìiíiìàëüíèé ïîðiã λ

äëÿ p, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì κi0 = σk. Öå ðiâíÿííÿ, âðàõîâóþ÷è, ùî

σk = 2 (1−p)
(n−1) i ïîêëàäàþ÷è pi0 = p = λ, ìà¹ âèãëÿä 2λ + λ2 = 2(1−λ)

n−1 . Îò-

æå, ìiíiìàëüíèé ïîðiã äëÿ pi0 = p, êîëè ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ óìîâîþ (5.47)

¹ λ = (n2+4n−4)
1
2−n

2(n−1) . ßêùî p < λ, òî ïðè äîâiëüíîìó ρk > 0 óìîâà (5.47) íå

ñïðàâäæó¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì ñïðàâåäëèâèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.15. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (5.55) i λ < p < 1
n . Òîäi iñíóþòü

äîñòàòíüî ìàëi ρk òàêi, ùî κi0 ≥ κk äëÿ óñiõ k 6= i0 i îòæå p∞i0 = 1.

Ç íàâåäåíèõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðîçìiðíîñòi n = 3, òîáòî äëÿ

p, r ∈∆2, i ïðè óìîâàõ (5.55), êîëè

p1 = r1 = p, p2 = r3 = 1−p
2 + ε,

p3 = r2 = 1−p
2 − ε, ε = 1−p

2 > 0,
(5.56)

â ïîçèöi¨ ω1 âiäáóâà¹òüñÿ äîñòîâiðíà ïîäiÿ, p∞1 = r∞1 = 1 ó òàêèõ âèïàäêàõ:

1. p ≥ 1
3 , p2 = r3 6= 1

3

2. p > 0, p2 = r3 = 0
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3. λ < p < 1
3 , λ =

√
17−3
4 , àëå κ1 > κ2.

Äàëi íàâåäåíî áiëüø òîíêi äîñòàòíi óìîâè äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨. Ïî÷íåìî ç

ðîçìiðíîñòi n = 3, êîëè p, r ∈∆2.

Íåõàé 0 < p < 1
3 òà σ2 = σ3. Òîäi î÷åâèäíî σ1 < σ2. Ç ïîïåðåäíiõ

ðåçóëüòàòiâ âiäîìî, ùî çàáåçïå÷èòè íà ãðàíèöi ïî ÷àñó ðiâíiñòü p∞1 = r∞1 = 1

ìîæëèâî ëèøå òîäi, êîëè ρ2 = ρ3 ¹ äîñèòü ìàëèì. Çàïèøåìî ρ2 ó ôîðìi

ρ2 = ρ3 = p2r2 = p3r3 =

(
1− p

2
+ ε

)(
1− p

2
− ε
)

=

(
1− p

2

)2

− ε2 =

=
1

4

(
1− 2p+ p2 − 4ε2

)
, 0 ≤ ε ≤ 1− p

2
. (5.57)

Çâè÷àéíî, ÿêùî ε ¹ ìàêñèìàëüíî âåëèêèì, ε = 1−p
2 , òîäi r2 = p3 = 0 i

äëÿ äîâiëüíîãî ïî÷àòêîâîãî p, îäåðæó¹ìî pt2 = rt3 → 0, t → ∞, à p∞1 = 1.

Àëå öå êðàéíié âèïàäîê. Íàâïàêè, äëÿ íóëüîâîãî, àáî äîñèòü ìàëîãî ε îáèäâi

êîîðäèíàòè p2, p3 áëèçüêi äî 1
3 . Òîäi äëÿ p <

1
3 äîáóòîê ρ2 ïåðåâèùó¹ ρ1 òà çà

òâåðäæåííÿì p∞1 = 0, à p∞2 = p∞3 = 1
2 . Ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî òàêå âiäáóâà¹òüñÿ

çàâæäè, êîëè ε çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.58) ç íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.16. Íåõàé êîîðäèíàòè âåêòîðiâ p, r ∈∆2 çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âè (5.56). Ïðèïóñòèìî

p <
1

3
, 0 ≤ ε2 ≤ f(p), f(p) :=

1

4
− p− 3

4
p2. (5.58)

Òîäi p∞2 = p∞3 = 1
2 i p

∞
1 = r∞1 = 0.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ (5.58) ëåãêî îäåðæó¹ìî: σ1 < σ2 = σ3, ρ1 ≤ ρ2 = ρ3. Òåïåð

êîðèñòó¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì òà òåîðåìîþ 5.11.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çàáåçïå÷åííÿ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ â ω1 ç ïî÷àòêîâîþ êî-

îðäèíàòîþ p1 = p < 1
3 ïîòðiáíî îáìåæèòè ε çíèçó.

Òåîðåìà 5.17. Íåõàé êîîðäèíàòè âåêòîðiâ p, r ∈ ∆2 ìàþòü çàïèñ ó âè-

ãëÿäi (5.56). Ïðèïóñòèìî äîäàòêîâî, ùî λ ≤ p ≤ 1
3, äå λ =

√
17−3
4 , à ε ≤ 1−p

2

çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó çíèçó:

T (p) ≤ ε2, T (p) =
3

4
− 2p− 3

4
p2. (5.59)

Òîäi p∞i = r∞i = 1.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî âæå íà ïåðøîìó êðîöi pt=1
1 = p(1+p)

z ≥ 1
3 . Äiéñíî,

îñêiëüêè z = 1 + p2 + 2ρ2, òî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ìà¹ åêâiâàëåíòíèé çàïèñ ó

âèãëÿäi

3p(1 + p) ≥ 1 + p2 + 2ρ2,

äå ρ2 = ρ3 = p2p3 =
(

1−p
2

)2 − ε2. Öå îçíà÷à¹, ùî íåðiâíîñòi pt=1
1 ≥ 1

3 òà

ε2 ≥ 1

4

(
3− 8p− 3p2

)
= T (p)

åêâiâàëåíòíi. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ T (p) ñïàäà¹ íà âiäðiçêó [0, 1
3 ] âiä

3
4 äî 0, ïðè÷îìó T (p) > (1−p)2

4 íà [0, λ). Öå îçíà÷à¹, ùî óìîâà (5.59) ìîæå

âèêîíóâàòèñÿ òiëüêè òîäi, êîëè λ ≤ p. Òåïåð ç p1
1 = r1

1 ≥ 1
3 âèïëèâà¹, ùî

σ1
1 ≥ σ1

2. Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî ρ
1
1 > ρ1

2, îñêiëüêè ε
1 = 1

2

(
p1

2 − p1
3

)
> 0. Îòæå,

òåîðåìà ñïðàâåäëèâà.

Ðåçóëüòàò òåîðåìè 5.17 ëåãêî óçàãàëüíèòè íà âèùó ðîçìiðíiñòü.

Íåõàé p, r ∈∆n−1, n > 2 ¹ íåïàðíèì. Ïðèïóñòèìî, äëÿ äåÿêîãî i

pi = ri = p, σl = σk, ρl = ρk,∀ l, k 6= i.

Òîäi σi = 2p, ρi = p2, σk = 2(1−p)
n−1 . Ïîçíà÷èìî ε := |pk−rk|

2 Â òàêîìó âèïàäêó,

îêðiì pi = ri = p, ìà¹ìî n−1
2 ðiâíèõ êîîðäèíàò pk = rl = 1−p

n−1 +ε òà n−1
2 ðiâíèõ

êîîðäèíàò pl = rk = 1−p
n−1 − ε. Ïðè öüîìó óñi

ρk = ρl =

(
1− p
n− 1

+ ε

)
·
(

1− p
n− 1

− ε
)

=

(
1− p
n− 1

)2

− ε2.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

fn(p) :=
p
(
p− 1

)
2

+

(
1− p
n− 1

)2

, Tn(p) :=
1− np+ p2(1− n)

2
+

(
1− p
n− 1

)2

.

Î÷åâèäíî fn(p) < Tn(p) äëÿ p < 1
n .

Òåîðåìà 5.18. Íåõàé êîîðäèíàòè âåêòîðiâ p, r ∈ ∆n−1 çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè: äëÿ ôiêñîâàíîãî i

pi = ri = p, λn ≤ p ≤ 1

n
, λn =

(n2 + 4n− 4)1/2 − n
2(n− 1)

,

à äëÿ âñiõ l, k 6= i,

pk = rl =
1− p
n− 1

+ ε, pl = rk =
1− p
n− 1

− ε, 0 ≤ ε ≤ 1− p
n− 1

.
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Òîäi

1) ÿêùî ε2 < fn(p), òî p
∞
i = r∞i = 0, a p∞l = r∞l = p∞k = r∞k = 1

n−1 ,

2)ÿêùî

Tn(p) ≤ ε2, (5.60)

òî p∞i = r∞i = 1.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé ε2 < fn(p). Òîäi

p1
i − pi =

p(1 + p)

z
− p = −2p

z

(
p(1− p)

2
+

(
1− p
n− 1

)2

− ε2

)
=

= −2p

z

(
fn(p)− ε2

)
< 0,

òîáòî p1 < p, ïðè÷îìó, î÷åâèäíî, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fn(·) çðîñòà¹, fn(p1) >

fn(p). Ç ïåðøî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî óñi ρ1
k, k 6= i òàêîæ çðîñòàþòü. Òîìó

(ε1)2 < ε2, äå, íàãàäà¹ìî, ε1 =
|p1
k−r1

k|
2 íå çàëåæèòü âiä k. Îòæå íà ïåðøîìó

êðîöi íåðiâíiñòü (ε1)2 < fn(p
1) ïîñèëþ¹òüñÿ. Ïî iíäóêöi¨ ìà¹ìî

(εt)2 < · · · < ε2 < fn(p) < · · · < fn(p
t), t ≥ 1.

Îòæå, äëÿ âñiõ t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(εt)2 < fn(p
t).

Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {pt}∞t=0 ìîíîòîííî ñïàäà¹ i òîìó p
∞
i = r∞i = 0,

à p∞l = r∞l = p∞k = r∞k = 1
n−1 .

2) Âiäçíà÷èìî, ùî àíàëîãi÷íî (5.59), íåðiâíiñòü (5.60) ìîæå âèêîíóâàòèñÿ

ëèøå òîäi, êîëè λn ≤ p ≤ 1
n . Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öÿ íåðiâíiñòü

ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî p1
i = p(1+p)

1+p2+2ρk
≥ 1

n . Öå îçíà÷à¹, ùî ρ
1
i > ρ1

k i σ
1
i > σ1

k äëÿ

óñiõ k 6= i. Òåïåð îòðèìó¹ìî p∞i = r∞i = 1.

Íàìè îäåðæàíî ðÿä äîñòàòíiõ îçíàê iñíóâàííÿ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨, àáî,

iíøèìè ñëîâàìè, âñòàíîâëåííÿ êîíñåíñóñó, ïðè t → ∞. Íàéïðîñòiøi ç íèõ

çâîäÿòüñÿ äî íàÿâíîñòi ó îäíié ôiêñîâàíié ïîçèöi¨ ωi ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü

êîîðäèíàò pi, ri, äîáóòêiâ öèõ êîîðäèíàò ρi = piri, ¨õíiõ ñóì σi = pi + ri,

àáî äåÿêèõ êîìáiíàöié ç κi = σi + 2ρi. Àëå ÷èñåëüíi êîìï'þòåðíi ñèìóëÿöi¨

ïîêàçóþòü, ùî öi îçíàêè ¹ äàëåêèìè âiä íåîáõiäíèõ. Çîêðåìà, ÿêùî çãàäàíi

ìàêñèìàëüíi çíà÷åííÿ íå çîñåðåäæåíi ó ôiêñîâàíié ïîçèöi¨, òîáòî äîñÿãàþòüñÿ

äëÿ ðiçíèõ i 6= k, òî äîñòîâiðíà ïîäiÿ ìîæå iñíóâàòè, àëå ¨¨ ìiñöå (ïîçèöiÿ ωi0,
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äå âîíà âiäáóâà¹òüñÿ) ïåðåäáà÷èòè äîñèòü ñêëàäíî. Ïèòàííÿ ïðî çíàõîäæå-

ííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó ôóíêöiîíàëó Fi(p, r), ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ÿêîãî äëÿ

¹äèíîãî ôiêñîâàíîãî i0 ¹ êðèòåði¹ì âèíèêíåííÿ äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ â ωi0 ¹ âiä-

êðèòèì íå òiëüêè ó ñèòóàöi¨ äîâiëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ p, r ∈ Rn, à

íàâiòü ó ðîçìiðíîñòi n = 3 ç óìîâàìè ñèìåòði¨ òèïó (5.55).

Âàðòî ïiäêðåñëèòè, ùî ïðîáëåìó äîñòîâiðíî¨ ïîäi¨ ìîæíà ñôîðìóëþâà-

òè i ÿê äèíàìi÷íó çàäà÷ó âñòàíîâëåííÿ êîíñåíñóñó ìiæ ïàðîþ ãðàâöiâ À òà

Â ó ïðèéíÿòòi ðiøåííÿ ùîäî ðiçíèõ ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ ïîâåäiíêè âiäíîñíî

ïîçèöié ωi, 1, n. Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó êîæåí ãðàâåöü À (Â) ñõèëüíèé

äî âàðiàíòó ωi ëèøå ç äåÿêîþ éìîâiðíiñòþ PA(ωi) = pi, (PB(ωi) = ri), âiä-

ïîâiäíî. Ç ÷àñîì, t = 1, 2, . . ., ïîãëÿäè iíäèâiäiâ çáëèæàþòüñÿ çàâäÿêè ïðè-

òÿãàëüíié âçà¹ìîäi¨ çà ôîðìóëîþ (5.39). Òðåáà çíàéòè êðèòåðié êîíñåíñóñó,

limt→∞ p
t
i = 1 = limt→∞ r

t
i, ùîäî ÿêîãîñü ôiêñîâàíîãî âàðiàíòó ïîâåäiíêè ωi â

òåðìiíàõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü pi = p0
i , ri = r0

i , , i = 1, n.

5.5 Âèíèêíåííÿ òî÷êîâîãî ñïåêòðó â ãðàíè÷íèõ ðîçïîäi-

ëàõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó

Â ðîáîòàõ [58] âñòàíîâëåíî êðèòåðié âèíèêíåííÿ òî÷êîâîãî ñïåêòðó äëÿ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó ç âiäøòîâõóâàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ â ïðîñòîði

Ω = [0; 1]. Â ðîáîòi [64] öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê, êîëè ïðîñòið

êîíôëiêòó Ω ¹ êîìïàêòîì ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó Rb, à äèíàìi÷íi ñèñòåìè ðîç-

ãëÿíóòî ç âçà¹ìîäiÿìè ïðèòÿãàííÿ òà âiäøòîâõóâàííÿ. Äàëi áóäå äîñëiäæåíî

âèíèêíåííÿ òî÷êîâîãî ñïåêòðó â ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëàõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç

ïðèòÿãàíííÿì íà ïðîñòîðàõ ç ôðàêòàëüíèì ïîäðiáëåííÿì.

Íàâåäåìî êîðîòêî îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó

â òåðìiíàõ éìîâiðíiñíèõ ìið. Äåòàëüíî öi ïîíÿòòÿ âèêëàäåíi â ðîáîòàõ.

Íåõàé Ω � êîìïàêò ç ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó Rd, d ≥ 1. Áîðåëiâñüêó σ-

àëãåáðà òà ìiðó Ëåáåãà ïîçíà÷èìî ÷åðåç B òà λ, âiäïîâiäíî. Êîìïàêò Ω ðî-

ãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïðîñòið iñíóâàííÿ (ïðîñòið æèòò¹âèõ ðåñóðñiâ) äëÿ ïàðè àëüòå-

ðàíàòèâíèõ ñòîðií A òà B, ÿêèõ íàçèâà¹ìî îïîíåíòàìè. Ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië

îïîíåíòiâ A òà B íà Ω âèçíà÷à¹òüñÿ éìîâiðíiñíèìè ìiðàìè µ, ν ∈M(Ω). Ââà-

æà¹ìî, ùî ¨õ ïåðåòèí ¹ íåïîðîæíiì

sup(µ)
⋂

sup(ν) 6= ∅,

ñàìå öå ¹ ïðè÷èíîþ äëÿ êîíôëiêòó A òà B. Ââåäåìî íåêîìóòàòèâíå áiíàðíå
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âiäîáðàæåííÿ > â êëàñi éìîâiðíiñíèõ ìiðM(Ω):

µ> ν = µ1, ν > µ = ν1.

Ïåðåòâîðåííÿ > ç ïî÷àòêîâèìè ìiðàìè µ0 = µ, ν0 = ν ãåíåðó¹ òðà¹êòîðiþ ç

äèñêðåòíèì ÷àñîì: {
µt

νt

}
>−→

{
µt+1

νt+1

}
, t = 0, 1, . . . (5.61)

Âñi òàêi òðà¹êòîði¨ ç ôiêñîâàíèì çàêîíîì iòåðàöi¨ > ãåíåðóþòü äèíàìi÷íó

ñèñòåìó, ÿêà îïèñó¹ êîíôëiêòíèé ïåðåðîçïîäië ïðîñòîðó Ω ìiæ îïîíåíòàìè

A òà B.

Ïîáóäîâàíó äèíàìi÷íó ñèñòåìè íàçèâà¹ìî äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ êîí-

ôëiêòó òà ïîçíà÷à¹ìî {X,>}, äå X = M(Ω) ×M(Ω), à âiäîáðàæåííÿ > ¹

ïåðåòâîðåííÿì (iòåðàöi¹þ) êîíôëiêòó ìiæ îïîíåíòàìè.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî Ω = [0, 1] àáî Ω = [0, 1]d,

d ≥ 1.M(Ω) ïîçíà÷à¹ äåÿêèé êëàñ ìið íà Ω, ÿêi ïiäõîäÿòü äëÿ îïèñó ïðiîði-

òåòiâ îäíîãî ç îïîíåíòiâ íàä iíøèì.

Öiêàâèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ ¹ ïèòàííÿ ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié µt, νt, t =

0, 1, . . . òà iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ ìið µ∞ = lim
t→∞

µt, ν∞ = lim
t→∞

νt. Â ïîïåðåäíiõ

ðîáîòàõ âæå áóëî äîâåäåíî iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî (îñòàòî÷íîãî) ïåðåðîçïî-

äiëó ïðîñòîðó iñíóâàííÿ Ω ìiæ îïîíåíòàìè ïðè íåñêëàäíîìó ïåðåòâîðåííÿ

êîíôëiêòó > äëÿ âèïàäêiâ ïðèòÿãàëüíî¨ òà âiäøòîâõóâàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨. Àëå

äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ > ïîòðiáíî äîâîäèòè iñíóâàííÿ ãðà-

íè÷íèõ ìið µ∞, ν∞ .

Äàëi äîñëiäæåíî ïèòàííÿ: Ïðè ÿêèõ óìîâàõ ãðàíè÷íi ìiðè µ∞, ν∞ ¹ ÷èñòî

òî÷êîâèìè (µ∞, ν∞ ∈ Mpp(Ω), pp � pure point ) äëÿ âèïàäêó ïðèòÿãàëüíî¨

âçà¹ìîäi¨? Â ÿêîñòi M(Ω) âèáåðåìî êëàñ êóñêîâî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ

ìið (Mput(Ω), pud � piecewise uniformly distributed) àáî ñòðóêòóðíîïîäiáíèõ

ìið (Mss(Ω), ss � structural similarity).

Îïèøåìî iòåðàêòèâíó ïîáóäîâó ìið µk, νk, k = 0, 1, . . . . Öÿ êîíñòðóêöiÿ

çàëåæèòü âiä ôiêñîâàíî¨ ïðîöåäóðè ôðàêòàëüíîãî ïîäðiáíåííÿ (ðåãiîíàëiçà-

öi¨) êîíôëiêòíîãî ïðîñòîðó Ω.

Ïðèïóñòèìî, ùî Ω ïiääà¹òüñÿ iòåðàöiéíié ïðîöåäóði ðåãiîíàëiçàöi¨, ÿêà

çáiãà¹òüñÿ ç òèïîâîþ êîíñòðóêöi¹þ ôðàêòàëüíîãî ïîäðiáíåííÿ. Öå îçíà÷à¹,
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ùî Ω äîïóñêà¹ ïîñëiäîâíå ðîçáèòòÿ íà ïîäiáíi ðåãiîíè

Ω =
n⋃

i1=1

Ωi1, 2 ≤ n <∞,

Ωi1 =
n⋃

i2=1

Ωi1i2, Ω =
n⋃

i1,i2=1

Ωi1i2, . . .

Ωi1...ik−1
=

n⋃
ik=1

Ωi1...ik, Ω =
n⋃

i1,...,ik=1

Ωi1...ik, . . .

ç óìîâîþ: |Ωi1...ik| = λ(Ωi1...ik) −→ 0, k →∞.
Áiëüø çàãàëüíî îïèñàíà âèùå ïðîöåäóðà ìîæå áóäè ïîáóäîâàíà â òåðìi-

íàõ iòåðàöiéíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ñèñòåì (IFS). Íàãàäà¹ìî, ùî ñiìåéñòâî ñòè-

ñêàþ÷èõ ïåðåòâîðåíü K = {Ki}ni=1, 2 ≤ n < ∞ â Rd íàçèâàþòü iòåðàöiéíîþ

ôóíêöiîíàëüíîþ ñèñòåìîþ (IFS) íà Ω, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

∀ i, Ωi ⊂ Ω, Ωi := KiΩ,

òà

int(Ωi)
⋂

int(Ωj) = ∅, i 6= j.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî

Ω =
n⋃
i=1

Ωi, 0 < |Ωi| = qi < 1,
n∑
i=1

qi = 1. (5.62)

Òàêèì ÷èíîì, êîæíà IFS ç óìîâîþ (5.62) âèçíà÷à¹ ôðàêòàëüíå ïîäðiáíå-

ííÿ Ω:

Ω =
n⋃

i1,...,ik=1

Ωi1...ik, Ωi1...ik := Ki1 ◦ · · · ◦KikΩ.

Íåõàé äàíî äåÿêó IFS òà ïîñëiäîâíiñòü ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ P =

{pk}∞k=1, pk ∈ Rd, äå pk = (pki )
n
i=1,

∑
i p

k
i = 1. Ïîñëiäîâíiñòü êóñêîâî ðiâíî-

ìiðíî ðîçïîäiëåíèõ ìið µk íà Ω àñîöiþ¹ìî ç P :

µk(Ωi1i2...ik) = p1
i1
p2
i2
· · · pkik, k = 1, 2, . . . (5.63)

Çãiäíî ç ïîïåðåäíiìè ðîáîòàìè ïîñëiäîâíiñòü µk, k = 1, 2, . . . ñëàáî çáiãà¹òüñÿ

äî éìîâiðíiñíî¨ ìiðè

µ = lim
k→∞

µk.
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Áiëüøå òîãî, iñíó¹ âçà¹ìîîäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ âèùå îïèñàíèìè ïî-

ñëiäîâíîñòÿìè P òà êëàñîì ñòðóêòóðîïîäiáíèõ ìið µ ∈ Mss(Ω) ïðè ôiêñîâà-

íîìó IFS íà Ω. Öå îçíà÷à¹, ùî ìiðà µ ¹ ñàìîïîäiáíîþ, ÿêùî âñi âåêòîðè pk ¹

îäíàêîâèìè. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó µ ¹ ñòðóêòóðîïîäiáíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî âiäíîøåííÿ
µ(Ωi1...ik)

µ(Ωi1...ik−1
)

= pkik

çàäåæèòü òiëüêè âiä îñòàííüîãî iíäåêñó ik.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ôðàêòàëüíå ïîäðiáíåííÿ ïðîñòîðó êîíôëiêòó Ω,

íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöi¨ ðîçãëÿíåìî áiëüø äåòàëüíó ñòðóêòóðó ïî÷àòêîâèõ

ìið. Ìiðó µ ââàæàòèìåìî ïðîñòîþ, ÿêùî âîíà ¹ êóñêîâî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëå-

íîþ, òîáòî µ ∈Mput(Ω). Çàôiêñó¹ìî äåÿêó IFS,K = {Kk}∞k=1. Òîäi îïîíåíòàì

A òà B â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ñïiâñòàâëÿþòüñÿ âiäïîâiäíî ìiðè µ, ν ∈ M(Ω)

ç îäíàêîâîþ ñòðóêòóðîþ. Äëÿ çàäàííÿ êîíôëiêòó ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

çàäàíèì ìiðàì µ, ν äâi ïîñëiäîâíîñòi ïðîñòèõ ìið µk, νk, k = 1, 2, . . .

Êàæóòü, ùî iòåðàöiéíà ôóíêöiîíàëüíà ñèñòåìàK òà ìiðà µ ¹ óçãîäæåíè-

ìè, ÿêùî iñíó¹ çâóæåííÿK íà áîðåëiâñüêó ïiäìíîæèíó Ω] ⊆ Ω (íå îáîâ'ÿçêîâî

çàêðèòó), òàêå ùî âñi âëàñòèâîñòi ôðàêòàëüíîãî ïîäðiáíåííÿ âèêîíóþòüñÿ â

òåðìiíàõ Ω]
i1...ik

= Ωi1...ik

⋂
Ω], µ(Ω]) = µ(Ω), ïðè÷îìó

µ(Ω]
i1...ik

⋂
Ω]
j1...jk

) = 0, k = 1, 2, . . . , (5.64)

ÿêùî il 6= jl õî÷à á äëÿ îäíîãî 1 ≤ l ≤ k. Äàëi çàâæäè ïðèïóùåíî, ùî K

òà ïî÷àòêîâi ìiðè µ, ν ¹ îäíî÷àñíî óçãîäæåíèìè òà ìîæíà çàìiíèòè Ωi1...ik íà

Ω]
i1...ik

íå çìiíþþ÷è ïîçíà÷åíü.

Íà ïåðøîìó êðîöi àïðîêñèìàöi¨, k = 1, çàìiíèìî ïî÷àòêîâi ìiðè µ, ν ∈
M(Ω) íà ¨õ "ãðóái"âåðñi¨ µ1, ν1 ∈Mpud(Ω), êîòði âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì

µ1(Ωi1) = µ(Ωi1) := pi1, ν1(Ωi1) = ν(Ωi1) := ri1, i1 = 1, n,

òà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà Ωi1. Îñòàííÿ óìîâà âiäðiçíÿ¹ µ1, ν1 âiä µ, ν âiä-

ïîâiäíî. Äâà íàáîðè çíà÷åíü pi1, ri1, ii = 1, n óòâîðþþòü äâà ñòîõàñòè÷íi

âåêòîðè p1 = (p1, . . . , pn) òà r1 = (r1, . . . , rn). Òåïåð ìîæíà îïèñàòè äåÿêó

"ãðóáó"âåðñiþ ïåðåðîçïîäiëó ïðîñòîðó êîíôëiêòó Ω ìiæ îïîíåíòàìè A òà B

â òåðìiíàõ öèõ âåêòîðiâ.

Äëÿ äåòàëüíiøîãî îïèñó êîíôëiêòó çðîáèìî äðóãèé êðîê àïðîêñèìàöié

òà çàìiíèìî µ, ν áiëüø òî÷íèìè ¨õ âåðñiÿìè µ2, ν2 ∈Mpud(Ω):

µ2(Ωi1i2) = µ(Ωi1i2) := pi1i2, ν2(Ωi1i2) = ν(Ωi1i2) := ri1i2.
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Ìiðàì µ2, ν2 ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü íîâó ïàðó ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ p2 =

(pi2)
n
i2=1, r2 = (ri2)

n
i2=1 ç êîîðäèíàòàìè

pi2 :=
pi1i2
pi1

, ri2 :=
ri1i2
ri1

.

Ïîâòîðèâøè ïðîöåäóðó k ðàçiâ, îòðèìà¹ìî áiëüø áëèçüêi âåðñi¨ µk, νk ∈
Mpud(Ω) ïî÷àòêîâèõ ìið µ, ν:

µk(Ωi1...ik) = µ(Ωi1...ik) := pi1...ik, νk(Ωi1...ik) = ν(Ωi1...ik) := ri1...ik.

Ç µk, νk àñîöiþ¹òüñÿ ïàðà ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ pk = (pik)
n
ik=1, rk = (rik)

n
ik=1

ç êîîðäèíàòàìè

pik :=
pi1...ik
pi1...ik−1

, rik :=
ri1...ik
ri1...ik−1

.

Òàêèì ÷èíîì, ìàþ÷è ïîñëiäîâíîñòi âåêòîðiâ P = {pk}∞k=1, R = {rk}∞k=1

ìîæíà âèðiøèòè ïðîáëåìó êîíôëiêòíîãî ïåðåðîçïîäiëó ïðîñòîðó Ω ìiæ îïî-

íåíòàìè A òà B ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ â òåðìiíàõ âåêòîðiâ pk, rk çãiäíî òåîði¨,

ðîçâèíóòî¨ â ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ.

Íàâïàêè, ìàþ÷è äâi ïîñëiäîâíîñòi ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ P = {pk}∞k=1,

R = {rk}∞k=1, pk = (pik)
n
ik=1, rk = (rik)

n
ik=1,

∑n
i=1 pik = 1 =

∑n
i=1 rik , pik, rik ≥

0, ∀ k, ìîæíà ðåêîíñòðóþâàòè äâi ïîñëiäîâíîñòi êóñêîâî ðiâíîìiðíî ðîçïîäi-
ëåíèõ éìîâiðíiñíèõ ìið µk, νk ∈Mpud(Ω):

µk(Ωi1...ik) = pi1 · · · pik, νk(Ωi1...ik) = ri1 · · · rik, k = 1, 2, . . .

Çãiäíî ç âèùå îïèñàíèì ïîñëiäîâíîñòi µk, νk ìàþòü ñëàáêi ãðàíèöi µ, ν, ÿêi ¹

ñòðóêòóðíîïîäiáíèìè ìiðàìè. Òàêèì ÷èíîì ìîæíà êîíñòàòóâàòè, ùî ïîñòà-

íîâêà çàäà÷i äèíàìiêè êîíôëiêòíó îïîíåíòiâ, ïðåäñòàâëåíî¨ ñòðóêòóðíèìè

ìiðàìè µ, ν ∈M(Ω), äîïóñêà¹ ðîçãëÿä ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ â òåðìiíàõ ïðî-

ñòèõ ìiðMpud(Ω) àáî òåðìiíàõ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ.

Çàóâàæèìî, ùî â çàñòîñóâàííi âåëè÷èíè µk(Ωi1...ik), νk(Ωi1...ik) ìàþòü éìî-

âiðíiñíó iíòåðïðèòàöiþ ñïîñòåðåæåííÿ äåÿêî¨ âëàñòèâîñòi â ðåãiîíi Ωi1...ik . Âè-

êîðèñòîâóþ÷è öi âåëè÷èíè äëÿ âñiõ Ωi1...ik, k ≥ 1 i âðàõîâóþ÷è óìîâè íà

IFS, ìîæíà âèðàõóâàòè éìîâiðíîñòi çíàõîäæåííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè â áîðåëiâ-

ñüêié ìíîæèíi E ∈ B ç Ω. Áiëüøå òîãî, ôðàêòàëüíà ñòðóêòóðà ðåãiîíàëüíîãî

ïîäiëó Ω äîçâîëÿ¹ äiçíàòèñÿ ïðî ñïåêòàðàëüíi âëàñòèâîñòi ìið µ òà ν â ïðîöåñi

åâîëþöi¨, âèêëèêàíî¨ êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ îïîíåíòàìè.

Îïèøåìî ÿêèì ÷èíîì ìiðè µk, νk çìiíþþòüñÿ ïiä äi¹þ êîíôëiêòíî¨ âçà-

¹ìîäi¨ ìiæ îïîíåíòàìè. Iíøèìè ñëîâàìè, îïèøåìî çìiíó ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨

ñèñòåìè (5.61) â òåðìiíàõ ïðîñòèõ ìið.
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Íåõàé â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó íà çàäàíî Ω ïàðó éìîâiðíiñíèõ ñòðó-

êòóðíîïîäiáíèõ ìið, ÿêi óçãîäæåíi ç äåÿêîþ IFS.

Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, t = 1, ïàði ìið µt=1, νt=1 ∈ Mpud(Ω) ñòàâè-

ìî ó âiäïîâiäíiñòü ñòîõàñòè÷íi âåêòîðè p1 = (p1
i1

) òà r1 = (r1
i1

), i1 = 1, n,

êîîðäèíàòè ÿêèõ âèçíà÷åíi íàñòóïíèì ÷èíîì

p1
i1

=
pi1(1 + ri1)

1 +
∑

i1
pi1ri1

, r1
i1

=
ri1(1 + pi1)

1 +
∑

i1
pi1ri1

. (5.65)

äå

pi1 = µ(Ωi1), ri1 = ν(Ωi1). (5.66)

Â íàñòóïíèé ìîìåíò ÷àñó, t = 2, ìîæíà âèçíà÷èòè µ2, ν2 äâîìà ñïîñîáà-

ìè: âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (5.65) ç âèùå îïèñàíèìè âåëè÷èíàìè pi1i2, ri1i2
çàìiñòü pi1, ri1, àáî æ iíøèì ñïîñîáîì, îá÷èñëèâøè

p2
i2

=
p1
i2

(1 + r1
i2

)

1 +
∑

i p
1
i r

1
i

, r2
i2

=
r1
i2

(1 + p1
i2

)

1 +
∑

i p
1
i r

1
i

, (5.67)

âèçíà÷èòè µ2, ν2 ÿê

µt=2(Ωi1i2) = pi1i2 := p1
i1
· p2

i2
, νt=2(Ωi1i2) = ri1i2 := r1

i1
· r2

i2
.

Íàäàëi áóäå âèêîðèñòàíî äðóãèé ñïîñiá. Òîäi, iòåðàöiéíî âèçíà÷èìî

µt=k(Ωi1...ik) = pi1...ik := p1
i1
· · · pkik,

νt=k(Ωi1...ik) = ri1...ik := r1
i1
· · · rkik, k ≥ 1, (5.68)

äå

pkik =
pk−1
ik−1

(1 + rk−1
ik−1

)

1 +
∑

i p
k−1
i rk−1

i

, rkik =
rk−1
ik−1

(1 + pk−1
ik−1

)

1 +
∑

i p
k−1
i rk−1

i

. (5.69)

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëè (5.65)�(5.69) îïèñóþòü iòåðàöiéíó ïîáóäîâó ñòàíiâ äè-

íàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòó â òåðìiíàõ êóñêîâî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ ìið

µt, νt, t = 1, 2, . . .. Öþ êîíñòðóêöiþ çàïèøåìî ñèìâîëüíî ÿê

µt > νt = µt+1, νt > µt = νt+1,

äå âiäîáðàæåííÿ > âiäïîâiäà¹ ïðèòÿãàëüíié âçà¹ìîäi¨ ìiæ îïîíåíòàìè. Ñàìå

òîìó µt=k(Ωi1...ik) = νt=k(Ωi1...ik) ïðè t → ∞. Îáèäâi ïîñëiäîâíîñòi ïðîñòèõ

ìið µt, νt, âèçíà÷åíi ðiâíiñòþ (5.68), ¹ ñëàáî çáiæíèìè ïðè t→∞. Çâè÷àéíî,

ãðàíè÷íi ìiðè µ∞ ¹ ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèìè, ÿêùî lim
t=k→∞

µt(Ωii...ik) = 0 äëÿ

âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé i1, . . . , ik, . . .. Òèì íå ìåíøå, äàëi áóäå çíàéäåíî óìîâè,
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ÿêi çàáåçïå÷àòü çáiæíiñòü µt=k(Ωi1...ik) òà νt=k(Ωi1...ik) äî íåíóëîâèõ çíà÷åíü

õî÷à á äëÿ äåÿêèõ ïîñëiäîâíîñòåé i1, . . . , ik, . . ..

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

µi1...ik... =
∞∏
k=1

pkik = lim
k→∞

pi1...ik, νi1...ik... =
∞∏
k=1

rkik = lim
k→∞

ri1...ik, (5.70)

äå

pi1...ik := p1
i1
· · · pkik, ri1...ik := r1

i1
· · · rkik, (5.71)

òà pkik, r
k
ik
âèçíà÷àþòüñÿ (5.69). Íàãàäà¹ìî, ùî êîæíà òî÷êà ç Ω ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíà ÿê

Ω 3 ωi1...ik... =
∞⋂
k=1

Ωi1...ik, (5.72)

òîáòî ¨é âiäïîâiäà¹ äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü iíäåêñiâ i1, . . . , ik, . . .

Íàãàäà¹ìî, ùî ìiðà µ∞ àñîöiþ¹òüñÿ ç íåñêií÷åííîþ ìàòðèöåþ

P = {pk}∞k=1 = (pkik)
∞,n
k=1,ik=1

(äèâ. (5.68)) òà ¹ ñòðóêòóðîïîäiáíîþ.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ pkik , k = 1, 2, . . . ç ìàòðèöi

P = (pkik)
∞,n
k=1,ik=1

íàçèâàþòü 0-çáiæíîþ, ÿêùî

∞∑
k=1

pkik <∞.

Ïîñëiäîâíiñòü pkik , k = 1, 2 . . . íàçèâàþòü 1-çáiæíîþ, ÿêùî

∞∏
k=1

pkik > 0. (5.73)

Óìîâó (5.73) ìîæíà çàïèñàòè â àíàëîãi÷íîìó âèãëÿäi

∞∑
k=1

(1− pkik) <∞.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, âèáið 1-çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ìàòðèöi P

¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ, îñêiëüêè âñi âåêòîðè pk ¹ ñòîõàñòè÷íèìè, òîáòî

0 ≤ pkik ≤ 1.
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Â òåîðåìi 5.11 äîâåäåíî iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî íåðóõîìîãî ñòàíó {p∞, r∞}.
Ç öüîãî ôàêòó âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ iíâàðiàíòíèõ ìið

µ∞ = lim
t→∞

µt, ν∞ = lim
t→∞

νt

. Äàëi çíàéäåìî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá µ∞, ν∞ ∈Mpp.

Ëåìà 5.1. ßêùî iñíó¹ ¹äèíèé ðåãiîí Ωi òàêèé, ùî

pi =
n

max
i=1
{pi}, ri =

n
max
i=1
{ri}, (5.74)

àáî

σi = σmax =
n

max
i=1
{σi}, ρi = ρmax =

n
max
i=1
{ρi}, (5.75)

òî ïîñëiäîâíiñòü pti, r
t
i , t = 1, 2, . . . ¹ 1-çáiæíîþ, òîáòî

∞∏
t=1

pti > 0,
∞∏
t=1

rti > 0. (5.76)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî îäíà ç óìîâ (5.75) àáî (5.74) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ¹äèíîãî

i. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñiõ i 6= i

σi < σi, ρi < ρi

àáî

pi < pi, ri < ri.

Ïîêàæåìî, ùî êîæíà ç ïîñëiäîâíîñòåé {pti}∞t=1, i 6= i, ¹ 0-çáiæíîþ, òîáòî
∞∑
t=1

pti <∞. (5.77)

Ç òåîðåìè 5.13 îòðèìó¹ìî, ùî ïðè âèêîíàííi îäíi¹¨ ç óìîâ (5.74), (5.75), âñi

êîîðäèíàòè pti, r
t
i, i 6= i ïðÿìóþòü äî íóëÿ

pti → 0, rti → 0, θt → 1, t→∞, i 6= i.

Ç (5.39) îòðèìó¹ìî

pt+1
i = pti · cti = pi

∞∏
t=0

cti, cti =
1 + rti
1 + θt

. (5.78)

Ó âèïàäêó rti < θt îòðèìó¹ìî ct+1
i < ct. Íàâïàêè, ÿêùî rti > θt, òî ct+1

i > ct.

Îñêiëüêè rti → 0 i θt → 1, òî ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî T âñi cti, t > T ñòàþòü

ìåíøèìè çà îäèíèöþ i ìîíîòîííî ñïàäàþòü, òîáòî

0 < cti ≤ c < 1, c := ci
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Íåõàé T = 1. Òîäi ðÿä (5.77) ìîæíà ïîðiâíÿòè ç ðÿäîì ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨∑∞
l=1 pic

l, îñêiëüêè êîæåí ÷ëåí ïåðøîãî ðÿäó ìåíøèé çà âiäïîâiäíèé ÷ëåí

çáiæíîãî ðÿäó. Î÷åâèäíî öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ çàâäÿêè çíàìåííèêó c < 1. Öå

äîâîäèòü, ùî ñóìà ðÿäó (5.77) ¹ ñêií÷åííîþ. ßêùî T > 1, òî ðÿä (5.77) òàêîæ

¹ çáiæíèì, îñêiëüêè ÷àñòêîâà ñóìà ïåðøèõ T − 1 ÷ëåíiâ öüîãî ðÿäó ñêií÷åíà.

Òàêèì ÷èíîì âèùå äîâåäåíî, ùî

∞∑
t=1

(∑
i 6=i

pti

)
=

∞∑
t=1

(
1− pti

)
<∞.

Áiëüøå òîãî, ïîñëiäîâíiñòü {pti}∞t=1 ¹ 1-çáiæíîþ, òîáòî
∏∞

t=0 p
t
i > 0.

Íàãàäà¹ìî, ùî çà òåîðåìîþ òèïó Äæåññåíà-Âiíòíåðà, ìiðè µ∞, ν∞ ¹ ÷è-

ñòî òî÷êîâèìè, ÿêùî

∞∏
k=1

max
i1...ik

µ∞
(
Ωi1...ik

)
> 0,

∞∏
k=1

max
i1...ik

ν∞
(
Ωi1...ik

)
> 0, (5.79)

äå ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè Ω]
i1...ik

çàìiñòü Ωi1...ik îñêiëüêè çàãàëîì µt(Ωi1...ik) 6=
µ∞(Ωi1...ik) òà ν

t(Ωi1...ik) 6= ν∞(Ωi1...ik).

Òåîðåìà 5.19. Ãðàíè÷íi ìiðè µ∞ òà ν∞, ïîáóäîâàíi âiäïîâiäíî äî ôîðìóë

(5.66)�(5.69) ¹ ÷èñòî òî÷êîâèìè, µ∞, ν∞ ∈ Mpp, ÿêùî iñíó¹ ¹äèíèé ðåãiîí

Ωi òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ (5.74) àáî (5.75).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî óìîâè (5.76) òà (5.79) åêâiâàëåíòíi. Òîìó äîâåäå-

ííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ëåìè 5.1.

Âèùå çíàéäåíî óìîâè äëÿ ïî÷àòêîâèõ ðîçïîäiëiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîí-

ôëiêòó ç ïðèòÿãàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ, ÿêi ãàðàíòóþòü âèíèêíåííÿ ÷èñòî òî-

÷êîâîãî ñïåêòðó â ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëàõ. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñòâåðäæó¹, ùî

ãîëîâíà óìîâà âèäó (5.79) ç òåîðåìè òèïó Äæåññåíà-Âiíòíåðà âèêîíó¹òüñÿ

òîäi, i òiëüêè òîäi, êîëè îáèäâà îïîíåíòè îáèðàþòü ñòðàòåãiþ íàéáëüøîãî

ïðèiîðiòåòó â äåÿêîìó ¹äèíîìó ðåãiîíi ωi, òîáòî ñòàðòîâi ðîçïîäiëè îïîíåíòiâ

ñêîíöåíòðîâàíi â ¹äèíié ëîêàëüíié îáëàñòi (äèâ. óìîâè (5.74), (5.75)).
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6 ÐIÂÍÎÂÀÆÍI ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ ÒÀ

ÇÀÄÀ×À ÌIÍIÌIÇÀÖI� ÅÍÅÐÃIÉ ÍÀ

ÊÎÍÄÅÍÑÀÒÎÐÀÕ Ç ÄÎÒÈ×ÍÈÌÈ

ÏËÀÑÒÈÍÀÌÈ

Âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ åíåðãié ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ äëÿ ÿäåð

α-Ðiññà κα(x, y) := |x − y|α−n, α ∈ (0, 2], íàä êëàñàìè çíàêîçìiííèõ ìið Ðà-

äîíà µ íà Rn, n > 3, àñîöiéîâàíèìè ç óçàãàëüíåíèì êîíäåíñàòîðîì A :=

(A1, A2), äå äîäàòíà ïëàñòèíà A1 � öå âiäíîñíî çàìêíåíà ïiäìíîæèíà (âiä-

êðèòî¨, çâ'ÿçíî¨) îáëàñòi D ⊂ Rn, à âiä'¹ìíà ïëàñòèíà A2 � äîïîâíåííÿ D

äî Rn, òîáòî A2 := Dc := Rn \ D. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè A1 òà A2 ìî-

æóòü äîòèêàòèñÿ îäíà äî iíøî¨ ïî ìíîæèíi Ω := A2 ∩ ClRnA1 ÿê çàâãîäíî

âåëèêî¨ (íàâiòü íåñêií÷åííî¨) ¹ìíîñòi,1 öiëêîì î÷iêóâàíèì ¹ ÿâèùå êîðîòêîãî

çàìèêàííÿ ìiæ ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíèìè ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà.2 Òèì íå

ìåíøå, çàäà÷à ìiíiìiçàöi¨ åíåðãié âèÿâëÿ¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíîþ (à êîðîòêå çàìèêà-

ííÿ � âiäñóòíiì), ÿêùî äîïóñòèìi ðîçïîäiëè çàäîâîëüíÿþòü âåðõíþ êðàéîâó

óìîâó µ+ 6 ξ, äå µ+ � äîäàòíà ÷àñòèíà ìiðè µ â ¨¨ êàíîíi÷íîìó ðîçêëà-

äi µ = µ+ − µ−, µ± > 0, à ξ � íàëåæíèì ÷èíîì âèçíà÷åíà ìàæîðàíòíà

ìiðà. Ïîêàçàíî íåïîêðàùóâàíiñòü äîñòàòíiõ óìîâ ðîçâ'ÿçíîñòi, âèäiëåíî õà-

ðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi åêñòðåìàëåé, äàíî îïèñ ¨õíiõ íîñi¨â òà ïîòåíöiàëiâ.

Ïðîâåäåíèé àíàëiç áàçó¹òüñÿ íà âñòàíîâëåíîìó òiñíîìó âçà¹ìîçâ'ÿçêó ìiæ, ç

îäíîãî áîêó, çàäà÷åþ ìiíiìiçàöi¨ α-ðiñcîâî¨ åíåðãi¨ íàä êëàñîì çíàêîçìiííèõ

ìið, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåíñàòîðîì (A1, A2), òà, ç iíøîãî áîêó, çàäà÷åþ ìiíi-

ìiçàöi¨ α-ãðiíîâî¨ åíåðãi¨ íàä êëàñîì äîäàòíèõ ìið Ðàäîíà, çîñåðåäæåíèõ íà

äîäàòíié ïëàñòèíiA1. Åôåêòèâíèé àíàëiç îñòàííüî¨  ðóíòó¹òüñÿ íà âñòàíîâëå-

íîìó ó çâiòíèé ïåðiîä ôàêòi óçãîäæåíîñòi α-ãðiíîâîãî ÿäðà (òåðìiíîëîãiÿ Ôó-

ãëåäå [81]), ùî çâîäèòüñÿ äî ïîâíîòè êîíóñà äîäàòíèõ ìið ó ñèëüíié α-ãðiíîâié

òîïîëîãi¨. Çãàäàíi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê âåêòîðíèõ ìið Ðàäîíà3

òà âèêëàäåíî â ðîáîòàõ [92], [95]� [103], [105,106,108,109,111,115,116,118,119].
1Íàïðèêëàä, âiäêðèòà êóëÿ A1 := {x : |x| < 1} òà ¨¨ äîïîâíåííÿ A2 := {x : |x| > 1} óòâîðþþòü

óçàãàëüíåíèé êîíäåíñàòîð A, äå ìíîæèíîþ äîòèêó Ω ñëóæèòü âñÿ ñôåðà {x : |x| = 1}. Äèâ. ïðèêëàä 6.3

íàëåæíî¨ ìàæîðàíòíî¨ ìiðè ξ, ùî ãàðàíòó¹ âiäñóòíiñòü êîðîòêîãî çàìèêàííÿ ìiæ A1 òà A2.
2Òàêà òåðìiíîëîãiÿ ç åëåêòðîñòàòèêè ¹ öiëêîì äîðå÷íîþ, îñêiëüêè ïðè n = 3 òà α = 2 âçà¹ìîäiÿ ìiæ

îäèíè÷íèìè ìiðàìè Äiðàêà εx òà εy â òî÷êàõ x, y ∈ R3 âèçíà÷à¹òüñÿ çàêîíîì Êóëîíà 1/|x− y|.
3Äëÿ ïðîñòîòè ôîðìóëþâàíü âñi âèêëàäêè çâiòó íàâåäåíî äëÿ ñêàëÿðíîãî âèïàäêó.
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6.1 Ïîçíà÷åííÿ, îçíà÷åííÿ, âiäîìi ôàêòè

6.1.1 Äî òåîði¨ ìið Ðàäîíà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði

Íàäàëi X ïîçíà÷à¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið, ùî çàäîâîëüíÿ¹ àêñi-

îìó âiääiëüíîñòi Õàóñäîðôà, M = M(X) � ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ äiéñíèõ ìið

Ðàäîíà µ íà X, óñòàòêîâàíèé (ñåïàðàáåëüíîþ) òîïîëîãi¹þ øèðîêî¨ (=ãðó-

áî¨) çáiæíîñòi, òîáòî òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà êëàñi C0(X) óñiõ

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ϕ : X → R ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, à M+ = M+(X) �

îïóêëèé, øèðîêî çàìêíåíèé êîíóñ óñiõ äîäàòíèõ µ ∈ M. Äëÿ íàøèõ öiëåé

äîñèòü ââàæàòè, ùî X çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi; ÿê ïîêàçàíî

â [121], òîäi øèðîêà òîïîëîãiÿ íà M çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi,

à òîìó ìîæå áóòè ïîâíiñòþ îïèñàíà â òåðìiíàõ çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (à íå

ôiëüòðiâ, ÿê öå áóëî á ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâiëüíîãî X). Íåõàé µ+ òà µ−

ïîçíà÷à¹ âiäïîâiäíî äîäàòíó òà âiä'¹ìíó ÷àñòèíè ìiðè µ â êàíîíi÷íîìó ðîç-

êëàäi Õàíà�Æîðäàíà, |µ| := µ+ + µ− � ¨¨ çàãàëüíó âàðiàöiþ, à S(µ) = SµX �

¨¨ íîñié. Ìiðà µ ∈M íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî |µ|(X) <∞. (Öi òà iíøi

ïîòðiáíi íàì ôàêòè òåîði¨ ìið Ðàäîíà òà iíòåãðóâàííÿ â X ìîæíà çíàéòè,

íàïðèêëàä, ó Áóðáàêi [73].)

Ìiðà µ ∈ M+ íàçèâà¹òüñÿ çîñåðåäæåíîþ íà ìíîæèíi Q ⊂ X, ÿêùî äî-

ïîâíåííÿì Qc := X \ Q ìîæíà ëîêàëüíî íåõòóâàòè; àáî åêâiâàëåíòíî, ÿêùî

Q ¹ µ-âèìiðíîþ i µ = µ|Q, äå µ|Q := 1Q · µ ïîçíà÷à¹ çâóæåííÿ ìiðè µ íà

Q [73, ðîçäië V.5.3]. (Òóò 1Q � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ äëÿ Q.) Êîíóñ óñiõ

µ ∈M+, çîñåðåäæåíèõ íà Q, ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì M+(Q;X).4 Òîäi äëÿ ïîâ-

íî¨ ìàñè ìiðè µ ∈ M+(Q;X) ìà¹ìî µ(X) = µ∗(Q), äå µ∗(·) � âíóòðiøíÿ

ìiðà ìíîæèíè. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî îñêiëüêè ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó

àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî âií ¹ ïðîñòîðîì êëàñó Kσ (äèâ. [75, ðîçäië IX.2, íà-

ñëiäîê äî òâåðäæåííÿ 16]), à îòæå µ íàëåæèòü äî M+(Q;X) òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè µ∗(Qc) = 0, äå µ∗(·) � çîâíiøíÿ ìiðà ìíîæèíè. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíî¨

ìiðè µ ∈M+ i êîæíî¨ µ-âèìiðíî¨ ìíîæèíè Q ìà¹ìî µ|Q ∈M+(Q;X).

Ïðèïóñòèìî íà õâèëèíêó, ùî ìíîæèíà Q ¹ ëîêàëüíî çàìêíåíîþ â X.

Çãiäíî ç [74, ðîçäië I.3], öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ Q iñíó¹ îêië V òî-

÷êè x â X òàêèé, ùî V ∩Q ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ïiäïðîñòîðó V ⊂ X.

Òîäi Q ¹ íåìèíó÷å óíiâåðñàëüíî âèìiðíîþ [74, ðîçäië I.3, òâåðäæåííÿ 5], à

òîìó M+(Q;X) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ çâóæåíü µ|Q, äå µ ïðîáiãà¹ ñóêóïíiñòü M+

4Çîêðåìà, ÿêùî ìíîæèíà Q çàìêíåíà, òî M+(Q;X) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ µ ∈M+ ç S(µ) ⊂ Q.
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óñiõ äîäàòíèõ ìið Ðàäîíà íà X. Ç iíøîãî áîêó, ëîêàëüíî çàìêíåíà ìíîæèíà

Q ñàìà ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X,

äèâ. [74, ðîçäië I.9, òâåðäæåííÿ 13]. Òîìó M+(Q;X) ìîæå òàêîæ òðàêòóâà-

òèñÿ ÿê êëàñ óñiõ òèõ ν ∈ M+(Q), äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ iñíó¹ ν̂ ∈ M+(X) ç

âëàñòèâiñòþ

ν̂(ϕ) =

∫
ϕ|Q dν äëÿ âñiõ ϕ ∈ C0(X). (6.1)

Ìè êàæåìî, ùî òàêà ν̂ ∈ M+(X) ïðîäîâæó¹ ïî÷àòêîâó ìiðó ν ∈ M+(Q)

íóëåì íàçîâíi Q äî âñüîãî X. Òàêå ïðîäîâæåííÿ iñíó¹, çîêðåìà, ÿêùî ìiðà

ν ∈M+(Q) ¹ îáìåæåíîþ, îäíà÷å öÿ äîñòàòíÿ óìîâà iñíóâàííÿ ïðîäîâæåííÿ

íå ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ.

6.1.2 Äî òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φ(Y ) ìíî-

æèíó âñiõ äîäàòíèõ íàïiâíåïåðåðâíèõ çíèçó ôóíêöié ψ : Y → [0,∞].

Ïiä ÿäðîì òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X íà-

äàëi ðîçóìi¹òüñÿ äîâiëüíà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ κ ∈ Φ(X×X). ßêùî µ, ν ∈M,

òî âçà¹ìíà åíåðãiÿ Eκ(µ, ν) òà ïîòåíöiàë κµ (âiäíîñíî ÿäðà κ) âèçíà÷àþòüñÿ

âiäïîâiäíî ðiâíîñòÿìè

Eκ(µ, ν) :=

∫
κ(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) òà κµ :=

∫
κ(·, y) dµ(y).

(Òóò i íàäàëi, ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ äëÿ ÷èñåëüíî¨ âåëè÷èíè, ìè çàâæäè ââà-

æà¹ìî òàêó âåëè÷èíó äîáðå âèçíà÷åíîþ � ÿê ñêií÷åííå ÷èñëî àáî ±∞.)

Çàóâàæèìî, ùî ïîòåíöiàë κµ, µ ∈M, ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì â x ∈ X, ÿêùî

âåëè÷èíà κµ+(x) àáî κµ−(x) ¹ ñêií÷åííîþ, i òîäi κµ(x) = κµ+(x) − κµ−(x).

Çîêðåìà, ÿêùî µ ∈M+, òî ïîòåíöiàë κµ ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì ñêðiçü íà X i ¹

ôóíêöi¹þ êëàñó Ψ(X). Àíàëîãi÷íî, âçà¹ìíà åíåðãiÿ Eκ(µ, ν) äëÿ µ, ν ∈ M ¹

äîáðå âèçíà÷åíîþ, ÿêùî Eκ(µ
+, ν+) +Eκ(µ

−, ν−) àáî Eκ(µ
+, ν−) +Eκ(µ

−, ν+)

ìà¹ ñêií÷åííå çíà÷åííÿ. Ïðè µ = ν, Eκ(µ) := Eκ(µ, µ) âèçíà÷à¹ åíåðãiþ ìiðè

µ. Íåõàé Eκ = Eκ(X) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ µ ∈M çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ Eκ(µ),

ùî åêâiâàëåíòíî (|µ| ⊗ |µ|)-iíòåãðîâíîñòi ôóíêöi¨ κ:

µ ∈ Eκ ⇐⇒ Eκ(|µ|) <∞. (6.2)

Ïîçíà÷èìî E+
κ = E+

κ (X) := Eκ ∩M+.
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Ââiâøè òåïåð â ðîçãëÿä çîâíiøí¹ ïîëå f : X → [−∞,∞], âèçíà÷èìî

(ïîêè ùî ôîðìàëüíî) f -âàãîâèé ïîòåíöiàë W µ
κ,f òà f -âàãîâó åíåðãiþ Gκ,f(µ)

ìiðè µ ∈ Eκ ðiâíîñòÿìè5

W µ
κ,f := κµ+ f, (6.3)

Gκ,f(µ) := Eκ(µ) + 2

∫
f dµ. (6.4)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Eκ,f = Eκ,f(X) êëàñ óñiõ µ ∈ Eκ çi ñêií÷åííèì iíòåãðàëîì

Ãàóññà Gκ,f(µ), ùî åêâiâàëåíòíî |µ|-iíòåãðîâíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ f .
Äëÿ äîâiëüíèõ Q ⊂ X i q ∈ (0,∞) ïîçíà÷èìî

E+
κ (Q;X) := Eκ ∩M+(Q;X),

M+(Q, q;X) :=
{
µ ∈M+(Q;X) : µ(Q) = q

}
,

E+
κ (Q, q;X) := Eκ ∩M+(Q, q;X).

Âíóòðiøíÿ ¹ìíiñòü ìíîæèíè Q âiäíîñíî ÿäðà κ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ (äèâ.

[81])

cκ(Q) :=
[

inf
µ∈E+

κ (Q,1;X)
Eκ(µ)

]−1
.

Êàæóòü, ùî òâåðäæåííÿ T (x), x ∈ X, âèêîíó¹òüñÿ cκ-ïðèáëèçíî âñþäè (cκ-

ïð. âñ.) íà ìíîæèíi Q, ÿêùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ âñþäè íà Q çà ìîæëèâèì âèíÿ-

òêîì ¨¨ ïiäìíîæèíè íóëüîâî¨ âíóòðiøíüî¨ ¹ìíîñòi. Ìiðà µ ∈M+ íàçèâà¹òüñÿ

cκ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ, ÿêùî µ|K = 0 äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè

K ⊂ X ç cκ(K) = 0. Óñi ìiðè êëàñó E+
κ ¹ cκ-àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè, àëå íå

íàâïàêè.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè ÿäðî κ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíèì, ùî îçíà÷à¹

âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ òðüîõ óìîâ: (a) κ(x, y) = κ(y, x) äëÿ âñiõ x, y ∈ X; (b)

Eκ(µ) > 0 äëÿ âñiõ µ ∈M, � çâiñíî, ÿêùî çíà÷åííÿEκ(µ) ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì;

(c) Eκ(µ) = 0 ⇐⇒ µ = 0. Òîäi ìíîæèíà Eκ óòâîðþ¹ ïåðåäãiëüáåðòîâèé

ïðîñòið ç (åíåðãåòè÷íèìè) ñêàëÿðíèì äîáóòêîì 〈µ, ν〉κ := Eκ(µ, ν) òà íîðìîþ

‖µ‖κ :=
√
Eκ(ν) (äèâ. [81]). (Ñåïàðàáåëüíà) òîïîëîãiÿ íà Eκ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

íîðìîþ ‖ · ‖κ, íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíîþ.

Îçíà÷åííÿ 6.1 (äèâ. Fuglede [81]). (Ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíå) ÿäðî κ íà-

çèâà¹òüñÿ äîâåðøåíèì, ÿêùî çàäîâîëüíÿþòüñÿ íàñòóïíi äâi óìîâè:

(P1) Êîíóñ E+
κ ¹ ïîâíèì â iíäóêîâàíié ñèëüíié òîïîëîãi¨.

5f -âàãîâà åíåðãiÿ Gκ,f (µ) âiäîìà â ëiòåðàòóði òàêîæ ÿê iíòåãðàë Ãàóññà (äèâ., íàïðèêëàä, [84,85]), ùî

îáóìîâëåíî äîñëiäæåííÿì öüîãî ôóíêöiîíàëó â ïiîíåðñüêié ðîáîòi Ãàóññà [82].
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(P2) Ñèëüíà òîïîëîãiÿ íà E+
κ ñèëüíiøà âiä iíäóêîâàíî¨ øèðîêî¨ òîïîëîãi¨ íà

E+
κ .

Ïðèêëàä 6.1. Íüþòîíîâå ÿäðî κ2(x, y) := |x − y|2−n òà, áiëüø çàãàëüíî, α-

ðiññîâå ÿäðî κα(x, y) := |x−y|α−n ïîðÿäêó α ∈ (0, n) íà Rn, n > 3, ¹ äîâåðøå-

íèì (äèâ. [76,77]). Óçàãàëüíåíå (2-)ãðiíîâå ÿäðî íà ïëîñêié ãðiíîâié ìíîæèíi

¹ ñòðîãî ïîçèòèâíî âèçíà÷åíèì [79, ðîçäië I.XIII.7] òà äîâåðøåíèì [80]. Ëîãà-

ðèôìi÷íå ÿäðî − log |x− y| íà çàìêíåíîìó äèñêó â R2 ðàäióñà < 1 ¹ ñòðîãî

ïîçèòèâíî âèçíà÷åíèì òà çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà [84, òå-

îðåìè 1.6, 1.16], à îòæå ¹ äîâåðøåíèì âíàñëiäîê òåîðåìè 3.4.2 ç [81]. Íàðåøòi,

ó çâiòíèé ïåðiîä áóëà äîâåäåíà òåîðåìà ïðî äîâåðøåíiñòü α-ãðiíîâîãî ÿäðà

ïîðÿäêó 0 < α 6 2 íà äîâiëüíié îáëàñòi â Rn, n > 3 (äèâ. ðîçäië 6.2 íèæ÷å).

Çàóâàæåííÿ 6.1. ßê âèäíî ç îçíà÷åííÿ 6.1, ïîíÿòòÿ äîâåðøåíèõ ÿäåð ¹ åôå-

êòèâíèì çàñîáîì äîñëiäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä

êëàñàìè äîäàòíèõ ìið Ðàäîíà. Äiéñíî, òåîðiÿ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé äîâiëüíèõ

ìíîæèí ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði áóëà ïîáóäîâàíà B. Fuglede [81]

ñàìå äëÿ öèõ ÿäåð. Öÿ òåîðiÿ óçàãàëüíþ¹ òà ðîçâèâà¹ âiäïîâiäíó êëàñè÷íó

òåîðiþ H. Cartan [76] äëÿ ÿäðà Íüþòîíà â Rn, n > 3.

Çàóâàæåííÿ 6.2. Ïiçíiøå Í.Â. Çîðié áóëî ïîêàçàíî, ùî êîíöåïöiÿ äîâåðøå-

íèõ ÿäåð ¹ òàêîæ åôåêòèâíîþ â äîñëiäæåííi çàäà÷ ìiíiìiçàöi¨ åíåðãié íàä

êëàñîì âåêòîðíèõ ìið Ðàäîíà ñêií÷åííî¨ ÷è íåñêií÷åííî¨ ðîçìiðíîñòi, àñîöiéî-

âàíèõ ç ñòàíäàðòíèì êîíäåíñàòîðîì, ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíi ïëàñòèíè ÿêîãî

íå ïåðåòèíàþòüñÿ, äèâ. [88]� [91]. Ïiäõiä, ðîçâèíåíèé â [88]� [91],  ðóíòó¹òüñÿ

íà óìîâi îáìåæåíîñòi ÿäðà íà äåêàðòîâîìó äîáóòêó ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíèõ

ïëàñòèí êîíäåíñàòîðà, ÿêà äîçâîëèëà óçàãàëüíèòè äîâåäåííÿ Êàðòàíà [76]

ñèëüíî¨ ïîâíîòè êîíóñà E+
κ2

(Rn) óñiõ äîäàòíèõ ìið íà Rn çi ñêií÷åííîþ íüþ-

òîíîâîþ åíåðãi¹þ íà âèïàäîê äîâiëüíîãî äîâåðøåíîãî ÿäðà κ íà äîâiëüíîìó

ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X òà íàëåæíèõ êëàñiâ çíàêîçìiííèõ ìið

µ ∈ Eκ(X). Íàãàäà¹ìî, ùî íàâiòü ó êëàñè÷íîìó íüþòîíîâîìó âèïàäêó ïðî-

ñòið Eκ2
(Rn) óñiõ ìið íà Rn çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ âæå íå ¹ ñèëüíî ïîâíèì,

äèâ. [84, òåîðåìà 1.19], òîìó çãàäàíà óìîâà îáìåæåíîñòi ÿäðà íà äåêàðòîâîìó

äîáóòêó ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíèõ ïëàñòèí êîíäåíñàòîðà ¹ iñòîòíîþ äëÿ ïiä-

õîäó, ðîçâèíåíîãî â [88]� [91]. Íàðåøòi çàóâàæèìî, ùî äîñëiäæåííÿ Í.Â. Çî-

ðié ó çâiòíèé ïåðiîä ñòîñóþòüñÿ ÿêðàç âèïàäêó, êîëè öÿ óìîâà îáìåæåíîñòi

íå âèêîíó¹òüñÿ, à îòæå ìåòîäè, ðîçðîáëåíi â [88]� [91], âæå íå ¹ åôåêòèâíèìè.
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6.2 Òåîðiÿ α-ãðiíîâèõ ïîòåíöiàëiâ òà α-ðiññîâîãî âèìiòà-

ííÿ

Çàôiêñó¹ìî n > 3, n ∈ N, α ∈ (0, 2] òà îáëàñòüD ⊂ Rn òàêó, ùî cκα(D
c) >

0. Âñþäè â ðîçäiëàõ 6.2 òà 6.3 â ðîëi ÿäðà κ íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði

X âèñòóïà¹ àáî α-ðiññîâå ÿäðî κα íà X = Rn, àáî æ α-ãðiíîâå ÿäðî g = gαD
íà X = D (ùîäî îçíà÷åííÿ ÿäðà gαD, äèâ. [84, ðîçäië IV.5], ðîáîòè [95, 105]

çà çâiòíèé ïåðiîä, à òàêîæ òåêñò çâiòó íèæ÷å). Áóäåìî ïèñàòè α çàìiñòü κα,

êîëè κα ñëóæèòü iíäåêñîì, i áóäåìî ïèñàòè `ïð. âñ.' çàìiñòü `cα-ïð. âñ.', ÿêùî

öå íå ìîæå ïðèâåñòè äî äâîÿêèõ òëóìà÷åíü.

Ãîâîðÿ÷è ïðî ìiðó µ êëàñó M+(Rn), áóäåìî çàâæäè ââàæàòè ¨¨ ïîòåíöi-

àë καµ íå ðiâíèì òîòîæíî +∞. Öå ðiâíîñèëüíî âèêîíàííþ óìîâè (äèâ. [84,

(1.3.10)]) ∫
|y|>1

dµ(y)

|y|n−α
<∞, (6.5)

i òîäi ïîòåíöiàë καµ ¹ íàñïðàâäi ñêií÷åííèì (cα-)ïð. âñ. íà Rn (äèâ. [84, ðîç-

äië III.1]).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M̆(D) êëàñ óñiõ ν ∈M(D), äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ iñíóþòü

ν̂+ òà ν̂−, ùî çàäîâîëüíÿþòü (6.5) òà ïðîäîâæóþòü ν+ i, âiäïîâiäíî, ν− íóëåì

íàçîâíi D äî âñüîãî Rn, äèâ. (6.1). Òàì, äå öå íå ìîæå âèêëèêàòè äâîÿêèõ

òëóìà÷åíü, ìiðà ν ∈ M̆(D) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ¨¨ ïðîäîâæåííÿì ν̂ := ν̂+ − ν̂−:

ν = ν̂.

Êëàñ M̆(D) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ çâóæåíü µ|D, äå µ ïðîáiãà¹ M(Rn). Çîêðåìà,

óñi îáìåæåíi ìiðè ν ∈M(D) âõîäÿòü â M̆(D). Òàêîæ çàóâàæèìî ðiâíiñòü

M̆+(D) = M+(D;Rn),

äå M̆+(D) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ äîäàòíèõ ìið êëàñó M̆(D).

α-ãðiíîâå ÿäðî g = gαD íà îáëàñòi D âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (äèâ. [72,84,

105])

gαD(x, y) = καεy(x)− καεD
c

y (x) äëÿ âñiõ x, y ∈ D, (6.6)

äå εD
c

y � α-ðiññîâå âèìiòàííÿ ìiðè Äiðàêà εy íà ìíîæèíó Dc. (Ùîäî α-

ðiññîâîãî âèìiòàííÿ, äèâ. [72, 84], à òàêîæ âèêîíàíi ó çâiòíèé ïåðiîä ðîáîòè

[105,116,117,119�121].)

Ãîâîðÿ÷è ïðî α-ðiññîâå âèìiòàííÿ ìiðè µ ∈ M+(D;Rn) íà Dc, áóäåìî

ñêîðî÷åíî ïèñàòè µ′ := µD
c

. Çãiäíî ç [105, Corollaries 3.19, 3.20], âèìiòàííÿ
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µ′ � ¹äèíà cα-àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ìiðà êëàñó M+(Dc;Rn), ùî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè

καµ
′ = καµ ïð. âñ. íà Dc, (6.7)

καµ
′ 6 καµ âñþäè íà Rn.

Öå òâåðäæåííÿ ìîæå, î÷åâèäíî, ñëóãóâàòè îäíèì ç (åêâiâàëåíòíèõ) âèçíà÷åíü

âèìiòàííÿ µ′. ßêùî æ ìiðà µ ìà¹ ñêií÷åííó α-ðiññîâó åíåðãiþ, òî µ′ � ñóòü

îðòîãîíàëüíà ïðîåêöiÿ µ â ïåðåäãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði Eα(Rn) íà îïóêëèé

êîíóñ E+
α (Dc;Rn):

‖µ− µ′‖α < ‖µ− ν‖α äëÿ âñiõ ν ∈ E+
α (Dc;Rn), ν 6= µ′.

Êîðèñíèì ¹ íàñòóïíå iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ âèìiòàííÿ µ′:

µ′ =

∫
ε′y dµ(y) (6.8)

(äèâ. [105, Theorem 3.17] àáî, áiëüø çàãàëüíî, [121, Theorem 5.1]).

Âiäñèëàþ÷è äî [105,117,119,120] çà âèçíà÷åííÿì òà äåòàëüíèì àíàëiçîì

α-ðiññîâîãî âèìiòàííÿ µQ äîâiëüíî¨ ìiðè µ ∈ M+(Rn) íà äîâiëüíó ìíîæèíó

Q ⊂ Rn, îáìåæèìîñÿ òóò ôîðìóëþâàííÿì íàñòóïíèõ òåîðåì, êëþ÷îâèõ äëÿ

çàäà÷ òåîði¨ êîíäåíñàòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 6.2. Çàìêíåíà ìíîæèíà Q ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ α-òîíêîþ íà íå-

ñêií÷åííîñòi , ÿêùî Q ¹ êîìïàêòíîþ â Rn, àáî æ ÿêùî x = 0 ¹ α-iððåãó-

ëÿðíîþ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ äëÿ iíâåðñi¨ Q âiäíîñíî ñôåðè ç öåíòðîì â x = 0.

(Òóò α-iððåãóëÿðíiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîìèì êðèòåði¹ì Âiíåðà � äèâ., íàïðè-

êëàä, [84].)

Çàóâàæåííÿ 6.3. Ìíîæèíà Q, ÿêà ¹ α-íåòîíêîþ íà íåñêií÷åííîñòi, ìà¹ íå-

ñêií÷åííó α-ðiññîâó ¹ìíiñòü. Îáåðíåíå äî öüîãî òâåðäæåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Äèâ. [119, Remark 2.4] àáî [121, Section 2]; äëÿ iëëþñòðàöi¨, äèâ. âèíîñêó 7 äî

ïðèêëàäó 6.2 íèæ÷å ïî òåêñòó.

Òåîðåìà 6.1 (äèâ. [117, Theorems 8.6, 8.7]). Dc ¹ α-òîíêîþ íà íåñêií÷åí-

íîñòi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨ íåíóëüîâî¨ îáìåæåíî¨ ìiðè µ ∈
M+(D) âèêîíó¹òüñÿ6

µ′(Rn) < µ(Rn).
6Âçàãàëi êàæó÷è, µ′(Rn) 6 µ(Rn) (äèâ. [105, Theorem 3.11]).
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Ïðèêëàä 6.2. Íåõàé n = 3 i α = 2. Ðîçãëÿíåìî òiëî îáåðòàííÿ

Q% :=
{
x ∈ R3 : 0 6 x1 <∞, x2

2 + x2
3 6 %2(x1)

}
,

äå % âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîþ ç íàñòóïíèõ ôîðìóë:

%(x1) = x−s1 ïðè s ∈ [0,∞), (6.9)

%(x1) = exp(−xs1) ïðè s ∈ (0, 1], (6.10)

%(x1) = exp(−xs1) ïðè s ∈ (1,∞). (6.11)

Ìíîæèíà Q% ¹ 2-íåòîíêîþ íà íåñêií÷åííîñòi, ÿêùî % âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(6.9), àëå âîíà áóäå 2-òîíêîþ íà íåñêií÷åííîñòi ó iíøèõ äâîõ âèïàäêàõ.7 Îòæå,

âíàñëiäîê òåîðåìè 6.1 äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨, äîäàòíî¨, íåíóëüîâî¨ ìiðè µ,

çîñåðåäæåíî¨ íà R3 \ Q%, ìà¹ìî µ′(Rn) = µ(Rn) ïðè óìîâi (6.9), àëå âæå

µ′(Rn) < µ(Rn) â iíøèõ äâîõ âèïàäêàõ.

Íàñòóïíà òåîðåìà 6.2 áóëà ðàíiøå âiäîìîþ ëèøå â êëàñè÷íîìó íüþòî-

íîâîìó âèïàäêó α = 2 (äèâ. [68, Theorem 5.1.11] òà [79, Section I.V.10]).

Òåîðåìà 6.2 (äèâ. [105, Theorem 4.6]). α-ãðiíîâå ÿäðî g = gαD çàäîâîëü-

íÿ¹ ïîâíîìó ïðèíöèïó ìàêñèìóìà. À ñàìå, äëÿ äîâiëüíèõ µ ∈ E+
g (D), ν ∈

M̆+(D) òà q ∈ [0,∞) òàêèõ, ùî

gµ 6 gν + q µ-ìàéæå âñþäè íà D,

öÿ æ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ âñþäè íà D.

Òåîðåìà 6.3 (äèâ. [105, Theorems 4.9, 4.11]). ßäðî g = gαD ¹ ñòðîãî äîäàòíî

âèçíà÷åíèì. Êðiì òîãî, âîíî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (P1) òà (P2), à îòæå ¹

äîâåðøåíèì.

Çàóâàæåííÿ 6.4. Òåîðåìà 6.3 ïðî äîâåðøåíiñòü α-ãðiíîâîãî ÿäðà gαD ïðè D 6=
Rn, n > 3, ¹ íîâîþ íàâiòü â êëàñè÷íîìó íüþòîíîâîìó âèïàäêó α = 2. (Äî-

âåðøåíiñòü (2-)ãðiíîâîãî ÿäðà äëÿ ïëîñêî¨ ãðiíîâî¨ îáëàñòi D ⊂ R2, D 6= R2,

äîâåäåíà R. Edwards [80].) ßêùî æ D = Rn, n > 3, òî òåîðåìà 6.3 çâîäèòüñÿ

äî òâåðäæåííÿ ïðî äîâåðøåíiñòü α-ðiññîâîãî ÿäðà, äîâåäåíîãî H. Cartan [76]

ïðè α = 2 òà J. Deny [77] ïðè α ∈ (0, 2).

Êîìáiíóþ÷è òåîðåìè 6.2 òà 6.3 ç [81, Theorem 4.1], îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé

ðåçóëüòàò ïðî iñíóâàííÿ α-ãðiíîâî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè γF äëÿ êîæíî¨ âiäíîñíî

çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊂ D ç cg(F ) < ∞; äèâ. òàêîæ [116, Theorem 9.1], äå

äà¹òüñÿ îïèñ ¨¨ íîñiÿ SγFD .
7Ïðè öüîìó c2(Q%) =∞, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ (6.10), îäíàê c2(Q%) <∞ ïðè óìîâi (6.11).
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Òåîðåìà 6.4 (äèâ. [116, Theorem 3.2]). Äëÿ äîâiëüíî¨ âiäíîñíî çàìêíåíî¨

ìíîæèíè F ⊂ D ç cg(F ) < ∞ iñíó¹ ¹äèíà α-ãðiíîâà ðiâíîâàæíà ìiðà γ =

γF,g ∈ E+
g (D) ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:8

Eg(γ) = γ(D) = cg(F ),

gγ = 1 (cg-)ïð. âñ. íà F, (6.12)

gγ 6 1 âñþäè íà D.

Öÿ ìiðà γ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ åíåðãi¨ Eg(ν) íàä êëàñîì ΓF óñiõ

(çíàêîçìiííèõ ) ìið ν ∈ Eg(D) ç âëàñòèâiñòþ gν > 1 (cg-)ïð. âñ. íà F ,

òîáòî ìà¹ìî

cg(F ) = ‖γ‖2
g = min

ν∈ΓF
‖ν‖2

g.

Ñïiââiäíîøåííÿ (6.12) ìîæå áóòè ïîñèëåíå íàñòóïíèì ÷èíîì:

gγ = 1 âñþäè íà F \ IF,α,

äå IF,α ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó âñiõ α-iððåãóëÿðíèõ òî÷îê x ∈ F .

Çàôiêñó¹ìî ν ∈ M̆(D). Iíòåãðóþ÷è (6.6) âiäíîñíî ν±, ç äîïîìîãîþ ôîð-

ìóëè (6.8) òà òâåðäæåííÿ 1 ç [73, ðîçäië V.3] îòðèìà¹ìî

gν = καν − καν ′ ïð. âñ. íà D, (6.13)

äå καν òà καν ′ ïðèéìàþòü ñêií÷åííi çíà÷åííÿ ïð. âñ. íàRn âíàñëiäîê çàãàëüíî¨

óìîâè (6.5). Ùîäî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ α-ãðiíîâîþ òà α-ðiññîâîþ åíåðãiÿìè,

äèâ. ëåìè 6.1 i 6.2.

Ëåìà 6.1 (äèâ. [119, Lemma 2.7]). ßêùî ìiðà ν ∈ M̆(D) îáìåæåíà i çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó

inf
x∈SνD, z∈Dc

|x− z| > 0, (6.14)

òî ¨¨ α-ãðiíîâà òà α-ðiññîâà åíåðãi¨ ¹ îäíî÷àñíî ñêií÷åííèìè àáî æ íåñêií-

÷åííèìè.

Çàóâàæåííÿ 6.5. Óìîâà (6.14) ¹ iñòîòíîþ äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi ëåìè 6.1. Äié-

ñíî, â çâiòíèé ïåðiîä áóëî ïîáóäîâàíî ïðèêëàä îáëàñòi D â R3 òà îáìåæå-

íî¨ ìiðè ν0 ∈ M+(D) òàêèõ, ùî Eg2
D
(ν0) < ∞, àëå ïðè öüîìó E2(ν0) = ∞

8Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè Q ⊂ D âèêîíó¹òüñÿ (äèâ. [92, Lemma 2.6])

cg(Q) = 0 ⇐⇒ cα(Q) = 0,

à òîìó âèñëîâëþâàííÿ `cg-ïð. âñ. íà Q' òà `(cα-)ïð. âñ. íà Q' ðiâíîñèëüíi. Àíàëîãi÷íî, cg-àáñîëþòíà íåïå-

ðåðâíiñòü ìiðè µ ∈ M̆+(D) ðiâíîñèëüíà ¨¨ cα-àáñîëþòíié íåïåðåðâíîñòi.
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(äèâ. [109, Example 10.1]). Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî ñòàíäàðòíå îçíà÷åííÿ

íüþòîíîâî¨ åíåðãi¨ çíàêîçìiííî¨ ìiðè ¹ çàíàäòî îáòÿæëèâèì äëÿ ïîáóäîâè

òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðiâ, ùî ñïîíóêàëî íàñ äî ââåäåííÿ â àíàëiç

àëüòåðíàòèâíî¨ êîíöåïöi¨ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨ (äèâ. ðîçäië 7).

Ëåìà 6.2 (äèâ. [109, Lemma 3.5]). Äëÿ êîæíî¨ ìiðè µ ∈ M̆(D) ç Eα(µ) <∞
ìà¹ìî

‖µ‖2
g = ‖µ− µ′‖2

α = ‖µ‖2
α − ‖µ′‖2

α.

6.3 Âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà â ìàæîðàíòíié ïîñòàíîâöi

6.3.1 Ìîòèâàöiÿ

Ìè ïðîäîâæó¹ìî ïðàöþâàòè â ïðèïóùåííÿõ òà ïîçíà÷åííÿõ ðîçäiëó 6.2.

ßê i íà ïî÷àòêó ðîçäiëó 6, ïiä (óçàãàëüíåíèì) êîíäåíñàòîðîì A â Rn, n > 3,

ðîçóìi¹òüñÿ ïàðà (A1, A2), äå A1 � âiäíîñíî çàìêíåíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi

D ⊂ Rn, à A2 := Dc. Óçàãàëüíåíèé êîíäåíñàòîð A íàçâåìî ñòàíäàðòíèì,

ÿêùî âèêîíàíà óìîâà âiääiëüíîñòi

dist (A1, A2) := inf
(x,y)∈A1×A2

|x− y| > 0. (6.15)

Âñþäè, äå íå îãîâîðåíî iíøå, A � óçàãàëüíåíèé êîíäåíñàòîð. Òîäi A2 ∩
ClRnA1 ìîæå ìàòè íåíóëüîâó α-ðiññîâó ¹ìíiñòü (òóò α ∈ (0, 2] ôiêñîâàíå), i

íàâiòü ñïiâïàäàòè ç óñiì ∂D = ∂RnD. Ùîá óíèêíóòè òðèâiàëüíîãî âèïàäêó,

âñþäè äàëi òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî

cα(Ai) > 0 äëÿ i = 1, 2. (6.16)

Íåõàé M(A;Rn) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ µ ∈ M(Rn) òàêèõ, ùî µ+ òà µ− çî-

ñåðåäæåíi íà A1 òà A2, âiäïîâiäíî, i íåõàé Eα(A;Rn) := M(A;Rn) ∩ Eα(Rn).

Ïîçíà÷èìî

M(A,1;Rn) :=
{
µ ∈M(A;Rn) : |µ|(Ai) = 1 äëÿ i = 1, 2

}
, (6.17)

Eα(A,1;Rn) := M(A,1;Rn) ∩ Eα(Rn). (6.18)

Â ñèëó (6.16) êëàñ Eα(A,1;Rn) íåïîðîæíié (äèâ. [81, Lemma 2.3.1]), i òîìó

ìà¹ ñåíñ çàäà÷à ïðî iñíóâàííÿ ìiðè λA,α ∈ Eα(A,1;Rn) ç ìiíiìàëüíîþ â öüîìó

êëàñi åíåðãi¹þ:

‖λA,α‖2
α = wα(A,1) := inf

µ∈Eα(A,1;Rn)
‖µ‖2

α. (6.19)
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Äëÿ ñòàíäàðòíîãî êîíäåíñàòîðà âàðiàöiéíó çàäà÷ó (6.19) âäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàòè

â ðàìêàõ ïiäõîäó, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà òåîðåìi ïðî ñèëüíó ïîâíîòó êîíóñà ìið

Eα(A,61;Rn) :=
{
µ ∈ Eα(A;Rn) : |µ|(Ai) 6 1 äëÿ i = 1, 2

}
(äèâ. çàóâàæåííÿ 6.2). Çîêðåìà, ðîçâ'ÿçîê λA,α çàäà÷i (6.19) iñíó¹, ÿêùî ìíî-

æèíà A2 ¹ α-íåòîíêîþ íà íåñêií÷åííîñòi, à cα(A1) < ∞. Íàñòóïíà òåîðåìà

ïîêàçó¹, ùî âñå öå âòðà÷à¹ ñèëó, ÿêùî óìîâà âiääiëüíîñòi (6.15) íå âèêîíó¹-

òüñÿ.

Òåîðåìà 6.5 (äèâ. [109, Theorem 4.3]). Íåõàé ìíîæèíà A2 ¹ α-íåòîíêîþ

íà íåñêií÷åííîñòi i íåõàé cg(A1) =∞, äå g := gαD. Òîäi

wα(A,1) =
[
cg(A1)

]−1
= 0, (6.20)

à îòæå, wα(A,1) íå ìîæå áóòè àêòóàëüíèì ìiíiìóìîì.

Äiéñíî, ó âêàçàíèõ óìîâàõ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìið νk ∈ E+
g (A1, 1;D) ç

êîìïàêòíèìè íîñiÿìè SνkD i òàêèõ, ùî Eg(νk) → 0 (k → ∞). Çàñòîñîâóþ÷è

òåîðåìó 6.1 i ëåìè 6.1 òà 6.2, ìà¹ìî νk − ν ′k ∈ Eα(A,1;Rn) i Eα(νk − ν ′k) =

Eg(νk), çâiäêè åëåìåíòàðíî âèïëèâà¹ (6.20).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðìiíîëîãiþ ç åëåêòðîñòàòèêè (ùî ìîæëèâî ïðè α = 2

òà n = 3), ñêàæåìî, ùî â ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè 6.5 ìà¹ ìiñöå åëåêòðè÷íèé

ðîçðÿä ìiæ ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíèìè ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà. Âèíèêà¹

íàñòóïíå ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÿêi äîäàòêîâi óìîâè, íàêëàäåíi íà äîïóñòèìi

ðîçïîäiëè çàðÿäiâ, ìîãëè á çàïîáiãòè âèíèêíåííþ öüîãî ÿâèùà?

6.3.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Â ðîçäiëàõ 6.3.2�6.3.4 çàâæäè ââàæà¹ìî, ùî ìíîæèíà A2 α-íåòîíêà íà

íåñêií÷åííîñòi, à çîâíiøí¹ ïîëå f (äèâ. ðîçäië 6.1.2) çàäîâîëüíÿ¹ îäíó ç íà-

ñòóïíèõ óìîâ:

(F1) f ∈ Ψ(Rn) i, äîäàòêîâî,

f = 0 ïð. âñ. íà A2; (6.21)

(F2) f = κα(ζ − ζ ′), äå ζ íàëåæèòü êëàñó M̆+(D) i ìà¹ ñêií÷åííó α-ðiññîâó

åíåðãiþ.
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Çàóâàæèìî, ùî ðiâíiñòü (6.21) ìà¹ ìiñöå òàêîæ ïðè óìîâi (F1), äèâ. (6.7). À

îñêiëüêè ìíîæèíîþ ç íóëüîâîþ ¹ìíiñòþ ìîæíà çàâæäè íåõòóâàòè ïðè iíòå-

ãðóâàííi âiäíîñíî ìiðè çi ñêií÷åííîþ α-ðiññîâîþ åíåðãi¹þ [81, Lemma 2.3.1],

f -âàãîâà α-ðiññîâà åíåðãiÿ Gα,f(µ) ìiðè µ ∈ Eα(A;Rn) ïðèéìà¹ âèãëÿä

Gα,f(µ) := ‖µ‖2
α + 2

∫
f dµ = ‖µ‖2

α + 2

∫
f dµ+,

äèâ. (6.4). Îòæå,

Gα,f(µ) > −M > −∞ äëÿ âñiõ µ ∈ Eα(A;Rn), (6.22)

ùî î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ ïðè óìîâi (F1), à ïðè óìîâi (F2) âèïëèâà¹ ç ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

∞ > Gα,f(µ) = ‖µ‖2
α + 2Eα(ζ − ζ ′, µ)

= ‖µ+ ζ − ζ ′‖2
α − ‖ζ − ζ ′‖2

α > −‖ζ − ζ ′‖2
α > −∞.

Ïiä ìàæîðàíòîþ äëÿ ìið êëàñó M+(A1, 1;Rn) ðîçóìi¹ìî äîâiëüíó ìi-

ðó ξ ∈ E+
α (A1;Rn) ç ξ(A1) > 1. Ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ìàæîðàíò ïîçíà÷èìî

ñèìâîëîì C(A1;Rn). Ïîçíà÷èìî

Eξα(A,1;Rn) :=
{
µ ∈ Eα(A,1;Rn) : µ+ 6 ξ

}
,

äå µ+ 6 ξ îçíà÷à¹, ùî ξ − µ+ > 0. ßêùî

Eξα,f(A,1;Rn) := Eξα(A,1;Rn) ∩ Eα,f(Rn) 6= ∅

(ùîäî âèçíà÷åííÿ êëàñó Eα,f(Rn), äèâ. ðîçäië 6.1.2), àáî, ðiâíîñèëüíî, ÿêùî9

Gξ
α,f(A,1;Rn) := inf

µ∈Eξα,f (A,1;Rn)
Gα,f(µ) <∞, (6.23)

òîäi ìà¹ ñåíñ âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà â íàñòóïíié ìàæîðàíòíié ïîñòàíîâöi.

Çàäà÷à 1. ×è iñíó¹ λξA ∈ E
ξ
α,f(A,1;Rn) ç Gα,f(λ

ξ
A) = Gξ

α,f(A,1;Rn)?

Óìîâè, ùî çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ (6.23), íàäàþòüñÿ íàñòóïíîþ ëåìîþ 6.3.

Ëåìà 6.3 ( [109, Lemma 4.5]). Íåðiâíiñòü (6.23) âèêîíó¹òüñÿ ïðè óìîâi (F2),

àáî æ ÿêùî

ξ(A◦1) > 1, (6.24)

äå A◦1 :=
{
x ∈ A1 : |f(x)| <∞

}
.

9Ïðè óìîâi (6.23) âåëè÷èíà Gξα,f (A,1;Rn) ¹ íàñïðàâäi ñêií÷åííîþ, äèâ. (6.22).
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Ëåìà 6.4 ( [109, Lemma 4.6]). Ðîçâ'ÿçîê λξA çàäà÷i 1 ¹ ¹äèíèì (ÿêùî âií

iñíó¹).

Öå äîâîäèòüñÿ ñòàíäàðòíèì ìåòîäîì, ùî áàçó¹òüñÿ íà îïóêëîñòi êëàñó

äîïóñòèìèõ ìið Eξα,f(A,1;Rn), ñêií÷åííîñòi Gξ
α,f(A,1;Rn) (äèâ. âèíîñêó 9),

ïðàâèëi ïàðàëåëîãðàìà â ïåðåäãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði Eα(Rn) òà ñòðîãié äî-

äàòíié âèçíà÷åíîñòi ÿäðà Ðiññà.

Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó λξA çàäà÷i 1 íàâåäåíî â

ðîçäiëi 6.3.4 (äèâ. òåîðåìè 6.7 òà 6.8). Òàì ñàìî äàíî ïîâíèé îïèñ éîãî f -âàãî-

âîãî ïîòåíöiàëóW λ
α,f òà íîñiÿ S(λξA) (äèâ. òåîðåìè 6.10�6.12). (Ó íàøîìó çâiòi

ìè îáìåæèìîñÿ çãàäàíèìè ôîðìóëþâàííÿìè, âiäñèëàþ÷è äî [99,111,112,116,

118,119] çà iíøèìè ðåçóëüòàòàìè ç öèõ ïèòàíü.)

6.3.3 Çâåäåííÿ çàäà÷i 1 äî α-ãðiíîâî¨ çàäà÷i Ãàóññà íà äîäàòíèõ

ìiðàõ

Òóò i â íàñòóïíîìó ðîçäiëi 6.3.4 ìè çáåðiãà¹ìî âñi óìîâè íà A, f òà ξ,

ñôîðìóëüîâàíi â ðîçäiëàõ 6.3.1 òà 6.3.2. Çàóâàæèâøè, ùî ìàæîðàíòà ξ ¹, ïî

ñóòi, ìiðîþ êëàñó M̆+(D), çîñåðåäæåíîþ íà A1, ïîçíà÷èìî

Eξg (A1, 1;D) :=
{
µ ∈ E+

g (A1, 1;D) : µ 6 ξ
}
.

Íåõàé Eξg,f(A1, 1;D) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ µ ∈ Eξg (A1, 1;D), äëÿ ÿêèõ ôóíêöiîíàë

Ãàóññà10

Gg,f(µ) := Gg,f |D(µ) = ‖µ‖2
g + 2

∫
f |D dµ

¹ ñêií÷åííèì, äèâ. (6.4). ßêùî Eξg,f(A1, 1;D) 6= ∅ àáî, ðiâíîñèëüíî, ÿêùî

Gξ
g,f(A1, 1;D) := inf

µ∈Eξg,f (A1,1;D)
Gg,f(µ) <∞, (6.25)

òîäi ìà¹ ñåíñ íàñòóïíà ìàæîðàíòíà çàäà÷à Ãàóññà ìiíiìiçàöi¨ α-ãðiíîâèõ åíåð-

ãié.

Çàäà÷à 2. ×è iñíó¹ λξA1
∈ Eξg,f(A1, 1;D) ç Gg,f(λ

ξ
A1

) = Gξ
g,f(A1, 1;D)?

Ãðóíòóþ÷èñü íà ñòðîãié äîäàòíié âèçíà÷åíîñòi ÿäðà g = gαD (äèâ. òåîðå-

ìó 6.3), àíàëîãi÷íî ÿê â ëåìi 6.4 áà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçîê λξA1
çàäà÷i 2 ¹ ¹äèíèì

(äèâ. [92, Lemma 4.1]).
10Çàóâàæèìî, ùî ïðè óìîâi (F1) ôóíêöiîíàë Ãàóññà Gg,f (µ) ¹ øèðîêî íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó íà

Eξg,f (A1, 1;D), à ïðè óìîâi (F2) � íåïåðåðâíèì â ñèëüíié òîïîëîãi¨, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ α-ãðiíîâîþ åíåðãåòè-

÷íîþ íîðìîþ. Öå ñïîñòåðåæåííÿ iñòîòíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè äîâåäåííi íàâåäåíî¨ íèæ÷å òåîðåìè 6.7.
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Òåîðåìà 6.6 (äèâ. [109, Theorem 5.2]). Â íàøèõ ïðèïóùåííÿõ ìà¹ ìiñöå

òîòîæíiñòü

Gξ
α,f(A,1;Rn) = Gξ

g,f(A1, 1;D).

ßêùî æ (6.23) àáî, åêâiâàëåíòíî, (6.25) ìà¹ ìiñöå, òî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ 1

òà 2 iñíóþòü àáî íå iñíóþòü îäíî÷àñíî, i ó âèïàäêó iñíóâàííÿ âîíè ïîâ'ÿçàíi

ìiæ ñîáîþ ôîðìóëîþ

λξA = λξA1
−
(
λξA1

)′
. (6.26)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6 ãðóíòó¹òüñÿ íà íàâåäåíèõ â ðîçäiëi 6.2 ðåçóëüòà-

òàõ ïðî α-ðiññîâå âèìiòàííÿ (çîêðåìà, òåîðåìi 6.1 ïðî çáåðåæåííÿ ïîâíî¨ ìàñè

ìiðè ïðè ¨¨ âèìiòàííi íà ìíîæèíó, α-íåòîíêó íà íåñêií÷åííîñòi) òà ëåìàõ 6.1

òà 6.2 ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ α-ðiññîâèìè òà α-ãðiíîâèìè åíåðãiÿìè.

Îòæå, (îñíîâíà) çàäà÷à 1 çâîäèòüñÿ äî (äîïîìiæíî¨) çàäà÷i 2 ç äîïîìîãîþ

ôîðìóëè (6.26). Â ñâîþ ÷åðãó, àíàëiç çàäà÷i 2 ãðóíòó¹òüñÿ íà îòðèìàíèõ ó

çâiòíèé ïåðiîä âëàñòèâîñòÿõ α-ãðiíîâîãî ÿäðà (äèâ. ðîçäië 6.2) i, ïåðø çà âñå,

òåîðåìi 6.3 ïðî éîãî äîâåðøåíiñòü.

6.3.4 Ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i 1 òà éîãî âëàñòèâîñòi

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó íàâåäåíî â [109, Section 6].

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (6.23); äîñòàòíi óìîâè äëÿ öüîãî íàäàíi

ëåìîþ 6.3. Íàñòóïíi òåîðåìè 6.7 òà 6.8 ïîêàçóþòü, ùî òîäi îáìåæåíiñòü ìà-

æîðàíòè ¹ íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i 1 (à

îòæå, i çàäà÷i 2, � äèâ. òåîðåìó 6.6).

Òåîðåìà 6.7. Íåõàé ìàæîðàíòà ξ ∈ C(A1;Rn) ¹ îáìåæåíîþ:11

ξ(A1) <∞. (6.27)

Òîäi çàäà÷à 1 ìà¹ (¹äèíèé) ðîçâ'ÿçîê ïðè êîæíié ç óìîâ (F1) àáî (F2).

Òåîðåìà 6.8. Óìîâà (6.27) ¹ íàñïðàâäi íå òiëüêè äîñòàòíüîþ, àëå é íå-

îáõiäíîþ äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i 1. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî cα(A1) = ∞
i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (F2) ç ζ > 0. Òîäi iñíó¹ ìàæîðàíòà ξ ∈ C(A1;Rn) ç

ξ(A1) =∞ òàêà, ùî

Gξ
α,f(A,1;Rn) = 0;

à îòæå, Gξ
α,f(A,1;Rn) íå ìîæå áóòè àêòóàëüíèì ìiíiìóìîì.

11Iíøîãî òèïó óìîâè íà ìàæîðàíòó, ùî çàáåçïå÷óþòü ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Ãàóññà, îòðèìàíî íàìè â [118]

(äèâ. òàì, íàïðèêëàä, òåîðåìó 6.1); ïîðiâíÿé ç [69]. Ìè îáìåæèìîñÿ òóò ôîðìóëþâàííÿìè ç [109].
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Ïðèêëàä 6.3. Íåõàé A1 = D � âiäêðèòà êóëÿ Br := {|x| < r}, r ∈ (0,∞), â

R3, A2 := {|x| > r}, α = 2, f = 0. Ðîçãëÿíåìî ìàæîðàíòó ξ := cm3, äå m3 �

ìiðà Ëåáåãà íà R3, à êîíñòàíòà c âèáðàíà òàê, ùîá ξ(Br) > 1. Îñêiëüêè ìiðà

ξ ¹ îáìåæåíîþ i ìà¹ ñêií÷åííó åíåðãiþ Êóëîíà, â ñèëó òåîðåìè 6.7 çàäà÷à 1

ìà¹ (¹äèíèé) ðîçâ'ÿçîê. Îòæå, ïðè íàÿâíîñòi çàçíà÷åíî¨ ìàæîðàíòè ξ ìiæ

ïëàñòèíàìè A1 i A2 êîíäåíñàòîðà âiäñóòíié åëåêòðè÷íèé ðîçðÿä, õî÷à âîíè

äîòèêàþòüñÿ îäíà äî îäíî¨ ïî âñié ñôåði {|x| = r}.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.7 ãðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ïðî ñèëü-

íó ïîâíîòó êîíóñà Eξg (A, 1;D) (äèâ. [119, Lemma 6.1]), äîâåäåííÿ ÿêîãî â ñâîþ

÷åðãó iñòîòíî âèêîðèñòîâó¹ òåîðåìó 6.3 ïðî äîâåðøåíiñòü α-ãðiíîâîãî ÿäðà.

(Äèâ. òàêîæ âèíîñêó 10.)

Òåîðåìà 6.9. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.27). Òîäi êîíóñ Eξg (A, 1;D) ¹ ïîâ-

íèì â iíäóêîâàíié ñèëüíié òîïîëîãi¨ ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó Eg(D), çà-

äàíié íîðìîþ ‖ · ‖g. Áiëüø äåòàëüíî, êîæíà ñèëüíî ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëi-

äîâíiñòü (νj) ⊂ Eξg (A, 1;D) çáiãà¹òüñÿ îäíî÷àñíî ñèëüíî i øèðîêî äî äåÿêî¨

¹äèíî¨ ìiðè ν0 ∈ Eξg (A, 1;D).

Ó íàñòóïíèõ òðüîõ òåîðåìàõ íàäàíî îïèñ f -âàãîâîãî ïîòåíöiàëó W λξA
α,f ,

äèâ. (6.3), ðîçâ'ÿçêó λ := λξA çàäà÷i 1 òà âèäiëåíî éîãî õàðàêòåðèñòè÷íi âëà-

ñòèâîñòi. Êðiì òîãî, îòðèìàíî îïèñ íîñiÿ Sλ
±

Rn � äèâ. ôîðìóëè (6.31) òà (6.34).

Òåîðåìà 6.10. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.24), i íåõàé çîâíiøí¹ ïîëå f

îáìåæåíå çíèçó íà A1. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó äîïóñòèìó ìiðó λ ∈ Eξα,f(A,1;Rn);

òàêà λ iñíó¹ çãiäíî ç ëåìîþ 6.3. Ïðè êîæíié ç óìîâ (F1) ÷è (F2) íàñòóïíi

äâà òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:12

(i) λ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1.

(ii) Âèêîíó¹òüñÿ

W λ
α,f > c (ξ − λ+)-ìàéæå âñþäè, (6.28)

W λ
α,f 6 c λ+-ìàéæå âñþäè, (6.29)

äå c ∈ R, à òàêîæ

W λ
α,f = 0 ïð. âñ. íà A2. (6.30)

12Ïðè óìîâi (F1) âèìîãà îáìåæåíîñòi çíèçó ïîëÿ f íà A1 ñïðàâäæó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî. Êðiì òîãî, ïðè

óìîâi (F1) òâåðäæåííÿ (6.29) åêâiâàëåíòíî òàêîìó: Wλ
α,f 6 c âñþäè íà Sλ

+

D .
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Ïðè óìîâi (F1) ñïiââiäíîøåííÿ (6.30) äîïóñêà¹ òàêå óòî÷íåííÿ:

W λ
α,f = 0 âñþäè íà A2 \ IA2,α,

äå IA2,α ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ α-iððåãóëÿðíèõ (ãðàíè÷íèõ ) òî÷îê ìíîæè-

íè A2.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ă2 κα-ïðèâåäåíå ÿäðî ìíîæèíè A2 [84], òîáòî ñóêó-

ïíiñòü óñiõ x ∈ A2 òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî îêîëó Ux òî÷êè x â Rn âèêîíó¹òüñÿ

cα(Ux∩A2) > 0. Òåîðåìè 6.11 òà 6.12 äàþòüñÿ â ïðèïóùåííi, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê

λξA = λ+−λ− çàäà÷i 1. Ó òåîðåìi 6.11 äëÿ ïðîñòîòè ôîðìóëþâàííÿ ââàæà¹ìî,

ùî ïðè α = 2 îáëàñòü D îäíîçâ'ÿçíà.

Òåîðåìà 6.11. Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

Sλ
−

Rn =

{
Ă2 ïðè α < 2,

∂D ïðè α = 2.
(6.31)

Òåîðåìà 6.12. ßêùî f = 0, òîäi

W
λξA
α,f = καλ

ξ
A =

{
gαDλ

+ ïð. âñ. íà D,

0 âñþäè íà Dc \ IDc,α,

à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ òâåðäæåííÿ (ii) òåîðåìè 6.10, äå ñïiââiäíîøåííÿ

(6.28) òà (6.29) òåïåð ïðèéìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ

c ∈ (0,∞):

καλ
ξ
A = c (ξ − λ+)-ìàéæå âñþäè, (6.32)

καλ
ξ
A 6 c âñþäè íà Rn. (6.33)

Ôîðìóëè (6.32) òà (6.33) ðàçîì ç ðiâíiñòþ καλ
ξ
A = 0 ïð. âñ. íà Dc îäíî-

çíà÷íî âèçíà÷àþòü ðîçâ'ÿçîê λξA çàäà÷i 1 ñåðåä óñiõ äîïóñòèìèõ ìið µ ∈
Eξα,f(A,1;Rn). Êðiì òîãî, ïðè äîäàòêîâié óìîâi íåïåðåðâíîñòi ìàæîðàí-

òíîãî ïîòåíöiàëó καξ ìà¹ìî

καλ
ξ
A = c âñþäè íà Sξ−λ

+

D ,

cgαD
(
Sξ−λ

+

D

)
<∞.

Çàìiñòü óìîâè íåïåðåðâíîñòi καξ, ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî α < 2 i mn(D
c) >

0, äå mn ïîçíà÷à¹ ìiðó Ëåáåãà íà Rn. Òîäi

Sλ
+

D = SξD, (6.34)

καλ
ξ
A < c âñþäè íà D \ SξD

(
= D \ Sλ+

D

)
.
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7 ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂÍÀ ÊÎÍÖÅÏÖIß

α-ÐIÑÑÎÂÎ� ÅÍÅÐÃI� ÒÀ ��

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÄÎ ÇÀÄÀ× ÍÀ

ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÕ ÊÎÍÄÅÍÑÀÒÎÐÀÕ

7.1 Ìîòèâàöiÿ

ßê i â ðîçäiëi 6, ïiä (óçàãàëüíåíèì) êîíäåíñàòîðîì A â Rn, n > 3, ðîçó-

ìi¹ìî ïàðó (A1, A2), äå A1 � âiäíîñíî çàìêíåíà ïiäìíîæèíà îáëàñòi D ⊂ Rn,

à A2 := Dc. Êîíäåíñàòîð A íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì, ÿêùî âèêîíàíà óìîâà

âiääiëüíîñòi (6.15). Íàïðèêëàä, ïàðà (D,Dc) óòâîðþ¹ óçàãàëüíåíèé êîíäåí-

ñàòîð (ÿêèé, çâiñíî, íå ¹ ñòàíäàðòíèì).

Çàôiêñó¹ìî α ∈ (0, 2]. Ùîá óíèêíóòè òðèâiàëüíîñòi, ââàæà¹ìî âèêîíà-

íîþ óìîâó (6.16). Êðiì òîãî, äëÿ çðó÷íîñòi âèêëàäîê ââàæà¹ìî ìíîæèíó Dc

α-íåòîíêîþ íà íåñêií÷åííîñòi (äèâ. ðîçäië 6.2), � öå âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä,

ÿêùî îáëàñòü D îáìåæåíà.

ßê âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ α-ðiññîâîãî âèìiòàííÿ òà òåîði¨ α-ãði-

íîâèõ ïîòåíöiàëiâ, îòðèìàíèõ ó çâiòíèé ïåðiîä i ÷àñòêîâî íàâåäåíèõ âèùå ó

ðîçäiëi 6.2, ïðè óìîâi âiääiëüíîñòi (6.15) âàðiàöiéíà çàäà÷à (6.19) ìiíiìiçàöi¨

(ñòàíäàðòíèõ) α-ðiññîâèõ åíåðãié Eα(µ), äå µ ïðîáiãà¹ êëàñ Eα(A,1;Rn), çâî-

äèòüñÿ äî çàäà÷i iñíóâàííÿ λA1
∈ E+

g (A1, 1;D) ç ìiíiìàëüíîþ â öüîìó êëàñi

α-ãðiíîâîþ åíåðãi¹þ:13

Eg(λA1
) = inf

ν∈E+
g (A1,1;D)

Eg(ν). (7.1)

Â ñâîþ ÷åðãó, çàäà÷à (7.1) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè cg(A1) < ∞,

i ðîçâ'ÿçîê λA,α çàäà÷i (6.19) äîïóñêà¹ òîäi çîáðàæåííÿ

λA,α =
γA1,g − γ′A1,g

cg(A1)
,

äå γA1,g � α-ãðiíîâà ðiâíîâàæíà ìiðà íà A1 (äèâ. ðîçäië 6.2, òåîðåìó 6.4), à

γ′A1,g
� ¨¨ α-ðiññîâå âèìiòàííÿ íà Dc.

Îäíàê óìîâà âiääiëüíîñòi (6.15) ¹ iñòîòíîþ äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi ðåçóëü-

òàòiâ, íàâåäåíèõ ó ïîïåðåäíüîìó àáçàöi. Äiéñíî, çãiäíî ç [116, Example 10.1],
13ßê i ðàíiøå, g := gαD.
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iñíó¹ îáëàñòü D ⊂ R3 i âiäíîñíî çàìêíåíà ìíîæèíà F ⊂ D ç dist (F,Dc) = 0

i cg(F ) < ∞ òàêà, ùî ¨¨ (2-)ãðiíîâà ðiâíîâàæíà ìiðà γF,g ìà¹ íåñêií÷åííó

íüþòîíîâó åíåðãiþ:

E2(γF,g) =∞,

à îòæå íüþòîíîâà åíåðãiÿ çíàêîçìiííî¨ ìiðè γF,g − γ′F,g íå ¹ äîáðå âèçíà÷å-

íîþ. Öå ïîêàçó¹, ùî ñòàíäàðòíå âèçíà÷åííÿ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨ çíàêîçìiííî¨

ìiðè, äèâ. (6.2), ¹ çàíàäòî îáòÿæëèâèì ó êîíòåêñòi çàäà÷ íà óçàãàëüíåíèõ

êîíäåíñàòîðàõ, i ìîòèâó¹ íàñ äî ââåäåííÿ â àíàëiç àëüòåðíàòèâíî¨ êîíöåïöi¨

α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨.

7.2 Ñëàáêà α-ðiññîâà åíåðãiÿ

Îçíà÷åííÿ 7.1. Ñêàæåìî, ùî ìiðà µ ∈M(Rn) ìà¹ ñêií÷åííó ñëàáêó α-ðiñ-

ñîâó åíåðãiþ Ėα(µ), ÿêùî κα/2µ ∈ L2(mn), i â òàêîìó âèïàäêó âèçíà÷èìî14

Ėα(µ) := ‖κα/2‖2
L2(mn)

(
=

∫
(κα/2µ)2 dmn

)
.

Íåõàé Ėα(Rn) ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó óñiõ µ ∈M(Rn) ç Ėα(µ) <∞, à Ė+
α (Rn)

� ìíîæèíó Ėα(Rn)∩M+(Rn). Ãðóíòóþ÷èñü íà çàêîíi Ðiññà äåêîìïîçèöi¨ ÿäåð

κβ1+β2
= κβ1

∗ κβ2
ïðè β1 + β2 < n

(äèâ. [86, Section 1, Eq. (12)]), áà÷èìî, ùî Ėα(Rn) óòâîðþ¹ ïåðåäãiëüáåðòiâ

ïðîñòið çi (ñëàáêèì) ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (ïîðiâíÿé ç ðîçäiëîì 6.1.2)

〈µ, ν〉·α := 〈κα/2µ, κα/2ν〉L2(mn), µ, ν ∈ Ėα(Rn),

i (ñëàáêîþ åíåðãåòè÷íîþ) íîðìîþ

‖µ‖ ·α :=

√
Ėα(µ) = ‖κα/2µ‖L2(mn).

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ

E+
α (Rn) = Ė+

α (Rn), Eα(Rn) ⊂ Ėα(Rn),

à òàêîæ

Eα(µ) = Ėα(µ) äëÿ âñiõ µ ∈ Eα(Rn).

14ßê i ðàíiøå, mn � ìiðà Ëåáåãà íà Rn. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ìiðè µ çi ñêií÷åííîþ ñëàáêîþ α-ðiññîâîþ

åíåðãi¹þ, âçàãàëi êàæó÷è, κα/2|µ| 6∈ L2(mn). Äiéñíî, iíàêøå ìè áè ìàëè Eα(µ) <∞ ⇐⇒ Ėα(µ) <∞, à öå

íå òàê, ÿê âèïëèâà¹ ç çãàäàíîãî âèùå ïðèêëàäó 10.1 â [116], à òàêîæ íàâåäåíî¨ íèæ÷å òåîðåìè 7.1.
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Iíàêøå êàæó÷è, êîíöåïöi¨ ñòàíäàðòíî¨ i ñëàáêî¨ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨ ñïiâïàäàþòü

íà ìíîæèíàõM+(Rn) i Eα(Rn). Îäíàê iñíó¹ (íåìèíó÷å çíàêîçìiííà) ìiðà µ çi

ñêií÷åííîþ ñëàáêîþ α-ðiññîâîþ åíåðãi¹þ, ÿêà íå ¹ åëåìåíòîì êëàñó Eα(Rn):

Ėα(Rn) ! Eα(Rn),

� äèâ. âèíîñêó 14. Öiêàâî çàçíà÷èòè, ùî Eα(Rn), âëàñíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó

Ėα(Rn), ¹ ùiëüíèì â Ėα(Rn) â òîïîëîãi¨, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñëàáêîþ åíåðãåòè-

÷íîþ íîðìîþ ‖ · ‖ ·α, à òàêîæ â iíäóêîâàíié øèðîêié òîïîëîãi¨, � äèâ. [110,

Theorem 4.1].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S∗α ãiëüáåðòiâ ïðîñòið óñiõ äiéñíîçíà÷íèõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié T ∈ S∗ íà Rn ïîâiëüíîãî ðîñòó (äèâ. [87]) çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ

Äåíi�Øâàðöà

‖T‖2
S∗α

:=

∫
Rn

|F [T ](y)|2

|y|α
dmn(y),

äå F [T ] � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äëÿ T ∈ S∗. (Ùîäî åíåðãi¨ ‖T‖2
S∗α

i ïðîñòîðó

S∗α, äèâ. [77] àáî [84, ðîçäië VI.1].) ßê ïîêàçàíî â [110, Theorem 4.2], êîæíà

ìiðà ν ∈ Ėα(Rn) ìîæå òðàêòóâàòèñÿ ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó S∗α ç íîðìîþ

‖ν‖2
S∗α

= Cn,α‖ν‖ ·2α

(Cn,α ∈ (0,∞) � óíiâåðñàëüíà êîíñòàíòà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä n i α), à âåñü

ïðîñòið S∗α ¹ ïîïîâíåííÿì ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó Ėα(Rn) â òîïîëîãi¨, ùî

çàäà¹òüñÿ íîðìîþ ‖ ·‖S∗α. (Òàêèé ðåçóëüòàò ç Eα(Rn) çàìiñòü Ėα(Rn) íàëåæèòü

Äåíi [77].)

7.3 Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ α-ãðiíîâîþ i ñëàáêîþ α-ðiññî-

âîþ åíåðãiÿìè

Íàñòóïíà òåîðåìà (äèâ. [110, Theorem 5.1]) ¹ êëþ÷îâîþ â çàñòîñóâàííÿõ

ñëàáêî¨ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨ äî çàäà÷ íà óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðàõ.

Òåîðåìà 7.1. Ðîçãëÿíåìî µ ∈ Eg(D)∩M̆(D).15 Òîäi µ−µ′ ¹ (çíàêîçìiííîþ)
ìiðîþ Ðàäîíà íà Rn çi ñêií÷åííîþ ñëàáêîþ α-ðiññîâîþ åíåðãi¹þ Ėα(µ− µ′),
ïðè÷îìó

Eg(µ) = Ėα(µ− µ′). (7.2)

15Íàãàäà¹ìî, ùî M̆(D) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ν ∈ M(D) òàêèõ, ùî ν+ i ν− ïðîäîâæóþòüñÿ íóëåì íàçîâíi

D äî âñüîãî Rn (äèâ. ðîçäië 6.2).



113

ßêùî æ ïðè öüîìó µ ∈ Eα(Rn), òîáòî ÿêùî ïðîäîâæåííÿ ìiðè µ ìà¹

ñêií÷åííó ñòàíäàðòíó α-ðiññîâó åíåðãiþ,16 òîäi

Eg(µ) = Eα(µ− µ′) = Eα(µ)− Eα(µ′). (7.3)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.1 iñòîòíî  ðóíòó¹òüñÿ íà òåîðåìi 6.3 ïðî äîâåðøå-

íiñòü α-ãðiíîâîãî ÿäðà, à òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.13) òà ëå-

ìè 6.1 i 6.2.

Çàóâàæåííÿ 7.1. ßê âèïëèâà¹ ç êîíòðïðèêëàäó â [116] (äèâ. òàì ïðèêëàä 10.1),

ñïiââiäíîøåííÿ (7.3) âæå íå ìà¹ ìiñöÿ, ÿêùî óìîâà µ ∈ Eα(Rn) íå âèêîíó¹-

òüñÿ. Îñêiëüêè ïðè öüîìó ðiâíiñòü (7.2), òèì íå ìåíøå, çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ,

öå äåìîíñòðó¹ ïåðåâàãó âèêîðèñòàííÿ ñëàáêî¨ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨ â çàäà÷àõ íà

óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðàõ.

7.4 Ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ êîíöåïöi¨ ñëàáêî¨ α-ðiññîâî¨

åíåðãi¨ äî çàäà÷ òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðiâ

Âiäñèëàþ÷è äî ðîáiò [116,119] çà iíøèìè ïðèêëàäàìè çàñòîñóâàííÿ êîí-

öåïöi¨ ñëàáêî¨ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨ äî çàäà÷ òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðiâ,

ìè îáìåæèìîñÿ íàâåäåíèìè íèæ÷å òåîðåìàìè 7.2 i 7.3, äîâåäåíèìè â [110].

Çàôiêñóâàâøè (óçàãàëüíåíèé) êîíäåíñàòîð A = (A1, A2), ïîçíà÷èìî

Ėα(A,1;Rn) := M(A,1;Rn) ∩ Ėα(Rn),

Ė◦α(A,1;Rn) := Ėα(A,1;Rn) ∩ ClĖα(Rn) Eα(A,1;Rn),

ẇα(A) := inf
ν∈Ė◦α(A,1;Rn)

Ėα(ν).

Îçíà÷åííÿ 7.2. cα(A) := 1/wα(A) òà ċα(A) := 1/ẇα(A) íàçèâàþòüñÿ ñòàí-

äàðòíîþ òà, âiäïîâiäíî, ñëàáêîþ α-ðiññîâèìè ¹ìíîñòÿìè êîíäåíñàòîðà A.

Ùîäî âèçíà÷åííÿ êëàñiâ M(A,1;Rn), Eα(A,1;Rn) i âåëè÷èíè wα(A),

äèâ. (6.17), (6.18) i (6.19). Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ââàæà¹ìî ìíîæèíó Dc α-íå-

òîíêîþ íà íåñêií÷åííîñòi. Òîäi ñòàíäàðòíà i ñëàáêà α-ðiññîâi ¹ìíîñòi êîíäåí-

ñàòîðà A âèÿâëÿþòüñÿ ðiâíèìè ìiæ ñîáîþ; áiëüø òîãî, âîíè ñïiâïàäàþòü ç

gαD-ãðiíîâîþ ¹ìíiñòþ ìíîæèíè A1:

cα(A) = ċα(A) = cgαD(A1)

16Öå áóäå, íàïðèêëàä, ÿêùî ìiðà µ îáìåæåíà i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà dist (SµD, D
c) > 0, � äèâ. ëåìó 6.1.
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(äèâ. [110, Lemmas 6.1, 6.2]).

Â ñèëó óìîâè (6.16) êëàñ Ė◦α(A,1;Rn) íåïîðîæíié, à òîìó ìà¹ ñåíñ âàði-

àöiéíà çàäà÷à ïðî iñíóâàííÿ ìiðè λ̇A,α ∈ Ė◦α(A,1;Rn) ç ìiíiìàëüíîþ â öüîìó

êëàñi ñëàáêîþ åíåðãi¹þ:

Ėα(λ̇A,α) = ẇα(A).

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîê λ̇A,α öi¹¨ çàäà÷i (ÿêùî âií iñíó¹) ¹ ¹äèíèì; öå âè-

ïëèâà¹ ç îïóêëîñòi êëàñó Ė◦α(A,1;Rn) ç äîïîìîãîþ çâè÷àéíèõ âèêëàäîê, ÿêi

 ðóíòóþòüñÿ íà ïåðåäãiëüáåðòîâié ñòðóêòóði ïðîñòîðó Ėα(Rn); íàçâåìî λ̇A,α
ñëàáêîþ α-ðiññîâîþ ðiâíîâàæíîþ ìiðîþ êîíäåíñàòîðà A. Àíàëîãi÷íî, (¹äè-

íèé) ðîçâ'ÿçîê λA,α çàäà÷i (6.19) íàçâåìî ñòàíäàðòíîþ α-ðiññîâîþ ðiâíîâà-

æíîþ ìiðîþ êîíäåíñàòîðà A.

ßê ïîêàçàíî íàâåäåíîþ íèæ÷å òåîðåìîþ 7.2, ñëàáêà α-ðiññîâà ðiâíîâà-

æíà ìiðà λ̇A,α òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç òàê çâàíîþ ìiðîþ êîíäåíñàòîðà A, ùî âè-

çíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 7.3. µA,α ∈M(A;Rn) íàçèâà¹òüñÿ ìiðîþ óçàãàëüíåíîãî êîíäåí-

ñàòîðà A âiäíîñíî α-ðiññîâîãî ÿäðà κα, ÿêùî ¨¨ ïîòåíöiàë καµA,α çàäîâîëüíÿ¹

ñïiââiäíîøåííÿ

καµA,α =

{
1 cα-ïð. âñ. íà A1,

0 cα-ïð. âñ. íà A2,

0 6 καµA,α 6 1 cα-ïð. âñ. íà Rn.

Ó âèïàäêó, êîëè A1, A2 ⊂ Rn � êîìïàêòíi âiääiëüíi ìíîæèíè, iñíóâà-

ííÿ ìiðè êîíäåíñàòîðà âñòàíîâëåíî Kishi [83], � íàâiòü äëÿ âåëüìè çàãàëü-

íîãî ÿäðà κ íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X. Äèâ. òàêîæ äîñëiäæåííÿ

Beurling, Deny, Bliedtner i Berg â [78], [84], [71], [70], äå ìiðà êîíäåíñàòîðà

àíàëiçóâàëàñÿ â êîíòåêñòi ïðîñòîðiâ Äiðiõëå.

Òåîðåìà 7.2. Íàñòóïíi òðè òâåðäæåííÿ ïîïàðíî åêâiâàëåíòíi:

(i) Iñíó¹ (¹äèíà) ñëàáêà α-ðiññîâà ðiâíîâàæíà ìiðà λ̇A,α óçàãàëüíåíîãî êîí-

äåíñàòîðà A.

(ii) Iñíó¹ (¹äèíà) îáìåæåíà cα-àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ìiðà µA,α óçàãàëüíå-

íîãî êîíäåíñàòîðà A.

(iii) cgαD(A1) <∞.
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ßêùî õî÷à á îäíå ç òâåðäæåíü (i)�(iii) âèêîíó¹òüñÿ, òîäi α-ðiññîâà ðiâíî-

âàæíà ìiðà λ̇A,α óçàãàëüíåíîãî êîíäåíñàòîðà A äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

λ̇A,α =
γA1,g − γ′A1,g

cg(A1)
,

äå γA1,g � (¹äèíà) α-ãðiíîâà ðiâíîâàæíà ìiðà íà A1, à γ′A1,g
� ¨¨ α-ðiññîâå

âèìiòàííÿ íà A2. Êðiì òîãî, ìiðè λ̇A,α i µA,α ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ðiâíiñòþ

µA,α = cg(A1) · λ̇A,α.

Íàðåøòi,

Ėα(µA,α) = cg(A1) = cα(A) = ċα(A) <∞.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.2 iñòîòíî  ðóíòó¹òüñÿ íà íàâåäåíié âèùå òåîðåìi 7.1

ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ α-ãðiíîâîþ i ñëàáêîþ α-ðiññîâîþ åíåðãiÿìè, à òàêîæ

íà îòðèìàíèõ ó çâiòíèé ïåðiîä ðåçóëüòàòàõ òåîði¨ α-ãðiíîâèõ ïîòåíöiàëiâ òà

òåîði¨ α-ðiññîâîãî âèìiòàííÿ, ÷àñòêîâî íàâåäåíèõ â ðîçäiëi 6.2.

Ó âèïàäêó dist (A1, A2) > 0 òåîðåìà 7.2 äîïóñêà¹ íàñòóïíå óòî÷íåííÿ.

Òåîðåìà 7.3. ßêùî A � ñòàíäàðòíèé êîíäåíñàòîð â Rn, òîäi êîæíå ç

(ðiâíîñèëüíèõ ) òâåðäæåíü (i)�(iii) òåîðåìè 7.2 åêâiâàëåíòíå êîæíîìó ç

íàñòóïíèõ òâåðäæåíü:

(iv) Iñíó¹ (¹äèíà) ñòàíäàðòíà α-ðiññîâà ðiâíîâàæíà ìiðà λA,α êîíäåíñàòî-

ðà A.

(v) cα(A1) <∞.

ßêùî õî÷à á îäíå ç öèõ (i)�(v) âèêîíó¹òüñÿ, òîäi ìiðè λ̇A,α i µA,α ç òâåð-

äæåíü (i) i (ii), âiäïîâiäíî, ìàþòü òåïåð ñêií÷åííó ñòàíäàðòíó α-ðiññîâó

åíåðãiþ:

λ̇A,α, µA,α ∈ Eα(Rn).

Êðiì òîãî, ñëàáêà i ñòàíäàðòíà α-ðiññîâà ðiâíîâàæíi ìiðè ñïiâïàäàþòü:

λ̇A,α = λA,α.

Çàóâàæåííÿ 7.2. Ó âèïàäêó dist (A1, A2) = 0 æîäíå ç òâåðäæåíü (i)�(iii) òåî-

ðåìè 7.2 âæå íå ¹ åêâiâàëåíòíèì äî (iv) ÷è (v), à çàäà÷i iñíóâàííÿ ðiâíîâàæíî¨

ìiðè ÷è ìiðè êîíäåíñàòîðà âæå íå ¹ ðîçâ'ÿçíèìè â ðàìêàõ ñòàíäàðòíî¨ êîíöå-

ïöi¨ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨. Öå ùå ðàç äåìîíñòðó¹ ïåðåâàãó âèêîðèñòàííÿ êîíöåïöi¨

ñëàáêî¨ α-ðiññîâî¨ åíåðãi¨ â òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ êîíäåíñàòîðiâ. Ùîäî iíøèõ

ïðèêëàäiâ òàêî¨ ïåðåâàãè, äèâ. [116,119].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ïðîòÿãîì çâiòíîãî ïåðiîäó ñïiâðîáiòíèêàìè âiääiëó áóëî çðîáëåíî çíà÷íèé

âíåñîê ó ðîçâèòîê ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè äëÿ äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ

ñèñòåì, ùî îïèñóþòü íåïåðåðâíi òà  ðàò÷àñòi ìîäåëi òåîði¨ òâåðäîãî òiëà, ñòà-

òèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, ìîäåëi åêîíîìi÷íî¨, åêîëîãi÷íî¨ òà áiîëîãi÷íî¨ åâîëþöi¨,

ñêîíñòðóéîâàíi íîâi ìîäåëi òàêèõ ñèñòåì òà ïðîâåäåíi êîìïëåêñíi äîñëiäæåí-

ííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñòðîãî ìàòåìàòè÷íî îá ðóíòîâàíi

i íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Íàóêîâi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíi íà ðiâíi ñâi-

òîâèõ äîñÿãíåíü ñó÷àñíî¨ ìàòåàòè÷íî¨ ôiçèêè òà àïðîáîâàíi íà ìiæíàðîäíèõ

êîíôåðåíöiÿ â Óêðà¨íi òà çà ¨¨ êîðäîíàìè.

Â 2016-2017 ðîêàõ Î.Ë.Ðåáåíêî ïðîâîäèâ íàóêîâi äîñëiäæåííÿ òà îáãîâî-

ðþâàâ ïèòàííÿ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè â Äóáëiíñüêîìó iíñòèòóòi ïåð-

ñïåêòèâíèõ äîñëiäæåíü(Dublin Institute for Advanced Studies). à Í.Â.Çîðié

ïðî÷èòàëà öèêë ëåêöié íà ñåìiíàðàõ óíiâåðñèòåòiâ Êîïåíãàãåíà (Äàíiÿ) òà

Áàçåëÿ (Øâåéöàðiÿ).

Íàóêîâi ðåçóëüòàòè äîïîâiäàëèñü íà ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ:

International Conference on Complex Analysis and Related Topics, Lviv,

Óêðà¨íà, 2016 ð.(Í.Â.Çîðié);

International Conference on Analytic Functions and Related Topics, Chelm,

Poland, 2016, (Í.Â.Çîðié);

International Conference on Complex Analysis and Applications, Petrozavodsk,

Russia, 2016, (Í.Â.Çîðié);

Social Simulation Conference, Ðèì, Iòàëiÿ, 19-23 âåðåñíÿ, 2016 (Â.Ä. Êî-

øìàíåíêî, Ò.Â. Êàðàòà¹âà, Í.Â. Õàð÷åíêî);

13th Econophysics Colloquium (EC) and 9th Symposium of Physics in Eco-

nomy and Social Sciences (FENS) Âàðøàâà, Ïîëüùà, 5-7 ëèïíÿ, 2017 (Â.Ä.

Êîøìàíåíêî, Ò.Â. Êàðàòà¹âà);

International Conference on Computational Methods in Function Theory,

Lublin, Poland, 2017, (Í.Â.Çîðié);

Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ïðîãíîçóâàííÿ òà îïòè-

ìiçàöi¨,8 Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôå-ðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ Íàöiî-

íàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê òà 100 Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåð-

ñèòåòó iì. Iâàíà Îãi¹íêî, Êàì'ÿíåöü-Ïîäiëüñüêèé, Óêðà¨íà, 18-20 êâiòíÿ 2018

(Â.Ä. Êîøìàíåíêî, Ò.Â. Êàðàòà¹âà, Í.Â. Õàð÷åíêî);



117

"Modern Stochastics: Theory and Applications, IV Êè¨âñüêèé íàöiîíàëü-

íèé óíiâåðñèòåò iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Êè¨â, Óêðà¨íà, 24-26 òðàâíÿ 2018ð.

(Î.Ë.Ðåáåíêî, Â.Ä.Êîøìàíåíêî, Ò.Â.Êàðàòàåâà, Í.Â. Õàð÷åíêî);

Singular di�usions: analytic and stochastic approaches, Óíiâåðñèòåò Ïîäñ-

äàìà, Íiìå÷÷èíà, 1-3 êâiòíÿ 2019ð. (Î.Ë.Ðåáåíêî, ïëåíàðíà äîïîâiäü);

5-th Conference on Statistical Physics: Modern Trends and Applications

Dedicated to the 110th anniversary of the birth of M.M.Bogolyubov, Ëüâiâ, Óêðà-

¨íà, 3-6 ëèïíÿ 2019 ð.(Î.Ë.Ðåáåíêî, Â.Ä.Êîøìàíåíêî);

Áîãîëþáîâñüêà êè¨âñüêà êîíôåðåíöiÿ ¾Ïðîáëåìè òåîðåòè÷íî¨ òà ìàòåìà-

òè÷íî¨ ôiçèêè¿ ïðèñâÿ÷åíà 110-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ âèäàòíîãî ôiçèêà-

òåîðåòèêà òà ìàòåìàòèêà àêàäåìiêà Ìèêîëè Ìèêîëàéîâè÷à Áîãîëþáîâà (21.

08.1909 � 13.02.1992), Iíñòèòóò òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè iì. Ìèêîëè Áîãîëþáâà

ÍÀÍÓ/Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓ, Êè¨â, Óêðà¨íà, 24-26 âåðåñíÿ 2019 ð.

(Î.Ë. Ðåáåíêî, Â.Ä. Êîøìàíåíêî, Â.I. Ñêðèïíèê).

Íàóêîâi ðåçóëüòàòè íåîäíîðàçîâî îáãîâîðþâàëèñü íà ñåìiíàði â iíñòèòó-

òi ìàòåìàòèêè "Ñêëàäíi ñèñòåìè êîíôëiêòó: äèíàìiêà, ìîäåëi, ñïåêòðàëüíèé

àíàëiç"(êåðiâíèê Â.Ä. Êîøìàíåíêî) òà äîïîâiäàëèñü íà ñåìiíàðàõ êàôåäðè

ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãî-

ìàíîâà(êåðiâíèê - Ãðèãîðié Òîðáií), ìiæäèñöèïëiíàðíîãî íàóêîâî-äîñëiäíîãî

öåíòðó ñêëàäíèõ ñèñòåì ç ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè(êåðiâíèê � Þ.Ã. Êîíäðà-

òü¹â).

Î.Ë.Ðåáåíêî ñòàâ ëàóðåàò Äåðæàâíî¨ ïðåìi¨ Óêðà¨íè â ãàëóçi íàóêè i òå-

õíiêè 2018 ðîêó (2019 ð.) (çà ðîáîòó "ßêiñíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé ìà-

òåìàòè÷íî¨ ôiçèêè"ó ñêëàäi íàóê. êîëåêòèâó: Êî÷óáåé À.Í., Ôåëüäìàí Ã.Ì.,

Ùåðáèíà Ì.Â., Ðåáåíêî Î.Ë., Ìèêèòþê I.Â., Ñàìîéëåíêî Â.Ã., Ïðèêàðïàò-

ñüêèé À.Ê.)

Â.Ä. Êîøìàíåíêî ó 2018 ðîöi îòðèìàâ ïðåìiþ ÍÀÍ Óêðà¨íè iì. Ì.Î.

Ëàâðåíòü¹âà.

Çàãàëîì çà ðåçóëüòàòàìè äîñëiäæåííÿ áóëî îïóáëiêîâàíî 2 ìîíîãðàôi¨,

38 ñòàòåé, ç íèõ â iíîçåìíèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ� 21, ó âiò÷èçíÿíèõ ôàõî-

âèõ æóðíàëàõ� 17, â ïðåïðèíòàõ� 13. Â òåçàõ êîíôåðåíöié îïóáëiêîâàíî 15

ðåôåðàòiâ(òåç). Ïiäãîòîâëåíà äî çàõèñòó 1 êàíäèäàòñüêà äèñåðòàöiÿ.

Âèêîíàâöi òåìè ïðî÷èòàëè êóðñè ëåêöié â Êè¹âî-Ìîãèëÿíñüêi¨ àêàäåìi¨,

â Íàöiîíàëüíîìó Óíiâåðñèòåòi iì. Ò. Øåâ÷åíêà. Â.Ä. Êîøìàíåíêî ïðèéíÿâ

Ó÷àñòü ó ðàäiîïåðåäà÷i ïðèñâÿ÷åíié ëàóðåàòó Íîáåëiâñüêî¨ ïðåìi¨ Äæ. Ôîðáñ
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Íåøøó, 2016, òà ó òåëåïåðåäà÷i, ïðèñâÿ÷åíié ëàóðåàòó Íîáåëiâñüêî¨ ïðåìi¨

Êåííåò Äæ. Åððîó, 2018.
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