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1 Âñòóï

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, îñíîâè ÿêî¨ ñòâîðèâ Ñî-

ôóñ Ëi ùå ó ïîçàìèíóëîìó ñòîði÷÷i, ïåðåæèâà¹ çàðàç äðóãó ìîëîäiñòü.

Êiëüêiñòü i ãåîãðàôiÿ ïóáëiêàöié ç öi¹¨ òåìàòèêè äà¹ âñi ïiäñòàâè ãîâî-

ðèòè ñàìå öi ñëîâà. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ � öå îïèñ íååêâiâàëåíòíèõ

êëàñiâ ðiâíÿíü, ùî âîëîäiþòü ëi¹âñüêèìè (óçàãàëüíåíèìè, óìîâíèìè i

ò.ï.) ñèìåòðiÿìè. I ÿêùî çíàõîäæåííÿ ñèìåòðié ôiêñîâàíîãî (íåõàé i äó-

æå ñêëàäíîãî) ðiâíÿííÿ ¹ äîñèòü ðóòèííîþ ïðàöåþ, òî äëÿ òî äëÿ äîñèòü

øèðîêîãî êëàñó ðiâíÿíü äîâîäèòüñÿ ðîáèòè äóæå íåòðèâiàëüíi âèêëàäêè,

à ÷àñîì ïî ñóòi ñòâîðþâàòè íîâi ìåòîäè. Öiêàâèìè i âàæëèâèìè çàäà÷àìè

ñèìåòðiéíîãî àíàëiçó ¹ äîñëiäæåííÿ ðiçíèõ âèäiâ óçàãàëüíåíî¨ ñèìåòði¨.

Ñþäè âiäíîñÿòüñÿ âèùi ñèìåòði¨, ñóïåðñèìåòðiÿ, ïðîáëåìè çíàõîäæåííÿ

ñèñòåì êîîðäèíàò, â ÿêèõ iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè ç âiäîêðåìëåíèìè çìiííè-

ìè, òîùî. Íàïðèêëàä, ïðè äîñëiäæåííi ñèñòåì, iíòåãðîâíèõ çà Ëióâiëåì,

äóæå åôåêòèâíèìè ¹ ñàìå ìåòîäè âèùèõ ñèìåòðié. Ñàìå êëàñèôiêàöiÿ âà-

æëèâèõ äëÿ çàñòîñóâàíü ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ îñíîâíîþ ñêëà-

äîâîþ ÷àñòèíîþ çàäà÷ ïðåäñòàâëåíèõ ó öüîìó çâiòi. Çà çâiòíèé ïåðiîä

çàïðîïîíîâàíî ðÿä íîâèõ àëãîðèòìiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèìåòðiéíèõ âëà-

ñòèâîñòåé ñêëàäíèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i åôåêòèâíèõ

ìåòîäiâ ïîáóäîâè ¨õ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Çà çâiòíèé ïåðiîä äîñëiäæåííÿ â ðàìêàõ ÍÄÐ áóëè çîñåðåäæåíi ó

îñíîâíîìó íà òàêèõ âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèõ íàïðÿìêàõ:

1) êëàñèôiêàöiÿ ñóïåðiíòåãðîâíèõ òà ñóïåðñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì êâàí-

òîâî¨ ìåõàíiêè, âêëþ÷àþ÷è ñèñòåìè ç äîâiëüíèì ñïiíîì i çìiííîþ

ìàñîþ, òà ïîáóäîâà çàãàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ñèñòåì;

2) ðîçâèòîê àëãåáðà¨÷íîãî ïiä ðóíòÿ ãðóïîâîãî àíàëiçó, ðîçøèðåíèé

ñèìåòðiéíèé àíàëiç åâîëþöiéíèõ òà õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, íåêëàñè÷íi

(óìîâíi ñèìåòði¨), çàäà÷i ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, çàêîíè çáåðåæåííÿ;

3) êîíòðàêöi¨, ðåàëiçàöi¨ òà iíâàðiàíòè àëãåáð Ëi.
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Äîñëiäæåííÿ, ùî âèêîíóâàëèñÿ â ðàìêàõ äàíî¨ ÍÄÐ áóëè ïîâ'ÿçàíi

ç ðiçíîìàíiòíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ìîäåëüíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì

ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, õiìi¨, áiîëîãi¨ òà åêîíîìiêè.

Ïðîòÿãîì çâiòíîãî ïåðiîäó â ðàìêàõ äàíîãî ïðîåêòó âèêîíàâöÿìè â

âiò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ âèäàííÿõ îïóáëiêîâàíî 1 çáiðíèê íàóêîâèõ

ïðàöü òà 77 íàóêîâèõ ðîáiò, çàõèùåíi äâi äèñåðòàöiéíi ðîáîòè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìàíi â ðàìêàõ äàíîãî ïðîåêòó, âiäîáðà-

æåíî íèæ÷å.

Ðÿä ç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ìàþòü ïðiîðèòåòíèé õàðàêòåð ó ñâiòi.

Ðåçóëüòàòè ÍÄÐ äîïîâiäàëèñü íà áàãàòüîõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ.

Ó çâiòi ðîçäiëè 1, 2 ïiäãîòóâàëè À.Ã. Íiêiòií òà Â.Ì. Áîéêî; 3 �

À.Ã. Íiêiòií; 4 � Â.Ì. Áîéêî, Ð.Î. Ïîïîâè÷; 5.1 � Î.Î. Âàí¹¹âà, Î.Þ.

Æàëié; 5.2 � Â.Ì. Áîéêî, Î.Î. Âàí¹¹âà, Î.Þ. Æàëié; 5.3 � Ð.Î. Ïîïî-

âè÷, Î.À. Ïî÷åêåòà; 5.4�5.5 � Ñ.Â. Ñïi÷àê; 5.6 � I.À. �ãîð÷åíêî; 5.7 �

Â.Â. Äàâèäîâè÷, Ð.Ì. ×åðíiãà; 5.8 � Ð.Ì. ×åðíiãà; 6.1�6.3 � Ì.Î. Íå-

ñòåðåíêî; 6.4 � Ñ.Â. Ñïi÷àê; 7, 8 � Â.Ì. Áîéêî, Å.�. ôîí Äiõòåð.

2 Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè

Íàâåäåíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè (äèâ. íèæ÷å) òà ðÿä iíøèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî

îòðèìàíi âèêîíàâöÿìè ÍÄÐ, íîñÿòü ïðiîðèòåòíèé õàðàêòåð ó ñâiòi òà ìà-

þòü çíà÷íi ïåðñïåêòèâè äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü ÿê ñïiâðîáiòíèêàìè

âiääiëó òàê i iíøèìè ìiæíàðîäíèìè íàóêîâèìè ãðóïàìè, ùî ïðàöþþòü â

îáëàñòi ñèìåòðiéíîãî àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü àáî àëãåáðà¨÷íèõ

ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ¹ ñóòò¹âèì âíåñêîì ó

ãðóïîâèé àíàëiç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ìîæóòü ìàòè ïðèêëà-

äíi çàñòîñóâàííÿ â êâàíòîâié ìåõàíiöi, ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñiâ äèôóçi¨,

ìîäåëþâàííi àòìîñôåðíèõ ÿâèù, áiîëîãi¨ òîùî.

Ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü óçàãàëüíåíèõØðüî-

äiíãåðà, ùî âêëþ÷àþòü òðè íåçàëåæíèõ çìiííèõ òà äâà äîâiëüíèõ åëå-
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ìåíòà: çìiííó ìàñó òà ïîòåíöiàë. Âñòàíîâëåíî êðèòåðié åêâiâàëåíòíîñòi

òàêèõ ðiâíÿíü äî ðiâíÿííÿ ç ïîñòiéíîþ ìàñîþ. Ïîáóäîâàíî çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê îäíîãî ç îòðèìàíèõ ðiâíÿíü ó ïðîñòîði L2. (÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà-

¨íè À.Ã. Íiêiòií).

Ñòâîðåíî òåîðiþ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç îäíi¹þ çàëåæíîþ i äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Ïî-

êàçàíî, ùî äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ¹ íåîáõiäíèõ êðî-

êîì ó âèâ÷åííi íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Îñîáëè-

âi âèïàäêè ó çíàõîäæåííi ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ïîâ'ÿçàíî ç ïîíèæåííÿì ïî-

ðÿäêó âiäïîâiäíèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü. ßê ïðèêëàä, âèâ÷åíî ñèíãóëÿðíi

ìîäóëi ðåäóêöi¨ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü äðóãî-

ãî ïîðÿäêó. Âñå öå äîçâîëèëî ïîÿñíèòè i óçàãàëüíèòè iñíóþ÷i ðåçóëüòàòè

ùîäî no-go âèïàäêiâ ó âèâ÷åííi íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié. (Â.Ì. Áîéêî, Ð.Î.

Ïîïîâè÷)

Ïîáóäîâàíî óñi íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ àëãåáð Ãàëiëåÿ ðîçìiðíîñòi

íå âèùå ï'ÿòè. Âèâ÷åíî ìíîãîâèäè äåôîðìàöié àëãåáð Ãàëiëåÿ òà çíà-

éäåíî ðåàëiçàöi¨ äëÿ äåôîðìîâàíèõ àëãåáð Ãàëiëåÿ. Ïîêàçàíî, ùî ðÿä

ôiçè÷íî öiêàâèõ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì, à ñàìå ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè, Êîðòå-

âåãà äå�Ôðiçà, Áþðãåðñà òà ðåàêöi¨ äèôóçi¨ à òàêîæ óçàãàëüíåíà ñèñòåìà

�ðìàêîâà, çàäà÷à ïðî öåíòðàëüíó ñèëó òà êëàñè÷íà çàäà÷à Êåïëåðà, ií-

âàðiàíòíi âiäíîñíî íèçüêî ðîçìiðíèõ àëãåáð Ãàëiëåÿ òà ¨õ äåôîðìàöié.

(Î.Î. Âàí¹¹âà, Ì.Î. Íåñòåðåíêî)

Âèêîíàíî âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Êîëìîãîðîâà ç äîâiëüíîþ íåëiíiéíiñòþ òà êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü

âiä çìiííî¨ ÷àñó. Ïîêàçàíî, ùî âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòi íîðìàëiçîâà-

íîñòi êëàñó ó çâè÷àéíîìó òà óçàãàëüíåíîìó ñåíñàõ äîçâîëÿ¹ îïòèìàëü-

íî âiäêàëiáðóâàòè äîâiëüíi åëåìåíòè. Çíàéäåíî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïîêàçà-

íî, ùî öåé êëàñ íå íîðìàëiçîâàíèé, àëå éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-

ãëÿäi îá'¹äíàííÿ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Âè-
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êîíàíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ îäíîãî ç âèîêðåìëåíèõ ïiäêëàñiâ. Ç ñèìå-

òðiéíî¨ òî÷êè çîðó äîñëiäæåíî êëàñ ðiâíÿíü Áåíäæàìiíà�Áîíà�Ìàõîíi�

Áþðãåðñà ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ ÷àñó. Ïðîêëàñèôi-

êîâàíî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ â òàêîìó êëàñi ðiâíÿíü. Ãðóïîâó êëàñè-

ôiêàöiþ âèêîíàíî iç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè.

(Î.Î. Âàí¹¹âà)

Âèâ÷åíî íååêâiâàëåíòíi íiëüïîòåíòíi øåñòèâèìiðíi àëãåáðè Ëi íàä

ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i îá÷èñëåíî âiäïîâiäíi âåëè÷èíè, ùî íàïiâ-

iíâàðiàíòíi âiäíîñíî êîíòðàêöié. Îòðèìàíî ïîâíèé ïåðåëiê ïàð, ùî íå

äîïóñêàþòü æîäíó íåâëàñíó êîíòðàêöiþ. (Ì.Î. Íåñòåðåíêî)

Ïðîâåäåíà ïîâíà ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

êîëìîãîðiâñüêîãî òèïó â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði-÷àñi, ÿêèé óòâîðþ¹òüñÿ

íàÿâíiñòþ äâîõ äîâiëüíèõ ôóíêöié, ùî âiäïîâiäà¹ êîíâåêöi¨ ïî îäíié iç

ïðîñòîðîâèõ çìií, òà äæåðåëó. Îòðèìàíi îêðåìi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè ÿêi

ïîáóäîâàíi çà äîïîìîãîþ äâîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi.

(Ñ.Â. Ñïi÷àê)

Âèêîíàíî ðîçøèðåíèé ñèìåòðiéíèé àíàëiç êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâ-

íÿíü Áþðãåðà, ðîçøèðåíî i ïîêðàùåíî âñi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè äëÿ öèõ

ðiâíÿíü, âêëþ÷àþ÷è ïîâíèé îïèñ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü, ëi¹âñüêèõ ñè-

ìåòðié, ëi¹âñüêèõ i íåêëàñè÷íèõ ðåäóêöié, çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, ïîòåíöi-

àëüíèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü i ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié. (Ð.Î. Ïîïî-

âè÷, Î.À. Ïî÷åêåòà)

Äîñëiäæåíî êëàñ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç ãðàäi¹íòíîþ äè-

ôóçi¹þ, ÿêèé óçàãàëüíþ¹ íèçêó âiäîìèõ íåëiíiéíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìî-

äåëåé, çîêðåìà ìîäåëü Ïåðîíà�Ìàëiêà äëÿ îïèñó ïðîöåñiâ ðîçïiçíàâàí-

íÿ iìiäæiâ (îáðàçiâ) òà ñòèñëèâî¨ ðiäèíè (ãàçó) â ïîðèñòîìó ñåðåäîâèùi.

Ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiþ ñèìåòðié Ëi ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi, îêðåìî ïðîàíàëiçîâàíî âèïàäêè âàæëèâi äëÿ çàñòîñó-

âàíü. Ïîáóäîâàíî íèçêó òî÷íèõ ðîç'ÿçêiâ (çîêðåìà, ðàäiàëüíî-ñèìåòðè÷íèõ)

øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ çíàéäåíèõ ñèìåòðié Ëi. (Ð.Ì. ×åðíiãà)
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Ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ (1+3)-âèìiðíèõ ðiâíÿíü

Øðüîäiíãåðà çi çìiííèì ìàñîâèì ïàðàìåòðîì òà äîâiëüíèì ïîòåíöiàëîì

i âñòàíîâëåíî ñòðóêòóðó âiäïîâiäîãî ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi. (÷ë.-êîð.

ÍÀÍ Óêðà¨íè À.Ã. Íiêiòií).

Ïðîâåäåíî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó çàãàëüíèõ (1+1)-âè-

ìiðíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà�Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ïîðÿäêó i âè÷åðïíî îïèñàíî äîïóñòèìi òî÷êîâi

ïåðåòâîðåííÿ â öüîìó êëàñi i éîãî ïiäêëàñàõ. Öå äîçâîëèëî ïîáóäóâàòè

êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåòðèâiàëüíèìè óçàãàëüíåíèìè ãðóïà-

ìè åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ðîçâ'ÿçó¹ âiäêðèòó ç ñåðåäèíè 1990-õ ðîêiâ ïðî-

áëåìó iñíóâàííÿ òàêèõ êëàñiâ. (C.Â. Îïàíàñåíêî, Ð.Î. Ïîïîâè÷)

Îïèñàíî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôði-

çà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âèêîíàíî ðîçáèòòÿ êëàñó íà øiñòü íîð-

ìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òà çàïðîïîíîâàíî øëÿõè

ïîêðàùåííÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé ïiäêëàñiâ, ùî ¹ íîðìàëiçî-

âàíèìè ëèùå â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi. Ó ÿêîñòi iëþñòðàòèâíîãî ïðèêëàäó

ïðîêëàñèôiêîâàíî îäèí ç ïiäêëàñiâ. (Î.Î. Âàí¹¹âà)

Çðîáëåíî âè÷åðïíèé îïèñ ñèìåòðié Ëi êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè Øi åñàäè�

Êàâàñàêi�Òåðàìîòî, ÿêîþ îïèñóþòüñÿ ïðîöåñè âçà¹ìîäi¨ ïîïóëÿêié ç óðà-

õóâàííÿì òàê çâàíî¨ ïîïåðå÷íî¨ äèôóçi¨. Ïîáóäîâàíî ëi¨âñüêi òî÷íi ðîç-

â'ÿçêè òà äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòèâîñòi (Ð.Ì. ×åðíiãà, Â.Â. Äàâèäîâè÷)

Ç âèêîðèñòàííÿì ðîçâèíóòèõ êëàñèôiêàöiéíèõ ìåòîäiâ âèêîíàíî ðîç-

øèðåíèé ñèìåòðiéíèé àíàëiç êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðà. Öå

âèïðàâëÿ¹, ïîêðàùó¹ i óçàãàëüíþ¹ âñi âiäîìi â ëiòåðàòóði ðåçóëüòàòè ùî-

äî òàêèõ ðiâíÿíü, ÿêi îòðèìàíî â ðàìêàõ ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü. Ïðîêëàñèôiêîâàíî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨, ëi¨âñüêi i íåêëàñè÷íi

ðåäóêöi¨, ïðèõîâàíi ñèìåòði¨, çàêîíè çáåðåæåííÿ, ïîòåíöiàëüíi äîïóñòè-

ìi ïåðåòâîðåííÿ i ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨. Ïîáóäîâàíî øèðîêi ñiì'¨ òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Âèðiøàëüíó ðîëü â óñïiøíîñòi i âè÷åðïíîñòi ðîçãëÿäó âiäiãðàâ

òîé ôàêò, ùî âèâ÷åíèé êëàñ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðà ¹ íîðìàëiçî-
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âàíèì, ïðè÷îìó éîãî ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ñêí÷åííîâèìiðíà. (Ð.Î. Ïî-

ïîâè÷, Î.À. Ïî÷åêåòà)

Ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó (1+1)-âèìið-

íèõ ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ïîðÿäêó. Ïî-

êàçàíî, ùî âiäïîâiäíèõ ìàêñèìàëüíî êàëiáðîâàíèé êëàñ ëiíiéíèõ åâîëþ-

öiéíèõ ðiâíÿíü îäíîðiäíî íàïiâíîðìàëiçîâàíèé âiäíîñíî ëiíiéíî¨ ñóïåð-

ïîçèöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ, à òîìó éîãî ïîâíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ìîæíà âèêî-

íàòè àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì. Òàêîæ ïîáóäîâàíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

ç öüîãî êëàñó çà äîïîìîãîþ îðèãiíàëüíîãî ìåòîäó êëàñèôiêàöi¨ ëi¨âñüêèõ

ðåäóêöié òà ìåòîäiâ, ñïåöiàëüíèõ äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-

õiäíèìè. (Ð.Î. Ïîïîâè÷)

Ïåðåãëÿíóòî îçíà÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ðåàëiçàöié àëãåáð Ëi òà çà-

ïðîïîíîâàíî âåëè÷èíè ñòiéêi âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. ßê

ðåçóëüòàò ñôîðìóëüîâàíî ïðàêòè÷íèé àëãîðèòì, ùî äîçâîëÿ¹ âñòàíîâè-

òè åêâiâàëåíòíiñòü ìiæ çàäàíèìè ðåàëiçàöiÿìè. (Ì.Î. Íåñòåðåíêî)

Çíàéäåíî âñi ðåàëiçàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi ãëàäêèõ äî-

òè÷íèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ íà êîëi. Îòðèìàíî êîìáiíàòîðíi ôîðìóëè äëÿ

ïiäðàõóíêó êiëüêîñòi ðåàëiçàöié íåêîìóòàòèâíèõ àëãåáð (Ñ.Â. Ñïi÷àê).

Äîñëiäæåíî ÷àñòêîâèé âèïàäîê êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè Êåë¹ð�Çå åëü,

ÿêà çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ áàãàòüîõ áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ. Âñòà-

íîâëåíî, ùî âiäïîâiäíi ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi çàäà÷i ó âèïàäêó äâîõ ïðî-

ñòîðîâèõ çìiííèõ òà êîðåêòíî âèáðàíèõ êðàéîâèõ óìîâ iíâàðiàíòíi âiäíî-

ñíî íåñêií÷åííî-âèìiðíèõ àëãåáð Ëi. Ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi òà êðàéîâèõ

óìîâ Íîéìàíà ïðîâåäåíà êëàñèôiêàöiÿ ñèìåòðié Ëi äëÿ ñiì'¨ âiäïîâiäíèõ

çàäà÷. Îòðèìàíi ñèìåòði¨ äîçâîëèëè ïîáóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè âiäïî-

âiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ó âèïàäêó ïðîñòèõ ãåîìåòðè÷íèõ îáëàñòåé (òàêèõ

ÿê íåñêií÷åííà ñìóãà, êðóã, çîâíiøíiñòü êðóãà íà ïëîùèíi). (Ð.Ì. ×åðíi-

ãà)

Óòî÷íåíî ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ Áî¹ðà (1974) îäíî÷à-

ñòèíêîâèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà ç äîâiëüíèì ïîòåíöiàëîì. Óïåðøå ïðåä-
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ñòàâëåíî âè÷åðïíèé ñïèñîê íååêâiâàëåííèõ ïîòåíöiàëiâ, âiäïîâiäíèõ àë-

ãåáð iíâàðiàíòíîñòi òà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi. (÷ë.-êîð.

ÍÀÍ Óêðà¨íè À.Ã. Íiêiòií).

Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ðiâíîìiðíî íàïiâíîðìàëiçîâàíèõ êëàñiâ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü i äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ðîçùåïëåííÿ ãðóï òî÷êîâèõ

ñèìåòðié ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó òàêèõ êëàñàõ. Íà îñíîâi öèõ

ðåçóëüòàòiâ ðîçøèðåíî îáëàñòü çàñòîñîâíîñòi àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó ãðó-

ïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨, ùî ïðîiëþñòðîâàíî ãðóïîâîþ êëàñèôiêàöi¹þ (1+1)-

âèìiðíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà ç äîâiëüíèì êîìïëåêñíîçíà÷íèì

ïîòåíöiàëîì. (Ð.Î. Ïîïîâè÷)

Ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî êëàñèôiêàöiþ ñèìåòðié Ëi äëÿ êëàñó ñèñòåì

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü çìiøàíîãî òèïó. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ

âñòàíîâëåíî iíâàðiàíòíiñòü êëàñó êðàéîâèõ çàäà÷ ç ðóõîìîþ ãðàíèöåþ

(çàäà÷ òèïó Ñòåôàíà), ÿêi ìîäåëþþòü ïðîöåñè ðîñòó ðàêîâèõ ïóõëèí.

Îòðèìàíi îïåðàòîðè ñèìåòði¨ Ëi âèêîðèñòàíîãî äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ

êðàéîâî¨ çàäà÷i iç ðóõîìèìè ãðàíèöÿìè òà ¨õíüî¨ iíòåðïðåòàöi¨. (Ð.Ì.

×åðíiãà, Â.Â. Äàâèäîâè÷)

Çäiéñíåíî îïèñ ñèìåòðié Ëi äèôóçiéíî¨ ñèñòåìè Ëîòêè�Âîëüòåðà ç

çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè. Ïîáóäîâàíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äîñëi-

äæóâàíî¨ ñèñòåìè äëÿ îïèñó âçà¹ìîäi¨ ïîïóëÿöié òèïó õèæàê-æåðòâà.

(Â.Â. Äàâèäîâè÷)

Çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ ëîêàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ðåàëiçàöié àëãåáð

Ëi âåêòîðíèìè ïîëÿìè i âåëè÷èíè, ñòiéêi âiäíîñíî òàêèõ ïåðåòâîðåíü

åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîêàçàíî, ùî ïiäàëãåáðà, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ðåàëiçàöiþ,

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿäðîì âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Äîâå-

äåíî ëåìó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ðåàëiçàöi¨, ÿêà ¹ ñóìîþ äâîõ, ðåàëiçàöi¨, ùî

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïåðåòèíîì âiäïîâiäíèõ ïiäàëãåáð. Ïðîäåìîíñòðîâàíî

ùî ðÿä âåëè÷èí, ñòiéêèõ âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, çîêðåìà

òðàíçèòèâíiñòü ðåàëiçàöié, ïðîñòiøå îá÷èñëþþòüñÿ â òåðìiíàõ ãðóï Ëi.

(Ì.Î. Íåñòåðåíêî)
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Çàïðîïîíîâàíî íèçêó ðåàëiñòè÷íèõ ìîäåëåé ìîäèôiêîâàíî¨ êâàíòî-

âî¨ ìåõàíiêè, ùî ¹ ñóïåðñèìåòðè÷íèìè òà ñóïåðiíòåãðîâíèìè. Ïîáóäî-

âàíî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íèçêè ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà çi çìiííè ïàðàìåòðîì

ìàñè. Ïîêàçàíî, ùî ñóïåðñèìåòðiÿ ïðèòàìàííà äîñèòü øèðîêîìó êëà-

ñó ôiçè÷íèõ ñèñòåì, ùî çóñòði÷àþòüñÿ ó ôiçèöi òâåðäîãî òiëà. (÷ë.-êîð.

ÍÀÍ Óêðà¨íè À.Ã. Íiêiòií)

Ïðîâåäåíî ðîçøèðåíèé àíàëiç ñèìåòði¨ äâîâèìiðíî¨ ñèñòåìè Áþðãåð-

ñà. Ïîâíó ãðóïó òî÷êîâî¨ ñèìåòði¨ öi¹¨ ñèñòåìè çíàéäåíî çà äîïîìîãîþ íî-

âî¨ âäîñêîíàëåíî¨ âåðñi¨ àëãåáðà¨÷íîãî ìåòîäó. Âè÷åðïíî i â îïòèìàëüíèé

ñïîñiá âèâ÷åíî ¨¨ ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ i ïîáóäîâàíî íîâi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè.

Äîâåäåíî, ùî öÿ ñèñòåìà íå ìà¹ ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, à òàêîæ

âèâ÷åíî ¨¨ ïðèõîâàíi çàêîíè çáåðåæåííÿ, âêëþ÷àþ÷è ïîòåíöiéíi, i ðiçíi

âèäè ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié (íåïåðåðâíi, äèñêðåòíi òà ïîòåíöiéíi). Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ìåòîä äèôåðåíöiàëüíèõ îáìåæåíü, ÿêèé ¹ îñîáëèâî åôåêòèâ-

íèì äëÿ ñèñòåìè Áþðãåðñà, çíàéäåíî íèçêó øèðîêèõ ñiìåé ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ,

ÿêi âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè (1+1)-âèìiðíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òå-

ïëîïðîâiäíîñòi, õî÷à âîíè é íå ïîâ'ÿçàíi ç ëiíåàðèçîâàíîþ ïiäìíîæèíîþ

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Áþðãåðñà. (Ð.Î. Ïîïîâè÷)

Äîñëiäæåíî ëi¨âñüêi òà íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéò-

õåäà�Ñåãåëÿ ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ ÷àñó. Ïðîêëàñè-

ôiêîâàíî ëi¨âñüêi òà íåêëàñè÷íi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨, à òàêîæ äîïóñòèìi

ïåðåòâîðåííÿ òà ïîáóäîâàíî ñiì'¨ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ðiâíÿíü. (Â.Ì.

Áîéêî, Î.Î. Âàí¹¹âà, Î.Þ. Æàëié)

Äîñëiäæåíî ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òè-

ïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨, ùî ìîäåëþ¹ ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ ïåðâiñíèõ ôåðìåðiâ ç

ìèñëèâöÿìè-çáèðà÷àìè. Îòðèìàíi îïåðàòîðè çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè

iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îòðèìàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

òà íàâåäåíî ¨õ áiîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ. (Â.Â. Äàâèäîâè÷, Ð.Ì. ×åðíiãà)

Çíàéäåíî ïîâíó (íåñêií÷åííîâèìiðíó) ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó

(1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ìåòîä åêâiâàðiàí-
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òíèõ ðóõîìèõ ðåïåðiâ çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè, â ðåãóëÿðíîìó âèïàäêó

ïðîöåäóðè íîðìàëiçàöi¨, ðóõîìîãî ðåïåðó äëÿ ãðóïè, ïîâ'ÿçàíî¨ ç ãðó-

ïîþ åêâiâàëåíòíîñòi ó êîíòåêñòi ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ñåðåä ðiâ-

íÿíü ðîçãëÿíóòîãî êëàñó. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîáóäîâàíèé ðóõîìèé ðåïåð,

îïèñàíî àëãåáðó äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ öi¹¨ ãðóïè øëÿõîì çíàõî-

äæåííÿ ìiíiìàëüíîãî ãåíåðóþ÷îãî íàáîðó äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ i

ïîâíîãî íàáîðó íåçàëåæíèõ îïåðàòîðiâ iíâàðiàíòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ.

(Ð.Î. Ïîïîâè÷)

Äîñëiäæåíî äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ çàãàëüíîãî êëàñó (1+1)-âèìið-

íèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïîáóäîâàíî ëàí-

öþæîê âêëàäåíèõ íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ öüîãî êëàñó. Äëÿ öèõ ïiäêëà-

ñiâ ïîáóäîâàíî ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi. Îêðåìî ðîçãëÿíóòî äâà íåíîð-

ìàëiçîâàíi ïiäêëàñè ðiâíÿíü òèïó ðåàêöi¨�êîíâåêöi¨�äèôóçi¨, ùî ¹ öiêàâè-

ìè äëÿ çàñòîñóâàíü, i çíàéäåíî ¨õ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi. (Î.Î. Âàí¹¹âà)

Çàïðîïîíîâàíî ïðàêòè÷íi îá÷èñëþâàëüíi ìåòîäè äëÿ äèñêðåòíîãî

àíàëiçó ôóíêöié îçíà÷åíèõ íà âàãîâèõ ðåøiòêàõ àáî ìîäåëüíèõ íàáîðàõ

íàïiâïðîñòèõ ãðóï Ëi. Öi ìåòîäè òåîðåòèêî-ãðóïîâi òà áàçóþòüñÿ íà ñêií-

÷åíèõ ãðóïàõ òà äóàëüíèõ äî íèõ. ×èñåëüíi íàáëèæåííÿ àïðîêñèìóþòü

öiëüîâi ôóíêöi¨ îäíîòèïíî íà âñüîìó íåñêií÷åíîìó ïðîñòîði. Ðîçãëÿíóòî

ðÿä ïðèêëàäiâ. (Ì.Î. Íåñòåðåíêî)

Çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä ïåðåòâîðåíü, ùî ïîâ'ÿçóþòü íåëiíiéíi (1+1)-

âèìiðíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ìàêñèìàëüíèìè ñåìèâè-

ìiðíèìè àëãåáðàìè ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié. (Â.Ì. Áîéêî, Î.Â. Ëîêàçþê)

Ìåòîä åêâiâàëåíòíîñòi, à òàêîæ ìåòîä ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çàñòîñîâàíî äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-

íÿíü Ôiøåðà ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî çàëåæàòü âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨. (Î.Î.

Âàí¹¹âà)

Íàâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä ìåòîäó îòðèìàííÿ çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü åéêîíàëó, ùî áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ïå-

ðåòâîðåíü ãîäîãðàôà òà êîíòàêòíèõ ïåðåòâîðåíü. Âèêîðèñòàíà ïðîöåäó-
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ðà äîçâîëèëà òàêîæ çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü åéêî-

íàëó òà Ãàìiëüòîíà�ßêîái. (I.À. �ãîð÷åíêî)

Îòðèìàíî íîâi ïîðîäæóþ÷i ðåàëiçàöi¨ êîíôîðìíî¨ àëãåáðè Ëi òà

äâîõ àëãåáð äå Ñiòòåðà. Ïîáóäîâàíî äåôîðìàöiþ àëãåáðè Ïóàíêàðå äî

àëãåáð äå Ñiòòåðà. (Ì.Î. Íåñòåðåíêî)

Äîñëiäæåíî ìîäèôiêàöiþ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ Áëåêà�Øîóëçà öi-

íîóòâîðåííÿ àçiéñüêèõ îïöiîíiâ, ÿêå (îêðiì ÷àñó) çàëåæèòü âiä äâîõ �ïðî-

ñòîðîâèõ� çìiííèõ. Çíàéäåíî ìàêñèìàëüíó àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi öüîãî

ðiâíÿííÿ. Çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ öi¹¨ àëãåáðè ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíó

ðåäóêöiþ é ïîáóäîâàíî øèðîêi êëàñè éîãî òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. (Ñ.Â. Ñïi-

÷àê)
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3 Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà

çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè

Äàíèé ðîçäië ïðèñâ'ÿ÷åíî äîñëiäæåííþ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðiâíÿíü êâàí-

òîâî¨ ìåõàíiêè. Îäèí ç âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ó öié öàðèíi áóëî îòðèìà-

íî ùå ó 70-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ. Äîáðå âiäîìî, ùî ðåàëüíi ôiçè-

÷íi ïðîáëåìè êâàíòîâî¨ ôiçèêè ÿê ïðàâèëî âîëîäiþòü äîñèòü øèðîêîþ

ñèìåòði¹þ. Íàïðèêëàä, àòîì âîäíþ ó äîñèòü õîðîøîìó íàáëèæåíi ¹ ií-

âàðiàíòíèì âiäíîñíî ãðóïè îáåðòàíü. I ôiçèêè äîáðå âìiëè çíàõîäèòè i

âèêîðèñòîâóâàòè öi ñèìåòði¨. Àëå ó ðîáîòàõ Íiäåðåðà, Áî¹ðà i äåÿêèõ

iíøèõ áóëè ïîâíiñòþ îïèñàíi óñi ãðóïè ñèìåòði¨, ÿêi ìîæóòü iñíóâàòè â

çàäà÷àõ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè. Òèì ñàìèì áóëî ñòâîðåíî òåîðåòèêî-ãðóïîâå

îá ðóíòóâàííÿ ðiâíÿíü êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè. Çîêðåìà, ôiçèêè äiçíàëèñÿ,

ùî äåÿêèì çàäà÷àì êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ïðèòàìàííà êîíôîðìíà ñèìå-

òðiÿ. Öi ðåçóëüòàòè ìàëè âåëèêèé âïëèâ i äîñèòü øèðîêî öèòóâàëèñÿ.

Àëå ñëiä âiäìiòèòè, ùî öi ñèìåòði¨ ôàêòè÷íî âiäêðèâ ùå Ñîôóñ Ëi ïðè

äîñëiäæåííi ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi.

Íèæ÷å âèêëàäàþòüñÿ ðåçóëüòàòè, îòðèìàííi ïðè êëàñèôiêàöi¨ ðiâ-

íÿíü Øðüîäiíãåðà çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè. Òàêi ðiâíÿííÿ ìàþòü

äóæå øèðîêèé ñïåêòð çàñòîñóâàíü, çîêðåìà, ó ôiçèöi òâåðäîãî òiëà, íà-

ïiâïðîâiäíèêàõ, ñó÷àñíèõ çàäà÷àõ ïðî êâàíòîâi òî÷êè, êâàíòîâi ïëîùèí,

òîùî. Àëå íà âiäìiíó âiä ñòàíäàðòíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà, ñèìåòði¨

òàêèõ ðiâíÿíü áóëè äîñëiäæåíi òiëüêè ó äëÿ äóæå îáìåæåíîãî êîëà çàäà÷.

Îñíîâíi âèçíà÷åííÿ. Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ðiâíÿííÿ

òèïó Øðüîäiíãåðà, ùî ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Lψ ≡
(

i
∂

∂t
−H

)
ψ = 0, (3.1)

äå H � ãàìiëüòîíiàí çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè

H = mρpam
−1−2ρpam

ρ + V. (3.2)
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Òóò pa = −i ∂
∂xa

, m = m(x) òà V = V (x) ìàñà òà ïîòåíöiàë, ùî çàëåæàòü

âiä ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ x = (x1, x2, . . . , xn), çà iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþ-

þòüñÿ, ðîçóìi¹ìî ñóìóâàííÿ çà çíà÷åííÿìè 1, 2, . . . , n.

Â (3.2) âèêîðèñòàíî ôiçè÷íî îáãðóíòîâàíå ïðåäñòàâëåííÿ

mρpam
−1−2ρpam

ρ

äëÿ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨. Ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi, ãàìiëüòîíiàí çàâ-

æäè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

H = pafpa + Ṽ (3.3)

òà

H =
√
fpapa

√
f + V̂ ,

äå

f = m−1, Ṽ = V + (ρ2 + 2ρ)
mama

m3
− ρmaa

m2

òà

V̂ = Ṽ − 1

2
fnn +

1

4f
fafa.

Òóò ma = ∂m
∂xa

and fa = ∂f
∂xa

.

Ñàìå òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ çðó÷íèì äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèìåòði¨.

Ìè äîñëiäæó¹ìî äâîâèìiðíi ïîòåíöiàëè, àëå âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìà-

ëiçì, ùî ãîäèòüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi n.

Âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåì äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi.Äëÿ

âèâîäó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà âèêîðèñòàòè ñïðîùåíèé àëãîðèòì,

îñêiëüêè äîñëiäæóþòüñÿ ëiíiéíi ñèñòåìè. À ñàìå, ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöi-

àëüíèé îïåðàòîð ïåðøîãî ïîðÿäêó:

Q = ξ0∂t + ξa∂a + η̃ ≡ ξ0∂t +
1

2
(ξa∂a + ∂aξ

a) + iη, (3.4)
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ùî àñîöiþ¹òüñÿ ç ãåíåðàòîðîì ãðóïè. Ó ôîðìóëi (3.4) η̃ = 1
2ξ

a
a+iη, ξ0, ξa i

η ¹ ôóíêöiÿìè âiä íåçàëåæíèõ çìiííèõ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì

íàñòóïíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

QL− LQ = αL,

äå α � ùå îäíà íåâiäîìà ôóíêöiÿ âiä of t òà x.

Îáðàõîâóþ÷è êîìóòàòîð i çáèðàþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ äè-

ôåðåíöiàëàõ, äiñòà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü:

ξ̇0 = −α, ξ0
a = 0, (3.5)

Fab ≡
(
ξba + ξab

)
f − δab

(
ξifi − αf

)
= 0, (3.6)

−iξ̇a + fξacc − 2ifηa + ξbfab − ξab fb − fξnna = αfa, (3.7)

i(fηa)a + ξaVa +
1

2
(fξaab)b +

(
i

2
ξ̇aa − η̇

)
= αV, (3.8)

äå δab � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à êðàïêà òà íèæíi iíäåêñè ïîçíà÷àþòü ïîõiäíi

ïî ÷àñîâié òà ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ: ξ̇0 = ∂ξ0

∂t , fa = ∂f
∂xa

, i òàê äàëi. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ðiçíîìàíiòíi äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè ðiâíÿíü (3.6)�(3.8), öþ

ñèñòåìó ìîæíà ïðèâåñòè äî íàñòóïíî¨ áiëüø çðó÷íî¨ ôîðìè:

ξba + ξab −
2

n
δabξ

i
i = 0, (3.9)

ξifi − αf =
2

n
fξii , (3.10)

ξ̇a + 2ηaf = 0, (3.11)

ξaVa +
1

2
ξbbafa = αV + η̇. (3.12)

Ñèñòåìà (3.5), (3.9)�(3.12) âèçíà÷åíà äëÿ äîâiëüíîãî n, àëå ìè áóäå-

ìî âèêîðèñòîâóâàòè âèïàäîê n = 2.

Ðåäóêöiÿ äî âèïàäêó n = 2 òà âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.

Êëàñèôiêàöiéíà ïðîáëåìà ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði ¹ äîñèòü ñïåöèôi-

÷íîþ. Ç îäíîãî áîêó, âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ ñòàþòü ïðîñòiøèìè, àëå ç

äðóãîãî � ñèëüíî óñêëàäíþ¹òüñÿ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.
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Ðiâíÿííÿ (3.9) äëÿ n = 2 çâîäèòüñÿ ê óìîâàì Êîøi�Ðiìàíà äëÿ ôóí-

êöié ξ1 = u i ξ2 = v:

u1 = v2, u2 = −v1.

Âiäïîâiäíi îïåðàòîðè ñèìåòði¨ íàáóâàþòü âèãëÿäó (3.4) i ¨õ ìîæíà ïåðå-

ïèñàòè ó âèãëÿäi:

Q = ξ0∂0 + u∂1 + v∂2 + u1 + iη.

Iíøi ðiâíÿííÿ (3.10)�(3.12) âèãëÿäàþòü òàê

2fη1 + u̇ = 0,

2fη2 + v̇ = 0,

uf1 + vf2 − (α + 2u1)f = 0,

uV1 + vV2 + u11f1 + v22f2 = αV + η̇.

Âiäìiòèìî, ùî ãàìiëüòîíiàí (3.3) ¹ ôîðì-iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî íà-

ñòóïíèõ òðàíñôîðìàöié:

x1 → ũ(x1, x2), x2 → ṽ(x1, x2), (3.13)

ψ → 1√
R
ψ, H → 1√

R
H
√
R, (3.14)

äå ũ òà ṽ � äîâiëüíi àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ âiä R =
√
ũ2

1 + ũ2
2. Äiéñíî, ïå-

ðåòâîðåííÿ (3.13), (3.14) çáåðiãàþòü ôîðìó ãàìiëüòîíiàíà, àëå ìiíÿþòü

êîíêðåòíèé âèãëÿä ìàñè òà ïîòåíöiàëó ó (3.3).

Îêðiì òîãî, ðiâíÿííÿ (3.1) äîïóñêà¹ çìiíó ìàñøòàáó:

t→ νt+ µ, (3.15)

äå ν 6= 0 òà µ äîâiëüíi êîíñòàíòè.

Ìè ââàæà¹ìî äâà ðiâíÿííÿ (3.1), (3.3) åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè

ïîâ'ÿçàíi ïåðåòâîðåííÿìè (3.13)�(3.15).
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Íàâåäåíi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ äîñèòü ïîòóæíèìè. Íàïðè-

êëàä, âèõîäÿ÷è ç ãàìiëüòîíiàíà ç ïîñòiéíîþ ìàñîþ h f = 1 i ðîáëÿ÷è

çàìiíè (3.13) òà (3.14) äiñòà¹ìî

H = p̃af̃ p̃a + Ṽ ,

äå

p̃1 = −i
∂

∂ũ
, p̃2 = −i

∂

∂ṽ
, Ṽ = V (x1(ũ, ṽ), x2(ũ, ṽ)) ,

f̃ = ũ2
1 + ũ2

2 ≡ ũ2
1 + ṽ2

1, ũ11 + ũ22 = 0.

Òåîðåìà 3.1. Ãàìiëüòîíiàí (3.3) åêâiâàëåíòíèé ãàìiëüòîíiàíó ç ïî-

ñòiéíîþ ìàñîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáåðíåíà ìàñà f çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:

(log f)nn = 0,

ÿêå åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

ffnn = fmfm.

Êëàñèôiêàöiéíi ðåçóëüòàòè. Öi ðåçóëüòàòè íàâåäåíi ó íàñòóïíèõ

ðiâíÿííÿõ:

H = paf(r)pa + V (r),

Q1 = J = x1p2 − x2p1;

H = pa(r
2 + 1)2pa − 4r2,

Q1 = J, Q2 = (x2
2 − x2

1 − 1)p1 − 2x1x2p2 + 2ix1,

Q3 = (x2
1 − x2

2 − 1)p2 − 2x1x2p1 + 2ix2;

H = pa(r
2 − 1)2pa − 4r2,

Q1 = J, Q4 = (x2
2 − x2

1 + 1)p1 − 2x1x2p2 + 2ix1,

Q5 = (x2
1 − x2

2 + 1)p2 − 2x1x2p1 + 2ix2;

H = par
α+2F (ϕ)pa + rαV̂ (ϕ),

Q6 = D = 2iαt∂t + x1p1 + x2p2;
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H = paf(r)pa + νϕ+ V̂ (r),

Q7 = J + νt;

H = pax
α+2
1 pa + νxα1 , α 6= 1;

Q8 = p2, Q9 = D;

H = pax
3
1pa + µx1 + νx2,

Q10 = p2 + νt, Q11 = it∂t + x1p1 + x2p2,

äå ϕ = arctan
(
x2

x1

)
and r =

√
x2

1 + x2
2. Êðiì òîãî, f(r), F (ϕ), V̂ (r) i V̂ (ϕ)

¹ äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè àðãóìåíòiâ, ùî íàâåäåíi ó äóæêàõ.

Ñèìåòði¨ Q1, Q2, . . . , Q5 êîìóòóþòü ç ãàìiëüòîíiàíîì, òîáòî ¹ iíòå-

ãðàëàìè ðóõó. Êðiì òîãî, âîíè çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì êîìóòàöiéíèì

ñïiââiäíîøåííÿì:

[Q1, Q2] = iQ3, [Q1, Q3] = −iQ2, [Q2, Q3] = iQ1

òà

[Q1, Q4] = iQ5, [Q1, Q5] = −iQ4, [Q4, Q5] = −iQ1,

ùî âèçíà÷àþòü àëãåáðè so(3) òà so(1, 2) âiäïîâiäíî.

Çàêëþ÷íi çàóâàæåííÿ. Ïðåäñòàâëåíi ðåçóëüòàòè ìîæíà iíòåðïðå-

òóâàòè ÿê ñòâîðåííÿ ñâî¹ðiäíîãî òåîðåòèêî-ãðóïîâîãî ïiäãðóíòòÿ äëÿ

äâîâèìiðíî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè. Àïðiîðíå

ïðåäñòàâëåííÿ óñiõ íååêâiâàëåíòíèõ ãðóï ñèìåòði¨ ìîæå áóòè äóæå êî-

ðèñíèì ïðè ïîáóäîâi ìîäåëåé ç íàïåðåä çàäàíîþ ñèìåòði¹þ. Êðiì òîãî,

òåîðåìà ïðî óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi ìîäåëåé çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè

äî ìîäåëåé ç ïîñòiéíîþ ìàñîþ ìà¹ ïåâíó ïðàêòè÷íó öiííiñòü i äîçâî-

ëÿ¹ âïiçíàòè ìîäåëi, ó ÿêèõ ìàñîâèé ïàðàìåòð çìiííèé, àëå íàñïðàâäi öå

�ïðèêðàøåíi� ìîäåëi ç ïîñòiéíîþ ìàñîþ.

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ òðèâèìiðíèõ ðiâíÿíüØðüîäiíãåðà çi

çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè. Ïðîêëàñèôiêîâàíî ñèìåòði¨ òðèâèìiðíèõ

ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà çi çiìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè. Òàêèõ ðiâíÿíü iñíó¹
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íàáàãàòî áiëüøå, íiæ ó äâîâèìiðíîìó âèïàäêó, i íå òiëüêè òîìó, ùî çðîñëà

êiëüêiñòü çìiííèõ. Íàñïðàâäi ïðè÷èíîþ ¹ âiäíîñíî áiäíi âiäíîøåííÿ åêâi-

âàëåíòíîñòè ïîðiâíÿííî ç äâîâèìiðíèì âèïàäêîì. Ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ 94

êëàñiâ òàêèõ ðiâíÿíü, âèçíà÷åíèõ ç òî÷íiñòþ äî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi,

i 70 êëàñiâ âèçíà÷åíèõ ç òî÷íiñòþ äî ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi, Ìàêñè-

ìàëüíî øèðîêà ñèìåòðiÿ òàêèõ ñèñòåì çàäà¹òüñÿ âîñüìè ïàðàìåòðè÷íîþ

ãðóïîþ Ëi.

Îïåðàòîðè ñèìåòði¨ òà âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ìè íå

áóäåìî íàâîäèòè âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ òà âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ, äëÿ ñè-

ìåòðié òðèâèìiðíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi çóñòði÷àëèñÿ âèùå äëÿ ðiâíÿíü äî-

âiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi. Àëå íàâåäåìî çàãàëüíèé âèðàç îïåðàòîðà ñèìåòði¨,

ÿêèé ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó:

Q = ξ0∂0 + λiKi + θiLi + ωD + νiPi + η,

äå

Pi = pi = −i ∂
∂xi

, Li = εijkxjpk,

D = xnpn −
3i

2
, Ki = xnxnpi − 2xiD.

(3.16)

Îïåðàòîðè (3.16) ñòâîðþþòü áàçèñ àëãåáðè c(3), à âiäïîâiäíà ãðóïà �

öå äåñÿòèïàðàìåòðè÷íà êîíôîðìíà ãðóïà ó Åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Öÿ

ãðóïà ëîêàëüíî içîìîðôíà ãðóïi Ëîðåíöÿ ó (1 + 3)-âèìiðíîìó ïðîñòîði.

I ñàìå öÿ ãðóïà ¹ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi íàøîãî ðiâíÿííÿ.

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòîâóâàâñÿ

àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä. Âàæëèâèì åëåìåíòîì öüîãî ìåòîäó ¹ âèêîðèñòàííÿ

íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ àëãåðè Ëi ãðóïè

Ëîðåíöà ó (1 + 3)-âèìiðíîì ïðîñòîði òàêi ïiäàëãåáðè âiäîìi. Âîíè áóëè

çíàéäåíi êàíàäñüêèìè ìàòåìàòèêàìè Ïàòåðîþ i Âiíòåðíèöåì. I ñàìå çíà-

ííÿ öèõ àëãåáð äîçâîëÿþ åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçàòè äóæå ñêëàäíó ñèñòåìó

âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü. Êëàñèôiêàöiéíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî íèæ÷å.

Êëàñèôiêàöiéíi ðåçóëüòàòè. Öi ðåçóëüòàòè äóæå ãðîìiçäêi, òîìó

íàâåäåíî ëèøå ¨õ ÷àñòèíó. Äîïóñòèìi ôiêñîâàíi ïàðàìåòðè ìàñè íàâåäåíî
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ó íàñòóïíèõ ôîðìóëàõ:

m = r̃−2 = (x2
1 + x2

2)
−1,

m = r−2, m = e−x3, m = (r2 ± 1)−2

m = r̃−3, m = x−2
3 , m = x−3

3 .

Ñàìå òàêi ôóíêöi¨ âiäïîâiäàþòü íàéáiëüø øèðîêié ñèìåòði¨.

Ìàñè, ùî çàëåæàòü âiä äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ, ìàþòü âèãëÿä:

m = r−2(1+σ), m = r̃−2e−σΘ, m = r̃−2−σe−νΘ,

äå Θ = arctan(x2

x1
), σ òà ν � äîâiëüíi äiéñíi ïàðàìåòðè.

Ùå iñíóþòü 24 âèïàäêè ìàñè, ùî çàëåæèòü âiä äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨,

ÿêi ìè íå íàâîäèìî. Ïðèêëàäè êëàñèôiêàöiéíèõ òàáëèöü íàäàíî äàëi.

Äëÿ ñèñòåì, ùî íàâåäåíi ó ïóíêòàõ 1, 3, 5, 7, 9 òà 2, 4, 6, 8, 10

âiäïîâiäàþòü àëãåáðè ñèìåòði¨ s2,1 ⊕ n1,1 òà s3,1 Ó ïóíêòàõ 11, 13, 15, 17,

19 òà 21 íàâåäåíî ñèìåòði¨, ùî óòâîðþþòü àëãåáðè, içîìîðôíi äî s2,1 ⊕
n1,1 ⊕ n1,1, ÿêùî õî÷à á îäèí ç ïàðàìåòðiâ λ ÷è σ ¹ íåíóëåâèì. ßêùî óñi

öi ïàðàìåòðè òðèâiàëüíi, öi àëãåáðè ñèìåòði¨ ðåäóêóþòüñÿ äî ïðÿìèõ ñóì

îäíîâèìiðíèõ àëãåáð.

Òàêèì ÷èíîì, çíàéäåíî óñi ãàìiëüòîíiàíè çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìà-

ñè, ùî ìàþòü íååêâiâàëåíòíi ñèìåòði¨. Çà áðàêîì ìiñöÿ ìè ïðåäñòàâèëè

òiëüêè äâi ç øåñòè òàáëèöü ç êâàñèôiêàöiéíèìè ðåçóëüòàòàìè. Ðåøòà ðå-

çóëüòàòiâ ìîæå áóòè çíàéäåíà ó ðîáîòi [25].

Óòî÷íåííÿ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî ñèìåòðié ñòàíäàð-

òíîãî ðiâíÿííÿØðüîäiíãåðà. Çâè÷àéíå ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà ¹ ÷àñ-

òêîâèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëüíèõ ðiâíÿíü çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè.

Òîìó, êëàñèôiêóþ÷è éîãî ñèìåòði¨, ìè äiñòà¹ìî òàêîæ ñïèñîê ñèìåòðiéíî

íååêâiâàëåíòíèõ ñòàíäàðòíèõ ðiâíÿíü Øðüîäiíãåðà. Îñêiëüêè îòðèìàíi

ó òàêèé ñïîñiá ðåçóëüòàòè íå ñïiâïàëè ç âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè Áîé¹-

ðà, áóëî ïðîâåäåíî ðåâiçiþ îñòàííiõ. Âèÿâèëîñü, ùî çàãàëüíî ïðèéíÿòà

êëàñèôiêàöiÿ ¹ íåïîâíîþ.
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Òàáë. 3.1: Ñèñòåìè çi ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ ìàñè, f = r̃2 = x21 + x22.

No ïîòåíöiàë V ñèìåòði¨
àëãåáðà

iíâàðiàíòíîñòi

1
G(r̃, x3) + µΘ,

äå Θ = arctan(x2

x1
)

A1
1 = t

(
L3 + µt

2

)
−Θ,

A1
2 = L3 + µt

n4,1

2 G(r̃) + µΘ + κx3 A1
1, A

1
2, P3 + κt n5,4

3 G(x3

r̃ ) + µΘ + ν ln(r̃) A1
1, A

1
2, D + νt n5,4

4
G( r

2+1
r̃ ) + µΘ + λΦ

äå Φ = arctan( r
2−1
2x3

)
A1

1, A
1
2, K3 − P3 − 2λt n5,4

5 µΘ + ν ln(r̃) A1
1, A

1
2, D + νt, P3 s6,91

6 µΘ A1
1, A

1
2, P3, D, K3 n4,1 ⊕ sl(2,R)

7 G(r̃, x3) + λ2

2 Θ2 + µΘ

B1
1 = λ sin(λt)L3

−(λ2Θ + µ) cos(λt),

B1
2 = λ cos(λt)L3

+(λ2Θ + µ) sin(λt)

s4,7

8 G(r̃) + λ2

2 Θ2 + µΘ + κx3 B1
1 , B

1
2 , P3 + κt s5,16

9 G(x3

r̃ ) + λ2

2 Θ2 + µΘ + ν ln(r̃) B1
1 , B

1
2 , D + νt s5,16

10 G( r
2+1
r̃ ) + λ2

2 Θ2 + µΘ + λΦ B1
1 , B

1
2 , K3 − P3 − 2λt s5,16

11 λ2

2 Θ2 + µΘ + ν ln(r̃) B1
1 , B

1
2 , D + νt, P3 s6,230

12 λ2

2 Θ2 + µΘ B1
1 , B

1
2 , P3, D, K3 s4,7 ⊕ sl(2,R)

13 G(r̃, x3)− µΘ− λ2

2 Θ2

C1
1 = λ sinh(λt)L3

+(µ+ λ2Θ) cosh(λt),

C1
2 = λ cosh(λt)L3

+(µ+ λ2Θ) sinh(λt)

s4,6

14 G(r̃)− µΘ− λ2

2 Θ2 + κx3 C1
1 , C

1
2 , P3 + κt s5,15

15 G(x3

r̃ )− µΘ− λ2

2 Θ2 + ν ln(r̃) C1
1 , C

1
2 , D + νt s5,15

16 G( r
2+1
r̃ )− µΘ− λ2

2 Θ2 + λΦ C1
1 , C

1
2 , K3 − P3 − 2λt s5,16

17 −µΘ− λ2

2 Θ2 + ν ln(r̃) C1
1 , C

1
2 , P3, D + νt s6,229

18 −µΘ− λ2

2 Θ2 C1
1 , C

1
2 , P3, D, K3 s4,7 ⊕ sl(2,R)

Âèïðàâëåíó êëàñèôiêàöiÿ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà ç ïîñòié-

íèì ìàñîâèì ïàðàìåòðîì ìîæíà çíàéòè ó ðîáîòi [48], äå òàêîæ äàíî

÷iòêå âèçíà÷åííÿ âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ òàêèõ ãàìiëüòîíiàíiâ i
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Òàáë. 3.2: Ñèñòåìè ç ìàñîþ, ùî ¹ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.

No îáåðíåíà ìàñà f ïîòåíöiàë ñèìåòði¨

1 F (x1, x2)eλx3 G(x1, x2)eλx3 P3 + iλt∂t

2 F (x1, x2) G(x1, x2) + λx3 P3 + λt

3 F (r̃, x3)eσΘ G(r̃, x3)eσΘ L3 + iσt∂t

4 F (r̃, x3) G(r̃, x3) + λΘ L3 + λt

5 rσ+2F ( r̃r , r
λe−Θ) rσG( rr̃ , r

λe−Θ) λL3 +D + iσt∂t

6 r2F ( r̃r , r
λe−Θ)

G( rr̃ , r
λe−Θ)

+σ(λΘ + ln(r))

λL3 +D

+σ(1 + λ2)t

7 F (r̃, x3 −Θ)eσΘ G(r̃, x3 −Θ)eσΘ P3 + L3 + iσt∂t

8 F (r̃, x3 −Θ) G(r̃, x3 −Θ) + λΘ P3 + L3 + λt

9 r̃2F
(
r2+1
r̃ , λΦ + Θ

)
eσΘ

eσΘ
(
ΨD2F − 3r̃

2 D1F

+G
(
r2+1
r̃ , λΦ + Θ

)) M43 + λL3 + iσt∂t,

10 r̃2F
(
r2+1
r̃ , λΦ + Θ

) G
(
r2+1
r̃ , λΦ + Θ

)
+ σΘ

− 3r̃
2 D1F + ΨD2F

M43 + λL3 + iλσt,

11 F (r̃)eσΘ+λx3 G(r̃)eσΘ+λx3 L3 + σt∂t, P3 + iλt∂t

12 F (r̃) G(r̃) + σΘ + λx3 L3 + σt, P3 + λt

13 r̃σ+2eλΘF ( r̃r ) r̃σeµΘG(x3

r̃ ) D + iσt∂t, L3 + iλt∂t

14 r̃2F ( r̃r ) G( r̃r ) + σΘ + λ ln(r) D + λt, L3 + σt

15 eσx1F (x3) eσx1G(x3) P1 + iσt∂t, P2

16 F (x3) G(x3) + λx2 P1, P2 + λt

17 eσΘ−λΦr̃2F ( r
2+1
r̃ ) eσΘ−λΦ

(
3
2 r̃F

′ +G( r
2+1
r̃ )

)
M43 + iλt∂t, L3 + iσt∂t

18 r̃2F ( r
2+1
r̃ )

3
2 r̃F

′ +G( r
2+1
r̃ )

+σΘ− λΦ
M43 + λt, L3 + σt

19 r̃σ+2F (r̃νe−Θ) r̃σG(r̃νe−Θ) D + iσt∂t + νL3, P3

20 r̃3F (r̃νe−Θ) r̃G(r̃νe−Θ) + σx3 D + it∂t + νL3, P3 + σt

21 r̃2F (r̃νe−Θ) σ ln(r̃) +G(r̃νe−Θ) D + νL3 + σt, P3

22 F (x3) G(x3) P1, P2, L3

23 F (r2) G(r2) L1, L2, L3

24 x2
3F
(
r2−1
x3

)
3
2x3F

′ +G
(
r2−1
x3

)
M01, M02, M12
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ÿâíå âèçíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi. Òàáëèöi ç êëàñèôi-

êàöiéíèìè ðåçóëüòàòàìè íàâåäåíî äàëi.

Òóò G(·) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, µ, κ òà ωa � äîâiëüíi ïàðàìåòðè, ε1,

ε2 òà ε3 ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ ±1, íèæíi iíäåêñè a and k ïðè-

éìàþòü çíà÷åííÿ 1, 2, 3 òà 1, 2 âiäïîâiäíî. Êðiì öüîãî, ìè ïîçíà÷èëè

r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3, r̃ =
√
x2

1 + x2
2 òà ϕ = arctan (x2/x1).

Óñi ðiâíÿííÿ äîïóñêàþòü ñèìåòði¨ P0 = ∂
∂t òà îäèíè÷íèé îïåðàòîð.

Äîäàòêîâi ñèìåòði¨ íàâåäåíî ó òðåòüîìó ñòîâá÷èêó, äå

Pa = −i∂a, Mab = xaPb − xbPa,

D = 2tP0 − xaPa +
in

2
,

P0 = i∂t, Ga = tPa − xa, A = tD − t2P0 −
x2

2
,

A+
1 =

1

ω
sin(2ωt)P0 − cos(2ωt)

(
xaPa −

in

2

)
− ω sin(2ωt)x2,

A+
2 =

1

ω
cos(2ωt)P0 + sin(2ωt)

(
xaPa −

in

2

)
− ω cos(2ωt)x2,

B+
a (ω) = sin(ωt)Pa − ωxa cos(ωt),

B̂+
a (ω) = cos(ωt)Pa + ωxa sin(ωt).

Âiäïîâiäíi àëãåáðè ñèìåòði¨ âêàçàíî ó ÷åòâåðòîìó ñòîâá÷èêó òàáëèöi, äå

na,b òà sa,b ¹ íiëüïîòåíòíi òà ðîçâ'ÿçíi àëãåáðè ðîçìiðíîñòi a âiäïîâiäíî,

ó ïîçíà÷åííÿõ Øíîáëà òà Âiíòåðíiöà.

Ãðóïîþ åâiâàëåíòíîñòi äëÿ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà ¹ ðîçøèðåíà ãðó-

ïà Åâêëiäà. Âiäïîâiäíèé ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi âêëþ÷à¹ òàêîæ íàñòó-

ïíi ïåðåòâîðåííÿ:

x→ x̃ =
x√

1 + t2
, t→ t̃ =

1

ω
arctan(t),

ψ(t,x)→ ψ̃(t̃, x̃) = (1 + t2)
n
4 e
−iωtx2

2(1+t2)ψ(t,x),

x→ x̃ =
x√

1− t2
, t→ t̃ =

1

ω
arctanh(t),

ψ(t,x)→ ψ̃(t̃, x̃) = (1− t2)
n
4 e

iωtx2

2(1−t2)ψ(t,x)
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Òàáë. 3.3: Íååêâiâàëåíòíi ïîòåíöiàëè äëÿ 3-âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà.

No ïîòåíöiàë V ñèìåòði¨
àëãåáðà

iíâàðiàíòíîñòi

1 G(r̃, x3) + κϕ L3 + κt
n3,1, κ 6= 0,

3n1,1, κ = 0

2 G(r̃, x3 − ϕ) + κϕ L3 + P3 + κt
n3,1, κ 6= 0,

3n1,1, κ = 0

3 1
r2G( rr̃ , r

κe−ϕ) D + κL3 s2,1 ⊕ n1,1

4? G(x1, x2) G3, P3 n4,1

5∗ 1
r2G(ϕ, r̃r ) A, D sl(2,R)⊕ n1,1

6∗ 1
r2G( r̃r ) A, D, L3 sl(2,R)⊕ 2n1,1

7? G(r̃) + κϕ L3 + κt, G3, P3
s5,14, κ 6= 0,

n4,1 ⊕ n1,1, κ = 0

8 1
r̃2G(r̃κe−ϕ) D + κL3, G3, P3 s5,38

9?∗ 1
r̃2G(ϕ) A, D, G3, P3 sl(2,R)⊂+n3,1

10? G(x1) G3, P3, P2, G2, L1 g(1, 2)

11 G(r) L1, L2, L3 so(3)⊕ 2n1,1

12∗ κ
r2 A, D, L1, L2, L3 sl(2,R)⊕ so(3)⊕n1,1

13?∗ κ
r̃2 A, D, G3, P3, L3 sl(2,R)⊂+n3,1 ⊕ n1,1

14?∗ κ
x2
1

A,D,G2, G3, P2, P3, L1 schr(1, 2)

15 ε
ω2x2

3

2 +G(x1, x2) Bε3(ω), B̂ε3(ω)
s4,9, ε = 1,

s4,8, ε = −1

16 ε
ω2x2

3

2 +G(r̃) + µϕ Bε3(ω), B̂ε3(ω), L3 + µt

s5,16, ε = 1, µ 6= 0

s5,15, ε = −1, µ 6= 0

s4,9 ⊕ n1,1, ε = 1, µ = 0,

s4,8 ⊕ n1,1, ε = −1, µ = 0

17? ε
ω2x2

2

2 +G(x1) Bε2(ω), B̂ε2(ω), P3, G3
s6,160, ε = −1,

s6,161, ε = 1

18 ε1
ω2

1x
2
1

2 + ε2
ω2

2x
2
2

2 +G(x3) Bεkk (ωk), B̂εkk (ωk), k = 1, 2

s6,162, ε1 = ε2 = −1,

s6,164, ε1ε2 = −1,

s6,166, ε1 = ε2 = 1

19 εω
2r̃2

2 +G(x3) Bεk(ω), B̂εk(ω), L3
s6,162, ε = −1,

s6,166, ε = 1

20 ε1
ω2

1x
2
1

2 + ε2
ω2

2x
2
2

2 + ε3
ω2

3x
2
3

2 Bεaa (ωa), B̂εaa (ωa), a = 1, 2, 3 s8,1(ε1, ε2, ε3)

21? ε1
ω2

1x
2
1

2 + ε2
ω2

2x
2
2

2 Bεkk (ωk), B̂εkk (ωk), P3, G3 s8,2(ε1, ε2)

22 εω
2r̃2

2 + ε3
ω2

3x
2
3

2 L3, B
εa
a (ωa), B̂εaa (ωa) s9,1(ε, ε3)

23? εω
2r̃2

2 G3, P3, L3, B
ε
k(ω), B̂εk(ω) s9,2(ε)

24? ε
ω2x2

3

2 Bε3(ω), B̂ε3(ω), Pk, Gk, L3 s9,3(ε)
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òà

xa → x′a = xa −
1

2
κat

2, t→ t′ = t,

ψ(t,x)→ ψ′(t′,x′) = exp

(
−itκaxa +

i

3
κ2t3

)
ψ(t,x).

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî ïîâíó êëàñèôiêàöiþ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ Øðüî-

äiíãåðà ç ïîñòiéíèì ìàñîâèì ïàðàìåòðîì, ÿêà âêëþ÷à¹ ÷îòèðè âèïàäêè,

ïðîïóùåíi Áîé¹ðîì.

Ïîâíi ñèñòåìè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿíü Øðüîäiíãå-

ðà çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè. ßêùî ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà ìà¹

äîñèòü âèñîêó ñèìåòðiþ, âîíî ¹ iíòåãðîâíèì. Öå ïðàâèëî âèÿâëÿ¹òüñÿ

÷èííèì òàêîæ äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè. Ó ðîáîòi [77]

ïîêàçàíî, ùî óñi òàêi ðiâíÿííÿ ¹ òî÷íî ðîç'ÿçíèìè, ÿêùî ðîçìiðíiñòü ¨õ

àëãåáðè ñèìåòði¨ ¹ øiñòü ÷è áiëüøå. Âiäïîâiäíi ïîâíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ

ïîáóäîâàíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Ïîâíèé ñïèñîê ìàñ i ïîòåíöiàëiâ, ùî âiä-

ïîâiäàþòü òàêèì ðiâíÿííÿì, íàâåäåíî ó íàñòóïíié òàáëèöi.

Íèæ÷å íàâåäåíî îäèí ïðèêëàä ïîáóäîâè çãàäàíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Âiäïî-

âiäíå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

i
∂ψ

∂t
=

(
−1

2

∂

∂xa
r2 ∂

∂xa
+ ν ln(r) +

λ2

2
ln(r)2

)
ψ.

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ãðóïè îáåðòàíü, éîãî

ðîçâ 'ÿçêè äîñiëüíî øóêàòè ó âèãëÿäi

Ψ = e−iEtRlm(r)Ylm(ϕ, θ),

ϕ òà θ � êóòè Åéëåðà, Ylm(ϕ, ϕ) � ñôåðè÷íi ôóíêöi¨, òîáòî âëàñíi âå-

êòîðè êâàäðàòà êóòîâîãî ìîìåíòó. Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî íàñòóïíèõ

ðàäiàëüíèõ ðiâíÿíü:(
−r∂Rlm

∂r
r
∂Rlm

∂r
− r∂Rlm

∂r

+ l(l + 1) + ν ln(r) +
λ2

2
ln(r)2

)
Rlm = 2ERlm. (3.17)
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Òàáë. 3.4: Ðiâíÿííÿ çi çìiííèì ïàðàìåòðîì ìàñè, ùî äîïóñêàþòü àëãåáðè ñèìåòði¨

ðîçìiðíîñòi 6 i âèùå.

No îáåðíåíà ìàñà f ïîòåíöiàë V ñèìåòði¨

1
(
r2 + 1

)2 −3r2 M41,M42,M43,

M21,M31,M32

2
(
r2 − 1

)2 −3r2 M01,M02,M03,

M21,M31,M32

3 x2
3 ν ln(x3) P1, P2, M12, D + νt

4 r̃3 κx3 + λr̃ P3 + κt, D + it∂t, M12

5 x3
1 λx1 + κx3 P3 + κt, P2, D + it∂t

6 xσ+2
3 κxσ3

P1, P2, M12, D + iσt∂t,

σ 6= 0, 1,−2

7 r̃σ+2eλϕ κr̃σeλϕ
M12 + iλt∂t, P3,

D + iσt∂t, σ 6= 0

8 r̃2 λ2

2 ϕ
2 + µϕ+ ν ln(r̃)

B1
1 , B

1
2 ,

D + νt, P3

9 r̃2eσϕ κeσϕ + ω2

2 e−σϕ N1
1 , N

1
2 , P3, D, K3

10 r2 ν ln(r) + λ2

2 ln(r)2 B2
1 , B

2
2 , L1, L2, L3

11 r2+σ κrσ + ω2

2 r
−σ N2

1 , N
2
2 , L1, L2, L3

Âèêîðèñòîâóþ÷è íîâó çìiííó y =
√

2 ln(r), ðiâíÿííÿ (3.17) ìîæíà

ïåðåïèñàòè ó íàñòóïíié ôîðìi:(
− ∂2

∂y2
+ l(l + 1) + νy +

λ2

2
y2

)
Rlm(y) = ẼRlm(y), (3.18)

äå Ẽ = E − 1
4 .

Íåõàé λ 6= 0, òîäi ðiâíÿííÿ (3.18) çâîäèòüñÿ äî 1-âèìiðíîãî 1D ëiíié-

íîãî îñöèëÿòîðà, àëå âêëþ÷à¹ äîäàòêîâèé ÷ëåí l(l+1). Äîïóñòèìi âëàñíi

çíà÷åííÿ Ẽ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Ẽ = n+ l(l + 1),

äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè äîáðå âiäîìi.

Ó ðîáîòi [77] çíàéäåíî âëàñíi âåêòîðè i âëàñíi çíà÷åííÿ óñiõ ãàìiëüòî-

íiàíiâ, ó ÿêi âõîäÿòü ïîòåíöiàëè i ìàñè, íàâåäåíi ó òàáëèöi 3.4. Ïðè ÷îìó ó

äåÿêèõ áåçïîñåðåäíüî âèïàäêàõ âèêîðèñòàíî òåîðiþ ïðåäñòàâëåíü àëãåáð

Ëi, óòâîðåíèõ îïåðàòîðàìè ñèìåòði¨, à â iíøèõ � ìåòîäè ñóïåðñèìåòði¨.
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4 Ñèíãóëÿðíi ìîäóëi ðåäóêöi¨

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

�Íåêëàñè÷íèé� ïiäõiä äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ó çàìêíåíîìó âèãëÿäi çàïðîïîíîâàíî Áëóìàíîì i Êîëå (1969) íà

ïðèêëàäi (1+1)-âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ç ìåòîþ ðîçøèðè-

òè îáëàñòü çàñòîñóâàíü ñèìåòðiéíèõ ìåòîäiâ. Iç êiíöÿ 1980-õ ðîêiâ öåé

ìåòîä âèêîðèñòàíî äëÿ äîñëiäæåííÿ áàãàòüîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ÿêi ìîäåëþþòü ðåàëüíi ÿâèùà. Âiäïîâiäíi îá'¹êòè, ÿêi ïîäiáíi äî ïiäàë-

ãåáð àëãåáð Ëi ñèìåòðié, ó ëiòåðàòóði íàçèâàþòü ïî-ðiçíîìó: íåêëàñè÷íi,

Q-óìîâíi, óìîâíi, ÷àñòêîâi ñèìåòði¨, àáî � ó áiëüø ïîâíié ôîðìi � ií-

âîëþòèâíi ñiì'¨/ìîäóëi îïåðàòîðiâ íåêëàñè÷íî¨/óìîâíî¨ ñèìåòði¨. Õàðà-

êòåðíîþ ðèñîþ, ÿêó íåêëàñè÷íi ñèìåòði¨ óñïàäêîâóþòü âiä ëi¨âñüêèõ, ¹

òå, ùî âîíè äîçâîëÿþòü áóäóâàòè àíçàöè äëÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨, ÿêi ðåäó-

êóþòü âiäïîâiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Öÿ ðèñà ïîâ'ÿçó¹ íåêëàñè÷íi

ñèìåòði¨ ç ïðÿìèì ìåòîäîì Êëàðêñîíà�Êðóñêàëà i çàãàëüíèì ìåòîäîì

àíçàöiâ Îäíàê íàñïðàâäi âëàñòèâîñòi íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié áiëüø òiñíî

ïîâ'ÿçàíi ç òåîðiÿìè äèôåðåíöiàëüíèõ çâ'ÿçêiâ i ôîðìàëüíî¨ ñóìiñíîñòi

ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ñàìå òîìó íàäàëi âèêîðèñòîâó¹ìî òåð-

ìií �ìîäóëi ðåäóêöi¨� (âåêòîðíèõ ïîëiâ) çàìiñòü �iíâîëþòèâíi ñiì'¨ îïåðà-

òîðiâ óìîâíî¨ ñèìåòði¨� i êàæåìî, ùî iíâîëþòèâíèé ìîäóëü âåêòîðíèõ

ïîëiâ ðåäóêó¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, ÿêùî öå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðåäó-

êóâàòè çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíîãî àíçàöà.

Âêëþ÷åííÿ óìîâè iíâàðiàíòíî¨ ïîâåðõíi, àñîöiéîâàíî¨ ç ìîäóëåì,

ó êðèòåðié óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ïðèçâîäèòü äî êiëüêîõ ñóòò¹âèõ óñêëàä-

íåíü çíàõîäæåííÿ óìîâíèõ ñèìåòðié ïîðiâíÿíî ç ëi¨âñüêèìè. Äëÿ çàäà-

íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L åëåìåíòè éîãî ðiçíèõ ìîäóëiâ ðåäó-

êöi¨ íå óòâîðþþòü îá'¹êòiâ ç ãàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ àáî äèôåðåíöiàëüíîþ

ñòðóêòóðîþ. Òîìó îêðåìi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ íå ìîæíà êîìïîíóâàòè â
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ìîäóëi ðåäóêöi¨ ïî àíàëîãi¨ ç ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàí-

òíîñòi ðiâíÿííÿ L òà ¨¨ ïiäàëãåáðàìè, ÿêi óòâîðåíî âåêòîðíèìè ïîëÿìè,

àñîöiéîâàíèìè ç îäíîïàðàìåòðè÷íèìè ïñåâäîãðóïàìè òî÷êîâèõ ñèìåòðié

Ëi ðiâíÿííÿ L. Ó òîé ÷àñ ÿê ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ëi¨â-

ñüêèõ ñèìåòðié çàâæäè ëiíiéíi, àíàëîãi÷íi ñèñòåìè äëÿ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨

íåëiíiéíi, ïðè÷îìó � ó âèïàäêó ìîäóëiâ ðîçìiðíîñòi áiëüøå îäèíèöi �

öi ñèñòåìè äîäàòêîâî ïîòðiáíî äîïîâíèòè óìîâîþ iíâîëþòèâíîñòi, òîáòî

âèìàãàòè çàìêíåíiñòü ìîäóëiâ âiäíîñíî îïåðàöi¨ êîìóòóâàííÿ âåêòîðíèõ

ïîëiâ. Áiëüø òîãî, íàâiòü äëÿ çàäàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ i ôiê-

ñîâàíî¨ ðîçìiðíîñòi éîãî ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ¹äèíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü äëÿ òàêèõ ìîäóëiâ íåìà¹. Çàìiñòü öüîãî ìíîæèíà òàêèõ ìîäóëiâ

ðîçïàäà¹òüñÿ íà ïiäìíîæèíè, àñîöiéîâàíi ç ñóòò¹âî ðiçíèìè ñèñòåìàìè

âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ ç öèõ ñèñòåì ìîæå áóòè åêâi-

âàëåíòíî ðîçâ'ÿçàííþ âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî ïðèçâîäèòü äî òàê çâàíèõ

�no-go� âèïàäêiâ ïðè âèâ÷åíi ìîäóëiâ ðåäóêöi¨. Ïîäiáíi �no-go� âèïàäêè

âiäîìi äëÿ îêðåìèõ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, âêëþ÷àþ÷è ëi-

íiéíå ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà òà ëiíiéíi åâîëþöié-

íi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ äëÿ âñüîãî êëàñó (1+1)-âèìiðíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, áàãàòîâèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i íàâiòü ñè-

ñòåì òàêèõ ðiâíÿíü. Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîñëiäæåííi ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

àíàëîãi÷íà �no-go� ñèòóàöiÿ âèíèêà¹ äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ôàêòè÷íî, âñi âêàçàíi âèùå �no-go� âèïàäêè îïå-

ðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ¹ ïðîÿâàìè ïåâíîãî �no-go� âèïàäêó, ñïiëüíîãî äëÿ âñiõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, i ùå îäíîãî âèïàäêó, ñïåöèôi÷íîãî äëÿ ëiíiéíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïðè÷èíè, ùî ïîðîäæóþòü ðîç-

áèòòÿ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ i �no-go� âèïàäêè äëÿ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié, äî

îñòàííüîãî ÷àñó íå äîñëiäæóâàëè. Òàêîæ áóëî íåçðîçóìiëî, ÿê ðåçóëüòà-

òè ùîäî �no-go� âèïàäêiâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïîøèðèòè íà

ìîäóëi ðåäóêöi¨ äëÿ iíøèõ � íååâîëþöiéíèõ � ðiâíÿíü.

Ó ðîáîòi Êóíçiíãåðà i Ïîïîâè÷à (2010) ðîçáèòòÿ ìíîæèíè ìîäóëiâ
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ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïîâ'ÿçàíî ç ïîíèæåííÿì ïîðÿäêó

öüîãî ðiâíÿííÿ íà ìíîãîâèäàõ, âèçíà÷åíèõ óìîâàìè iíâàðiàíòíî¨ ïîâåðõ-

íi äëÿ öèõ ìîäóëiâ ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði ñòðóìåíiâ. Ó ðåçóëüòàòi, äî-

ñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ âåêòîðíèõ ïîëiâ, ùî ïîíèæóþòü ïîðÿ-

äîê ðiâíÿííÿ, âêëþ÷åíî ÿê ïî÷àòêîâèé êðîê äî ïðîöåäóðè çíàõîäæåííÿ

íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié. Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ëèøå âèïàäîê îêðåìî-

ãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè âiä äâîõ íåçàëå-

æíèõ i îäíi¹¨ çàëåæíî¨ çìiííèõ i îäíîãî îïåðàòîðà ðåäóêöi¨. Òàêîæ ââåäå-

íî ïîíÿòòÿ ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ òà ïîêàçàíî, ùî êîïîðÿäîê

ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi îïåðàòîðà ðåäóêöi¨ Q äîðiâíþ¹ ñóòò¹âîìó ïîðÿä-

êó âiäïîâiäíîãî ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ i êiëüêîñòi ñóòò¹âèõ ïàðàìåòðiâ ó

ñiì'¨ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òàì ñàìî îòðèìàíî �no-go� òâåðäæåííÿ

ïðî ñèíãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ i õâè-

ëüîâèõ ðiâíÿíü i äîâåäåíî ¨õ óçàãàëüíåííÿ äëÿ ïàðàìåòðèçîâàíèõ ñiìåé

âåêòîðíèõ ïîëiâ, ÿêi ðåäóêóþòü äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè âiä äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ðîçøèðåíî íà âèïàäîê áiëüøî¨

êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Ïiñëÿ àíàëiçó òà ïåðåîñìèñëåííÿ â � 4.1

îñíîâíèõ ïîíÿòü i òâåðäæåíü òåîði¨ íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié ó � 4.2 çà-

ïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ ñèíãóëÿðíèõ i ìåòàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ âåêòîðíèõ

ïîëiâ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié. Äîâåäåíî, ùî íà âiäìiíó âiä äâî-

âèìiðíèõ ìåòàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ áóäü-ÿêèé ìåòàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü

ðîçìiðíîñòi âèùå 2 îáîâ'ÿçêîâî ¹ iíâîëþòèâíèì. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì

öüîãî ïàðàãðàôó ¹ òåîðåìà 4.2, ÿêà ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

îïèñó¹ äèôåðåíöiàëüíi ôóíêöi¨, ùî äîïóñêàþòü ìåòàñèíãóëÿðíi ìîäóëi.

Àíàëîãi÷íi ïîíÿòòÿ ñèëüíî i ñëàáî ñèíãóëÿðíèõ i ìåòàñèíãóëÿðíèõ ìîäó-

ëiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ââåäåíî ó � 4.4. Iç òåîðåìè 4.3, ÿêà õàðàê-

òåðèçó¹ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ùî äîïóñêàþòü ñëàáî ìåòàñèíãóëÿð-

íi ìîäóëi, âèïëèâà¹, ùî çàìiñòü òàêèõ ìîäóëiâ äîñòàòíüî äîñëiäæóâàòè
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ìåòàñèíãóëÿðíi ìîäóëi âiäïîâiäíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié. Çâ'ÿçîê

ìiæ êîïîðÿäêîì ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëiâ ðåäóêöi¨, ñóòò¹âèì ïî-

ðÿäêîì âiäïîâiäíèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü i � ó âèïàäêó ðåäóêöi¨ äî çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ ó âiäïîâiäíèõ

ñiì'ÿõ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèâ÷åíî â � 4.5. Ïîêàçàíî, ùî çâ'ÿçîê ìiæ

ðåäóêöi¹þ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L çà äîïîìîãîþ iíâîëþòèâíîãî

ìîäóëÿ Q i ôîðìàëüíîþ ñóìiñíiñòþ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè, ÿêó óòâîðþþòü

ðiâíÿííÿ L i õàðàêòåðèñòè÷íà ñèñòåìà, àñîöiéîâàíà ç ìîäóëåì Q, ñóòò¹-

âî çàëó÷à¹ êîïîðÿäîê ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ L. Ïåðåãëÿäàþ÷è ðåçóëüòàòè Ãðþíäëàíäà òà Òàôåëÿ

(1995) ç âèêîðèñòàííÿì ïîíÿòòÿ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨, ó � 4.6

âèâ÷åíî îñîáëèâèé âèïàäîê ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ðîçìiðíîñòi, ùî ñïiâïàäà¹

ç êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ; òàêi ìîäóëi ïðèçâîäÿòü äî ðåäóêöi¨ äî

àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Ó � 4.7 �no-go� ðåçóëüòàòè ðîáîòè Ïîïîâè÷à (1998)

ïåðåôîðìóëüîâàíî é ðîçøèðåíî íà ìîäóëi, ùî ðåäóêóþòü áàãàòîâèìið-

íi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñîì

ÿê ¹äèíîþ íåçàëåæíîþ çìiííîþ. Öèì îá ðóíòîâàíî ðîçãëÿä ìîäóëiâ ðå-

äóêöi¨ ç êîïîðÿäêîì ñèíãóëÿðíîñòi 1 ó � 4.8. Çà ïðèïóùåííÿ, ùî äèôå-

ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L äîïóñêà¹ n-âèìiðíèé ìåòàñèíãóëÿðíèé ìîäóëüM

ç êîïîðÿäêîì ñèíãóëÿðíîñòi 1, äå n � êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ çìiííèõ ó

ðiâíÿííi L, äîâåäåíî �no-go� òâåðäæåííÿ, ùî âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê ìiæ
(n−1)-âèìiðíèìè ìîäóëÿìè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L, ÿêi ìiñòèòü ìîäóëü M ,

i ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ L. Çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ

äëÿ òàêèõ ìîäóëiâ ìîæíà çâåñòè äî ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ çà äîïîìîãîþ

êîìïîçèöi¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ïiäñòàíîâêè òà ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà. Çà-

êëþ÷íèé � 4.9 ïðèñâÿ÷åíî ñèíãóëÿðíèì ìîäóëÿì äëÿ êâàçiëiíiéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó, ïðè÷îìó

ðîçìiðíiñòü ìîäóëiâ ââàæà¹ìî ìåíøîþ çà êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Ïîêàçàíî, ùî òàêi åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ íå äîïóñêàþòü ñèíãóëÿðíèõ ìî-

äóëiâ. Áóäü-ÿêå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåâèðîäæåíîþ
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ìàòðèöåþ êîåôiöi¹íòiâ ïðè äðóãèõ ïîõiäíèõ äîïóñêà¹ ëèøå ñèíãóëÿðíi

ìîäóëi, ðîçãëÿíóòi â � 4.7 äëÿ çàãàëüíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Óçàãàëü-

íåíi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ ¹ áiëüø ñêëàäíèìè ç öi¹¨ òî÷êè çîðó. Çîêðåìà,

âîíè ìîæóòü äîïóñêàòè ñiì'¨ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ, ÿêi íå ìàþòü iíòåð-

ïðåòàöi¨ â òåðìiíàõ ìåòàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ, ùî ïîêàçó¹ íåîáõiäíiñòü

ïîäàëüøîãî ðîçâèòêó òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòàõ [1, 2].

4.1 Ìîäóëi ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Ó öüîìó ïàðàãðàôi êîðîòêî íàâåäåìî é óòî÷íèìî íåîáõiäíi ïîíÿòòÿ i

ðåçóëüòàòè ùîäî íåêëàñè÷íèõ (óìîâíèõ) ñèìåòðié äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü.

Íåõàé çàäàíî ðîçøàðîâàíèé ïðîñòið n íåçàëåæíèõ çìiííèõ x =

(x1, . . . , xn) i îäíi¹¨ çàëåæíî¨ çìiííî¨ u. Ðîçãëÿíåìî ñêií÷åííîâèìiðíèé

iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q âåêòîðíèõ ïîëiâ, âèçíà÷åíèé ó äåÿêié îáëàñòi

öüîãî ïðîñòîðó, i ïðèïóñòèìî, ùî ðîçìiðíiñòü p ìîäóëÿ Q (íàä êiëüöåì

ãëàäêèõ ôóíêöié çìiííèõ (x, u)) íå ïåðåâèùó¹ n, 0 < p 6 n. Äîäàòêîâî

ââàæà¹ìî, ùî ìîäóëü Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã, òîáòî äëÿ êîæíîãî

ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ (x, u) ïðîåêöiÿ íà ïðîñòið çìiííèõ x ¹ p-âèìiðíîþ.

Àòðèáóò �iíâîëþòèâíèé� îçíà÷à¹, ùî äóæêà Ëi (êîìóòàòîð) áóäü-ÿêèõ

äâîõ âåêòîðíèõ ïîëiâ ìîäóëÿ Q íàëåæèòü Q. Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêèé

îäíîâèìiðíèé ìîäóëü ¹ iíâîëþòèâíèì. Òîìó ó âèïàäêó p = 1 îïóñêàòè-

ìåìî àòðèáóò �iíâîëþòèâíèé� i ãîâîðèòèìåìî ëèøå ïðî ìîäóëi.

Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî iíäåêñè i òà j çìiíþþòüñÿ âiä 1 äî n, iíäåêñ s

çìiíþ¹òüñÿ âiä 1 äî p, iíäåêñ σ çìiíþ¹òüñÿ âiä 1 äî n− p, i çà iíäåêñàìè,
ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ðîçóìiòèìåìî ïiäñóìîâóâàííÿ. Äóæêè 〈. . . 〉 âèêîðè-
ñòîâóâàòèìåìî äëÿ ïîçíà÷åííÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè íàä êiëüöåì ãëàäêèõ

ôóíêöié çìiííèõ (x, u). Íèæíi iíäåêñè ôóíêöié ïîçíà÷àþòü äèôåðåíöi-

þâàííÿ çà âiäïîâiäíèìè çìiííèìè, ∂i = ∂/∂xi é ∂u = ∂/∂u. Áóäü-ÿêà

ôóíêöiÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ¨¨ ïîõiäíà íóëüîâîãî ïîðÿäêó. Âåñü ðîçãëÿä
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ïðîâåäåíî â ðàìêàõ ëîêàëüíîãî ïiäõîäó. Ïîíÿòòÿ ôóíêöiîíàëüíî¨ íåçà-

ëåæíîñòi ðîçóìiòèìåìî â ñåíñi ïîâíî¨ ôóíêöiîíàëüíî¨ íåçàëåæíîñòi, òîá-

òî ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíi ôóíêöi¨ ¹ ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèìè íà

áóäü-ÿêié ïiäìíîæèíi ¨õ ñïiëüíî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.

Íåõàé âåêòîðíi ïîëÿ

Qs = ξsi(x, u)∂i + ηs(x, u)∂u

óòâîðþþòü áàçèñ ìîäóëÿ Q, òîáòî Q = 〈Q1, . . . , Qp〉. Òîäi óìîâà íà

ðàíã åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi rank(ξsi) = p. Óìîâà, ùî êîìóòàòîð áóäü-ÿêî¨

ïàðè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ íàëåæàâ ìîäóëþ Q, [Qs, Qs′] ∈ Q, äîñòàòíÿ äëÿ
òîãî, ùîá ìîäóëü Q áóâ iíâîëþòèâíèì. ßêùî âåêòîðíi ïîëÿ Q̃1, . . . , Q̃p

óòâîðþþòü iíøèé áàçèñ ìîäóëÿ Q, òî iñíó¹ íåâèðîäæåíà p× p ìàòðè÷íà
ôóíêöiÿ (λss

′
(x, u)) òàêà, ùî Q̃s = λss

′
Qs′.

Äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ ïåðøîãî ïîðÿäêó

Qs[u] := ηs(x, u)− ξsi(x, u)ui

íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòèêîþ âåêòîðíîãî ïîëÿ Qs. Âíàñëiäîê òåîðåìè

Ôðîáåíióñà, iíâîëþòèâíiñòü ìîäóëÿ Q åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî õàðàêòåðèñ-

òè÷íà ñèñòåìà Q: Q[u] = 0 äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè Qs[u] = 0 (¨¨ òàêîæ íàçèâàþòü óìîâîþ iíâàðiàíòíî¨ ïîâåðõíi) ìà¹

n + 1 − p ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ iíòåãðàëiâ ω0(x, u), . . . , ωn−p(x, u).

Òîìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ìîæíà íåÿâíî ïðåäñòàâèòè ó âè-

ãëÿäi F (ω0, . . . , ωn−p) = 0, äå F � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãó-

ìåíòiâ.

Äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ G = G[v] çàëåæíèõ çìiííèõ v = (v1,

. . . , vm), ÿêi ó ñâîþ ÷åðãó ¹ ôóíêöiÿìè íåçàëåæíèõ çìiííèõ y = (y1, . . . ,

yn), íàçèâàþòü ãëàäêó ôóíêöiþ, ùî çàëåæèòü âiä y i ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ v

çà çìiííèìè y. Áiëüø ôîðìàëüíî, äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ âèçíà÷àþòü

ÿê ãëàäêó ôóíêöiþ íà îáëàñòi ïðîñòîðó ñòðóìåíiâ Jr = Jr(y|v) äåÿêîãî

ïîðÿäêó r ç íåçàëåæíèìè çìiííèìè y i çàëåæíèìè çìiííèìè v. Ïîðÿäîê

r = ordG äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ G äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíîìó ïîðÿäêó
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ïîõiäíèõ (âiäïîâiäíî ñòðóìåíåâèõ çìiííèõ), âiä ÿêèõ ôóíêöiÿ G çàëå-

æèòü ñóòò¹âî. Çîêðåìà, ordG = −∞, ÿêùî G çàëåæèòü ëèøå âiä y.

Áóäü-ÿêà ìíîæèíà äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié ôiêñîâàíîãî äîäàòíîãî ïî-

ðÿäêó, ÿê i ìíîæèíà äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié íåäîäàòíîãî ïîðÿäêó, ií-

âàðiàíòíà âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ (y, v).

Âèêîðèñòàííÿ iíøîãî áàçèñó ìîäóëÿ Q ïðèçâîäèòü ëèøå äî iíøî-

ãî ïðåäñòàâëåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè Q ç òi¹þ ñàìîþ ìíîæèíîþ

ðîçâ'ÿçêiâ. Òîìó õàðàêòåðèñòè÷íà ñèñòåìà Q àñîöiéîâàíà ñêîðiøå ç ìî-

äóëåì Q, íiæ ç ôiêñîâàíèì áàçèñîì ìîäóëÿ Q. I íàâïàêè, áóäü-ÿêà ñiì'ÿ

n + 1 − p ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ ôóíêöié çìiííèõ x òà u ¹ ïîâíîþ

ñèñòåìîþ iíòåãðàëiâ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè äåÿêîãî p-âèìiðíîãî ií-

âîëþòèâíîãî ìîäóëÿ. Îòæå, iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ

ìíîæèíîþ p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ìîäóëiâ i ìíîæèíîþ ñiìåé n+ 1−p
ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ ôóíêöié çìiííèõ x òà u, ÿêi ôàêòîðèçîâàíî

ùîäî âiäïîâiäíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. (Äâi ñiì'¨ îäíàêîâî¨ êiëüêîñòi ôóíêöiî-

íàëüíî íåçàëåæíèõ ôóíêöié òèõ ñàìèõ àðãóìåíòiâ ââàæà¹ìî åêâiâàëåí-

òíèìè, ÿêùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ îäíi¹¨ ç ñiìåé ¹ ôóíêöiîíàëüíî çàëåæíîþ

âiä ôóíêöié iíøî¨ ñiì'¨.)

Ôóíêöiþ u = f(x) íàçèâàþòü iíâàðiàíòîì iíâîëþòèâíîãî ìîäóëÿ Q

(ñêîðî÷åíî Q-iíâàðiàíòîì), ÿêùî âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì õàðàêòåðèñòè÷íî¨

ñèñòåìè Q. Ââåäåííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ îá ðóíòîâàíî íàñòóïíèì. Âíàñëiäîê
óìîâè íà ðàíã, ìîæíà âèáðàòè áàçèñ ìîäóëÿ Q, ïîðîäæåíèé (íàä ïîëåì,

ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ) p-âèìiðíîþ (àáåëåâîþ) àëãåáðîþ Ëi g âåêòîðíèõ ïîëiâ

ó ïðîñòîði çìiííèõ (x, u)1. Ãðàôiê êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó õàðàêòåðèñòè÷íî¨

ñèñòåìè Q î÷åâèäíî ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî p-ïàðàìåòðè÷íî¨ ãðóïè ëî-

êàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, ïîðîäæåíî¨ àëãåáðîþ g.
1Ùîá ïîáóäóâàòè òàêèé áàçèñ, âèáèðà¹ìî äîâiëüíèé áàçèñ ìîäóëÿ Q, óòâîðåíèé âåêòîðíèìè

ïîëÿìè Qs = ξsi(x, u)∂i+ηs(x, u)∂u. Ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè íåçàëåæíèõ çìiííèõ i áàçèñíèõ åëåìåíòiâ

ìîäóëÿ Q, âíàñëiäîê óìîâè íà ðàíã ìîæíà ââàæàòè, ùî rank(ξss
′
) = p, i çâåñòè áàçèñ äî âèãëÿäó

(Q̂s = ∂s + ξ̂sι∂ι + η̂s∂u), äå iíäåêñ ι çìiíþ¹òüñÿ âiä p + 1 äî n òà ìàòðèöi (ξ̂sι) i (η̂s) ¹ äîáóòêàìè

ìàòðèöi (ξss
′
)−1 i ìàòðèöü (ξsι) i (ηs) âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè ìîäóëü Q iíâîëþòèâíèé, òî âåêòîðíi

ïîëÿ Q̂1, . . . , Q̂p êîìóòóþòü.
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Âèáåðåìî áàçèñ ìîäóëÿQ ç êîìóòóþ÷èõ âåêòîðíèõ ïîëiâQ1, . . . ,Qp i

äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî s ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Qs′J
s = δss′, äå

δss′ � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ I0, . . . , In−p, J1, . . . , Jp çìií-

íèõ (x, u) ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíi, òî ìîæíà çðîáèòè çàìiíó çìiííèõ

ϕ = I0(x, u), ωσ = Iσ(x, u), ω′s = Js(x, u),

äå ω = (ω1, . . . , ωn−p) òà ω′ = (ω′1, . . . , ω
′
p) � íîâi íåçàëåæíi çìiííi, à

ϕ � íîâà çàëåæíà çìiííà. Çìiííi ω òà ϕ íàçèâàòèìåìî Q-iíâàðiàíòíèìè,

à çìiííi ω′ � ïàðàìåòðè÷íèìè äëÿ ìîäóëÿ Q. Ó íîâèõ çìiííèõ áàçèñíi

åëåìåíòè Qs íàáóâàþòü âèãëÿäó Qs = ∂ω′s.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L ïîðÿäêó r âèãëÿäó L(x, u(r))

= 0 äëÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u íåçàëåæíèõ çìiííèõ x = (x1, . . . , xn). Òóò

÷åðåç u(r) ïîçíà÷åíî íàáið óñiõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ u çà çìiííèìè x ïî-

ðÿäêó íå âèùå r, âêëþ÷àþ÷è u ÿê ïîõiäíó íóëüîâîãî ïîðÿäêó. Ïîðÿ-

äîê r ðiâíÿííÿ L ââàæà¹ìî ñóòò¹âèì, òîáòî ìiíiìàëüíèì ñåðåä ïîðÿä-

êiâ ðiâíÿíü, åêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿííþ L ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâèõ ìíî-

æíèêiâ, ÿêi ¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè âiä u. Ó ðàìêàõ ëîêàëü-

íîãî ïiäõîäó ðiâíÿííÿ L ââàæà¹ìî àëãåáðà¨÷íèì ðiâíÿííÿì ó ïðîñòî-

ði ñòðóìåíiâ Jr = Jr(x|u) ïîðÿäêó r i îòîòîæíþ¹ìî éîãî ç ìíîãîâèäîì

{(x, u(r)) ∈ Jr |L(x, u(r)) = 0} éîãî ðîçâ'ÿçêiâ ó Jr. Âèêîðèñòîâó¹ìî ñèì-

âîë L òàêîæ äëÿ ïîçíà÷åííÿ öüîãî ìíîãîâèäó, àQ(r) � ÿê äëÿ ïîçíà÷åííÿ

ìíîãîâèäó, âèçíà÷åíîãî âñiìà äèôåðåíöiàëüíèìè íàñëiäêàìè õàðàêòåðè-

ñòè÷íî¨ ñèñòåìè Q äî ïîðÿäêó r âêëþ÷íî, òàê i äëÿ ïîçíà÷åííÿ ìíîãî-

âèäó, âèçíà÷åíîãî ñèñòåìîþ Q(r) â Jr, òîáòî

Q(r) = {(x, u(r)) ∈ Jr | DαQs[u] = 0, |α| < r}.

Òóò i íàäàëi Dα = Dα1
1 · · ·Dαn

n , Di = ∂xi + uα+δi∂uα � îïåðàòîð ïîâíî¨

ïîõiäíî¨ çà çìiííîþ xi, α = (α1, . . . , αn) � äîâiëüíèé ìóëüòèiíäåêñ, αi ∈
N ∪ {0}, |α| := α1 + · · · + αn, δi � ìóëüòèiíäåêñ, i-òà êîìïîíåíòà ÿêîãî

äîðiâíþ¹ 1, à âñi iíøi êîìïîíåíòè íóëüîâi. Çìiííà uα ïðîñòîðó ñòðóìå-

íiâ Jr âiäïîâiäà¹ ïîõiäíié ∂|α|u/∂xα1
1 . . . ∂xαnn , à ui ≡ uδi, uij ≡ uδi+δj i ò. ií.
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Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî FI0 6= 0 ó ïðåäñòàâëåííi

F (I0, . . . , In−p) = 0 çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè Q, i
ðîçâ'ÿçó¹ìî ðiâíÿííÿ F (I0, . . . , In−p) = 0 âiäíîñíî I0: I0 = ϕ(I1, . . . , In−p).

Âíàñëiäîê óìîâè íà ðàíã îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ (ó çàãàëüíîìó âèïàä-

êó íåÿâíå)

A : I0(x, u) = ϕ(ω), ωσ = Iσ(x, u) (4.1)

äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè Q, äå ϕ = ϕ(ω) � äîâiëüíà

ãëàäêà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, ÿêå íàçèâàþòü àíçàöîì äëÿ ôóíêöi¨ u,

ùî âiäïîâiäà¹ ìîäóëþ Q.

Çàôiêñóâàâøè àíçàöA äëÿ u, âñi ïîõiäíi âiä u ìîæíà âèðàçèòè ó òåð-

ìiíàõ ω, ω′ òà ïîõiäíèõ âiä ϕ i ïiäñòàâèòè âñi ñïiââiäíîøåííÿ â L[u],

à ðåøòó çìiííèõ x çàìiíèòè ¨õ âèðàçàìè ó íîâèõ çìiííèõ. Àáî ìîæíà

ñïî÷àòêó çàìiíèòè çìiííi ÷åðåç (ω, ω′, ϕ) i äàëi âðàõóâàòè ñïiââiäíîøåí-

íÿ ϕω′s = 0. Ôóíêöiþ, îòðèìàíó âíàñëiäîê òàêî¨ ïðîöåäóðè, ïîçíà÷èìî

÷åðåç L|A. Âîíà çàëåæèòü ùîíàéáiëüøå âiä ω, ω′ i ϕ(r), äå ϕ(r) ïîçíà÷à¹

íàáið ïîõiäíèõ âiä ϕ çà çìiííèìè ω äî ïîðÿäêó r âêëþ÷íî.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Àíçàö A, ïîáóäîâàíèé çà ìîäóëåì Q, ðåäóêó¹ ðiâíÿí-

íÿ L, ÿêùî iñíóþòü ãëàäêi ôóíêöi¨ λ̌ = λ̌(ω, ω′, ϕ(r)) òà Ľ = Ľ(ω, ϕ(r))

òàêi, ùî ôóíêöiÿ λ̌ ¹ íåíóëüîâîþ òà

L|A = λ̌(ω, ω′, ϕ(r))Ľ(ω, ϕ(r)).

Òîäi ìîäóëü Q íàçèâàþòü ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L, à ðiâíÿííÿ

Ľ(ω, ϕ(r)) = 0

� ðåäóêîâàíèì ðiâíÿííÿì, ïîâ'ÿçàíèì ç àíçàöîì A.

Ïðîöåäóðó ðåäóêöi¨ ïîòðiáíî äîäàòêîâî óòî÷íèòè ó âèïàäêó ðåäó-

êöi¨ äî àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ïðè p < n; äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.

Ìíîæèíó p-âèìiðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L áóäåìî ïîçíà÷àòè
ÿê Rp(L).
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Ðîçãëÿíåìî óìîâè íà äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L (r-ãî ïîðÿäêó) òà

iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã:

(C1) Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L;

(C2) V(r)L[u] ∈ 〈L[u], DαQs[u], |α| < r〉 äëÿ âñiõ V ∈ Q;

(C3) V(r)L[u]
∣∣
L∩Q(r)

= 0 äëÿ âñiõ V ∈ Q.

Òóò ÷åðåç V(r) ïîçíà÷åíî ñòàíäàðòíå r-å ïðîäîâæåííÿ âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ V = ξi(x, u)∂i + η(x, u)∂u:

V(r) = V +
∑

0<|α|6r

ηα∂uα,

äå ηα = DαV [u]+ξiuα+δi i V [u] = η−ξiui. Â óìîâàõ (C2) òà (C3) äîñòàòíüî

âèìàãàòè, ùîá âåêòîðíå ïîëå V ïðîáiãàëî áàçèñ (Q1, . . . , Qp) ìîäóëÿ Q.

Âèáið áàçèñó äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè Q i ïåðåâiðêè

óìîâ (C2) òà (C3) íå ¹ ñóòò¹âèì.

Óñi öi óìîâè çáåðiãàþòüñÿ ïðè òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåííÿõ çìiííèõ (x, u).

Òåîðåìà 4.1. Óìîâè (C1) òà (C2) ¹ åêâiâàëåíòíèìè é iç íèõ âèïëè-

âà¹ óìîâà (C3). ßêùî íàáið äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié (L[u], DαQs[u],

|α| < r) ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã íà L ∩Q(r), òî ç óìîâè (C3) âèïëèâà¹

óìîâà (C2) (à îòæå, i óìîâà (C1)).

Îêðiì âèïàäêó ìàêñèìàëüíîñòi ðàíãó ¹ iíøi, áiëüø ñïåöèôi÷íi, âè-

ïàäêè, êîëè óìîâè (C1), (C2), (C3) çàäîâîëüíÿþòüñÿ îäíî÷àñíî, íàïðè-

êëàä, ÿêùî L ∩Q(r) = Q(r).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1 ñïèðà¹òüñÿ íà òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 4.1. Íåõàé ãëàäêi ôóíêöi¨ f , Λ1, . . . , Λp i iíâîëþòèâíèé ìîäóëü

Q = 〈Q1, . . . , Qp〉 âåêòîðíèõ ïîëiâ, âèçíà÷åíèõ â îêîëi Oz0 äåÿêî¨ òî÷-

êè z0 ∈ Rl äëÿ äåÿêîãî l ∈ N, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Qsf(z) = Λs(z)f(z)

äëÿ âñiõ z ∈ Oz0, s = 1, . . . , p, à dimQ|z0 = p. Òîäi iñíó¹ îêië Ǒz0 ⊂ Oz0

òî÷êè z0 i ãëàäêi ôóíêöi¨ f̌ i λ, âèçíà÷åíi â Ǒz0, òàêi, ùî λ(z) 6= 0,

Qsf̌(z) = 0 i f(z) = λ(z)f̌(z) äëÿ âñiõ z ∈ Ǒz0.
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Ó ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ ùîäî ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ âèêîðèñòàíî äîñèòü ðiç-

íîìàíiòíó òåðìiíîëîãiþ. Çàçâè÷àé óìîâó (C3) ðîçãëÿäàëè ÿê îñíîâíó òà

íàçèâàëè êðèòåði¹ì óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, à äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿ-

ííÿ L � óìîâíî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî iíâîëþòèâíîãî ìîäóëÿ Q. Ïðè

öüîìó ìîäóëü Q íàçèâàëè iíâîëþòèâíèì ìîäóëåì îïåðàòîðiâ óìîâíî¨

ñèìåòði¨ (àáî Q-óìîâíîþ ñèìåòði¹þ, àáî íåêëàñè÷íîþ ñèìåòði¹þ òîùî)

äëÿ ðiâíÿííÿ L. Âåðñiþ óìîâè (C2) ó âèïàäêó ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü äëÿ äåêiëüêîõ íåâiäîìèõ ôóíêöié âïåðøå çàïðîïîíîâàíî ó ðîáî-

òi Ãðþíäëàíäà òà Òàôåëÿ (1995). Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó îäíîãî äèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç îäíi¹þ íåâiäîìîþ ôóíêöi¹þ, âåðñiÿ óìîâè (C2) ¹

äîñòàòíüîþ, àëå íå ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ òîãî, ùîá àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà äî-

ïîìîãîþ ìîäóëÿ Q, ðåäóêóâàâ âèõiäíó ñèñòåìó. Àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä

äî óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi âèìàãà¹, ùîá îá'¹äíàíà ñèñòåìà L i Q(r) áóëà

ôîðìàëüíî ñóìiñíîþ ó ñåíñi âiäñóòíîñòi íåòðèâiàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

íàñëiäêiâ. Àëå ïèòàííÿ, ÿêå ñàìå ïðåäñòàâëåííÿ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè ïî-

òðiáíî âèáèðàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ ôîðìàëüíî¨ ñóìiñíîñòi, ¹ äåëiêàòíèì,

äèâ. � 4.5 íèæ÷å. ßêùî êðèòåðié óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi íå âèêîíó¹òüñÿ,

àëå, íåçâàæàþ÷è íà öå, ðiâíÿííÿ L ìà¹ Q-iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè, òî ãîâî-

ðÿòü ïðî ñëàáêó iíâàðiàíòíiñòü ðiâíÿííÿ L âiäíîñíî ìîäóëÿ.

Iñíóþòü ìîäóëi ðåäóêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü êëàñè÷íèì ëi¨âñüêèì ñè-

ìåòðiÿì. Íåõàé g � p-âèìiðíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿí-

íÿ L, áàçèñíi âåêòîðíi ïîëÿ ÿêî¨ Q1, . . . , Qp çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

rank(ξsi) = rank(ξsi, ηs) ( = p′ 6 p).

Îáîëîíêà öèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ íàä êiëüöåì ãëàäêèõ ôóíêöié çìiííèõ

(x, u) ¹ p′-âèìiðíèì iíâîëþòèâíèì ìîäóëåì, ÿêèé íàëåæèòü äî Rp′(L).

Ìîäóëi òàêîãî òèïó íàçèâàòèìåìî ëi¨âñüêèìè ìîäóëÿìè ðåäóêöi¨. Iíøi

ìîäóëi ðåäóêöi¨ íàçèâàòèìåìî íåëi¨âñüêèìè. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ùîäî

ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ¹ âàæëèâèì äëÿ ïîäàëüøîãî ðîçãëÿäó.

Ëåìà 4.2. Íåõàé çàäàíî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L r-ãî ïîðÿäêó: L[u] =

0, p-âèìiðíèé (0 < p 6 n) iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q, ùî çàäîâîëüíÿ¹
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óìîâó íà ðàíã, i äèôåðåíöiàëüíi ôóíêöi¨ L̃[u] é λ[u] 6= 0 ïîðÿäêó íå

âèùå r òàêi, ùî (L− λL̃)|Q(r)
= 0. Ìîäóëü Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâ-

íÿííÿ L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L̃:
L̃[u] = 0. Àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà ìîäóëåì Q, ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L i L̃ äî

ðiâíÿíü, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ ùîíàéáiëüøå íà íåíóëüîâèé ìíîæíèê.

Êëàñèôiêàöiþ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ìîæíà ñóòò¹âî óäîñêîíàëèòè é ñïðî-

ñòèòè øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié i ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåí-

òíîñòi (êëàñiâ) äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mp ìíîæèíó p-âèìiðíèõ ìîäóëiâ âåêòîðíèõ ïîëiâ

ó ïðîñòîði çìiííèõ (x, u). Áóäü-ÿêå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ (x, u)

iíäóêó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ Mp ó ñåáå. À ñàìå, ïåðåòâîðå-

ííÿ

g : x̃i = X i(x, u), ũ = U(x, u)

ãåíåðó¹ âiäîáðàæåííÿ g∗ : Mp → Mp òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ Q ∈ Mp é

V ∈ Q âåêòîðíå ïîëå V = ξi(x, u)∂i+η(x, u)∂u âiäîáðàæà¹òüñÿ ó âåêòîðíå

ïîëå g∗V = ξ̃i∂x̃i + η̃∂ũ, äå ξ̃i(x̃, ũ) = V X i(x, u), η̃(x̃, ũ) = V U(x, u).

Íåõàé çàäàíî ãðóïó G òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ó ïðîñòîði çìiííèõ

(x, u). Ìîäóëi Q òà Q̃ (îäíî¨ ðîçìiðíîñòi) íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè

âiäíîñíî ãðóïè G, ÿêùî iñíó¹ òàêå ïåðåòâîðåííÿ g ∈ G, ùî Q̃ = g∗Q.

Ëåìà 4.3. Íåõàé Q ∈ Rp(L), à òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ g âiäîáðàæà¹

ðiâíÿííÿ L ó ðiâíÿííÿ L̃ i îáðàç g∗Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã. Òîäi

g∗Q ∈ Rp(L̃).

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé G � ãðóïà òî÷êîâèõ ñèìåòðié ðiâíÿííÿ L. Òîäi
åêâiâàëåíòíiñòü p-âèìiðíèõ ìîäóëiâ âåêòîðíèõ ïîëiâ âiäíîñíî ãðóïè G

ïîðîäæó¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi â Rp(L).

Ðîçãëÿíåìî êëàñ L|S äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Lθ: L(x, u(r), θ(q)) = 0.

Òóò L � ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ, ùî çàëåæèòü âiä x, u(r) i θ(q), äå θ � íà-

áið äîâiëüíèõ (ïàðàìåòðè÷íèõ) äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié, ÿêèé ïðîáiãà¹
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ìíîæèíó S ðîçâ'ÿçêiâ äîïîìiæíî¨ ñèñòåìè, à θ(q) � íàáið óñiõ ïîõiäíèõ

ôóíêöié θ çà çìiííèìè x i u(r) ïîðÿäêó íå âèùå q. Äîïîìiæíà ñèñòåìà

ìiñòèòü äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ S(x, u(r), θ(q′)(x, u(r))) = 0 i äèôåðåíöi-

àëüíi íåðiâíîñòi Σ(x, u(r), θ(q′)(x, u(r))) 6= 0 (> 0, < 0, . . . ) íà θ, äå x òà u(r)

âiäiãðàþòü ðîëü íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Íàäàëi ôóíêöi¨ θ íàçèâàòèìåìî

äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè. Ïîçíà÷åííÿ G∼ i G∼ âèêîðèñòîâó¹ìî âiäïîâiäíî
äëÿ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi òà ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó L|S . Ãðóáî
êàæó÷è, ãðóïó G∼ ñêëàäàþòü òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ ó ïðîñòîði (x, u(r), θ),

ùî çáåðiãàþòü âèãëÿä ðiâíÿíü ç êëàñó L|S . Ãðóïî¨ä G∼ � öå ìíîæèíà

{(θ, θ̃, g) | θ, θ̃ ∈ S, g ∈ T(θ, θ̃)},

íà ÿêié ïðèðîäíî ââåäåíî ñòðóêòóðó ãðóïî¨äà çà äîïîìîãîþ êîìïîçè-

öi¨ ïåðåòâîðåíü. Òóò T(θ, θ̃) � ìíîæèíà òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ

(x, u), ùî âiäîáðàæàþòü ðiâíÿííÿ Lθ ó ðiâíÿííÿ Lθ̃.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P íàáið óñiõ ïàð âèãëÿäó (Lθ, Q), äå Lθ � ðiâíÿííÿ

ç êëàñó L|S , à Q � ìîäóëü ç Rp(Lθ). Iç ëåìè 4.3 âèïëèâà¹, ùî äiÿ ïåðå-

òâîðåíü ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ àáî ç ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi G∼

íà L|S i {Rp(Lθ) | θ ∈ S} iíäóêó¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà P .

Îçíà÷åííÿ 4.2. Íåõàé θ, θ′ ∈ S, Q ∈ Rp(Lθ), Q′ ∈ Rp(Lθ′). Ïàðè
(Lθ, Q), (Lθ′, Q′) íàçâåìî G∼-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî Q′ = (T θ)∗Q äëÿ

äåÿêîãî ïåðåòâîðåííÿ T ∈ G∼, ùî âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ Lθ ó ðiâíÿí-

íÿ Lθ′. Ïàðè (Lθ, Q), (Lθ′, Q′) íàçâåìî G∼-åêâiâàëåíòíèìè (àáî òî÷êîâî
åêâiâàëåíòíèìè), ÿêùî Q′ = g∗Q äëÿ äåÿêîãî ïåðåòâîðåííÿ g ∈ T(θ, θ̃).

Êëàñèôiêàöiþ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ âiäíîñíî G∼ (àáî G∼) iíòåðïðå-
òó¹ìî ÿê êëàñèôiêàöiþ â P âiäíîñíî âiäïîâiäíîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi, ÿêó ìîæíà ïðîâåñòè àíàëîãi÷íî äî çâè÷àéíî¨ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêà-

öi¨ â êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. À ñàìå, ñïî÷àòêó áóäó¹ìî ìîäóëi

ðåäóêöi¨, ùî âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ çíà÷åíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ θ, à ïîòiì

êëàñèôiêó¹ìî âiäíîñíî G∼ (àáî G∼) çíà÷åííÿ θ, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ Lθ
äîïóñêà¹ äîäàòêîâi ìîäóëi ðåäóêöi¨.
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4.2 Ñèíãóëÿðíi ìîäóëi âåêòîðíèõ ïîëiâ

äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié

Íåõàé L = L[u] � äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó ordL = r > 0

(òîáòî ãëàäêà ôóíêöiÿ íåçàëåæíèõ çìiííèõ x = (x1, . . . , xn) i ïîõiäíèõ

âiä u çà çìiííèìè x ïîðÿäêó íå âèùå r), à Q � p-âèìiðíèé (0 < p < n)

iíâîëþòèâíèé ìîäóëü, ïîðîäæåíèé âåêòîðíèìè ïîëÿìèQs = ξsi(x, u)∂i+

ηs(x, u)∂u, ùî âèçíà÷åíi â ïðîñòîði çìiííèõ (x, u) i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

íà ðàíã rank(ξsi) = p.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Ìîäóëü Q íàçâåìî ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨

ôóíêöi¨ L, ÿêùî iñíó¹ äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L̃ = L̃[u] ïîðÿäêó, ìåí-

øîãî çà r, òàêà, ùî L|Q(r)
= L̃|Q(r)

. Â iíøîìó âèïàäêó Q íàçâåìî ðå-

ãóëÿðíèì ìîäóëåì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L. ßêùî ìiíiìàëüíèé

ïîðÿäîê äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié, îáìåæåííÿ ÿêèõ íà Q(r) ñïiâïàäà¹

ç L|Q(r)
, äîðiâíþ¹ k ∈ {−∞, 0, 1, . . . , r}, òî ìîäóëü Q íàçâåìî ñèíãóëÿð-

íèì êîïîðÿäêó k äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L. Ìîäóëü Q íàçâåìî

óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L, ÿêùî L|Q(r)
≡ 0.

Çîêðåìà, ÿêùî ìîäóëü ¹ ðåãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L,

òî éîãî êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi äîðiâíþ¹ r = ordL. Êîïîðÿäîê ñèíãó-

ëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç

scoLQ. Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêà äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ íåäîäàòíîãî ïî-

ðÿäêó íå äîïóñêà¹ ñèíãóëÿðíèõ iíâîëþòèâíèõ ìîäóëiâ; öå ïîÿñíþ¹ óìîâó

ordL = r > 0 â îçíà÷åíi 4.3.

Âèïàäîê p = n ¹ îñîáëèâèì. Ðîçãëÿíåìî n-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé

ìîäóëü Q, ïîðîäæåíèé âåêòîðíèìè ïîëÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

íà ðàíã. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L = L[u] ïîðÿäêó r

iñíó¹ äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L̃ = L̃[u] íåäîäàòíîãî ïîðÿäêó òàêà, ùî

L|Q(r)
= L̃|Q(r)

. Òîìó â öüîìó âèïàäêó ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî ìîäóëü Q ¹

ñèíãóëÿðíèì äëÿ L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè scoLQ = −∞.

Ïîêàæåìî, ÿê àëãîðèòìi÷íî ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ L̃, ùî çàäîâîëüíÿ¹
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óìîâè îçíà÷åííÿ 4.3. Ñïåðøó çàóâàæèìî, ùî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi

ìîæíà ðîçãëÿäàòè áàçèñ (Q̂s = ∂s + ξ̂sι∂ι + η̂s∂u), äå iíäåêñ ι çìiíþ¹òüñÿ

âiä p + 1 äî n (äèâ. çíîñêó 1). Ó ðàìêàõ òåîði¨ ñóìiñíîñòi Ðiê'¹, ðîçãëÿä

òàêîãî áàçèñó ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê âèîêðåìëåííÿ ïîõiäíèõ âiä u,

ùî ìiñòÿòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííèìè xs (ãîëîâíi ïîõiäíi äëÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè Q). Òîäi íà ìíîãîâèäi Q(r) áóäü-ÿêó Q-ãîëîâíó
ïîõiäíó ïîðÿäêó íå âèùå r ìîæíà âèðàçèòè ëèøå ÷åðåç ïîõiäíi ôóíêöi¨ u

çà çìiííèìè xp+1, . . . , xn i êîåôiöi¹íòè ξ̂sι é η̂s. Íàïðèêëàä, äëÿ ïîõiäíèõ

ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêó ìàòèìåìî

us = η̂s − ξ̂sιuι,

usι = η̂sι − ξ̂sι
′

ι uι′ + η̂suuι − ξ̂sι
′

u uι′uι − ξ̂sι
′
uιι′,

uss′ = η̂ss′ − ξ̂sιs′ uι + (η̂su − ξ̂sιu uι)(η̂s
′ − ξ̂s′ι′uι′)

− ξ̂sι(η̂s′ι − ξ̂s
′ι′

ι uι′ + η̂s
′

u uι − ξ̂s
′ι′

u uι′uι − ξ̂s
′ι′uιι′).

(4.2)

Ïiäñòàâëÿþ÷è â L âèðàçè äëÿ Q-ãîëîâíèõ ïîõiäíèõ äî ïîðÿäêó r âêëþ-
÷íî, îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̂, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä x, u

i ïîõiäíèõ âiä u çà çìiííèìè xp+1, . . . , xn. Ôóíêöiþ L̂ íàçèâà¹ìî äèôå-

ðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ, àñîöiéîâàíîþ ç L íà ìíîãîâèäi Q(r). Ìîäóëü Q

¹ ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

ïîðÿäîê ôóíêöi¨ L̂ ìåíøèé çà r. Êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äî-

ðiâíþ¹ ïîðÿäêó ôóíêöi¨ L̂. Ìîäóëü Q ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè L̂ ≡ 0. Îòæå, ìîæíà âèáðàòè L̂ ÿê L̃. Öå ïîêàçó¹, ùî ïåðåâiðêà,

÷è ¹ iíâîëþòèâíèé ìîäóëü ç óìîâîþ íà ðàíã ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíî¨ ôóíêöi¨, íàñïðàâäi âèêîíó¹òüñÿ öiëêîì àëãîðèòìi÷íî, à îòæå ¨¨

ìîæíà ëåãêî ðåàëiçóâàòè â ðàìêàõ iñíóþ÷èõ ïðîãðàì ñèìâîëüíèõ îá÷è-

ñëåíü ñèìåòðié.

Ïðèêëàä 4.1. Íèæ÷å íàâåäåíî ïðèêëàäè ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ Q äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié (L), ïîâ'ÿçàíèõ ç ôiçè÷íî ðåëåâàíòíèìè äè-

ôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (L = 0).

1. n = 3, r = 2, L = u1 − (f(u)u2)2 − (f(u)u3)3 ç f 6= 0, (1+2)-âèìiðíå
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íåëiíiéíå içîòðîïíå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨, p = 2, Q = 〈∂2, ∂3〉, L̂ = u1,

scoLQ = 1.

2. n = 2, r = 4, L = g(x2)u11− (f(x2)u22)22 ç fg 6= 0, ðiâíÿííÿ Åéëåðà�

Áåðíóëi äëÿ ñòðèæíÿ, p = 1, Q = 〈∂2〉, L̂ = g(x2)u11, scoLQ = 2.

3. n = 4, r = 2, L = u11−u22−u33−u44, (1+3)-âèìiðíå îäíîðiäíå ëiíiéíå

õâèëüîâå ðiâíÿííÿ p = 3, Q = 〈∂1 + ∂4, ∂2, ∂3〉, L̂ = 0, scoLQ = −∞,

i, áiëüø òîãî, Q ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ L.

4. n = 4, r = 2, L = u11 − u22 − u33 − u44 − u, (1+3)-âèìiðíå ðiâíÿííÿ
Êëåéíà�Ãîðäîíà, p = 3, Q = 〈∂1 + ∂4, ∂2, ∂3〉, L̂ = u, scoLQ = 0.

5. n = 3, r = 2, L = u1 − (f(u)u2)2 − g(u)u3 ç f 6= 0, (1+2)-âèìiðíå

âèðîäæåíå íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨�êîíâåêöi¨,

a) p = 1, Q = 〈∂2〉, L̂ = u1 − g(u)u3, scoLQ = 1;

b) äëÿ Q = 〈∂2, ∂3〉 ç p = 2, L̂ = u1, à òîìó çíîâó scoLQ = 1;

c) p = 2, Q = 〈∂2, ∂1 − g(u)∂3〉, L̂ = 0, scoLQ = −∞, i, áiëüø òîãî,

Q ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ L.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Íåõàé L = L[u] � äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ çìiííèõ

u = u(x), x = (x1, . . . , xn), à Q � iíâîëþòèâíèé ìîäóëü âåêòîðíèõ ïî-

ëiâ ó ïðîñòîði (x, u), ðîçìiðíiñòü ÿêîãî ìåíøà çà n i ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó íà ðàíã. Òîäi scoLQ 6 scoL Q̌ äëÿ áóäü-ÿêîãî iíâîëþòèâíîãî ïiä-

ìîäóëÿ Q̌ ìîäóëÿ Q. Çîêðåìà, ìîäóëü Q ñèíãóëÿðíèé äëÿ L, ÿêùî âií

ìiñòèòü ïiäìîäóëü, ñèíãóëÿðíèé äëÿ L.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Q̌ ¹ iíâîëþòèâíèì ïiäìîäóëåì ìîäóëÿ Q, òî äëÿ íüîãî

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà íà ðàíã i Q(r) ⊆ Q̌(r), äå r = ordL. ßêùî äèôåðåíöi-

àëüíà ôóíêöiÿ L ñïiâïàäà¹ ç äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ L̃ íà ìíîãîâè-

äi Q̌(r), òî öå ñïðàâåäëèâî i íà ìíîãîâèäi Q(r). Îòæå, scoLQ 6 scoL Q̌.

Îçíà÷åííÿ 4.4. (p+1)-âèìiðíèé (0 < p < n) ìîäóëü M íàçâåìî ìåòà-

ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L, ÿêùî áóäü-ÿêèé p-âèìiðíèé
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iíâîëþòèâíèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿM , ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã, ¹ ñèí-

ãóëÿðíèì äëÿ L i ìîäóëü M ìiñòèòü ñiì'þ M = {QΦ} òàêèõ ïiäìîäóëiâ,
ïàðàìåòðèçîâàíó äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ Φ = Φ(x, u) óñiõ íåçàëåæíèõ i

çàëåæíèõ çìiííèõ. Êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi scoLM ìåòàñèíãóëÿðíîãî

ìîäóëÿ M âèçíà÷èìî ÿê ìàêñèìóì êîïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòi éîãî iíâî-

ëþòèâíèõ p-âèìiðíèõ ïiäìîäóëiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íà ðàíã.

Îçíà÷åííÿ 4.5. (p+1)-âèìiðíèé (0 < p < n) ìîäóëü M íàçâåìî ìå-

òàðåãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L, ÿêùî âií ìiñòèòü ñiì'þ

M = {QΦ} p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ, ðåãóëÿðíèõ äëÿ L, ÿêó
ïàðàìåòðèçîâàíî äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ Φ = Φ(x, u) âñiõ íåçàëåæíèõ i çà-

ëåæíèõ çìiííèõ. Îòæå, scoLM = ordL.

Òóò òà íàäàëi ïiä ïàðàìåòðèçàöi¹þ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçóìi¹ìî

ïàðàìåòðèçàöiþ ïî ìîäóëþ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü íà öþ ôóíêöi¨. Êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi ñiì'¨M = {QΦ} òàêîæ
âèçíà÷èìî ÿê ìàêñèìóì êîïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòi ¨¨ åëåìåíòiâ i ïîçíà-

÷èìî ÿê scoLM.

Äëÿ çðó÷íîñòi ââàæà¹ìî, ùî âèïàäîê êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi −∞
âêëþ÷à¹ ïàðàìåòðèçîâàíi ñiì'¨ óëüòðàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ, à òàêîæ ìå-

òàñèíãóëÿðíi ìîäóëi, iíâîëþòèâíi p-âèìiðíi ïiäìîäóëi ÿêèõ ¹ óëüòðàñèí-

ãóëÿðíèìè, ÿêùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íà ðàíã. ßê ïîêàçàíî äàëi, öåé

âèïàäîê ¹ íåìîæëèâèì; äèâ. íàñëiäîê 4.3.

Ïðèêëàä 4.2. Äëÿ êîæíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L ç ïðèêëàäó 4.1,

íàâåäåìî ìîäóëü M , ìåòàñèíãóëÿðíèé äëÿ L, i âiäïîâiäíó ñiì'þ M =

{QΦ}. Ñïåöèôi÷íèé âèãëÿä ôóíêöiîíàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ ó QΦ âèáðàíèé

ç îãëÿäó íà òå, ùîá ãàðàíòóâàòè iíâîëþòèâíiñòü QΦ.

1. M = 〈∂2, ∂3, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 − (Φ2/Φu)∂u, ∂3 − (Φ3/Φu)∂u〉},
scoLM = 1.

2. M = 〈∂2, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 + Φ∂u〉}, scoLM = 2.
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3. M = 〈∂1 +∂4, ∂2, ∂3, ∂u〉,M = {QΦ = 〈∂2 +∂4−((Φ2 +Φ4)/Φu)∂u, ∂2−
(Φ2/Φu)∂u, ∂3 − (Φ3/Φu)∂u〉}, scoLM = 1.

4. M = 〈∂1 +∂4, ∂2, ∂3, ∂u〉,M = {QΦ = 〈∂2 +∂4−((Φ2 +Φ4)/Φu)∂u, ∂2−
(Φ2/Φu)∂u, ∂3 − (Φ3/Φu)∂u〉}, scoLM = 1.

5. a) M = 〈∂2, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 + Φ∂u〉}, scoLM = 1;

b) M = 〈∂2, ∂3, ∂u〉, M = {QΦ = 〈∂2 − (Φ2/Φu)∂u, ∂3 − (Φ3/Φu)∂u〉},
scoLM = 1.

Óìîâà iíâîëþòèâíîñòi ìîäóëÿ M íå âêëþ÷åíà ÿâíî â îçíà÷åííÿ 4.4

é 4.5. Çãiäíî öèõ îçíà÷åíü ìåòàñèíãóëÿðíèé (àáî ìåòàðåãóëÿðíèé) ìî-

äóëü M ìà¹ ìiñòèòè ñiì'þ p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ, ïàðà-

ìåòðèçîâàíèõ ôóíêöi¹þ âñiõ çìiííèõ. Àëå ó âèïàäêó p > 2 òàêà âèìîãà

åêâiâàëåíòíà óìîâi, ùî ìîäóëü M ¹ iíâîëþòèâíèì.

Òâåðäæåííÿ 4.2. (p+1)-âèìiðíèé ìîäóëü M , p > 2, ìiñòèòü ñiì'þ p-

âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ, ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíîþ ôóí-

êöi¹þ âñiõ íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ, òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

ìîäóëü M ¹ iíâîëþòèâíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìîäóëüM ìiñòèòü ñiì'þM p-âèìiðíèõ iíâî-

ëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ, ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ âñiõ çìií-

íèõ ïî ìîäóëþ ôóíêöié ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ àðãóìåíòiâ. Òîäi áàçèñ (Q0,

. . . , Qp) ìîäóëÿ M ìîæíà âèáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âåêòîðíi ïîëÿ Q1,

. . . , Qp ïîðîäæóâàëè iíâîëþòèâíèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M ç M i, áiëüø

òîãî, êîìóòóâàëè. Çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ çàìiíè çìiííèõ (x, u) çâåäåìî öi

âåêòîðíi ïîëÿ äî îïåðàòîðiâ çñóâiâ: Qs = ∂s. Ç òî÷íiñòþ äî äîäàâàííÿ Qs

i ìíîæåííÿ íà äîâiëüíó íåíóëüîâó ôóíêöiþ, âåêòîðíå ïîëå Q0 ìîæíà âè-

áðàòè ó âèãëÿäi Q0 = ξ0ι(x, u)∂ι + η0(x, u)∂u, äå îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ ξ0ι,

ι = p + 1, . . . , n, ÷è η0 äîðiâíþ¹ 1. Óñþ ìíîæèíó p-âèìiðíèõ ïiäìîäóëiâ

ìîäóëÿ M ðîçiá'¹ìî íà ïiäìíîæèíè

S0 = {Qθ̄ = 〈Qs + θsQ0, s = 1, . . . , p〉},
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Ss = {Qθ̄s = 〈Q0, . . . , Qs−1, Qs′ + θs
′
Qs, s

′ = s+ 1, . . . , p〉},

äå θ̄ = (θ1, . . . , θp), θ̄s = (θs+1, . . . , θp), i âñi θ íàëåæàòü ìíîæèíi ãëàäêèõ

ôóíêöié çìiííèõ (x, u)2. Çà ïîáóäîâîþ, ÿêùî Qθ̄s ¹ iíâîëþòèâíèì ìîäó-

ëåì, òî âèáðàíi áàçèñíi åëåìåíòè êîìóòóþòü. Öå îçíà÷à¹, ùî êîìïîíåí-

òè θ̄s çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿQ0θ
s′ = 0, . . . ,Qs−1θ

s′ = 0, s′ = s+1, . . . , p,

à òîìó ¨õ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ôóíêöi¨ ùîíàéáiëüøå n+ 1− s àðãóìåí-
òiâ. Òàêèì ÷èíîì, ìîäóëü M ìiñòèòü ñiì'þ M p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâ-

íèõ ïiäìîäóëiâ, ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ âñiõ çìiííèõ çà

ìîäóëåì ôóíêöié ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ àðãóìåíòiâ, òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

òàêà ñiì'ÿ ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè S0.

ßêùî ìîäóëü Qθ̄ ç S0 ¹ iíâîëþòèâíèì, òî çà òåîðåìîþ Ôðîáåíióñà

ïåðåâèçíà÷åíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-

ìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó QsΦ + θsQ0Φ = 0 âiäíîñíî íåâiäîìî¨

ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ïðè÷îìó Q0Φ 6= 0, òîáòî ôóíêöi¨-

ïàðàìåòðè θs ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi θs = −Φs/Q0Φ. Îñêiëüêè

áàçèñíi åëåìåíòè Qs + θsQ0 ìîäóëÿ Qθ̄ ìàþòü êîìóòóâàòè, òî

[Qs + θsQ0, Qs′ + θs
′
Q0]

= (θs
′

s + θsQ0θ
s′ − θss′ − θs

′
Q0θ

s)Q0 + θs
′
Q0,s − θsQ0,s′

=
Φs′Q0,sΦ− ΦsQ0,s′Φ

(Q0Φ)2
Q0 +

Φs

Q0Φ
Q0,s′ −

Φs′

Q0Φ
Q0,s = 0,

äå Q0,s = [Qs, Q0] = ξ0ι
s ∂ι + η0

s∂u.

Ïðèïóñòèìî, ùî íå âñi âåêòîðíi ïîëÿ Q0,s ¹ íóëüîâèìè. Íåõàé âå-

êòîðíi ïîëÿ Q̃1, . . . , Q̃p̃ óòâîðþþòü áàçèñ ìîäóëÿ 〈Q0,s〉. Òîäi âåêòîðíi
2Öå ìîæíà çðîáèòè òàêèì ÷èíîì. Ïðèïóñòèìî, ùî R = 〈R1, . . . , Rp〉 � p-âèìiðíèé ïiäìîäóëü

ìîäóëÿ M , äå Rs =
∑p
k=0 λ

skQk, à λ
sk � ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííèõ (x, u). Ïîêëàäåìî Λ := (λsk)k=0,...,p

s=1,...,p

òà Λ′ := (λsk)k=1,...,p
s=1,...,p . Ìà¹ìî, ùî rank Λ = p. ßêùî rank Λ′ = p, òî çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ

îïåðàöié ç ðÿäêàìè ìîæíà ïîáóäóâàòè áàçèñ R, ùî iäåíòèôiêó¹ éîãî ÿê åëåìåíò ç ìíîæèíè S0.

Iíàêøå ìàòðèöþ Λ ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó, äå λ10 = 1, à âñi iíøi åëåìåíòè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà i

ïåðøîãî ðÿäêà íóëüîâi. Çàñòîñîâóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äî îòðèìàíî¨ ïiäìàòðèöi â íèæíüîìó

ïðàâîìó êóòêó, îòðèìà¹ìî áàçèñ òèïó S1 àáî çíîâó ñïðîùó¹ìî ïåðøèé ñòîâï÷èê i ïåðøèé ðÿäîê

öi¹¨ ïiäìàòðèöi. Íåîáõiäíå ðîçáèòòÿ ïîáóäó¹ìî, iíäóêòèâíî ïîâòîðþþ÷è öi ìiðêóâàííÿ.
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ïîëÿ Q0, Q̃1, . . . , Q̃p̃ ëiíiéíî íåçàëåæíi, à òîìó Q0,s =
∑p̃

s̃=1 λ
ss̃Q̃s̃ ç äåÿêè-

ìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè λss̃ = λss̃(x, u). Iç íàâåäåíèõ âèùå êîìóòàöiéíèõ

ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹ ñèñòåìà äëÿ ôóíêöi¨ Φ:

Φs′Q0,sΦ− ΦsQ0,s′Φ = 0, λs
′s̃Φs = λss̃Φs′, s̃ = 1, . . . , p̃.

Îñêiëüêè ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ λss̃ îáîâ'ÿçêîâî ¹ íåíóëüîâi, òî ôóíêöiÿ Φ

ïðîáiãà¹ ùîíàéáiëüøå ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Îòæå, êiëü-

êiñòü ¨¨ àðãóìåíòiâ íàñïðàâäi ìåíøà çà n + 1. Öå ñóïåðå÷èòü iñíóâàííþ

ñiì'¨ p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ M , ïàðàìåòðèçîâàíèõ

äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ âñiõ çìiííèõ çà ìîäóëåì ôóíêöié ç ìåíøîþ êiëüêiñ-

òþ àðãóìåíòiâ.

Îòæå, âñi âåêòîðíi ïîëÿQ0,s = [Qs, Q0] ¹ íóëüîâèìè, òîáòî ìîäóëüM

¹ iíâîëþòèâíèì.

Íàâïàêè, ÿêùî ìîäóëü M ¹ iíâîëþòèâíèì, âèáåðåìî áàçèñ óòâî-

ðåíèé êîìóòóþ÷èìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè Q0, . . . , Qp. Êîæåí ïiäìîäóëü

QΦ = 〈Qs − (QsΦ)/(Q0Φ)Q0〉 ¹ iíâîëþòèâíèì i ìà¹ ðîçìiðíîñòü p. Òóò

Φ = Φ(x, u) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ôóíêöié âiä çìiííèõ (x, u) ç Q0Φ 6= 0,

òîáòî äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Q0Φ = 0. Çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ïàðàìåòðèçîâàíèé îäíi¹þ ôóíêöi¹þ âiä n àð-

ãóìåíòiâ. Ìîäóëi QΦ i QΦ̃, ùî âiäïîâiäàþòü ôóíêöiÿì Φ i Φ̃, ñïiâïàäàþòü

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè (Q0Φ)QsΦ̃ = (QsΦ)Q0Φ̃. Íàçâåìî òàêi ôóíêöi¨ Φ

i Φ̃ åêâiâàëåíòíèìè. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíó, âèçíà÷åíó ôóíêöi¹þ Φ, ïî-

òðiáíî äîäàòêîâî ôàêòîðèçóâàòè âiäíîñíî öüîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåí-

òíîñòi. Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié Φ

i Φ̃ ¹ iñíóâàííÿ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ F âiä n − p + 1 àðãóìåíòiâ, äëÿ ÿêî¨

Φ̃ = F (ω1, . . . , ωn−p,Φ), äå ω1, . . . , ωn−p óòâîðþþòü ïîâíó ìíîæèíó ôóí-

êöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè Q0ω = 0, Qsω = 0. Îñêiëüêè

êiëüêiñòü àðãóìåíòiâ ôóíêöi¨ F ìåíøà çà n+1, òî ôàêòîðèçàöiÿ íå âïëè-

âà¹ íà ñòóïiíü äîâiëüíîñòi ôóíêöi¨ Φ.
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Çàóâàæåííÿ 4.1. Ñiì'¨ iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ, ùî íàëåæàòü äî ìíî-

æèíè S0, ìîæíà ïàðàìåòðèçóâàòè ðiçíèì ÷èíîì. Ó äîâåäåííi òâåðäæå-

ííÿ 4.2 öi ïiäìîäóëi ïàðàìåòðèçîâàíi çà äîïîìîãîþ ïðåäñòàâëåííÿ êîå-

ôiöi¹íòiâ θs ó âèãëÿäi θs = −QsΦ/Q0Φ, à ìíîæèíó, âèçíà÷åíó çà äîïî-

ìîãîþ ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u), ïîòðiáíî äîäàòêîâî ôàêòîðèçóâàòè âiäíîñíî

äåÿêîãî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Â ÿêîñòi ïàðàìåòðèçóþ÷î¨ ôóíêöi¨

çàìiñòü Φ ìîæíà âèáðàòè áóäü-ÿêó ôóíêöiþ θs. Ïiñëÿ òîãî, ÿê Ψ1 = θ1 âè-

áðàíà â ÿêîñòi òàêî¨ ôóíêöi¨, óìîâà [Q1+θ1Q0, Q2+θ2Q0] = 0 ïðèçâîäèòü

äî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè Q1θ
2 +θ1Q0θ

2 = Q2θ
1 +θ2Q0θ

1 âiäíîñíî ôóíêöi¨ θ2, çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ïàðàìåòðèçîâàíî äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ Ψ2 âiä n çìiííèõ.

Àíàëîãi÷íî, óìîâà [Qi + θiQ0, Q3 + θ3Q0] = 0, i = 1, 2, ïðèçâîäèòü äî

ñèñòåìè äâîõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè Qiθ
3+θiQ0θ

3 = Q3θ
i+θ3Q0θ

i. Öÿ ñèñòåìà âiäïîâiäà¹

ìîäóëþ, ïîðîäæåíîìó âåêòîðíèìè ïîëÿìè Qi+θiQ0 +(Q3θ
i+θ3Q0θ

i)∂θ3,

ÿêèé ¹ iíâîëþòèâíèì, âíàñëiäîê ðiâíÿííÿ äëÿ θ2. Ç òåîðåìè Ôðîáåíió-

ñà âèïëèâà¹, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ïàðàìåòðèçîâàíèé äî-

âiëüíîþ ôóíêöi¹þ Ψ3 âiä n − 1 çìiííèõ. Ïîâòîðþþ÷è ïðîöåäóðó äëÿ

êîæíîãî θs, âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðèçó¹ìî iíâîëþòèâíi ìîäóëi ç

ìíîæèíè ïiäìîäóëiâ S0 íàáîðîì (Ψ1, . . . ,Ψp), äå Ψs ïðîáiãà¹ ìíîæèíó

ãëàäêèõ ôóíêöié n+ 2− s çìiííèõ.

Íàñëiäîê 4.2. Áóäü-ÿêèé (p+1)-âèìiðíèé ìåòàñèíãóëÿðíèé (àáî ìå-

òàðåãóëÿðíèé) ìîäóëü M äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L, äå p > 2, ¹

iíâîëþòèâíèì.

Òâåðäæåííÿ 4.3. (p+1)-âèìiðíèé ìîäóëü M ç p > 2 ¹ ìåòàñèíãóëÿð-

íèì (àáî âiäïîâiäíî ìåòàðåãóëÿðíèì) äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L

òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ó ïðî-

ñòîði çìiííèõ (x, u) âií ìiñòèòü ñiì'þ M p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ

ïiäìîäóëiâ, ñèíãóëÿðíèõ (àáî âiäïîâiäíî ðåãóëÿðíèõ) äëÿ L, âèãëÿäó

QΦ = 〈∂s − (Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , p〉,
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ùî ïàðàìåòðèçîâàíi äîâiëüíîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ Φ = Φ(x, u) âñiõ íå-

çàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ, Φu 6= 0, ïðè÷îìó êîïîðÿäîê ñèíãóëÿð-

íîñòi ñiì'¨ M äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L ñïiâïàäà¹ ç êîïîðÿäêîì

ñèíãóëÿðíîñòi âñüîãî ìîäóëÿ M , scoLM = scoLM .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìîäóëü M ¹ ìåòàñèíãóëÿðíèì (àáî ìåòà-

ðåãóëÿðíèì) äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L. Îñêiëüêè ìîäóëü M iíâî-

ëþòèâíèé çãiäíî íàñëiäêó 4.2, òî ìîæíà âèáðàòè éîãî áàçèñ, óòâîðåíèé

êîìóòóþ÷èìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè Q0, . . . , Qp, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

íà ðàíã rank(ξsi) = p. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ (x, u) öi âåêòîðíi

ïîëÿ ìîæíà çâåñòè äî îïåðàòîðiâ çñóâiâ: Qs = ∂s i Q0 = ∂u. Ïiäìîäóëü

Qθ̄ = 〈Qs+ θsQ0, s = 1, . . . , p〉 ìîäóëÿM áóäå iíâîëþòèâíèì òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè êîåôiöi¹íòè θs ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi θs = −Φs/Φu äëÿ

äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u), Φu 6= 0 (äèâ. äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.2).

Îòæå, ñiì'ÿ

M = {QΦ = 〈∂s − (Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , p〉},

ùî ïàðàìåòðèçîâàíà äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ Φ, Φu 6= 0, ìàòèìå íåîáõiäíèé

âèãëÿä.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òà ðiâíiñòü äëÿ êîïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòi ¹

î÷åâèäíèìè ó ðåãóëÿðíîìó âèïàäêó, òîìó ¨õ äîñòàòíüî äîâåñòè ëèøå ó

ñèíãóëÿðíîìó âèïàäêó.

Ïðèïóñòèìî, ùî ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ó ïðîñòîði

çìiííèõ (x, u) ìîäóëüM ìiñòèòü òàêó ñiì'þM = {QΦ}, i íåõàé scoLM =

k < r = ordL. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî scoLQ
Φ 6 k äëÿ áóäü-ÿêîãî äîïóñòè-

ìîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ. Ó ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ áàçèñíi åëå-

ìåíòè ïiäìîäóëÿ QΦ ìàþòü âèãëÿä Qs−(QsΦ)/(Q0Φ)Q0, äå Q0, . . . , Qp �

êîìóòóþ÷i âåêòîðíi ïîëÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé p-âèìiðíèé

iíâîëþòèâíèé ïiäìîäóëü P ìîäóëÿ M , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã

i íå íàëåæèòü ñiì'¨ {QΦ}, ¹ ñèíãóëÿðíèì äëÿ L. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòà-

íîâêè âåêòîðíèõ ïîëiâ Q1, . . . , Qp áàçèñ ïiäìîäóëÿ P ìiñòèòü âåêòîðíi
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ïîëÿ Q0 i Qs′ + θs
′
Q1, s′ = 2, . . . , p, äå êîåôiöi¹íòè θs

′
� ãëàäêi ôóíêöi¨

çìiííèõ (x, u). Äëÿ çðó÷íîñòi, çà äîïîìîãîþ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü çìií-

íèõ (x, u), çâîäèìî âåêòîðíi ïîëÿ Q0, Q2, . . . , Qp i Q1 äî îïåðàòîðiâ çñóâiâ

∂1, ∂2, . . . , ∂p i ∂u âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè ïiäìîäóëü P iíâîëþòèâíèé, òî êî-

åôiöi¹íòè θs
′
äîïóñêàþòü ïðåäñòàâëåííÿ θs

′
= −Ψs′/Ψu, äå Ψ � ãëàäêà

ôóíêöiÿ çìiííèõ x2, . . . , xn i u, Ψu 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ iíâîëþòèâíèõ

ìîäóëiâ âèãëÿäó

Qε = 〈Q0 + εQ1, Qs′ + θs
′εQ1, s

′ = 2, . . . , p〉,

ïàðàìåòðèçîâàíèõ ìàëîþ ñòàëîþ ε. Òóò êîåôiöi¹íòè θs
′ε îòðèìàíî çà äî-

ïîìîãîþ çàìiíè â θs
′
àðãóìåíòó u íà u−εx1: θs

′ε = θs
′
(x2, . . . , xn, u−εx1).

Äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî çíà÷åííÿ ε ìîäóëü Qε íàëåæèòü ñiì'¨ {QΦ}. Öå
ñòà¹ î÷åâèäíèì ïiñëÿ ïåðåõîäó âiä âèáðàíîãî áàçèñó äî áàçèñó

(Q1 + ε−1Q0, Qs′ − ε−1θs
′εQ0, s

′ = 2, . . . , p).

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêèé ìîäóëüQε ç ε 6= 0 ¹ ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåíöi-

àëüíî¨ ôóíêöi¨ L. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̂ε, ÿêà àñîöiéî-

âàíà ç L íà ìíîãîâèäi Qε
(r)
÷åðåç âèêëþ÷åííÿ ïîõiäíèõ uα, α1 + · · ·+αp >

0, ç L, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ u1 = ε, us′ = θs
′ε òà ¨õíi äèôåðåíöiàëüíi

íàñëiäêè. Ôóíêöiÿ L̂ε ãëàäêà çà ñóêóïíiñòþ ïàðàìåòðà ε, çìiííèõ x òà

ïîõiäíèõ âiä u çà çìiííèìè xp+1, . . . , xn. Îñêiëüêè ord L̂ε 6 k äëÿ áóäü-

ÿêîãî ε 6= 0, òî âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi öå âiðíî é äëÿ ε = 0. Öå îçíà÷à¹,

ùî ïiäìîäóëü P = Qε|ε=0 áóäå ñèíãóëÿðíèì äëÿ L, i scoL P 6 k = scoLM.

Î÷åâèäíî, ùî scoLM > scoLM. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé p-âèìiðíèé ií-

âîëþòèâíèé ïiäìîäóëü Q ìîäóëÿ M çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü scoLQ 6

scoLM, òî îòðèìà¹ìî scoLM = scoLM.

Âèïàäîê äâîâèìiðíèõ ìåòàñèíãóëÿðíèõ (àáî ìåòàðåãóëÿðíèõ) ìîäó-

ëiâ ¹ îñîáëèâèì. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé îäíîâèìiðíèé ìîäóëü âåêòîðíèõ

ïîëiâ iíâîëþòèâíèé, òî ç ìåòàñèíãóëÿðíîñòi (àáî ìåòàðåãóëÿðíîñòi) äâî-

âèìiðíîãî ìîäóëÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ íå âèïëèâà¹ iíâîëþòèâ-

íiñòü öüîãî ìîäóëÿ. Iíøèìè ñëîâàìè, âèñíîâîê òâåðäæåííÿ 4.2 íåâiðíèé

53



ó âèïàäêó p = 1. Òîìó ðåäóêîâàíà ôîðìà ïiäìîäóëiâ äâîâèìiðíîãî ìåòà-

ñèíãóëÿðíîãî (àáî ìåòàðåãóëÿðíîãî) ìîäóëÿ çàëåæèòü âiä òîãî, ÷è ¹ öåé

ìîäóëü iíâîëþòèâíèì.

Òâåðäæåííÿ 4.4. Äâîâèìiðíèé ìîäóëüM ¹ ìåòàñèíãóëÿðíèì (àáî ìå-

òàðåãóëÿðíèì) äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ó ïðîñòîði çìiííèõ (x, u) âií ìi-

ñòèòü ñiì'þ M îäíîâèìiðíèõ ïiäìîäóëiâ, ñèíãóëÿðíèõ (àáî ðåãóëÿð-

íèõ) äëÿ L, ç áàçèñíèìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè â ðåäóêîâàíié ôîðìi, ïà-

ðàìåòðèçîâàíié äîâiëüíîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ θ = θ(x, u). Ðåäóêîâàíà

ôîðìà ìà¹ âèãëÿä

∂1 + θ∂u àáî ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · ·+ ξn∂n + θ∂u

çàëåæíî âiä òîãî, ÷è ¹ ìîäóëü M iíâîëþòèâíèì. Òóò ξi = ξi(x, u), i =

3, . . . , n � ôiêñîâàíi ãëàäêi ôóíêöi¨. Êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi ñiì'¨ M

äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L ñïiâïàäà¹ ç êîïîðÿäêîì óñüîãî ìîäóëÿM ,

scoLM = scoLM .

Ùîá óçãîäèòè ïîäàëüøèé ðîçãëÿä äëÿ p = 1 iç âèïàäêîì p > 2,

ïàðàìåòð-ôóíêöiþ θ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi θ = −Φ1/Φu, äå Φ =

Φ(x, u) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ ç Φu 6= 0.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìîäóëü M iíâîëþòèâíèé, òî äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äî-

âåäåííþ òâåðäæåííÿ 4.2. Òîìó íèæ÷å ðîçãëÿíåìî ëèøå âèïàäîê, êîëè

ìîäóëü M íå ¹ íåiíâîëþòèâíèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìîäóëü M ìåòàñèíãóëÿðíèé (àáî ìåòàðåãóëÿðíèé)

äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L. Âèáåðåìî áàçèñ (Q0, Q1) ìîäóëÿ M òàê,

ùîá âåêòîðíå ïîëå Q1 çàäîâîëüíÿëî óìîâó íà ðàíã rank(ξ1i) = 1 i çâå-

äåìî çà äîïîìîãîþ òî÷êîâî¨ çàìiíè çìiííèõ (x, u) âåêòîðíå ïîëå Q0 äî

îïåðàòîðó çñóâó âiäíîñíî çìiííî¨ u: Q0 = ∂u. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè

çìiííèõ x1, . . . , xp ìîæíà ââàæàòè, ùî ξ11 6= 0. Äàëi ìiíÿ¹ìî áàçèñíèé

åëåìåíò Q1 íà (ξ11)−1(Q1−η1Q0) äëÿ òîãî, ùîá ïîêëàñòè η1 = 0 i ξ11 = 1.
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Îñêiëüêè ìîäóëüM íåiíâîëþòèâíèé, òî êîìóòàòîð [Q0, Q1] = ξ12
u ∂2+· · ·+

ξ1n
u ∂n íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè çìiííèõ x2,

. . . , xp ìîæíà ââàæàòè, ùî ξ12
u 6= 0. Çàìiíà çìiííèõ x̃s = xs, ũ = ξ12(x, u)

ðàçîì iç îäíî÷àñíîþ çàìiíîþ Q0 íà (ξ12
u )−1Q0 çâîäèòü áàçèñíi åëåìåíòè

ìîäóëÿ M äî âèãëÿäó Q0 = ∂u i Q1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · · + ξn∂n. Òîäi

ñiì'ÿ M = {〈Q1 + θQ0〉} îäíîâèìiðíèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ M , ñèíãóëÿð-

íèõ äëÿ ôóíêöi¨ L, äå ïàðàìåòð θ = θ(x, u) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ãëàäêèõ

ôóíêöié âñiõ íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ ôóíêöié, ¹ øóêàíîþ.

Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òà ðiâíiñòü äëÿ êîïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòi çíî-

âó ¹ î÷åâèäíèìè ó ðåãóëÿðíîìó âèïàäêó, òîìó ¨õ äîñòàòíüî äîâåñòè ëèøå

ó ñèíãóëÿðíîìó âèïàäêó.

Íåõàé ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ó ïðîñòîði çìiííèõ (x, u)

ìîäóëüM ìiñòèòü òàêó ñiì'þ M, ïðè÷îìó scoLM = k < r = ordL. Çâiä-

êè âèïëèâà¹, ùî scoL〈Q1 + θQ0〉 6 k äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-

ôóíêöi¨ θ. Ïiñëÿ ïîâåðíåííÿ äî ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ äîñòàòíüî äîâåñòè,

ùî ïiäìîäóëü 〈Q0〉 ìîäóëÿM ¹ ñèíãóëÿðíèì äëÿ ôóíêöi¨ L, ÿêùî âåêòîð

ïîëå Q0 òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã ó öèõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ çðó÷-

íîñòi, çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ çâåäåìî Q0 äî îïåðàòîðó çñóâó ∂1.

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ìîäóëiâ âèãëÿäó Qε = 〈Q0 +ε(Q1−ξ11Q0)〉, ïàðàìåòðè-
çîâàíèõ ìàëîþ ñòàëîþ ε. Äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî çíà÷åííÿ ε ìîäóëüQε

íàëåæèòü ñiì'¨ M, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó Qε = 〈Q1 + (ε−1 − ξ11)Q0〉.
Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêèé ìîäóëü Qε ç ε 6= 0 ¹ ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L. Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̂ε, ùî àñîöi-

éîâàíà ç ôóíêöi¹þ L íà ìíîãîâèäi Qε
(r)

÷åðåç âèêëþ÷åííÿ ïîõiäíèõ uα,

α1 > 0, ç L, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ u1 = ε(η11 − ξ12u2 − · · · − ξ1nun)

i éîãî äèôåðåíöiàëüíi íàñëiäêè. Ôóíêöiÿ L̂ε ¹ ãëàäêîþ çà ñóêóïíiñòþ

ïàðàìåòðà ε, çìiííèõ x i ïîõiäíèõ u çà çìiííèìè x2, . . . , xn. Îñêiëü-

êè ïîðÿäîê L̂ε íå ïåðåâèùó¹ k äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî ε, òî âíà-

ñëiäîê íåïåðåðâíîñòi öå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå é äëÿ ε = 0. Öå îçíà-

÷à¹, ùî ïiäìîäóëü 〈Q0〉 = Qε|ε=0 ñèíãóëÿðíèé äëÿ ôóíêöi¨ L, ïðè÷îìó
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scoL〈Q0〉 6 k = scoLM.

Ìíîæèíó îäíîâèìiðíèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ M âè÷åðïóþòü ìîäóëü

〈Q0〉 i åëåìåíòè ñiì'¨ M. Çâiäêè scoLM = scoLM .

4.3 Äèôåðåíöiàëüíi ôóíêöi¨,

ùî äîïóñêàþòü ìåòàñèíãóëÿðíi ìîäóëi

Ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà îïèñàòè çàãàëüíèé âèãëÿä

äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié, ùî äîïóñêàþòü ìåòàñèíãóëÿðíi ìîäóëi âå-

êòîðíèõ ïîëiâ.

Òåîðåìà 4.2. Äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L r-ãî ïîðÿäêó îäíi¹¨ çàëåæíî¨

òà n íåçàëåæíèõ çìiííèõ äîïóñêà¹ (p+1)-âèìiðíèé ìåòàñèíãóëÿðíèé

ìîäóëü âåêòîðíèõ ïîëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k (0 6 k < r, 0 <

p < n) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ç òî÷íiñòþ äî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü ¨¨

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

L = L̄(x,Ωr,k,p), (4.3)

äå Ωr,k,p =
(
ωα, |α| 6 r, αp+1 + · · · + αn 6 k

)
, ôóíêöiÿ L̄ ñóòò¹âî çàëå-

æèòü âiä äåÿêîãî ωα ç αp+1 + · · · + αn = k. Òóò ωα = uα àáî, ëèøå ó

âèïàäêó p = 1, ωα = Dα2
2 · · ·Dαn

n (D1 + uD2 + ξ3D3 + · · · + ξnDn)
α1u äëÿ

äåÿêèõ ôiêñîâàíèõ ãëàäêèõ ôóíêöié ξi = ξi(x, u), i = 3, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L äîïóñêà¹ (p+1)-

âèìiðíèé ìåòàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü M êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k. Ç òî-

÷íiñòþ äî çàìiíè áàçèñó òà çàìiíè çìiííèõ áàçèñ ìîäóëÿ M âêëþ÷à¹ àáî

âåêòîðíi ïîëÿ Qs = ∂s i Q0 = ∂u, àáî, ÿêùî p = 1 i ìîäóëü M íåiíâîëþ-

òèâíèé, âåêòîðíi ïîëÿ Q1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · · + ξn∂n i Q0 = ∂u (äèâ.

òâåðäæåííÿ 4.3 i 4.4). Õî÷à âèãëÿä ïî÷àòêîâî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L

òàêîæ çìiíèòüñÿ âíàñëiäîê çàìiíè çìiííèõ, äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê âè-

êîðèñòîâóâàòèìåìî ñòàði ïîçíà÷åííÿ äëÿ âñiõ íîâèõ âåëè÷èí.

Âèáåðåìî ñiì'þM = {QΦ = 〈Qs−(Φs/Φu)∂u, s = 1, . . . , p〉} p-âèìið-
íèõ iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ M , ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíîþ
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ôóíêöi¹þ Φ = Φ(x, u). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó z0 = (x0, u0
(r)

) ∈ Jr i

ðîçãëÿíåìî òàêi çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ, äëÿ ÿêèõ z0 ∈ QΦ
(r)
. (Òóò

QΦ
(r)
� ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîði ñòðóìåíiâ Jr äèôåðåíöiàëüíèìè

íàñëiäêàìè õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè QΦ, ùî ìàþòü ÿê ðiâíÿííÿ ïîðÿ-

äîê íå âèùå, íiæ r. Ñèñòåìó òàêèõ äèôåðåíöiàëüíèõ íàñëiäêiâ ïîçíà÷èìî

òèì ñàìèì ñèìâîëîìQΦ
(r)
, ùî é ìíîãîâèä.) Ç öi¹¨ óìîâè íà Φ âèïëèâà¹, ùî

çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Φ ëèøå çà çìiííèìè x1, . . . , xn ó òî÷öi (x0, u0),

ÿêi âêëþ÷àþòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà äåÿêîþ çìiííîþ xs, ìîæíà âèðàçèòè

÷åðåç u0
(r)
i çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Φ ó òî÷öi (x0, u0), ùî âêëþ÷àþòü

äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ u. Îñòàííi çíà÷åííÿ ¹ íåçâ'ÿçàíèìè. Íà-

ïðèêëàä, ÿêùî ìîäóëü M iíâîëþòèâíèé, ìà¹ìî

Φs(x
0, u0) = −u0

sΦu(x
0, u0),

Φsi(x
0, u0) = −u0

siΦu(x
0, u0)− u0

iΦsu(x
0, u0)

− u0
sΦiu(x

0, u0)− u0
su

0
iΦuu(x

0, u0), . . . .

Ââåäåìî â Jr íîâi êîîðäèíàòè (xi, ωα, |α| 6 r) çàìiñòü ïî÷àòêîâèõ

êîîðäèíàò (xi, uα, |α| 6 r). ßêùî ìîäóëü M iíâîëþòèâíèé, òî öÿ çàìi-

íà � ëèøå ïåðåïîçíà÷åííÿ êîîðäèíàò, ÿêó âèêîíó¹ìî äëÿ òîãî, ùîá ãà-

ðàíòóâàòè óçãîäæåíiñòü ç îñîáëèâèì âèïàäêîì íåiíâîëþòèâíèõ ìîäóëiâ

ç p = 1. Çàìiíà êîîðäèíàò ó îñîáëèâîìó âèïàäêó äîáðå âèçíà÷åíà, îñêiëü-

êè ìàòðèöÿ ßêîái (∂ωα/∂uα′) íåâèðîäæåíà: âîíà ¹ òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ

ç îäèíèöÿìè íà äiàãîíàëi çà óìîâè, ùî ìóëüòèiíäåêñè âïîðÿäêîâàíî çà

ïðàâèëîì

α ≺ β ⇔ |α| < |β| ∨ (|α| = |β| ∧ α1 < β1)

∨ (|α| = |β| ∧ α1 = β1 ∧ α2 < β2) ∨ · · · .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L̂ äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ, îòðèìàíó ç L çà äî-

ïîìîãîþ ïðîöåäóðè âèêëþ÷åííÿ âíàñëiäîê ñèñòåìè QΦ
(r)

ïîõiäíèõ ôóí-

êöi¨ u, ùî ìiñòÿòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííèìè xs, i ÿêi ââàæà¹ìî QΦ-

ãîëîâíèìè. Äëÿ ìóëüòèiíäåêñà α = (α1, . . . , αn) ïîêëàäåìî

α̌ = (α1, . . . , αp), α̂ = (αp+1, . . . , αn),
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òîáòî α = (α̌, α̂). ×åðåç 0̌ ïîçíà÷èìî íàáið ç p íóëiâ. Îñêiëüêè QΦ �

ìåòàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü äëÿ ôóíêöi¨ L êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k, òî

ôóíêöiÿ L̂ íå çàëåæèòü âiä ïîõiäíèõ u(0̌,α̂), |α̂| = k + 1, . . . , r. Âèêîðèñ-

òà¹ìî öþ óìîâó êðîê çà êðîêîì, ïî÷èíàþ÷è ç íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ |α̂|
i ïåðåïèñóþ÷è ïîõiäíi â íîâèõ çìiííèõ ïðîñòîðó ñòðóìåíiâ Jr i â òåð-

ìiíàõ ôóíêöi¨ L. Ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ öi¹¨ ïðîöåäóðè âðàõîâó¹ìî ðiâíiñòü

ωβ = ψβ[u], ùî âèêîíó¹òüñÿ íà ìíîãîâèäi QΦ
(r)
äëÿ êîæíîãî ìóëüòèiíäåê-

ñà β ç |β| 6 r. Äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ ψβ = ψβ[u] âèçíà÷à¹ ðiâíiñòü

ψβ = D
βp+1

p+1 · · ·Dβn
n (QΦ

1 )β1 · · · (QΦ
p )βpu,

à òîìó ¨¨ ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ |β̂| i âîíà äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

ψβ = (∂u(Q
Φ
1 )β1 · · · (QΦ

p )βpu
)
u

(0̌,β̂)
+ ψ̃β[u]

ç äåÿêîþ äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ψ̃β = ψ̃β[u] ïîðÿäêó ìåíøîãî çà |β̂|.
Òîìó äëÿ êîæíîãî α ç α̌ = 0̌ i |α̂| 6 r çà ëàíöþãîâèì ïðàâèëîì îòðèìà¹ìî

L̂Φ
uα

(z0) =
∑

β : |β|6r, |β̂|>|α̂|

Lωβ(z
0)ψβuα(z

0). (4.4)

Îòæå, ó íîâèõ çìiííèõ äëÿ êîæíîãî α ç α̌ = 0̌ i |α̂| = r ðiâíÿííÿ

L̂uα(z
0) = 0 ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi Lωα(z

0) = 0. Äiéñíî, ó öüîìó âè-

ïàäêó ìà¹ìî ψβuα = 1, ÿêùî β = α, i ψβuα = 0, ÿêùî β 6= α. Öå çàâåðøó¹

ïåðøèé êðîê äîâåäåííÿ.

Íà äðóãîìó êðîöi ôiêñó¹ìî çíà÷åííÿ α ç α̌ = 0̌ i |α̂| = r−1. Îñêiëü-

êè Lωβ(z
0) = 0, ÿêùî β̌ = 0̌ i |β̂| = r, òî ìóëüòèiíäåêñ ïiäñóìîâóâàííÿ

â (4.4) ç ôiêñîâàíèì α ìîæíà ââàæàòè òàêèì, ùî ïðîáiãà¹ ìíîæèíó

B1 = {β | |β̌| 6 1, |β̂| = r − 1}.

Ïîõiäíà ψβuα äîðiâíþ¹ 1, ∂uQΦ
s u i 0 äëÿ β = (0̌, α̂), β = (δs, α̂) i âñiõ iíøèõ

çíà÷åíü β ç B1 âiäïîâiäíî. Òóò δs � p-íàáið ç 1 íà s-ìó ìiñöi i 0 íà âñiõ

iíøèõ. Òîìó ç ðiâíÿííÿ L̂u(0̌,α̂)
(z0) = 0 îòðèìà¹ìî

Lω(0̌,α̂)
(z0) + Lω(δs,α̂)

(z0)
(
∂uQ

Φ
s u
)∣∣

(x,u)=(x0,u0)
= 0.
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Çàóâàæèìî, ùî ∂uQΦ
s u = −(Φs/Φu)u. Ðîçùåïëþþ÷è çà íåçâ'ÿçàíèìè çíà-

÷åííÿìè Φsu(x
0, u0) ïðèõîäèìî äî ðiâíÿíü Lω(0̌,α̂)

(z0) = 0 i Lω(δs,α̂)
(z0) = 0.

Ïîâòîðþþ÷è öþ ïðîöåäóðó, íà µ-ìó êðîöi, µ ∈ {3, . . . , r− k}, îòðè-
ìà¹ìî ðiâíÿííÿ Lωβ(z

0) = 0, äå ìóëüòèiíäåêñ β ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ, äëÿ

ÿêèõ r − µ + 2 6 |β̂| 6 r òà |β̌| 6 r − |β̂|. Òîäi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî
çíà÷åííÿ α ç α̌ = 0̌ i |α̂| = r−µ+1 ìóëüòèiíäåêñ ïiäñóìîâóâàííÿ β ó (4.4)

ôàêòè÷íî ïðîáiãà¹ ìíîæèíó Bµ = {β | |β̌| 6 µ− 1, |β̂| = r− µ+ 1}. Äëÿ
β ∈ Bµ ïîõiäíà ψβuα äîðiâíþ¹ ∂u(QΦ

1 )β1 · · · (QΦ
p )βpu, ÿêùî β̂ = α̂, àáî 0

ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Òàêèì ÷èíîì, ç ðiâíÿííÿ L̂u(0̌,α̂)
(z0) = 0 îòðè-

ìà¹ìî óìîâó∑
|β̌|6µ−1, β̂=α̂

Lωβ(z
0)
(
∂u(Q

Φ
1 )β1 · · · (QΦ

p )βpu
)∣∣

(x,u)=(x0,u0)
= 0.

Çíà÷åííÿ (∂β1

1 · · · ∂
βp
p Φu)(x

0, u0) ç |β̌| 6 µ − 1 ¹ íåçâ'ÿçàíèìè. Òîìó ðîç-

ùåïëþþ÷è çà íèìè àáî, ðiâíîñèëüíî, ðîçùåïëþþ÷è çà(
∂u(Q

Φ
1 )β1 · · · (QΦ

p )βpu
)∣∣

(x,u)=(x0,u0)
, 0 < |β̌| 6 µ− 1,

îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Lωβ(z
0) = 0, äå |β̂| = r − µ+ 1 òà |β̌| 6 µ− 1.

Ïiñëÿ (r− k)-ãî êðîêó îòðèìà¹ìî ñèñòåìó Lωα(z
0) = 0, äå |α̂| > k òà

|α| 6 r, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ óìîâà (4.3).

Íàâïàêè, íåõàé äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L r-ãî ïîðÿäêó ìà¹ âè-

ãëÿä (4.3), ìîæëèâî, ïiñëÿ âèêîíàííÿ äåÿêîãî òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u) ç Φu 6= 0 ðîçãëÿíåìî iíâî-

ëþòèâíèé ìîäóëü QΦ, ïîðîäæåíèé àáî âåêòîðíèìè ïîëÿìè QΦ
s = ∂s −

(Φs/Φu)∂u ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, àáî âåêòîðíèì ïîëåì

QΦ
1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · ·+ ξn∂n − (Φs/Φu)∂u

ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó ç p = 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è Ľ i QΦ, ïîáóäó¹ìî

äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̃Φ = L̄(x, Ω̃r,k,p), äå

Ω̃r,k,p =
(
ωα = D

αp+1

p+1 · · ·Dαn
n (QΦ

1 )α1 · · · (QΦ
p )αpu, |α̂| 6 k, |α| 6 r

)
.
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Çà ïîáóäîâîþ, ord L̃Φ 6 k äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ ç Φu 6= 0.

Áiëüø òîãî, ord L̃Φ = k ìàéæå äëÿ âñiõ çíà÷åíü öi¹¨ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨

çà âèêëþ÷åííÿì òèõ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äåÿêié ñèñòåìi äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü. Îñêiëüêè L|QΦ
(r)

= L̃Φ|QΦ
(r)
, äå Φ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ãëàäêèõ

ôóíêöié çìiííèõ (x, u) ç íåíóëüîâîþ ïîõiäíîþ çà çìiííîþ u, òî ñiì'ÿ

M = {QΦ} ¹ ñèíãóëÿðíîþ ñiì'¹þ p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ìîäóëiâ êî-

ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L ó íîâèõ êîîð-

äèíàòàõ. Äàëi ïîâåðòà¹ìîñÿ äî ñòàðèõ êîîðäèíàò. Âíàñëiäîê òâåðäæåí-

íÿ 4.3, ÿêùî p > 2, àáî òâåðäæåííÿ 4.4, ÿêùî p = 1, ìîäóëü âåêòîðíèõ

ïîëiâ, ùî ìiñòèòü ñiì'þ M, ¹ ìåòàñèíãóëÿðíèì (p+1)-âèìiðíèì ìîäóëåì

êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L.

Âèêëþ÷àþ÷è îñîáëèâèé âèïàäîê äâîâèìiðíèõ íåiíâîëþòèâíèõ ìåòà-

ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ, ðåçóëüòàò òåîðåìè 4.2 ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêèì

÷èíîì: äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çàëåæíî¨ òà n íåçàëåæíèõ çìií-

íèõ äîïóñêà¹ ìåòàñèíãóëÿðíèé (p+1)-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ìîäóëü M

êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âîíà çâîäèòüñÿ òî-

÷êîâîþ çàìiíîþ çìiííèõ äî äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨, â àðãóìåíòàõ ÿêî¨

äèôåðåíöiþâàííÿ çà n− p ôiêñîâàíèìè íåçàëåæíèìè çìiííèìè äëÿ êî-

æíî¨ ïîõiäíî¨ âiä çàëåæíî¨ çìiííî¨ ñåðåä (ñóòò¹âèõ) àðãóìåíòiâ ôóíêöi¨ L

ìàþòü ñóêóïíèé ïîðÿäîê íå âèùèé çà k.

Íàñëiäîê 4.3. Áóäü-ÿêà äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çàëåæíî¨ òà n

íåçàëåæíèõ çìiííèõ äîäàòíîãî ïîðÿäêó íå äîïóñêà¹ ìåòàñèíãóëÿðíèõ

(p+1)-âèìiðíèõ (0 < p < n) ìîäóëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi −∞.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî íåõàé iñíó¹ äèôåðåíöiàëüíà

ôóíêöiÿ L ïîðÿäêó r (r > 0) îäíi¹¨ çàëåæíî¨ òà n íåçàëåæíèõ çìiííèõ,

ÿêà äîïóñêà¹ (p+1)-âèìiðíèé (0 < p < n) ìåòàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü M

êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi −∞. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 4.2 ïåðå-

êîìáiíó¹ìî áàçèñíi åëåìåíòè ìîäóëÿ M i âèêîíà¹ìî çàìiíó çìiííèõ äëÿ

òîãî, ùîá çâåñòè âèáðàíèé áàçèñ ìîäóëÿ M äî òîãî æ ñàìîãî êàíîíi-
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÷íîãî âèãëÿäó, ÿê i â äîâåäåííi òåîðåìè. Âèáåðåìî ñiì'þ M p-âèìiðíèõ

iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ M , ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíîþ ôóí-

êöi¹þ Φ çìiííèõ (x, u). Ïîâòîðåííÿ ïîäàëüøèõ êðîêiâ äîâåäåííÿ ïðè-

çâîäèòü äî âèñíîâêó, ùî äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L ìà¹ âèãëÿä (4.3) ç

k = 0. Îñêiëüêè ordL = r, òî ôóíêöiÿ L̄ ó öüîìó ïðåäñòàâëåííi ñóòò¹-

âî çàëåæèòü âiä äåÿêîãî ωα ç |α| = r. Äëÿ êîæíîãî α ç |α| = r âèðàç

äëÿ ωα âíàñëiäîê ñèñòåìè QΦ
(r)

âêëþ÷à¹ ïîõiäíó Φα, à àíàëîãi÷íi âèðà-

çè äëÿ ðåøòè ω öþ ïîõiäíó íå ìiñòÿòü. Òàêèì ÷èíîì, äèôåðåíöiàëüíà

ôóíêöiÿ L̂Φ ìà¹ ïîðÿäîê 0 äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ, êðiì

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L̂Φ
u = 0, ÿêå ðîçãëÿäà¹ìî ÿê äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿ-

ííÿ ïîðÿäêó r + 1 íà ïàðàìåòð-ôóíêöiþ Φ. Öÿ âëàñòèâiñòü çáåðiãà¹òüñÿ

ïðè òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåííÿõ ó ñèëó äîâiëüíîñòi ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ. Òî-

ìó â ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ òàêîæ ìà¹ìî scoLM > 0, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïó-

ùåííþ.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Î÷åâèäíî, ùî ìåòàñèíãóëÿðíèé (àáî ìåòàðåãóëÿðíèé)

(p+1)-âèìiðíèé ìîäóëüM äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L ìîæå ìiñòèòè

p-âèìiðíi iíâîëþòèâíi ìîäóëi, êîïîðÿäêè ñèíãóëÿðíîñòi ÿêèõ ìåíøi çà

êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi scoLM =: k ìîäóëÿM . Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ M =

{QΦ = 〈Qs − (Φs/Φu)Q
0, s = 1, . . . , p〉} p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ïiäìî-

äóëiâ ìîäóëÿ M , ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ Φ = Φ(x, u),

i ââàæà¹ìî, ùî scoLM = k. Òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî áàçèñíi âåêòîðíi ïî-

ëÿ Qs i Q0 ìîäóëÿ M ìàþòü âèãëÿä, íàâåäåíèé íà ïî÷àòêó äîâåäåííÿ

òåîðåìè 4.2. Òîäi çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ, äëÿ ÿêèõ scoLQ
Φ < k, ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè∑
|α̌|6r−k

L̄ωα(x, Ω̃r,k,p)
(
∂u(Q

Φ
1 )α1 · · · (QΦ

p )αpu
)

= 0, |α̂| = k,

äå Ľ i Ω̃r,k,p âèçíà÷åíî â òåîðåìi 4.2 i â ¨¨ äîâåäåííi âiäïîâiäíî. Iíøèìè

ñëîâàìè, ðåãóëÿðíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ, àñîöiéîâàíi ç ïiäìîäó-

ëÿìè ìàêñèìàëüíîãî êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k ó M, çàäîâîëüíÿþòü
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íåðiâíiñòü äëÿ äåÿêîãî α ç |α̂| = k∑
|α̌|6r−k

L̄ωα(x, Ω̃r,k,p)
(
∂u(Q

Φ
1 )α1 · · · (QΦ

p )αpu
)
6= 0.

Çàóâàæåííÿ 4.3. Çàãàëîì, äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ (ïîðÿäêó r > 0)

äîïóñêà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ìåòàðåãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðiçíèõ ðîçìið-

íîñòåé. Äiéñíî, íåõàé ó òî÷öi z0 = (x0, u0
(r)

) ïðîñòîðó ñòðóìåíiâ Jr ïî-

ðÿäêó r äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L ìà¹ íåõàðàêòåðèñòè÷íèé íàïðÿìîê

(c1, . . . , cn), òîáòî

C :=
∑
|α|=r

Luα(x
0, u0

(r)
)cα1

1 · · · cαnn 6= 0.

Âèêîíà¹ìî çàìiíó íåçàëåæíèõ çìiííèõ x, x̃i = X i(x) ç X1
i (x0) = ci â îêî-

ëi x0 i ïîêëàäåìî ũ = u, ùî iíäóêó¹ òî÷êîâó çàìiíó êîîðäèíàò ó ïðîñòîði

ñòðóìåíiâ Jr. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç z̃0 íîâi êîîðäèíàòè òî÷êè z0. Ó íîâèõ êî-

îðäèíàòàõ ïîõiäíà Lũrδ1 ñïiâïàäà¹ ç C â òî÷öi z̃0, à òîìó íå äîðiâíþ¹ íóëþ

â îêîëi öi¹¨ òî÷êè. Òîäi áóäü-ÿêèé ìîäóëü M = 〈Q0, . . . , Qp〉 ç 0 < p < n,

äå Q0 = ∂ũ i 〈Q1, . . . , Qp〉 � ïiäìîäóëü ìîäóëÿ 〈∂x̃2
, . . . , ∂x̃n〉, ¹ ìåòàðå-

ãóëÿðíèì ìîäóëåì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L. Ïiäíÿòòÿ åëåìåíòiâ

ìîäóëÿM îáåðíåíîþ çàìiíîþ êîîðäèíàò äà¹ ìåòàðåãóëÿðíèé ìîäóëü äëÿ

äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L ó ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ (x, u). Çàâäÿêè ôóí-

êöiîíàëüíié ñâîáîäi ó âèáîði ôóíêöi¨ X1 i � äîäàòêîâî ïðè p < n−1 � ó

âèáîði p-âèìiðíèõ ïiäìîäóëiâ ó 〈∂x̃2
, . . . , ∂x̃n〉 äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L

äîïóñêà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ìåòàðåãóëÿðíèõ ìîäóëiâ áóäü-ÿêî¨ ðîç-

ìiðíîñòi p ç 0 < p < n.

4.4 Ñèíãóëÿðíi ìîäóëi âåêòîðíèõ ïîëiâ

äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

Iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã, íàçâåìî (ñèëü-

íî) ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L, ÿêùî âií ñèíãóëÿð-
íèé äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L[u], ÿêà ¹ ëiâîþ ÷àñòèíîþ êàíîíi-

÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ L[u] = 0 ðiâíÿííÿ L. Ñèëüíî ðåãóëÿðíi ìîäóëi
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âèçíà÷à¹ìî àíàëîãi÷íî. ßê ïðàâèëî, àòðèáóò �ñèëüíèé� íàäàëi îïóñêà-

¹ìî. Îñêiëüêè ëiâi ÷àñòèíè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèçíà÷åíî ç òî÷íi-

ñòþ äî ìíîæíèêiâ, ÿêi ¹ íåíóëüîâèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè, òî

ïðè ðîçãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü óìîâè îçíà÷åííÿ 4.3 ìîæíà ïî-

ñëàáèòè.

Îçíà÷åííÿ 4.6. p-âèìiðíèé (0 < p < n) iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã, íàçâåìî ñëàáî ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L: L[u] = 0 ñóòò¹âîãî ïîðÿäêó r > 0, ÿêùî iñíó-

þòü äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L̃ = L̃[u] ïîðÿäêó, íèæ÷îãî çà r, i íå-

íóëüîâà äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ λ = λ[u] ïîðÿäêó, íå âèùîãî çà r,

òàêi, ùî L|Q(r)
= (λL̃)|Q(r)

. Â iíøîìó âèïàäêó íàçâåìî Q ñëàáî ðåãó-

ëÿðíèì ìîäóëåì äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L. ßêùî ìiíiìàëüíèé
ïîðÿäîê äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨, îáìåæåííÿ ÿêî¨ íà Q(r) ñïiâïàäà¹ ç

òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ìíîæíèêiâ ç L|Q(r)
, äîðiâíþ¹

k ∈ {−∞, 0, 1, . . . , r}, òî ìîäóëü Q íàçâåìî ñëàáî ñèíãóëÿðíèì êîïîðÿä-

êó k äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L.

Çîêðåìà, ÿê i ó âèïàäêó ñèëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi, ñëàáî ðåãóëÿðíi ìîäó-

ëi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L ìàþòü êîïîðÿäîê ñëàáêî¨ ñèíãóëÿð-
íîñòi r = ordL. Iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q ¹ ñëàáî óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L: L[u] = 0, ÿêùî âií ¹ ñèëüíî óëüòðàñèíãó-

ëÿðíèì äëÿ L. Êîïîðÿäîê ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ ðiâíÿí-

íÿ L ïîçíà÷àòèìåìî wscoLQ.

Ç ñèëüíî¨ ñèíãóëÿðíîñòi âèïëèâà¹ ñëàáêà ñèíãóëÿðíiñòü, i òîìó ç

ñëàáêî¨ ðåãóëÿðíîñòi âèïëèâà¹ ñèëüíà ðåãóëÿðíiñòü. Êîïîðÿäîê ñëàáêî¨

ñèíãóëÿðíîñòi ¹ çàâæäè ìåíøèì àáî ðiâíèì i ìîæå áóòè ñòðîãî ìåíøèì

çà êîïîðÿäîê ñèëüíî¨ ñèíãóëÿðíîñòi. Îòæå, ñèëüíî ðåãóëÿðíi ìîäóëi ìî-

æóòü áóòè ñèíãóëÿðíèìè â ñëàáêîìó ñåíñi.

Ïðèêëàä 4.3. Äëÿ iëþñòðàöi¨ çâ'ÿçêó ìiæ ñèëüíîþ òà ñëàáêîþ ñèíãó-

ëÿðíiñòþ ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ x2u111 + x1u222 = eu33(u3 + u). Âîíî äî-

ïóñêà¹ äâîâèìiðíèé ñèíãóëÿðíèé ìîäóëü 〈∂1, ∂2〉, êîïîðÿäêè ñèëüíî¨ òà
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ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ÿêîãî äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî 2 i 1. Öåé æå ìîäóëü

〈∂1, ∂2〉 ¹ ñèëüíî ðåãóëÿðíèì i ñëàáî ñèíãóëÿðíèì êîïîðÿäêó 1 äëÿ ðiâ-

íÿííÿ x2u11 + x1u22 = eu33(u3 + u).

Íåõàé L̂ � äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ, àñîöiéîâàíà ç L íà ìíîãîâè-

äi Q(r) ÷åðåç âèêëþ÷åííÿ Q-ãîëîâíèõ ïîõiäíèõ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëü-

íîñòi, äèôåðåíöiàëüíi ôóíêöi¨ λ i L̃ â îçíà÷åííi 4.6 ìîæíà çàìiíèòè äèôå-

ðåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè, àñîöiéîâàíèìè ç íèìè íà ìíîãîâèäi Q(r). Òîäi

ðiâíiñòü L = λL̃, ùî âèêîíó¹òüñÿ íà ìíîãîâèäi Q(r), åêâiâàëåíòíà ïðåä-

ñòàâëåííþ L̂ = λL̃. Ïðèïóñòèìî, ùî L̂ ¹ ìàêñèìàëüíîãî ðàíãó âiäíîñíî

ïîõiäíî¨ uα íàéâèùîãî ïîðÿäêó k, âiä ÿêî¨ öÿ äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ

çàëåæèòü ñóòò¹âî, òîáòî L̂u(0̌,α̂)
6= 0 äëÿ äåÿêîãî α̂ ç |α̂| = k íà ìíîãîâèäi

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L̂ = 0 (äèâ. ïîçíà÷åííÿ â òåîðåìi 4.2). Òîäi ìîæíà

ïîêëàñòè L̃ = L̂ i λ = 1. Öå îçíà÷à¹, ùî êîïîðÿäîê ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi

ìîäóëÿ Q äëÿ ðiâíÿííÿ L: L = 0 äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó k äèôåðåíöiàëüíî¨

ôóíêöi¨ L̂, à òîìó ¹ ïîðÿäêîì ñèëüíî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ öüîãî

ðiâíÿííÿ. Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó iñíó¹ öiëêîì àëãîðèòìi÷íà ïðîöåäóðà

äëÿ ïåðåâiðêè, ÷è ¹ iíâîëþòèâíèé ìîäóëü ñëàáî ñèíãóëÿðíèì äëÿ äèôå-

ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Òâåðäæåííÿ 4.5. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L: L[u] = 0 îäíi¹¨ çàëåæ-

íî¨ òà n íåçàëåæíèõ çìiííèõ äîïóñêà¹ ñëàáî ñèíãóëÿðíèé p-âèìiðíèé

ìîäóëü âåêòîðíèõ ïîëiâ (0 < p 6 n) êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k òîäi é

ëèøå òîäi, êîëè öåé ìîäóëü ¹ ñèëüíî ñèíãóëÿðíèì äëÿ L êîïîðÿäêó k

(ìîæëèâî â ïðåäñòàâëåííi, ùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä L[u] = 0 íà íåíóëüî-

âèé ìíîæíèê, ÿêèé äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ âiä u).

Äîâåäåííÿ. Ó ïîçíà÷åííÿõ îçíà÷åííÿ 4.6 ðiâíÿííÿ L = 0 åêâiâàëåíòíå

ðiâíÿííþ L̃ = 0, ïðè÷îìó scoL̃Q = k.

Ïðèêëàä 4.4. Äîìíîæóþ÷è ðiâíÿííÿ ç ïðèêëàäó 4.3 íà íåíóëüîâó äè-

ôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ e−u33, îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíî ðiâíÿííÿ e−u33(x2u111

+ x1u222) = u3 + u òà e−u33(x2u11 + x1u22) = u3 + u. Òîäi ìîäóëü 〈∂1, ∂2〉
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îäíî÷àñíî áóäå i ñëàáî, i ñèëüíî ñèíãóëÿðíèì êîïîðÿäêó 1 äëÿ öèõ ðiâ-

íÿíü.

Àíàëîãi÷íî òâåðäæåííþ 4.1 äîâîäèìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.6. Íåõàé L � äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ íà íåâiäîìó

ôóíêöiþ u âiä n íåçàëåæíèõ çìiííèõ x, Q � iíâîëþòèâíèé ìîäóëü

âåêòîðíèõ ïîëiâ ó ïðîñòîði çìiííèõ (x, u), ùî ìà¹ ðîçìiðíiñòü ìåíøó

çà n i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã. Òîäi wscoLQ 6 wscoL Q̌ äëÿ áóäü-ÿêîãî

iíâîëþòèâíîãî ïiäìîäóëÿ Q̌ ìîäóëÿ Q. Çîêðåìà, ìîäóëü Q ¹ ñëàáî ñèí-

ãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L, ÿêùî âií ìiñòèòü ïiäìîäóëü, ñëàáî ñèíãó-

ëÿðíèé äëÿ L.

Ïîíÿòòÿ ìîäóëiâ, ìåòàñèíãóëÿðíèõ (ìåòàðåãóëÿðíèõ) äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ñèëüíîìó ñåíñi, âèçíà÷à¹ìî àíàëîãi÷íî äî ñèëüíî ñèí-

ãóëÿðíèõ (ðåãóëÿðíèõ) ìîäóëiâ.

Îçíà÷åííÿ 4.7. (p+1)-âèìiðíèé (0 < p < n) ìîäóëü M íàçâåìî ìåòà-

ñèíãóëÿðíèì (àáî ìåòàðåãóëÿðíèì) äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L
ó ñèëüíîìó ñåíñi, ÿêùî âií ¹ ìåòàñèíãóëÿðíèì (àáî ìåòàðåãóëÿðíèì) äëÿ

äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L[u], ÿêà ¹ ëiâîþ ÷àñòèíîþ êàíîíi÷íîãî ïðåä-

ñòàâëåííÿ L[u] = 0 ðiâíÿííÿ L.

Ïîíÿòòÿ ìîäóëiâ, ìåòàñèíãóëÿðíèõ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó

ñëàáêîìó ñåíñi, âèçíà÷à¹ìî àíàëîãi÷íî âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíèõ ôóí-

êöié.

Îçíà÷åííÿ 4.8. (p+1)-âèìiðíèé (0 < p < n) ìîäóëü M íàçâåìî ìåòà-

ñèíãóëÿðíèì ó ñëàáêîìó ñåíñi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L: L = 0,

ÿêùî áóäü-ÿêèé p-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M , ùî çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã, ñëàáî ñèíãóëÿðíèé äëÿ ðiâíÿííÿ L, ïðè÷îìó
ìîäóëü M ìiñòèòü ñiì'þ M = {QΦ} òàêèõ ïiäìîäóëiâ, ïàðàìåòðèçîâàíó
äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ Φ = Φ(x, u) âñiõ íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ.
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Êîïîðÿäîê ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìåòàñèíãóëÿðíîãî ìîäóëÿ M äëÿ ðiâ-

íÿííÿ L, ÿêèé ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç wscoLM , ñïiâïàäà¹ ç ìàêñèìóìîì êîïî-

ðÿäêiâ ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi éîãî p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íà ðàíã.

Îçíà÷åííÿ 4.9. (p+1)-âèìiðíèé (0 < p < n) ìîäóëü M íàçâåìî ìåòà-

ðåãóëÿðíèì ó ñëàáêîìó ñåíñi äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L, ÿêùî
ìîäóëü M ìiñòèòü ñiì'þ M = {QΦ} p-âèìiðíèõ iíâîëþòèâíèõ ïiäìîäó-

ëiâ, ÿêi ñëàáî ðåãóëÿðíi äëÿ ðiâíÿííÿ L i ïàðàìåòðèçîâàíi äîâiëüíîþ

ôóíêöi¹þ Φ = Φ(x, u) âñiõ íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ, à òîìó

scoLM = ordL.

Òåîðåìà 4.3. Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L: L[u] = 0 r-ãî ïîðÿäêó i ìàê-

ñèìàëüíîãî ðàíãó ç îäíi¹þ çàëåæíîþ òà n íåçàëåæíèìè çìiííèìè äî-

ïóñêà¹ ñëàáî ìåòàñèíãóëÿðíèé (p+1)-âèìiðíèé ìîäóëü M âåêòîðíèõ

ïîëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ç òî÷íiñòþ äî

òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ó âèãëÿäi

L = λ̄[u]L̄(x,Ωr,k,p), (4.5)

äå λ̄ � íåíóëüîâà äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ ïîðÿäêó íå âèùå r, L̄ � ãëàä-

êà ôóíêöiÿ âiä x i Ωr,k,p =
(
ωα, |α| 6 r, αp+1 + · · ·+αn 6 k

)
, ùî ñóòò¹âî

çàëåæèòü âiä äåÿêîãî ωα ç αp+1 + · · ·+ αn = k. Òóò ωα = uα àáî, ëèøå

ó âèïàäêó p = 1,

ωα = Dα2
2 · · ·Dαn

n (D1 + uD2 + ξ3D3 + · · ·+ ξnDn)
α1u

äëÿ äåÿêèõ ôiêñîâàíèõ ãëàäêèõ ôóíêöié ξi = ξi(x, u), i = 3, . . . , n. Çíà-

÷åííÿ k ìà¹ áóòè ìiíiìàëüíèì ñåðåä óñiõ ìîæëèâèõ ïðåäñòàâëåíü âè-

ãëÿäó (4.5) äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L. Òîäi ìîäóëü M ¹ ñòðîãî ìå-

òàñèíãóëÿðíèì êîïîðÿäêó k äëÿ ðiâíÿííÿ L̄(x,Ωr,k,p) = 0, ÿêå åêâiâà-

ëåíòíå L.

66



Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ é îçíà÷åííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðå-

ìè 4.2. Ñïî÷àòêó ïðèïóñêà¹ìî, ùî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L: L[u] = 0

ìàêñèìàëüíîãî ðàíãó é äîïóñêà¹ ñëàáî ìåòàñèíãóëÿðíèé (p+1)-âèìiðíèé

ìîäóëü âåêòîðíèõ ïîëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k. Ç òî÷íiñòþ äî òî-

÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü i çàìií áàçèñó ìîäóëÿ äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ëèøå

ñiì'þ M = {QΦ = 〈Qs − (Φs/Φu)Q
0, s = 1, . . . , p〉} p-âèìiðíèõ iíâî-

ëþòèâíèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ M , ïàðàìåòðèçîâàíèõ äîâiëüíîþ ôóíêöi-

¹þ Φ = Φ(x, u). Òóò âåêòîðíå ïîëå Q0 çâåäåíî äî îïåðàòîðà çñóâó ∂u,

à âåêòîðíi ïîëÿ Qs ìàþòü âèãëÿä Qs = ∂s àáî, ÿêùî p = 1 i ìîäóëü

íåiíâîëþòèâíèé, Q1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · ·+ ξn∂n.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè z0 = (x0, u0
(r)

) ∈ L ⊂ Jr âèáåðåìî ìîäóëi ç M =

{QΦ}, äëÿ ÿêèõ z0 ∈ QΦ
(r)
. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ ôóí-

êöi¨ Φ ëèøå çà çìiííèìè x1, . . . , xn ó òî÷öi (x0, u0), ÿêi âêëþ÷àþòü äèôå-

ðåíöiþâàííÿ çà äåÿêîþ çìiííîþ xs, ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç u0
(r)
i çíà÷åííÿ

ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Φ ó òî÷öi (x0, u0), ùî ìiñòÿòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìií-

íîþ u. Îñòàííi çíà÷åííÿ ¹ íåçâ'ÿçàíèìè.

Ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ L îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̂Φ,

àñîöiéîâàíó ç L íà ìíîãîâèäi QΦ
(r)

÷åðåç âèêëþ÷åííÿ QΦ-ãîëîâíèõ ïîõi-

äíèõ ôóíêöi¨ u. (Òàêi ïîõiäíi ìiñòÿòü äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ xs.)

Âëàñòèâiñòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ Φ ç Φu 6= 0 ìîäóëü QΦ ¹ ñëàáî

ñèíãóëÿðíèì ùîíàéáiëüøå êîïîðÿäêó k äëÿ ðiâíÿííÿ L, ïðèçâîäèòü äî
óìîâè

L̂Φ
u(0̌,α̂)

(z0) = 0, |α̂| = k + 1, . . . , r.

ßê i ïðè äîâåäåíi òåîðåìè 4.2, iòåðàòèâíî âèêîðèñòà¹ìî öþ óìîâó, ïî-

÷èíàþ÷è ç íàéâèùîãî çíà÷åííÿ r äëÿ |α̂| i ïåðåïèñóþ÷è ïîõiäíi â íîâèõ
êîîðäèíàòàõ (xi, ωα, |α| 6 r) ïðîñòîðó ñòðóìåíiâ Jr i â òåðìiíàõ ôóí-

êöi¨ L. Ó òàêèé ñïîñiá âèâåäåìî ðiâíÿííÿ

Lωα(z
0) = 0, |α̂| > k, |α| 6 r,

ùî âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ z0 ∈ L. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó Àäàìàðà äî êîæíî-
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ãî ç öèõ ðiâíÿíü i ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 4.1, îòðèìà¹ìî (4.5).

Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L ïîðÿäêó r ìà¹

âèãëÿä (4.5), ìîæëèâî, ïiñëÿ âèêîíàííÿ äåÿêîãî òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåí-

íÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u) ç Φu 6= 0 ðîçãëÿíåìî

iíâîëþòèâíèé ìîäóëü QΦ, ïîðîäæåíèé àáî âåêòîðíèìè ïîëÿìè

QΦ
s = ∂s −

Φs

Φu
∂u

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, àáî âåêòîðíèì ïîëåì

QΦ
1 = ∂1 + u∂2 + ξ3∂3 + · · ·+ ξn∂n −

Φs

Φu
∂u

ó ñïåöiàëüíîìó âèïàäêó ç p = 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è L̄ i QΦ, ïîáóäó¹ìî

äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̃Φ = L̄(x, Ω̃r,k,p), äå

Ω̃r,k,p =
(
ωα = D

αp+1

p+1 · · ·Dαn
n (QΦ

1 )α1 · · · (QΦ
p )αpu, |α̂| 6 k, |α| 6 r

)
.

Çà ïîáóäîâîþ ïîðÿäîê äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L̃Φ íå âèùèé k äëÿ âñiõ

äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ. Áiëüø òîãî, ord L̃Φ = k äëÿ

ìàéæå âñiõ çíà÷åíü öi¹¨ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ çà âèêëþ÷åííÿì òèõ, ÿêi çà-

äîâîëüíÿþòü ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Îñêiëüêè

L
∣∣
QΦ

(r)

= (λ̄L̄)
∣∣
QΦ

(r)

= (λ̄L̃Φ)
∣∣
QΦ

(r)

,

äå Φ ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ãëàäêèõ ôóíêöié çìiííèõ (x, u) ç íåíóëüîâèìè

ïîõiäíèìè çà çìiííîþ u, òî ñiì'ÿ M = {QΦ} ¹ ñiì'¹þ p-âèìiðíèõ iíâî-

ëþòèâíèõ ìîäóëiâ, ñëàáî ñèíãóëÿðíèõ êîïîðÿäêó k äëÿ äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ L ó íîâèõ êîîðäèíàòàõ. Ïiñëÿ ïîâåðíåííÿ äî ñòàðèõ êî-

îðäèíàò âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 4.3 äëÿ p > 2 àáî òâåðäæåííÿ 4.4 äëÿ

p = 1, ìîäóëü M âåêòîðíèõ ïîëiâ, ïîðîäæåíèé ñiì'¹þ M, ¹ ìåòàñèíãó-

ëÿðíèì (p+1)-âèìiðíèì ìîäóëåì êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k äëÿ äèôå-

ðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L/Λ. Îòæå, öåé ìîäóëü ¹ ñëàáî ìåòàñèíãóëÿðíèì

(p+1)-âèìiðíèì ìîäóëåì êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi k äëÿ äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ L.
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Çàóâàæåííÿ 4.4. Ç òåîðåìè 4.3 âèïëèâà¹, ùî ç òî÷íiñòþ äî äîìíîæåííÿ

ðiâíÿíü íà íåíóëüîâi äèôåðåíöiàëüíi ôóíêöi¨ íåìà¹ ïîòðåáè óòî÷íþâà-

òè, ÿêèé òèï ìåòàñèíãóëÿðíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � ñëàáêèé ÷è

ñèëüíèé � ìà¹ìî íà óâàçi.

4.5 Ñèíãóëÿðíiñòü ìîäóëiâ ðåäóêöi¨

òà ïîðÿäîê ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 4.10. Iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q íàçâåìî ñèíãóëÿðíèì ìîäó-

ëåì ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L, ÿêùî Q ¹ i ìîäóëåì ðåäóêöi¨

ðiâíÿííÿ L, i ñëàáî ñèíãóëÿðíèì ìîäóëåì ðiâíÿííÿ L.

Íàãàäà¹ìî, ùî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âî-

íè âiäðiçíÿþòüñÿ íà íåíóëüîâèé ìíîæíèê, ÿêèé ¹ äèôåðåíöiàëüíîþ ôóí-

êöi¹þ. Ñóòò¹âèì ïîðÿäêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L ¹ ìiíiìàëüíèé

ïîðÿäîê ðiâíÿíü ó êëàñi åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêîìó íàëåæèòü ðiâíÿííÿ L.
Ïðÿìèì óçàãàëüíåííÿì âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ n = 2 ðîáîòè

Êóíçiíãåðà òà Ïîïîâè÷à (2010) îòðèìà¹ìî òàêi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé Q � p-âèìiðíèé ìîäóëü ðåäóêöi¨ (0 < p 6 n) ðiâíÿ-

ííÿ L. Òîäi êîïîðÿäîê ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ ðiâíÿííÿ L
ñïiâïàäà¹ ç ñóòò¹âèì ïîðÿäêîì âiäïîâiäíîãî ðåäóêîâàíîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p < n i k := wscoLQ > 0. Òîäi ïðè áóäü-ÿêîìó òî÷-

êîâîìó ïåðåòâîðåíi çíà÷åííÿ wscoLQ íå çìiíþ¹òüñÿ. Çà äîïîìîãîþ òî÷-

êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ ëîêàëüíî ìîæíà äîìîãòèñÿ ñèòóàöi¨, ùî â íîâèõ

çìiííèõ ìîäóëü Q ìàòèìå áàçèñ (Qs = ∂s, s = 1, . . . , p). (Çíîâó âèêî-

ðèñòîâó¹ìî îäíi é òi ñàìi ïîçíà÷åííÿ äëÿ ñòàðèõ i íîâèõ çìiííèõ.) Òîäi

àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà ìîäóëåì Q, ìîæíà âèáðàòè ó âèãëÿäi u = ϕ(ω),

äå ϕ = ϕ(ω) � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ, ω = (ω1, . . . , ωn−p) i ω1 = xp+1,

. . . , ωn−p = xn � iíâàðiàíòíi íåçàëåæíi çìiííi. Ñèñòåìó Q(r) óòâîðþþòü
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ðiâíÿííÿ uα = 0, äå ìóëüòèiíäåêñ α = (α1, . . . , αn) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

α1 + · · ·+ αp > 0, |α| := α1 + · · ·+ αn 6 r = ordL.

Îñêiëüêè Q ∈ Rp(L), òî iñíóþòü äèôåðåíöiàëüíi ôóíêöi¨ λ̌ = λ̌[ϕ] i

Ľ = Ľ[ϕ] ïîðÿäêó íå âèùå r òàêi, ùî L|A = λ̌Ľ. Ôóíêöiÿ λ̌ íåíóëüîâà é

ìîæå çàëåæàòè âiä çìiííèõ xs ÿê ïàðàìåòðiâ. Iç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåí-

òíîñòi, ïîðîäæåíî¨ íåíóëüîâèìè ìíîæíèêàìè, ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóí-

êöiÿ Ľ ìà¹ ìiíiìàëüíèé ïîðÿäîê ř. Òîäi ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ Ľ: Ľ = 0

ìà¹ ñóòò¹âèé ïîðÿäîê ř.

Îñêiëüêè wscoLQ = k, òî iñíóþòü äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L̃ = L̃[u]

òî÷íî ïîðÿäêó k i íåíóëüîâà äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ λ̃ = λ̃[u] ïîðÿäêó

íå âèùå r, ÿêi çàëåæàòü ùîíàéìåíøå âiä x i ïîõiäíèõ âiä u çà çìiííè-

ìè xp+1, . . . , xn, òàêi, ùî (L− λ̃L̃)|Q(r)
= 0.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ř ìåíøå çà k. Ó öüîìó âèïàäêó ìîæíà

âèêîðèñòàòè λ̃new = λ̌|u ϕ i L̃new = Ľ|u ϕ â îçíà÷åííi ñëàáêî¨ ñèíãó-

ëÿðíîñòi, ùî ïðèçâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi wscoLQ 6 ord L̃new = ř < k.

Òîìó ř > k. (Òóò �u  ϕ� îçíà÷à¹, ùî ïîõiäíi ∂αp+1

p+1 . . . ∂
αn
n u ïîòðiáíî

ïiäñòàâèòè çàìiñòü ïîõiäíèõ ∂αp+1
ωp+1 . . . ∂

αn
ωn
ϕ.)

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ř > k, òî λ̌Ľ = (λ̃L̃)|A, äå çìiííi xs âiäiãðà-
þòü ðîëü ïàðàìåòðiâ. Ôiêñóþ÷è çíà÷åííÿ x0

s çìiííèõ xs äëÿ êîæíîãî s,

îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ

Ľ =
λ̃|A
λ̌

∣∣∣∣
xs=x

0
s

L̃

∣∣∣∣
A, xs=x0

s

.

Àëå îñêiëüêè ord L̃|A, xs=x0
s
6 k < ř, òî öå ïðåäñòàâëåííÿ ñóïåðå÷èòü

óìîâi, ùî ř � ñóòò¹âèé ïîðÿäîê ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ Ľ.
Îòæå, ř = k > 0. Òîäi çíà÷åííÿ ř íå çàëåæèòü âiä âèáîðó àíçàöà

ñåðåä òèõ, ùî ìîæíà ïîáóäóâàòè çà ìîäóëåì Q. Îáåðíåíà çàìiíà çìiííèõ

çáåðiãà¹ çàçíà÷åíó âëàñòèâiñòü.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê k := wscoLQ 6 0. Çàãàëîì çíà÷åííÿ

k = −∞ i k = 0 íå ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü,
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îñêiëüêè ¨õ ìîæíà âiäîáðàçèòè îäíå â iíøå òàêèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Öå

îçíà÷à¹, ùî ñóòò¹âèé ïîðÿäîê âiäïîâiäíîãî ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ìî-

æå çàëåæàòè âiä âèáîðó àíçàöà ñåðåä ìíîæèíè àíçàöiâ, ïîáóäîâàíèõ çà

ìîäóëåì Q. Òîìó ñïðÿìëåííÿ âåêòîðíèõ ïîëiâ Qs i âèáið àíçàöà ïîòði-

áíî óçãîäèòè çi ñòðóêòóðîþ îáìåæåííÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L íà

ìíîãîâèä Q(r), ùîá çàáåçïå÷èòè êîðåêòíiñòü ïðîöåäóðè ðåäóêöi¨. Âíà-

ñëiäîê óìîâè k 6 0 iñíóþòü ãëàäêà ôóíêöiÿ L̃ = L̃(x, u) ç ord L̃ = k

i íåíóëüîâà äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ λ̃ = λ̃[u] ïîðÿäêó íå âèùå r, òà-

êi, ùî L = λ̃L̃ íà ìíîãîâèäi Q(r). Ç ëåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî Q ¹ ìîäó-

ëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L̃: L̃ = 0, à òîìó QsL̃ = ΛsL̃ äëÿ äåÿêî¨ ãëàä-

êî¨ ôóíêöi¨ Λs = Λs(x, u). Ç ëåìè 4.1 îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ L̃ =

λ̌Ľ, äå λ̌ � íåíóëüîâà ãëàäêà ôóíêöiÿ çìiííèõ (x, u), à ãëàäêà ôóí-

êöiÿ Ľ = Ľ(x, u) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó QsĽ = 0. Îòæå, ôóíêöiÿ Ľ ¹

iíâàðiàíòíîì ìîäóëÿ Q i òîìó ¨¨ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ôóíêöiþ áàçè-

ñíèõ iíâàðiàíòiâ I0, . . . , In−p, Ľ = ζ(I0, . . . , In−p), äå ζ � äåÿêà ãëàä-

êà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Çàóâàæèìî, ùî k 6 ord Ľ 6 0, îñêiëüêè

L = λ̃λ̌Ľ íà ìíîãîâèäi Q(r), à λ̃λ̌ � íåíóëüîâà äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ

âiä u.

ßêùî k = 0, òî ord Ľ = 0, à òîìó ôóíêöiÿ ζ ñóòò¹âî çàëåæèòü ùî-

íàéìåíøå âiä îäíîãî áàçèñíîãî iíâàðiàíòà. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè

áàçèñíèõ iíâàðiàíòiâ ìîæíà ââàæàòè, ùî öèì iíâàðiàíòîì ¹ I0. Òîäi àí-

çàö (4.1) ðåäóêó¹ L äî ðiâíÿííÿ ζ(ϕ, ω) = 0, à ïîðÿäîê ðåäóêîâàíîãî

ðiâíÿííÿ ÿê ðiâíÿííÿ íà ϕ äîðiâíþ¹ 0.

Íåõàé òåïåð k = −∞. Ç óìîâè íà ðàíã äëÿ ìîäóëÿ Q âèïëèâà¹, ùî

iñíó¹ åëåìåíò áàçèñó (I0, . . . , In−p) Q-iíâàðiàíòiâ, ÿêèé ìà¹ íåíóëüîâó ïî-

õiäíó çà çìiííîþ u. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè áàçèñó ìîæíà ââàæàòè,

ùî öèì iíâàðiàíòîì ¹ I0. Âèêîíà¹ìî çàìiíó çìiííèõ (x, u): y0 = I0(x, u),

yσ = Iσ(x, u), zs = Js(x, u), äå, ÿê i â � 4.1, êîæíà ôóíêöiÿ Js = Js(x, u) ¹

ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè Qs′J
s = δss′. Òóò δss′ ïîçíà÷à¹ ñèìâîë Êðîíåêåðà. Íå-

õàé y = (y0, . . . , yn−p) i z = (z1, . . . , zp). Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ

71



L̃ = λ̌(y, z)ζ(y), ðiâíiñòü L̃u = 0 ìîæíà çàïèñàòè ÿê

ζy0
+
Iσu
I0
u

ζyσ = − λu
λI0

u

ζ,

äå êîåôiöi¹íòè ζyσ i ζ � ãëàäêi ôóíêöi¨, ÿêi ïîòðiáíî âèðàçèòè ó êîîð-

äèíàòàõ (y, z). Çàôiêñó¹ìî çíà÷åííÿ z = z0 ó öèõ êîåôiöi¹íòàõ é ìî-

äèôiêó¹ìî êîîðäèíàòè y ç ìåòîþ ñïðÿìëåííÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ ∂y0
+

(Iσu/I
0
u)
∣∣
z=z0∂yσ äî ∂y0

. Âiäïîâiäíèì ÷èíîì ìîäèôiêó¹ìî i ôóíêöiîíàëü-

íèé áàçèñ Q-iíâàðiàíòiâ. Iç ëåìè 4.1 âèïëèâà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ζ = λ̆ζ̆, äå

λ̆ � íåíóëüîâà ãëàäêà ôóíêöiÿ âiä y, à ãëàäêà ôóíêöiÿ ζ̆ âiä y íå çàëå-

æèòü âiä y0. Òîäi àíçàö (4.1) ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L äî ðiâíÿííÿ ζ̆(ω) = 0,

ùî ìà¹ ïîðÿäîê −∞ ÿê äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ϕ.

Äîâåäåííÿ äëÿ âèïàäêó p = n òàêîæ íàâåäåíî ó � 4.6 ïåðåä òâåðäæå-

ííÿì 4.9. Îñîáëèâiñòþ öüîãî âèïàäêó ïîðiâíÿíî ç âèïàäêîì wscoLQ 6 0,

äå p < n, ¹ âiäñóòíiñòü çíà÷íî¨ ñâîáîäè ó âèáîði iíâàðiàíòíî¨ çàëåæíî¨

çìiííî¨, îñêiëüêè ç îãëÿäó íà ðîçìiðíiñòü n ìîäóëÿ Q ¹ ëèøå îäèí ôóí-

êöiîíàëüíî íåçàëåæíèé Q-iíâàðiàíò.

Íåóëüòðàñèíãóëÿðíi p-âèìiðíi ìîäóëi ðåäóêöi¨ (0 < p 6 n) ç êîïî-

ðÿäêîì ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi −∞ ïðèçâîäÿòü äî íåñóìiñíèõ ðåäóêîâà-

íèõ ðiâíÿíü.

Âëàñòèâîñòi óëüòðàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ âåêòîðíèõ ïîëiâ ÿê ìîäóëiâ

ðåäóêöi¨ ¹ î÷åâèäíèìè. Âèáið àíçàöiâ äëÿ íèõ íå ïîòðiáåí.

Òâåðäæåííÿ 4.7. 1) Áóäü-ÿêèé p-âèìiðíèé ìîäóëü Q âåêòîðíèõ ïî-

ëiâ (0 < p 6 n), óëüòðàñèíãóëÿðíèé äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ L, ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ öüîãî ðiâíÿííÿ. Àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà ìîäó-

ëåì Q, ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L äî òîòîæíîñòi. Òîìó ñiì'þ Q-iíâàðiàíòíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L ïàðàìåòðèçîâàíî äîâiëüíîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ

(n− p) Q-iíâàðiàíòíèõ çìiííèõ.

2) ßêùî Q � p-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ìîäóëü âåêòîðíèõ ïîëiâ,

à ñiì'þ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L ïàðàìåòðèçîâàíî äîâiëü-
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íîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ (n− p) Q-iíâàðiàíòíèõ çìiííèõ, òî ìîäóëü Q ¹

óëüòðàñèíãóëÿðíèì ìîäóëåì äëÿ ðiâíÿííÿ L.

Äëÿ çàäàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè L
ðîçãëÿíåìî ìîäóëü ðåäóêöi¨ Q ðîçìiðíîñòi n− 1, òîáòî p = n− 1. Òàêèé

ìîäóëü ç wscoLQ > 0 ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ, ñóòò¹âèé ïîðÿäîê ÿêîãî âíàñëiäîê òåîðåìè 4.4 äîðiâíþ¹

wscoLQ. ßêùî wscoLQ = 0, ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ ¹ àëãåáðà¨÷íèì. Öå

äîçâîëÿ¹ ïîâ'ÿçàòè wscoLQ ç ìàêñèìàëüíèì ÷èñëîì ïàðàìåòðiâ ó ñiì'ÿõ

Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L. Âèêëþ÷íèì ¹ âèïàäîê wscoLQ =

−∞, êîëè àáî ìîäóëü Q ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L äî òîòîæíîñòi, ÿêùî âií óëü-
òðàñèíãóëÿðíèé äëÿ L, àáî âiäïîâiäíå ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ íåñóìiñíå.

Òâåðäæåííÿ 4.8. Íåõàé çàäàíî (n−1)-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ìîäóëü

Q âåêòîðíèõ ïîëiâ i äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L[u], ïðè÷îìó ðiâíÿííÿ

L̂ = 0 ç äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ L̂ = L̂[u] íàéíèæ÷îãî ïîðÿäêó,

àñîöiéîâàíîþ ç L[u] íà ìíîãîâèäi Q(r) (r = ordL) ç òî÷íiñòþ äî íå-

íóëüîâîãî ìíîæíèêà, ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî ïîõiäíî¨ íàéâèùîãî

ïîðÿäêó âiä u, ÿêó ìiñòèòü öå ðiâíÿííi. Òîäi ç áóäü-ÿêèõ äâîõ òàêèõ

âëàñòèâîñòåé âèïëèâà¹ òðåòÿ:

1) Q � ìîäóëü ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L: L = 0;

2) êîïîðÿäîê ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ ðiâíÿííÿ L äîðiâ-

íþ¹ l, äå 0 6 l 6 r;

3) ðiâíÿííÿ L äîïóñêà¹ l-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîç-

â'ÿçêiâ, ïðè÷îìó áóäü-ÿêèé Q-iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ L
íàëåæèòü öié ñiì'¨.

Äîâåäåííÿ. ßêùî Q � (n−1)-âèìiðíèé ìîäóëü ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L ç

wscoLQ > 0, òî êîïîðÿäîê ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ ðiâíÿí-

íÿ L äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíié êiëüêîñòi NL,Q ñóòò¹âèõ íåïåðåðâíèõ ïàðà-

ìåòðiâ ó ñiì'¨ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L. Äiéñíî, êîïîðÿäîê
ñëàáêî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ ðiâíÿííÿ L ñïiâïàäà¹ ç ñóòò¹âèì
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ïîðÿäêîì ř ðåäóêîâàíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ľ, àñî-
öiéîâàíîãî ç ìîäóëåì Q: ř = wscoLQ. Ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü ñóòò¹âèõ

íåïåðåðâíèõ ïàðàìåòðiâ ó ðîçâ'ÿçêàõ ðiâíÿííÿ Ľ òàêîæ äîðiâíþ¹ ř. Ïiä-

ñòàíîâêà öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó âiäïîâiäíèé àíçàö äà¹ ïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ Q-

iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L, ïðè÷îìó âñi Q-iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè
ðiâíÿííÿ L ìîæíà îòðèìàòè öèì øëÿõîì. Îòæå, NL,Q = ř.

Âíàñëiäîê óìîâ òâåðäæåííÿ ùîäî L̂, ðiâíÿííÿ Ľ ìîæíà çàïèñàòè â

íîðìàëüíié ôîðìi, à òîìó âîíî ìà¹ ř-ïàðàìåòðè÷íèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê,

ÿêèé âêëþ÷à¹ âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ľ. Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè ó âiäïîâiäíèé
àíçàö öåé ðîçâ'ÿçîê äà¹ ř-ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ L. Iíøèõ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L íåìà¹. Îòæå,

óìîâè 2 i 3 åêâiâàëåíòíi, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 1.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî (n−1)-âèìiðíîãî iíâîëþòèâíîãî ìîäóëÿ Q âåêòîð-

íèõ ïîëiâ ìà¹ìî NL,Q 6 k, äå ÷åðåç k ïîçíà÷åíî wscoLQ. Äîâåäåìî, ùî

Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L, ÿêùî NL,Q = k.

Òî÷êîâi ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ çáåðiãàþòü çàÿâëåíó âëàñòèâiñòü ïðè

k > 0, à òîìó ìîæíà âèêîðèñòàòè çìiííi òà ïîçíà÷åííÿ ç äîâåäåííÿ

òåîðåìè 4.4. Äëÿ àíçàöà A: u = ϕ(ω), ïîáóäîâàíîãî çà ìîäóëåì Q ó

íîâèõ çìiííèõ, ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̆[ϕ] = L̂|A, ÿêà çà-
ëåæèòü âiä çìiííèõ xs ÿê ïàðàìåòðiâ, ïðè÷îìó ord L̆ = k. Ç îãëÿäó íà

ïðèïóùåííÿ ùîäî L̂, ðiâíÿííÿ L̆ = 0 ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî ïîõiä-

íî¨ íàéâèùîãî ïîðÿäêó ϕ(k): ϕ(k) = R[ϕ], äå ordR < k. ßêùî Rxs 6= 0

äëÿ äåÿêîãî s, òî, ðîçùåïëþþ÷è çà xs ó ðîçâ'ÿçàíîìó ðiâíÿííi, îòðèìà-

¹ìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ R̃[ϕ] = 0 ïîðÿäêó ìåíøîãî çà k.

Áóäü-ÿêèé Q-iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ L ìà¹ âèãëÿä u = ϕ(ω),

äå ôóíêöiÿ ϕ çàäîâîëüíÿ¹, çîêðåìà, i ðiâíÿííÿ R̃[ϕ] = 0. Öå ñóïåðå÷èòü

óìîâi NL,Q = k. Îòæå, Rxs = 0, òîáòî ðiâíÿííÿ ϕ(k) = R[ϕ] � ðåäóêî-

âàíå ðiâíÿííÿ, îòðèìàíå ç ðiâíÿííÿ L çà äîïîìîãîþ àíçàöà u = ϕ(ω),

ïîáóäîâàíîãî çà ìîäóëåì Q, òîáòî Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L.
Óìîâà k = 0 îçíà÷à¹, ùî L̂ ¹ ôóíêöi¹þ âiä (x, u). Âíàñëiäîê ïðèïó-
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ùåííÿ ùîäî L̂ ðiâíÿííÿ L̂: L̂ = 0 ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî u. Öå äà¹

ôóíêöiþ u = f(x), ÿêà ¹ ¹äèíèì ìîæëèâèì ðîçâ'ÿçêîì îá'¹äíàíî¨ ñèñòå-

ìè L̂ i Q. Âîäíî÷àñ, çãiäíî óìîâè 3 ðiâíÿííÿ L (àáî, ðiâíîñèëüíî, L̂),
äîïóñêà¹ Q-iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè. Îòæå, ôóíêöiÿ u = f(x) ¹ ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ L̂ = 0, i öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ Q-iíâàðiàíòíèì. Ñàìå òîìó

ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà, ÿêèé çàëåæèòü ùîíàéáiëüøå âiä

(x, u), ðiâíÿííÿ L̂ = 0 åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ, ÿêå ìîæíà çàïèñàòè â òåð-

ìiíàõ Q-iíâàðiàíòiâ, à öå îçíà÷à¹, ùî Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L̂,
i � çãiäíî ëåìè 4.2 � ðiâíÿííÿ L.

Òî÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ðåäóêîâàíiñòþ ðiâíÿííÿ L çà äîïîìîãîþ

ìîäóëÿ Q i ôîðìàëüíîþ ñóìiñíiñòþ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè L i Q íàñïðàâäi

íå òàêå ïðîñòå, ÿê ìîæíà áóëî á ñïîäiâàòèñÿ. Âèáið ñèñòåìè, ôîðìàëüíó

ñóìiñíiñòü ÿêî¨ ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, çàëåæèòü âiä wscoLQ i âiä òîãî, ÿêå

îçíà÷åííÿ ôîðìàëüíî¨ ñóìiñíîñòi âèêîðèñòîâó¹ìî. Ðîçãëÿíåìî, íàïðè-

êëàä, îçíà÷åííÿ, íàâåäåíå â ðîáîòi Ñåéëåðà (2010)þ Íåõàé Eρ � ñèñòåìà

κ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü E1[u] = 0, . . . , Eκ[u] = 0, ÿêà ìiñòÿòü ïî-

õiäíi âiä u äî ïîðÿäêó ρ âêëþ÷íî. Ñèñòåìó Eρ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè

ÿê ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ó ïðîñòîði ñòðóìåíiâ Jρ, i âîíà âèçíà-

÷à¹ ìíîãîâèä ó Jρ, ÿêèé òàêîæ ïîçíà÷à¹ìî ÿê Eρ. Ïðîäîâæåííÿ Eρ+ς ïî-

ðÿäêó ς , ς ∈ N, ñèñòåìè Eρ � öå ñèñòåìà â Jρ+ς , óòâîðåíà ðiâíÿííÿìè

DαEν[u] = 0, ν = 1, . . . , κ, |α| 6 ς . Ïðîåêöiþ âiäïîâiäíîãî ìíîãîâèäó íà

Jρ+ς−ς ′, äå ς ′ ∈ N i ς ′ 6 ς , ïîçíà÷à¹ìî ÿê E (ς ′)
ρ+ς−ς ′. Ñèñòåìó Eρ íàçâåìî ôîð-

ìàëüíî iíòåãðîâíîþ (àáî ôîðìàëüíî ñóìiñíîþ), ÿêùî E (1)
ρ+ς = Eρ+ς äëÿ

áóäü-ÿêîãî ς ∈ N.
� äâi ïåðåøêîäè äëÿ óçãîäæåííÿ öüîãî îçíà÷åííÿ ôîðìàëüíî¨ ñó-

ìiñíîñòi é îçíà÷åííÿ ìîäóëÿ ðåäóêöi¨. Ïåðøà ïåðåøêîäà ïîâ'ÿçàíà (ó

çàãàëüíié ñèòóàöi¨) ç ðiçíèìè ïîðÿäêàìè ðiâíÿííÿ L: L[u] = 0 i õàðà-

êòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè Q: Qs[u] = 0. �¨ ìîæíà ïîäîëàòè ïðè¹äíàííÿì

äèôåðåíöiàëüíèõ íàñëiäêiâ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ñèñòåìè Q äî îá'¹äíàíî¨

ñèñòåìè L i Q ïåðåä òèì, ÿê ïåðåâiðÿòè ¨¨ ñóìiñíiñòü. Äðóãà ïåðåøêîäà
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ïîâ'ÿçàíà ç ïîíèæåííÿì ïîðÿäêó ðiâíÿííÿ L[u] íà ìíîãîâèäi Q(r), ÿêùî

Q ¹ ñèíãóëÿðíèì ìîäóëåì ðåäóêöi¨ äëÿ ðiâíÿííÿ L[u] = 0. Òîìó çàìiñòü

ðiâíÿííÿ L ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ðiâíÿííÿ L̃: L̃[u] = 0, äå L̃ � äè-

ôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî L = λ̃L̃ íà Q(r) äëÿ äåÿêî¨ íåíóëüîâî¨

äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ λ âiä u, ïðè÷îìó ord L̃ = wscoLQ. Ìîäóëü Q

ðåäóêó¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

• ñèñòåìà L̃[u] = 0, DαQs[u] = 0, |α| < wscoLQ, àáî

• ñèñòåìà L̃[u] = 0, DιL̃[u] = 0, Qs[u] = 0

âiäïîâiäíî ó âèïàäêó wscoLQ > 0 àáî wscoLQ = 0 ¹ ôîðìàëüíî ñóìiñ-

íîþ. Òóò iíäåêñ ι ïðîáiãà¹ ïiäìíîæèíó {ι1, . . . , ιn−p} ìíîæèíè {1, . . . , n}
òàêó, ùî ìîäóëü 〈Q1, . . . , Qp, ∂ι1, . . . , ∂ιn−p〉 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã.

Âèïàäîê wscoLQ = −∞, äå L̃ íå äîðiâíþ¹ íóëþ òîòîæíî, ¹ íåðå-

ëåâàíòíèì ó ðàìêàõ ôîðìàëüíî¨ ñóìiñíîñòi, îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó

ðiâíÿííÿ L̃ ñàìå ïî ñîái íåñóìiñíå ÿê ðiâíÿííÿ âiäíîñíî u. ßêùî Q ¹ óëü-

òðàñèíãóëÿðíèì ìîäóëåì äëÿ ðiâíÿííÿ L, òîáòî L̃ ≡ 0, òî �ôîðìàëüíà

ñóìiñíiñòü� îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè L i Q ¹ òðèâiàëüíî åêâiâàëåíòíîþ iíâîëþ-

òèâíîñòi ìîäóëÿ Q.

4.6 Ìîäóëi ðåäóêöi¨ ìàêñèìàëüíî¨ ðîçìiðíîñòi

ßê çàçíà÷åíî â � 4.2, âèïàäîê, êîëè ðîçìiðíiñòü ìîäóëiâ âåêòîðíèõ ïî-

ëiâ ñïiâïàäà¹ ç êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ (p = n), ¹ îñîáëèâèì äëÿ

ìîäóëiâ, ñèíãóëÿðíèõ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ôóíêöié. Öåé âèïàäîê òàêîæ

¹ îñîáëèâèì äëÿ ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Íà âiäìiíó âiä ìîäó-

ëiâ ðåäóêöi¨ ìåíøèõ ðîçìiðíîñòåé, n-âèìiðíi ìîäóëi ðåäóêöi¨ áóäü-ÿêîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L ç n íåçàëåæíèìè çìiííèìè ðåäóêóþòü öå

ðiâíÿííÿ ùîíàéáiëüøå äî àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, à íå äî äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Áiëüø òîãî, ëèøå

â öüîìó âèïàäêó ðåãóëÿðíi òà ñèíãóëÿðíi ìîäóëi ðåäóêöi¨ ìîæíà âèâ÷èòè

â ðàìêàõ ¹äèíîãî ïiäõîäó.
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Íåõàé Q � iíâîëþòèâíèé ìîäóëü ðîçìiðíîñòi p = n, ÿêèé çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó íà ðàíã. Òîäi ìîæíà âèáðàòè éîãî áàçèñ, óòâîðåíèé âåêòîðíè-

ìè ïîëÿìè Qs = ∂s + ηs(x, u)∂u. Îñêiëüêè ìîäóëü Q iíâîëþòèâíèé, òî

áàçèñíi åëåìåíòè Qs êîìóòóþòü, à òîìó êîåôiöi¹íòè ηs = ηs(x, u) çàäî-

âîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü

ηss′ + ηs
′
ηsu = ηs

′

s + ηsηs
′

u . (4.6)

Çãiäíî òåîðåìè Ôðîáåíióñà, ñèñòåìà QsΦ = Φs + ηsΦu = 0 âiäíîñíî ôóí-

êöi¨ Φ = Φ(x, u) ìà¹ ¹äèíèé ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî

íå ¹ ñòàëîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, êîåôiöi¹íòè ηs ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-

ãëÿäi ηs = −Φs/Φu, äå Φ = Φ(x, u) � äåÿêà ãëàäêà ôóíêöiÿ ç Φu 6= 0.

Íåÿâíèé àíçàö, ïîáóäîâàíèé äëÿ u çà äîïîìîãîþ ìîäóëÿ Q, ìà¹ âèãëÿä

Φ(x, u) = ϕ, äå ϕ � íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Âîíà ¹ íóëü-àðíîþ, îñêiëüêè

ðîçìiðíiñòü p ìîäóëÿ Q äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi n íåçàëåæíèõ çìiííèõ x.

Ïðèïóñòèìî, ùî Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ L: L[u] = 0 ïîðÿäêó r. Íà ìíîãîâèäi Q(r) óñi ïîõiäíi âiä ôóíêöi¨ u

çà çìiííèìè x âiä 1-ãî äî r-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç

çìiííi (x, u):

uα = hα(x, u) := (∂1 + η1∂u)
α1 · · · (∂n + ηn∂u)

αnu, 1 6 |α| 6 r.

Îñêiëüêè âåêòîðíi ïîëÿ Qs êîìóòóþòü, òî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ïîõiä-

íèõ uα äîáðå âèçíà÷åíå, îñêiëüêè íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó îïåðàòîðiâ

ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ âèðàçiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi âèðàçè äëÿ âèêëþ÷åí-

íÿ âiäïîâiäíèõ ïîõiäíèõ uα â L, îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ

L̂ = L̂[u] íåäîäàòíîãî ïîðÿäêó, òîáòî ôóíêöiþ âiä (x, u). Âàðiþþ÷è ηs,

îòðèìàíó ôóíêöiþ ìîæíà ïðîiíòåðïðåòóâàòè ÿê äèôåðåíöiàëüíó ôóí-

êöiþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ x, u òà çàëåæíèõ çìiííèõ ηs. Òàêèì ÷èíîì, òîé

ôàêò, ùîQ ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ äëÿ ðiâíÿííÿ L, âíàñëiäîê ëåìè 4.2 åêâiâà-
ëåíòíèé óìîâi QsL̂ = ΛsL̂ äëÿ äåÿêèõ ãëàäêèõ ôóíêöié Λs = Λs(x, u),

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ íà âiäïîâiäíié âiäêðèòié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó ñòðóìå-

íiâ íóëüîâîãî ïîðÿäêó. Öÿ óìîâà ðàçîì ç ðiâíÿííÿìè (4.6) óòâîðþ¹ ïîâíó
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ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ηs. Âíàñëiäîê ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ηs = −Φs/Φu äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (4.6), ¨¨ ìîæíà ïðîiíòåðïðå-

òóâàòè ÿê óìîâó íà ôóíêöiþ Φ, äå LΦ = L̂|−Φs/Φu ηs ðîçãëÿäà¹ìî ÿê äè-

ôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ x, u òà çàëåæíî¨ çìiííî¨ Φ.

Äëÿ çðó÷íîãî âèêîðèñòàííÿ óìîâè QsL̂ = ΛsL̂ ó âèïàäêó, êîëè ðiâ-

íÿííÿ L̂ = 0 ¹ ìàêñèìàëüíîãî ðàíãó, éîãî ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî

îäíi¹¨ çìiííî¨ (àáî âiäíîñíî îäíi¹¨ ç íåçàëåæíèõ çìiííèõ, àáî âiäíîñíî

çàëåæíî¨ çìiííî¨ u) i âèêëþ÷èòè öþ çìiííó ç ðiâíÿííÿ QsL̂ = 0 çà äî-

ïîìîãîþ îòðèìàíîãî âèðàçó. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ L̂ i ηs (àáî âiäïîâiäíî Φ)

çàëåæàòü âiä òèõ ñàìèõ àðãóìåíòiâ, öÿ ïðîöåäóðà íå ïðèçâîäèòü äî äè-

ôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Çàñòîñó¹ìî iíøèé, áiëüø çðó÷íiøèé ïiäõiä. Çãiäíî ëåìè 4.1, ç óìîâè

QsL̂ = ΛsL̂ âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü íåíóëüîâà ãëàäêà ôóíêöiÿ λ = λ(x, u)

i ãëàäêà ôóíêöiÿ Ľ = Ľ(x, u) òàêi, ùî L̂ = λĽ i QsĽ = 0. Îñòàííÿ óìîâà

îçíà÷à¹, ùî Ľ = ζ(Φ) äëÿ äåÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ ζ îäíîãî àðãóìåíòó. Òîäi

ðiâíÿííÿ L̂ = λĽ ó òåðìiíàõ ôóíêöi¨ Φ íàáóâà¹ âèãëÿäó LΦ = λ̃ζ(Φ).

Íàñïðàâäi öå ðiâíÿííÿ ñïiâïàäà¹ ç óìîâîþ ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L çà

äîïîìîãîþ àíçàöà Φ(x, u) = ϕ, ïîáóäîâàíîãî ç ìîäóëåì Q. Äiéñíî, ÿêùî

ôóíêöiþ u = u(x) ÿâíî âèçíà÷åíî öèì àíçàöîì, òî ïîõiäíi âiä u (íåíó-

ëüîâîãî ïîðÿäêó) çíàõîäèìî ç äèôåðåíöiàëüíèõ íàñëiäêiâ ðiâíÿíü us =

−Φs/Φu. Òîìó ïiäñòàíîâêà àíçàöà â ðiâíÿííÿ L ïðèçâîäèòü äî ðiâíÿííÿ

L̂|Φ(x,u)=ϕ = 0, ÿêå âíàñëiäîê óìîâè ðåäóêöi¨ ¹ åêâiâàëåíòíèì àëãåáðà¨-

÷íîìó ðiâíÿííþ ζ(ϕ) = 0 âiäíîñíî ñòàëî¨ ϕ.

Î÷åâèäíî, ùî ñóòò¹âèé ïîðÿäîê ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ñïiâïàäà¹ ç

wscoLQ ∈ {−∞, 0}. Ìîäóëü Q ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè ôóíêöiÿ ζ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ. ßêùî wscoLQ =

−∞ i ìîäóëü Q íå ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì, òî âiäïîâiäíå ðåäóêîâàíå àëãå-

áðà¨÷íå ðiâíÿííÿ íå ¹ ñóìiñíèì âiäíîñíî ϕ.

Ïiäñóìîâóþ÷è âèêëàäåíi ðåçóëüòàòè, îòðèìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.9. n-âèìiðíèé ìîäóëü Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ äèôåðåíöi-
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àëüíîãî ðiâíÿííÿ L: L[u] = 0 ç n íåçàëåæíèìè çìiííèìè x òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè öåé ìîäóëü ïîðîäæåíî âåêòîðíèìè ïîëÿìè ∂s − (Φs/Φu)∂u,

s = 1, . . . , n, äå ôóíêöiÿ Φ = Φ(x, u) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ LΦ = λ̃ζ(Φ)

äëÿ äåÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ ζ îäíîãî àðãóìåíòó i äåÿêî¨ íåíóëüîâî¨ ôóí-

êöi¨ λ̃ çìiííèõ (x, u), à äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ LΦ = LΦ[Φ] îòðèìà-

íî ç L[u] âèêëþ÷åííÿì ïîõiäíèõ âiä u, âèêîðèñòîâóþ÷è äèôåðåíöiàëüíi

íàñëiäêè ðiâíÿíü us = −Φs/Φu. Ïðè öüîìó àíçàö Φ(x, u) = ϕ ðåäóêó¹

ðiâíÿííÿ L äî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ ζ(ϕ) = 0 âiäíîñíî ñòàëî¨ ϕ i ñóò-

ò¹âèé ïîðÿäîê ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ ñïiâïàäà¹ ç wscoLQ ∈ {−∞, 0}.

Òåîðåìà 4.5. Äëÿ áóäü-ÿêîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ L îäíi¹¨ íå-

âiäîìî¨ ôóíêöi¨ âiä n íåçàëåæíèõ çìiííèõ ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåí-

òíîñòi ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ

îäíîïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè éîãî ðîçâ'ÿçêiâ i éîãî n-âèìiðíèìè óëü-

òðàñèíãóëÿðíèìè ìîäóëÿìè ðåäóêöi¨. À ñàìå, êîæåí ìîäóëü âêàçàíîãî

òèïó âiäïîâiäà¹ ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî öüîãî ìîäóëÿ.

Ïðîáëåìè ïîáóäîâè âñiõ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-

íÿ L i âè÷åðïíîãî îïèñó éîãî n-âèìiðíèõ óëüòðàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ

ðåäóêöi¨ ïîâíiñòþ åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Q � n-âèìiðíèé óëüòðàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü ðåäóêöi¨

ðiâíÿííÿ L. Iç òâåðäæåííÿ 4.9 âèïëèâà¹, ùî àíçàö Φ(x, u) = ϕ, ïîáóäîâà-

íèé çà äîïîìîãîþ ìîäóëÿ Q, ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L äî òîòîæíîñòi. Iíøèìè

ñëîâàìè, äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ñòàëî¨ ϕ öåé àíçàö íåÿâíèì ÷èíîì âè-

çíà÷à¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ L.
Íàâïàêè, íåõàé F = {u = f(x,κ)} � ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L,

ïàðàìåòðèçîâàíà îäíèì ïàðàìåòðîì κ. Îñêiëüêè öåé ïàðàìåòð ñóòò¹-

âèé, à òîìó ïîõiäíà fκ ¹ íåíóëüîâîþ, òî ïàðàìåòð κ ìîæíà âèðàçèòè

iç ðiâíîñòi u = f(x,κ). Çâiäêè îòðèìà¹ìî, ùî κ = Φ(x, u) äëÿ äåÿêî¨

ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u) ç Φu 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ìîäóëü Q = 〈Q1, . . . , Qn〉,
äå Qs = ∂s + ηs∂u, ïðè÷îìó êîåôiöi¹íòè ηs = ηs(x, u) âèçíà÷åíî ÿê

ηs = −Φs/Φu. Öå n-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ìîäóëü i Q[u] = 0 äëÿ áóäü-
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ÿêîãî åëåìåíòà ìíîæèíè F . Àíçàö u = f(x, ϕ), ïîáóäîâàíèé çà äîïî-

ìîãîþ ìîäóëÿ Q, äå ϕ � íîâà íåâiäîìà (íóëü-àðíà) ôóíêöiÿ, ðåäóêó¹

ðiâíÿííÿ L äî òîòîæíîñòi. Öå îçíà÷à¹, ùî Q ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì ìîäó-

ëåì äëÿ ðiâíÿííÿ L.
Îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ F = {u = f(x,κ)} i F̃ = {u = f̃(x, κ̃)}

íàçâåìî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç òèõ ñàìèõ ôóíêöié i

âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ïàðàìåòðèçàöiÿìè, òîáòî, ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ ζ =

ζ(κ) òàêà, ùî ζκ 6= 0 i f̃(x, ζ(κ)) = f(x,κ). Öå ñïðàâåäëèâî òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u) i Φ̃ = Φ̃(x, u), àñîöiéîâàíi âiäïîâiäíî ç

ñiì'ÿìè F i F̃ , ¹ ôóíêöiîíàëüíî çàëåæíèìè. Áiëüø òî÷íî, Φ̃ = ζ(Φ).

Îñêiëüêè ΦuΦ̃u 6= 0, òî ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü Φ i Φ̃ åêâiâàëåíòíà

ñïiââiäíîøåííþ Φs/Φu = Φ̃s/Φ̃u. Îòæå, åêâiâàëåíòíi îäíîïàðàìåòðè÷íi

ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäàþòü îäíîìó é òîìó ñàìîìó óëüòðàñèíãóëÿðíîìó

ìîäóëþ ðåäóêöi¨ Q ðiâíÿííÿ L i, íàâïàêè, áóäü-ÿêi îäíîïàðàìåòðè÷íi

ñiì'¨ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Íàñëiäîê 4.4. Ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîåôiöi¹íòè óëüòðà-

ñèíãóëÿðíèõ n-âèìiðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L, ÿêó óòâîðþþòü

ðiâíÿííÿ (4.6) i ðiâíÿííÿ L̃ = 0, çà äîïîìîãîþ êîìïîçèöi¨ íåëîêàëüíî¨

ïiäñòàíîâêè ηs = −Φs/Φu, äå Φ � ôóíêöiÿ çìiííèõ (x, u), òà ïåðåòâî-

ðåííÿ ãîäîãðàôà

íîâi íåçàëåæíi çìiííi: x̃i = xi, κ = Φ,

íîâà çàëåæíà çìiííà: ũ = u

ìîæíà çâåñòè äî ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ L âiä ôóíêöi¨ ũ = ũ(t̃, x̃,κ), äå

κ âiäiãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà.

Çàóâàæèìî, ùî ðåäóêöiþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äî àëãåáðà¨÷íèõ

iç âèêîðèñòàííÿì íåêëàñè÷íèõ ñèìåòðié ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi Ãðþíäëàí-

äà òà Òàôåëÿ (1995), äå îòðèìàíî òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå òåîðåìi 4.5.

Ïîíÿòòÿ ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äà¹ ìîæëèâiñòü ñôîðìóëþâà-

òè òåîðåìó 4.5 áiëüø òî÷íî.
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4.7 Ìîòèâóþ÷èé ïðèêëàä: åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ

Âèâ÷èìî n-âèìiðíi ñèíãóëÿðíi ìîäóëi ðåäóêöi¨ (1+n)-âèìiðíèõ åâîëþ-

öiéíèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèãëÿäó

ut = H(t, x, u(r,x)) (4.7)

äëÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ u, ÿêà çàëåæèòü âiä çìiííèõ t = x0 i x = (x1, . . . ,

xn). (Äëÿ çðó÷íîñòi ââàæà¹ìî, ùî êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ çìiííèõ ñòàíî-

âèòü n + 1 çàìiñòü n, i äîäàòêîâî, âèîêðåìëþ¹ìî çìiííó x0.) Òóò ÷åðåç

u(r,x) ïîçíà÷åíî ìíîæèíó âñiõ ïîõiäíèõ âiä ôóíêöi¨ u çà ïðîñòîðîâèìè

çìiííèìè x ïîðÿäêó íå âèùå r, âêëþ÷àþ÷è u ÿê ïîõiäíó íóëüîâîãî ïî-

ðÿäêó. Òàêîæ ut = ∂u/∂t i r = max{|α| | Huα 6= 0} > 2, òîáòî ââàæà¹ìî,

ùî ïîðÿäîê ðîçãëÿäóâàíèõ ðiâíÿíü íå ìåíøèé äâîõ.

Ôiêñó¹ìî äîâiëüíå ðiâíÿííÿ L âèãëÿäó (4.7). n-âèìiðíèé ìîäóëü ðå-

äóêöi¨ ðiâíÿííÿ L ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ. Òàêèé ìîäóëü Q ïîðîäæåíî n âåêòîðíèìè ïîëÿìè âèãëÿäó

Qs = τ s(t, x, u)∂t + ξsi(t, x, u)∂i + ηs(t, x, u)∂u,

ïðè÷îìó rank(τ s, ξsi) = n. (Âèêîðèñòîâó¹ìî òi ñàìi äîìîâëåíîñòi ùîäî

iíäåêñiâ, ÿê i â óñüîìó ðîçäiëi, òîáòî iíäåêñè i, j çìiíþþòüñÿ âiä 1 äî n,

à iíäåêñ s çìiíþ¹òüñÿ âiä 1 äî p. Çàóâàæèìî, ùî òóò p ñïiâïàäà¹ ç n.)

Ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü ðîçïî÷àòî ó ðîáîòi Ôóùè÷à çi ñïiâàâòîðàìè (1992), äå ïîêàçà-

íî, ùî ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðåäó-

êöi¨ (1+1)-âèìiðíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ìiñòèòü ¹äèíå

(1+2)-âèìiðíå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ, ÿêå ìîæíà çâåñòè íåëîêàëüíèì ïåðå-

òâîðåííÿì äî ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ ç äîäàòêîâîþ íåÿâíîþ íåçàëåæíîþ

çìiííîþ â ÿêîñòi ïàðàìåòðà. Ïiçíiøå öå �no-go� òâåðäæåííÿ óçàãàëüíåíî

íà øèðøèé êëàñ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ íà çàãàëü-

íi (1+1)-âèìiðíi åâîëþöiéíi i áàãàòîâèìiðíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ. Âîäíî-

÷àñ, îá÷èñëåííÿ âñiõ îäíîâèìiðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ äëÿ (1+n)-âèìiðíîãî
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ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ïðè n > 2 ó ÿâíié ôîðìi ïîêàçàëî, ùî iñíó-

âàííÿ òàêèõ �no-go� âèïàäêiâ íå ïîÿñíþ¹òüñÿ ëèøå íóëüîâèì çíà÷åííÿì

t-êîìïîíåíò âåêòîðíèõ ïîëiâ âiäïîâiäíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨. Îá ðóíòó¹ìî

öi ðåçóëüòàòè â ðàìêàõ òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨.

Íà âiäìiíó âiä îñîáëèâîãî âèïàäêó n = 1, äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü n

ìîæíà ïîâíiñòþ îïèñàòè ñèíãóëÿðíi n-âèìiðíi ìîäóëi ðiâíÿííÿ L ëèøå

ïiñëÿ óòî÷íåííÿ âèãëÿäó éîãî ïðàâî¨ ÷àñòèíè H. Âîäíî÷àñ, ÷åðåç ïðÿìå

óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ äëÿ âèïàäêó n = 1 ìîæíà ëåãêî çíàéòè ñiì'þ

òàêèõ ìîäóëiâ äëÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (4.7).

Òâåðäæåííÿ 4.10. ßêùî t-êîìïîíåíòà áóäü-ÿêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ç

n-âèìiðíîãî iíâîëþòèâíîãî ìîäóëÿ Q äîðiâíþ¹ íóëþ, òî Q ¹ ñèíãó-

ëÿðíèì ìîäóëåì äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L = ut − H(t, x, u(r,x)).

Êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äîðiâíþ¹ 1, scoLQ = 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ s = 0. Òîäi rank(ξsi) = n, i ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè

áàçèñó ìîäóëÿ Q ìîæíà ïîêëàñòè

Qs = ∂s + ηs(t, x, u)∂u. (4.8)

Óñi ïîõiäíi âiä u çà x âiä ïîðÿäêó 1 äî ïîðÿäêó r ìîæíà âèðàçèòè íà

ìíîãîâèäi Q(r) ÷åðåç t, x, u:

uα = hα(t, x, u) := (∂1 + η1∂u)
α1 · · · (∂n + ηn∂u)

αnu.

Òóò i íàäàëi α = (α0, . . . , αn), 1 6 |α| 6 r i α0 = 0. Âíàñëiäîê iíâîëþòèâ-

íîñòi ìîäóëÿ Q âåêòîðíi ïîëÿ Qs êîìóòóþòü. (Áiëüø òîãî, ηs = −Φs/Φu

äëÿ äåÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u) ç Φu 6= 0.) Òîìó íàâåäåíå âèùå

ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ uα äîáðå âèçíà÷åíå, îñêiëüêè âîíî íå çàëåæèòü âiä

ïîñëiäîâíîñòi îïåðàòîðiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi âè-

ðàçè äëÿ âèêëþ÷åííÿ âiäïîâiäíèõ ïîõiäíèõ uα ç ðiâíÿííÿ L, îòðèìà¹ìî

äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̃ = ut − H̃(t, x, u), äå H̃ = H̃(t, x, u) � ôóí-

êöiÿ, ïîáóäîâàíà ç H çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè hα çàìiñòü uα. Ïîðÿäîê

äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L̃ äîðiâíþ¹ 1. Îòæå, ìîäóëü Q ¹ ñèíãóëÿðíèì
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äëÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨ L, ïðè÷îìó éîãî êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi

äîðiâíþ¹ 1.

Íàñëiäîê 4.5. Ìîäóëü M = 〈∂1, . . . , ∂n, ∂u〉 ¹ ñèëüíî ìåòàñèíãóëÿðíèì
(n+1)-âèìiðíèì ìîäóëåì êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî

(1+n)-âèìiðíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ.

Äîâåäåííÿ. n-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ïiäìîäóëü Q ìîäóëÿ M çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó íà ðàíã òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií ïîðîäæåíèé âåêòîðíèìè

ïîëÿìè ∂s−(Φs/Φu)∂u äëÿ äåÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ Φ = Φ(x, u). Ç òâåðäæå-

ííÿ 4.10 âèïëèâà¹, ùî ìîäóëü Q ¹ ñèëüíî ñèíãóëÿðíèì êîïîðÿäêó 1 äëÿ

áóäü-ÿêîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (4.7). Âàðiþþ÷è ïàðàìåòð-

ôóíêöiþ Φ, îòðèìà¹ìî ñiì'þ òàêèõ ïiäìîäóëiâ, ïàðàìåòðèçîâàíó äîâiëü-

íîþ ôóíêöi¹þ âñiõ íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ.

Âåêòîðíi ïîëÿ ∂s i ∂u, ùî ïîðîäæóþòü ìåòàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü M ,

êîìóòóþòü i äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L âêëþ÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ çà t

ëèøå ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ñàìå, ó âèãëÿäi ïîõiäíî¨ ut). Öå ïîâíiñòþ óçãî-

äæåíî ç òåîðåìîþ 4.2.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Rn
0(L) ìíîæèíó n-âèìiðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ðiâ-

íÿííÿ L, ùî ¹ ïiäìîäóëÿìè ìîäóëÿ M . Ðîçãëÿíåìî ìîäóëü Q ç Rn
0(L) i

âèáåðåìî éîãî áàçèñ ç âåêòîðíèõ ïîëiâ Qs âèãëÿäó (4.8). Ñèñòåìó DE0(L)

âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîåôiöi¹íòè ηs ïðèðîäíèì ÷èíîì ìîæíà ðîçáè-

òè íà äâi ïiäñèñòåìè. Ïåðøó ïiäñèñòåìó

ηss′ + ηs
′
ηsu = ηs

′

s + ηsηs
′

u (4.9)

îòðèìà¹ìî ç óìîâè, ùî ìîäóëü Q iíâîëþòèâíèé i òîìó áàçèñíi åëåìåí-

òè Qs êîìóòóþòü. Äðóãó ïiäñèñòåìó

ηst + H̃ηsu = H̃s + ηsH̃u (4.10)

îòðèìà¹ìî ÿê ðåçóëüòàò çàñòîñóâàííÿ êðèòåðiþ óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi

äî ðiâíÿííÿ L i ìîäóëÿ Q. Ôóíêöiþ H̃ = H̃(t, x, u) âèçíà÷åíî â äîâå-

äåííi òâåðäæåííÿ 4.10. Âîíà ñïiâïàäà¹ ç H íà ìíîãîâèäi Q(r). Çàãàëüíà
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êiëüêiñòü ðiâíÿíü îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè DE0(L) ç (4.9) i (4.10) äîðiâíþ¹

n(n + 1)/2, à òîìó âîíà áiëüøå êiëüêîñòi íåâiäîìèõ ôóíêöié ηs, ÿêùî

n > 1. Ó çâ'ÿçêó ç öèì, ñèñòåìà DE0(L) âèãëÿäà¹ ñèëüíî ïåðåâèçíà÷åíîþ

â áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó. Íàñïðàâäi æ, ðiâíÿííÿ ïiäñèñòåì äîáðå óçãî-

äæåíi îäíå ç îäíèì. Ïiäñèñòåìà (4.9) äà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ηs = −Φs/Φu

äëÿ ηs ç îäíi¹þ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ Φ = Φ(t, x, u). Ïiäñòàâëÿþ÷è öå

ïðåäñòàâëåííÿ â ïiäñèñòåìó (4.10), îòðèìà¹ìî ñèñòåìó n äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íà îäíó ôóíêöiþ Φ:

H̃s + ηsH̃u − ηsn − ηsuH̃ = HΦ
s −

Φs

Φu
HΦ
u +

(
Φs

Φu

)
n

+

(
Φs

Φu

)
u

HΦ

=
1

Φu

(
∂s −

Φs

Φu
∂u

)(
Φn + ΦuH

Φ
)

= 0,

ÿêà åêâiâàëåíòíà îäíîìó ðiâíÿííÿ íà Φ, à ñàìå, Φt + ΦuH
Φ = χ(t,Φ).

Òóò χ � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ i HΦ ñïiâïàäà¹ ç H̃

ïðè ïiäñòàíîâöi ηs = −Φs/Φu. Ôóíêöiþ Φ, àñîöiéîâàíó ç ôiêñîâàíèì

ìîäóëåì Q, âèçíà÷åíî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåííÿ Φ̃ = θ(t,Φ) ç θΦ 6= 0.

Îñêiëüêè η̃s = −Φ̃s/Φ̃u = −Φs/Φu = ηs, òî ôóíêöi¨HΦ iH Φ̃ ñïiâïàäàþòü.

Âîäíî÷àñ, ÿêùî âèáðàòè θ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ θt + χθΦ = 0, òî

Φ̃t + Φ̃uH
Φ̃ = 0. Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi

ôóíêöié, ÿêi ïàðàìåòðèçóþòü ñèíãóëÿðíi ìîäóëi, ìîæíà ââàæàòè, ùî

ôóíêöiÿ Φ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Φt + ΦuH
Φ = 0.

Ïiäñóìîâóþ÷è íàâåäåíi àðãóìåíòè, îòðèìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.11. Ñèñòåìó DE0(L) âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (4.9) i (4.10)

çà äîïîìîãîþ êîìïîçèöi¨ íåëîêàëüíî¨ ïiäñòàíîâêè ηs = −Φs/Φu, äå Φ �

ôóíêöiÿ çìiííèõ (t, x, u), i ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà

íîâi íåçàëåæíi çìiííi: t̃ = t, x̃i = xi, κ = Φ,

íîâà çàëåæíà çìiííà: ũ = u

ìîæíà çâåñòè äî ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ L íà ôóíêöiþ ũ = ũ(t̃, x̃,κ), äå

κ âiäiãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà.
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Äîâåäåííÿ. Ç ïiäñèñòåìè (4.9) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ Φ = Φ(t, x, u)

ç Φu 6= 0 òàêî¨, ùî ηs = −Φs/Φu. Ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íà

ìíîæèíi, ÿêó ïðîáiãà¹ ïàðàìåòð-ôóíêöiÿ Φ ç íàâåäåíîãî âèùå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ äëÿ ηs, óñþ ñèñòåìó DE0(L) ìîæíà çâåñòè äî îäíîãî ðiâíÿííÿ

Φt+ΦuH
Φ = 0. Ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà âiäîáðàæà¹ öå ðiâíÿííÿ ó ïî÷à-

òêîâå ðiâíÿííÿ L íà ôóíêöiþ ũ = ũ(t̃, x̃,κ). Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç

îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ HΦ i ïðàâèëà ïåðåðàõóíêó ïîõiäíèõ ïðè ïåðåòâîðåíi

ãîäîãðàôà, ũx̃i = −Φi/Φu i ò. ií.

Òâåðäæåííÿ 4.12. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿííÿ L âèãëÿäó (4.7) òàêi òâåð-
äæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) oáîëîíêà Q = 〈Qs = ∂s + ηs(t, x, u)∂u, s = 1, . . . , n〉 ¹ ìîäóëåì ðåäó-

êöi¨ ðiâíÿííÿ L;

2) ìîäóëü Q̃ = 〈Q̃0, Q1, . . . , Qn〉, äå Q̃0 = ∂t + H̃∂u i ôóíêöiÿ H̃ =

H̃(t, x, u) ñïiâïàäà¹ ç H íà ìíîãîâèäi Q(r), ¹ iíâîëþòèâíèì;

3) iñíó¹ âåêòîðíå ïîëå Q̂0 = ∂t + η0(t, x, u)∂u òàêå, ùî ìîäóëü Q̂ =

〈Q̂0, Q1, . . . , Qn〉 ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L.

Áiëüø òîãî, çà öèõ åêâiâàëåíòíèõ óìîâ êîåôiöi¹íò η0 âèçíà÷åíî

¹äèíèì ÷èíîì ÿê η0 = H̃, òîáòî îáîâ'ÿçêîâî Q̂0 = Q̃0.

Äîâåäåííÿ. Óìîâè 1 òà 2 åêâiâàëåíòíi âíàñëiäîê òîãî, ùî êîåôiöi¹íòè ηs

çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó DE0(L), óòâîðåíó ðiâíÿííÿìè (4.9) i (4.10). Ìî-

äóëü Q̂ ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè

η0 = H̃, òîáòî ìîäóëü Q̂ ñïiâïàäà¹ ç ìîäóëåì Q̃, i öåé ìîäóëü ¹ iíâî-

ëþòèâíèì.

Òåîðåìà 4.6. Ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ áóäü-

ÿêîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (4.7) iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü

ìiæ îäíîïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè éîãî ðîçâ'ÿçêiâ i éîãî n-âèìiðíèìè

ìîäóëÿìè ðåäóêöi¨, óòâîðåíèìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè ç íóëüîâèìè t-

êîìïîíåíòàìè. À ñàìå, êîæíîìó ìîäóëþ âêàçàíîãî òèïó âiäïîâiäà¹
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ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ, iíâàðiàíòíà âiäíîñíî öüîãî ìîäóëÿ. Ïðîáëåìè ïîáóäî-

âè âñiõ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (4.7) i âè÷åðïíîãî

îïèñó éîãî n-âèìiðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨, óòâîðåíèõ âåêòîðíèìè ïîëÿìè

ç íóëüîâèìè t-êîìïîíåíòàìè, ïîâíiñòþ åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � ðiâíÿííÿ ç êëàñó (4.7), à Q = 〈Q1, . . . , Qn〉 ∈
Rn

0(L), òîáòî Qs = ∂s + ηs∂u, äå êîåôiöi¹íòè ηs = ηs(t, x, u) çàäîâîëü-

íÿþòü ñèñòåìó DE0(L). Àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà ìîäóëåì Q, ìà¹ âèãëÿä

u = f(t, x, ϕ(ω)), äå f = f(t, x, ϕ) � çàäàíà ôóíêöiÿ ç fϕ 6= 0, ϕ = ϕ(ω) �

íîâà íåâiäîìà ôóíêöiÿ, ω = t� iíâàðiàíòíà íåçàëåæíà çìiííà. Öåé àíçàö

ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî

ïîðÿäêó L′ íà ϕ, ÿêå ¹ ðîçâ'ÿçíèì âiäíîñíî ϕω. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðå-

äóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ L′ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ϕ = ϕ(ω,κ), äå

ϕκ 6= 0 i κ � äîâiëüíà ñòàëà. Âèãëÿä çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âèçíà÷åíî

ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü κ̃ = ζ(κ) ïàðàìåòðà κ. Ïiäñòàíîâêà öüîãî

ðîçâ'ÿçêó â àíçàö äà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ F ðîçâ'ÿçêiâ u = f̃(t, x,κ)

ðiâíÿííÿ L ç f̃ = f(t, x, ϕ(t,κ)), ïðè÷îìó áóäü-ÿêèé Q-iíâàðiàíòíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ L íàëåæèòü öié ñiì'¨. Âèðàæàþ÷è ïàðàìåòð κ ç ðiâ-

íîñòi u = f̃(t, x,κ), îòðèìà¹ìî, ùî κ = Φ(t, x, u), äå Φu 6= 0. Òîäi

ηs = us = −Φs/Φu äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ F , òîáòî áóäü-ÿêîãî äîïóñòèìîãî
çíà÷åííÿ (t, x,κ). Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ηs = −Φs/Φu äëÿ áóäü-ÿêîãî

äîïóñòèìîãî çíà÷åííÿ (t, x, u).

Äîâåäåííÿ îáåðíåíîãî òâåðäæåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 4.5.

Ðîçãëÿíåìî îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ F = {u = f(t, x,κ)} ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-
íÿííÿ L. Ïîõiäíà fκ íåíóëüîâà, îñêiëüêè ïàðàìåòð κ ¹ ñóòò¹âèì. Âè-

ðàæà¹ìî κ ç ðiâíîñòi u = f(t, x,κ): κ = Φ(t, x, u) äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨

Φ = Φ(t, x, u) ç Φu 6= 0. Îáîëîíêà Q = 〈Q1, . . . , Qn〉, äå Qs = ∂s + ηs∂u

i êîåôiöi¹íòè ηs = ηs(t, x, u) âèçíà÷åíî ÿê ηs = −Φs/Φu, ¹ n-âèìiðíèì

iíâîëþòèâíèì ìîäóëåì. Äëÿ áóäü-ÿêîãî u ∈ F ìà¹ìî Qs[u] = 0. Àíçàö

u = f(t, x, ϕ(ω)) ç ω = t, àñîöiéîâàíèé ç ìîäóëåì Q, ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L
äî ðiâíÿííÿ ϕω = 0. Òîìó çà îçíà÷åííÿì 4.1 Q ∈ Rn

0(L).

86



Îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ F = {u = f(t, x,κ)} òà F̃ = {u = f̃(t, x, κ̃)}
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L åêâiâàëåíòíi òîäi é ëèøå òîäi, êîëè àñîöiéîâàíi

ôóíêöi¨ Φ = Φ(t, x, u) òà Φ̃ = Φ̃(t, x, u) çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

Φs

Φu
=

Φ̃s

Φ̃u

.

Îòæå, åêâiâàëåíòíi îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäàþòü îäíî-

ìó é òîìó ñàìîìó ìîäóëþ Q ç Rn
0(L) i, íàâïàêè, áóäü-ÿêi îäíîïàðàìå-

òðè÷íi ñiì'¨ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ åêâiâàëåíòíi.

Çàóâàæåííÿ 4.5. Òðèâiàëüíiñòü çàçíà÷åíîãî àíçàöà òà ðåäóêîâàíîãî

ðiâíÿííÿ çóìîâëåíà ñïåöiàëüíèì ïðåäñòàâëåííÿì ðîçâ'ÿçêiâ âèçíà÷àëü-

íîãî ðiâíÿííÿ. Ó öüîìó ïiäõîäi ñêëàäíîùi â ïîáóäîâi àíçàöiâ òà iíòåãðó-

âàííi ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿííÿ ïiäìiíåíî ñêëàäíiñòþ îòðèìàííÿ ïðåäñòàâ-

ëåííÿ äëÿ êîìïîíåíò áàçèñíèõ åëåìåíòiâ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨.

Çàóâàæåííÿ 4.6. Òåîðåìà 4.6 íàñïðàâäi ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 4.5 i òâåð-

äæåííÿ 4.11. Öå ñïîñòåðåæåííÿ íàäà¹ óíiâåðñàëüíå îá ðóíòóâàííÿ ùîäî

�no-go� ðåçóëüòàòiâ äëÿ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨. Äîñòàòíüî çàóâàæèòè, ùî áóäü-

ÿêèéQ-iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ L ¹ Q̂-iíâàðiàíòíèì, äå ìîäóëiQ
i Q̂ âèçíà÷åíî â òâåðäæåííi 4.11. Íàâåäåíå ïðÿìå äîâåäåííÿ çàáåçïå÷ó¹

ãëèáøå ðîçóìiííÿ ðåäóêöi¨ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äî çâè÷àéíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó.

4.8 Ìîäóëi ðåäóêöi¨ êîðîçìiðíîñòi 1

i êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1

Ñïèðàþ÷èñü íà ïðèêëàä åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ÿê ìîäåëüíèé âèïàäîê,

ðîçãëÿíåìî (n−1)-âèìiðíi ñèíãóëÿðíi ìîäóëi ðåäóêöi¨ êîïîðÿäêó ñèíãó-

ëÿðíîñòi 1 äëÿ çàãàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiä-

íèìè îäíi¹¨ çàëåæíî¨ òà n íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ îêðå-

ìèõ ìîäóëiâ òàêîãî òèïó ìîæíà îòðèìàòè ëèøå òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå

òâåðäæåííþ 4.12.
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Òâåðäæåííÿ 4.13. Íåõàé L: L[u] = 0 � äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè îäíi¹¨ çàëåæíî¨ òà n íåçàëåæíèõ çìiííèõ, à Q �

(n−1)-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ìîäóëü âåêòîðíèõ ïîëiâ ó ïðîñòîði (x, u),

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã, ïðè÷îìó wscoLQ = 1. Òàêîæ ïðèïó-

ñòèìî, ùî äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó L̂, àñîöiéîâàíà ç L

íà ìíîãîâèäi Q(r) (äå r = ordL) ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíè-

êà, ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã âiäíîñíî ¹äèíî¨ ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó

âiä u, âiä ÿêî¨ çàëåæèòü L̂. Òîäi Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L òîäi

é ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ (¹äèíèé) n-âèìiðíèé ìîäóëü Q̂, ÿêèé ¹ óëüòðà-

ñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L i ìiñòèòü ìîäóëü Q.

Äîâåäåííÿ. Çà öèõ ïðèïóùåíü iñíó¹ âåêòîðíå ïîëå Q0 òàêå, ùî ðiâíÿ-

ííÿ L̂ = 0 åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ Q0[u] = 0, äå Q0[u] � õàðàêòåðè-

ñòèêà âåêòîðíîãî ïîëÿ Q0. Ðîçãëÿíåìî ìîäóëü Q̂, ïîðîäæåíèé Q i Q0.

Âií n-âèìiðíèé i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã. Ç ëåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî

Q ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L òîäi é ëèøå òîäi, êîëè âií ¹ ìîäóëåì

ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L̂ = 0. Îñòàííÿ óìîâà åêâiâàëåíòíà iíâîëþòèâíîñòi

ìîäóëÿ Q̂, i òîäi ðiâíÿííÿ L ¹ òîòîæíiñòþ íà äîáðå âèçíà÷åíîìó ìíîãî-

âèäi Q̂(r), òîáòî ìîäóëü Q̂ ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L. Óìîâè,
ùî n-âèìiðíèé ìîäóëü Q̂ ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ L i ìiñòèòü ìîäóëü Q,
îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü Q̂.

Çàóâàæåííÿ 4.7. Ïðèïóùåííÿ, ùî äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L̂ ìà¹ ìàê-

ñèìàëüíèé ðàíã âiäíîñíî ¹äèíî¨ ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó âiä u, âiä ÿêî¨

öÿ ôóíêöi¨ çàëåæèòü, ìîæíà çàìiíèòè ñëàáøèì ïðèïóùåííÿì, ùî ðiâíÿ-

ííÿ L̂ = 0 åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ Ľ = 0, äå äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ Ľ

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi ìàêñèìàëüíîñòi ðàíãó.

Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè áiëüø çìiñòîâíó òåîðiþ, ðîçãëÿíåìî ñiì'¨

(n−1)-âèìiðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1, ïàðàìåòðè-

çîâàíèõ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ. Íåõàé L: L = 0 � äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿ-

ííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ç äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ L = L[u]
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ïîðÿäêó r > 1. Ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ L äîïóñêà¹ n-âèìiðíèé ìåòàñèí-

ãóëÿðíèé ìîäóëü M âåêòîðíèõ ïîëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1; äèâ.

çàóâàæåííÿ 4.4. Îñêiëüêè îñîáëèâèé âèïàäîê äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ,

êîëè ìåòàñèíãóëÿðíi ìîäóëi ìîæóòü áóòè íåiíâîëþòèâíèìè, íàäàëi äî-

äàòêîâî âèìàãà¹ìî, ùî ìîäóëü M ¹ iíâîëþòèâíèì.

Çàóâàæåííÿ 4.8. Äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiä-

íèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó iíâîëþòèâíi ìîäóëi êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1

¹ ðåãóëÿðíèìè. Ðåçóëüòàòè öüîãî ïàðàãðàôó ¹ âiðíèìè òàêîæ i äëÿ òà-

êèõ ðiâíÿíü, ÿêùî çàìiíèòè àòðèáóòè �ñèíãóëÿðíèé êîïîðÿäêó ñèíãóëÿð-

íîñòi 1� é �ìåòàñèíãóëÿðíèé êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1� âiäïîâiäíî íà

�ðåãóëÿðíèé� i �ìåòàðåãóëÿðíèé�.

Ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè çìiííèõ ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ìîäóëü M ìi-

ñòèòü ñiì'þ M = {QΦ} (n−1)-âèìiðíèõ ìîäóëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñ-

òi 1, ÿêà ó çâåäåíié ôîðìi ïàðàìåòðèçîâàíà äîâiëüíîþ ãëàäêîþ ôóíêöi-

¹þ Φ çìiííèõ (x, u), òîáòî QΦ = 〈∂s + ηs∂u〉, äå ηs = −Φs/Φu, à iíäåêñ s

ïðîáiãà¹ âiä 1 äî p = n − 1. Íàäàëi âñþäè âèêîðèñòîâó¹ìî öå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ äëÿ ηs.

Çãiäíî òåîðåìè 4.2 äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi L = Ľ(x,Ωr,1,n−1), äå Ωr,1,n−1 =
(
uα, αn 6 1, |α| 6 r

)
, à Ľ

ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä äåÿêîãî uα ç αn = 1. Ó öüîìó âèïàäêó îáìåæåí-

íÿ L íà QΦ
(r)

ñïiâïàäà¹ ç îáìåæåííÿì íà òîé æå ìíîãîâèä QΦ
(r)

ôóíêöi¨

L̃Φ = Ľ(x, Ω̃r,1,n−1), äå

Ω̃r,1,n−1 =
(
Dαn
n (QΦ

1 )α1 · · · (QΦ
n−1)

αn−1u, αn 6 1, |α| 6 r
)
.

Îòæå, âèãëÿä ôóíêöi¨ L̃Φ âèçíà÷åíî âèãëÿäîì L i âèáðàíèì çíà÷åííÿì

ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ. Çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ äèôå-

ðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L̃Φ ìîæå àáî òîòîæíî äîðiâíþâàòè íóëþ, àáî ìàòè

ïîðÿäîê íå áiëüøèé çà 1. Òîìó ìîäóëü QΦ áóäå àáî óëüòðàñèíãóëÿðíèì

äëÿ L, àáî scoLQ
Φ 6 0 ç L̃Φ, íå ðiâíîþ òîòîæíî íóëþ, àáî scoLQ

Φ = 1.

Ïðîàíàëiçó¹ìî êîæåí ç öèõ âèïàäêiâ îêðåìî. Äîäàòêîâî ïðèïóñêà¹ìî,

89



ùî ðiâíÿííÿ L̃Φ = 0 ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî u, ÿêùî scoLQ
Φ = 0, àáî

âiäíîñíî un, ÿêùî scoLQ
Φ = 1.

Óìîâà L̃Φ ≡ 0, äå u i un ðîçãëÿäà¹ìî ÿê íåçàëåæíi çìiííi, âèçíà÷à¹

òàêi çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ, çà ÿêèõ ìîäóëü QΦ ¹ óëüòðàñèíãó-

ëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L. Ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ öi¹¨ óìîâè çà un îòðèìà¹ìî
ñèñòåìó Sultra äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ Φ

ïîðÿäêó íå âèùå r, ÿêà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæå áóòè íåñóìiñíîþ.

Íåñóìiñíiñòü òóò îçíà÷à¹, ùî ñiì'ÿ M íå ìiñòèòü óëüòðàñèíãóëÿðíèõ

ìîäóëiâ. Íàïðèêëàä, åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ ïîðÿäêó âèùîãî çà 1 íå ìàþòü

óëüòðàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ, ïîðîäæåíèõ âåêòîðíèìè ïîëÿìè çàãàëüíîãî

âèãëÿäó (4.8); äèâ. � 4.7. ßêùî ïàðàìåòð-ôóíêöiÿ Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âó óëüòðàñèíãóëÿðíîñòi Sultra, òî öå ãàðàíòó¹, ùî QΦ ∈ Rn−1(L) i ñiì'ÿ

QΦ-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L ïàðàìåòðèçîâàíà äîâiëüíîþ ôóí-

êöi¹þ îäíi¹¨ QΦ-iíâàðiàíòíî¨ çìiííî¨ xn.

Çà ïðèïóùåííÿ scoLQ
Φ 6 0 ç L̃Φ 6≡ 0 ïàðàìåòð-ôóíêöiÿ Φ çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó L̃Φ
un
≡ 0, äå u i un çíîâó ââàæà¹ìî íåçàëåæíèìè çìiííèìè, ÿêà

¹ ñëàáøîþ çà óìîâó óëüòðàñèíãóëÿðíîñòi. Ó öüîìó âèïàäêó âiäïîâiäíà

ñèñòåìà S0 äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äëÿ Φ ïî-

ðÿäêó íå âèùå r, îòðèìàíà ïiñëÿ ðîçùåïëåííÿ çà un óìîâè ñèíãóëÿðíîñòi

êîïîðÿäêó 0, ¹ ñóìiñíîþ ç áiëüøîþ éìîâiðíiñòþ, íiæ Sultra.

Íàâåäåìî äåÿêi äîñòàòíi óìîâi ñóìiñíîñòi ñèñòåìè S0. ßêùî Ľun =

0, òî ñèñòåìà S0 ñóìiñíà, îñêiëüêè ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì ¹ áóäü-ÿêà ïàðàìåòð-

ôóíêöiÿ Φ ç (Φs/Φu)u = 0. Ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié, ÿêi

ïàðàìåòðèçóþòü ìîäóëi ç ñiì'¨ M, ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî Φ = u − ζ(x)

i ηs = ζs, òîáòî Qu−ζ = 〈∂s + ζs∂u〉. Iíøèìè ñëîâàìè, scoLQ
u−ζ 6 0 äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ζ = ζ(x).

ßêùî äîäàòêîâî Ľu = 0, òî óìîâà L̃u−ζ = 0 çà ïðèïóùåííÿ ζ = ζ(x)

äà¹ ëèøå ¹äèíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè íà ζ.

Áóäü-ÿêèé éîãî ðîçâ'ÿçîê ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè Sultra i òîìó âiäïîâiäíèé

ìîäóëü Qu−ζ óëüòðàñèíãóëÿðíèé äëÿ ðiâíÿííÿ L.

90



Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ìà¹ìî scoLQ
u−ζ = 0, i ðiâíÿííÿ L ìîæåìî

ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî u ÿê çìiííî¨ âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó ñòðóìåíiâ. Iíøè-

ìè ñëîâàìè, ïðåäñòàâèìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi u = K[u]. Òóò K[u] �

äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàëåæèòü ùîíàéáiëüøå âiä çìiííèõ x i uα,

äå 0 < |α| 6 r, αn 6 1 i (ÿêùî αn = 1) |α| > 1. Ðiâíÿííÿ L̃u−ζ = 0

ìîæíà îòðèìàòè çàìiíîþ uα+δs íà ζα+δs(x) äëÿ âñiõ α ç |α| < r ó ðiâíÿí-

íi L; äèâ. ïîçíà÷åííÿ íà ñ. 38. Òîìó éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

u = Gζ(x), äå Gζ(x) = K[u]
∣∣
u=ζ(x)

. Îòæå, âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ Gζ âêëþ÷à¹

ïîõiäíi âiä ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ ζ = ζ(x) äî ïîðÿäêó r âêëþ÷íî. Óìîâíà

iíâàðiàíòíiñòü ðiâíÿííÿ L âiäíîñíî ìîäóëÿ Qu−ζ åêâiâàëåíòíà ñóìiñíîñòi

ñèñòåìè u = Gζ , us = ζs âiäíîñíî u i òîìó ïðèçâîäèòü äî ñèñòåìè n − 1

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ζs = Gζ
s íà ζ. Òóò

Gζ ââàæà¹ìî äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ âiä ζ = ζ(x). Òîäi Gζ
s � ïîâíà

ïîõiäíà ôóíêöi¨ Gζ çà xs. Îñêiëüêè äëÿ ôiêñîâàíîãî ìîäóëÿ ïàðàìåòð-

ôóíêöiþ ζ âèçíà÷åíî ç òî÷íiñòþ äî ñòàëèõ äîäàíêiâ, òî çàçíà÷åíà ñèñòå-

ìà åêâiâàëåíòíà îäíîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ ç ÷àñòèííèìè ïîõi-

äíèìè ζ = Gζ . Öå îçíà÷à¹, ùî Qu−ζ ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ äëÿ ðiâíÿííÿ L
òîäi é ëèøå òîäi, êîëè ç òî÷íiñòþ äî çñóâiâ çàëåæíî¨ çìiííî¨ ïàðàìåòð-

ôóíêöiÿ ζ ¹ ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ. Àíçàö, ïîáóäîâàíèé çà ìîäóëåì

Qu−ζ , ìîæíà âèáðàòè ó âèãëÿäi u = ϕ(ω) + ζ(x), äå ϕ = ϕ(ω) � íîâà

íåâiäîìà ôóíêöiÿ, à ω = xn � iíâàðiàíòíà íåçàëåæíà çìiííà. Öåé àíçàö

ðåäóêó¹ ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ L äî òðèâiàëüíîãî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ

ϕ = 0, òîáòî ôóíêöiÿ u = ζ(x) ¹ ¹äèíèì Qu−ζ-iíâàðiàíòíèì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ L. Íàâïàêè, ôiêñó¹ìî ðîçâ'ÿçîê u = ζ(x) ðiâíÿííÿ L. Òîäi
ζ = Gζ(x), çâiäêè ζs = Gζ

s, ùî åêâiâàëåíòíî êðèòåðiþ óìîâíî¨ iíâàðiàí-

òíîñòi äëÿ âèïàäêó ìîäóëÿ Qu−ζ = 〈∂s + ζs∂u〉 i ðiâíÿííÿ L, òîáòî Qu−ζ

¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L, ïðè÷îìó ζu = 0. Ðîçâ'ÿçîê u = ζ(x)

iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî Qu−ζ çà ïîáóäîâîþ.

Îòæå, îòðèìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.7. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ L: L = 0 äîïóñêà¹ ñiì'þ M =
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{QΦ} (n−1)-âèìiðíèõ ìîäóëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1 ó çâåäåíié

ôîðìi QΦ = 〈∂s − (Φs/Φu)∂u〉, ïàðàìåòðèçîâàíié äîâiëüíîþ ãëàäêîþ

ôóíêöi¹þ Φ çìiííèõ (x, u), òîáòî ëiâó ÷àñòèíó L öüîãî ðiâíÿííÿ ìî-

æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi L = Ľ(x,Ωr,1,n−1), äå Ωr,1,n−1 =
(
uα, αn 6

1, |α| 6 r
)
, Ľuα 6= 0 äëÿ äåÿêî¨ uα ç αn = 1, i äîäàòêîâî Ľun = 0,

Ľu 6= 0. Òîäi iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè

ðiâíÿííÿ L i ìîäóëÿìè ðåäóêöi¨ ç M, äëÿ ÿêèõ Φ = u − ζ(x). À ñàìå,

êîæåí òàêèé ìîäóëü ìà¹ êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi 0 i âiäïîâiäà¹ ¹äè-

íîìó ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî öüîãî ìîäóëÿ. Ïðîáëåìè

ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ L i âè÷åðïíîãî îïèñó éîãî ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ çàçíà-

÷åíîãî òèïó ¹ ïîâíiñòþ åêâiâàëåíòíèìè.

Ïîâåðòà¹ìîñÿ äî àíàëiçó ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð-ôóíêöié Φ,

äëÿ ÿêèõ êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi âiäïîâiäíèõ ìîäóëiâ QΦ ñïiâïàäà¹ ç

êîïîðÿäêîì ñèíãóëÿðíîñòi âñi¹¨ ñiì'¨M (i äîðiâíþ¹ 1). ßêùî scoLQ
Φ = 1,

òî ïàðàìåòð-ôóíêöiÿ Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ðåãóëÿðíîñòi L̃Φ
un
6= 0. Òàêèì

÷èíîì, ðiâíÿííÿ L̃Φ = 0, åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ L íà ìíîãîâèäi QΦ
(r)
, ìî-

æíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî un: un = GΦ(x, u). Òóò âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ GΦ

çàëåæèòü âiä ïîõiäíèõ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ äî ïîðÿäêó r âêëþ÷íî. Çà-

ñòîñîâóþ÷è êðèòåðié óìîâíî¨ iíâàðiàíòíîñòi äî ðiâíÿííÿ L i ìîäóëÿ QΦ,

îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

ηsn + ηsuG
Φ = GΦ

s + ηsGΦ
u (4.11)

âiäíîñíî ôóíêöi¨ Φ (íàãàäà¹ìî, ùî ηs = −Φs/Φu). Öÿ ñèñòåìà ñïiâïàäà¹

ç óìîâîþ ôîðìàëüíî¨ ñóìiñíîñòi ðiâíÿíü un = GΦ i us = ηs âiäíîñíî u.

Îñêiëüêè ôóíêöiþ GΦ òàêîæ ìîæíà âèðàçèòè áåçïîñåðåäíüî ó òåðìiíàõ

êîåôiöi¹íòiâ ηs, òî ñèñòåìó (4.11), äîïîâíåíó óìîâîþ iíâîëþòèâíîñòi ηss′+

ηs
′
ηsu = ηs

′

s + ηsηs
′

u âiäïîâiäíîãî ìîäóëÿ, ìîæíà ïðîiíòåðïðåòóâàòè ÿê

ñèñòåìó âiäíîñíî ηs; äèâ. � 4.7. Îñêiëüêè

GΦ
s + ηsGΦ

u − ηsn − ηsuGΦ = GΦ
s −

Φs

Φu
GΦ
u +

(
Φs

Φu

)
n

+

(
Φs

Φu

)
u

GΦ
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=
1

Φu

(
∂s −

Φs

Φu
∂u

)(
Φn + ΦuG

Φ
)

= 0,

òî ñèñòåìà (4.11) åêâiâàëåíòíà ðiâíÿííþ Φn + ΦuG
Φ = χ(xn,Φ) íà ôóí-

êöiþ Φ, äå ïàðàìåòð-ôóíêöiÿ χ � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãó-

ìåíòiâ. Çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ Φ, àñîöiéîâàíî¨ ç ôiêñîâàíèì ìîäó-

ëåì QΦ, âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü Φ̃ = θ(xn,Φ). Îñêiëüêè

η̃s = −Φ̃s/Φ̃u = −Φs/Φu = ηs, òî ôóíêöi¨GΦ iGΦ̃ ñïiâïàäàþòü. Âîäíî÷àñ,

ÿêùî âèáðàòè θ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ θn+χθΦ = 0, òî Φ̃n+Φ̃uG
Φ̃ = 0.

Îòæå, ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi ôóíêöié, ÿêi ïàðàìå-

òðèçóþòü ìîäóëi ñiì'¨ M, ìîæíà ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ Φ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ Φn + ΦuG
Φ = 0.

Ïîðÿäîê êîæíîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.11) âiäíîñíî Φ äîðiâíþ¹ r + 1

i òîìó áiëüøèé çà ïîðÿäîê ñèñòåìè S0. Çà äåÿêèõ ïðèïóùåíü ùîäî ãëàä-

êîñòi (íàïðèêëàä, çà àíàëiòè÷íîñòi) öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ (4.11) ìà¹

ðîçâ'ÿçêè, ÿêi íå ¹ ðîçâ'ÿçêàìè S0. Îòæå, ðiâíÿííÿ L îáîâ'ÿçêîâî äîïó-

ñêà¹ ìîäóëi ðåäóêöi¨ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1, ÿêi íàëåæàòü M.

Òâåðäæåííÿ 4.14. Íåõàé áóäü-ÿêèé (n−1)-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ìî-

äóëü ó çâåäåíié ôîðìi Q = 〈∂s + ηs∂u〉 ¹ ìîäóëåì êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíî-

ñòi 1 äëÿ ðiâíÿííÿ L. Òîäi ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà çíà÷åííÿ

ηs, ÿêi âiäïîâiäàþòü ìîäóëÿì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L, çà äîïîìîãîþ êîì-

ïîçèöi¨ íåëîêàëüíî¨ ïiäñòàíîâêè ηs = −Φs/Φu, äå Φ � ãëàäêà ôóíêöiÿ

âiä (x, u) ç Φu 6= 0, i ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà

íîâi íåçàëåæíi çìiííi: x̃i = xi, κ = Φ,

íîâà çàëåæíà çìiííà: ũ = u

ìîæíà çâåñòè äî ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ L íà ôóíêöiþ ũ = ũ(x̃,κ), äå

κ âiäiãðà¹ ðîëü ïàðàìåòðà.

Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâiñòü ïðåäñòàâëåííÿ ηs ó âèãëÿäi Φs/Φu ç äåÿêîþ ôóí-

êöi¹þ Φ = Φ(x, u) âèïëèâà¹ ç óìîâè iíâîëþòèâíîñòi ηss′+η
s′ηsu = ηs

′

s +ηsηs
′

u
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äëÿ ìîäóëÿ Q. Çà òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü

íà çíà÷åííÿ ηs, ÿêi âiäïîâiäàþòü ìîäóëÿì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L, ìàòèìå
âèãëÿä (4.11) i ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi, ÿêó ïðîáiãà¹

ïàðàìåòð-ôóíêöiÿ Φ, áóäå åêâiâàëåíòíîþ îäíîìó ðiâíÿííþ Φn+ΦuG
Φ =

0. Âíàñëiäîê îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ GΦ i âèðàçiâ äëÿ ïîõiäíèõ ïðè ïåðåòâî-

ðåííi ãîäîãðàôà (ũx̃i = −Φi/Φu i ò. ií.) öå ïåðåòâîðåííÿ âiäîáðàæà¹ ðiâ-

íÿííÿ Φn+ΦuG
Φ = 0 ó ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ L íà ôóíêöiþ ũ = ũ(x̃,κ).

Ó òâåðäæåííi 4.14 éäåòüñÿ ïðî çâåäåííÿ ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâ-

íÿíü (4.11) äî ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ L, à òîìó öå òàê çâàíèé �no-go� ðå-
çóëüòàò. Éîãî ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ

îäíîïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè ðîçâ'ÿçêiâ i (n−1)-âèìiðíèìè ìîäóëÿìè

ðåäóêöi¨ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1. Ðåçóëüòàòè � 4.5 îçíà÷àþòü, ùî äëÿ

êîæíîãî (n−1)-âèìiðíîãî ìîäóëÿ ðåäóêöi¨ Q êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1

ðiâíÿííÿ L iñíó¹ îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ öüî-
ãî ðiâíÿííÿ. ßêùî ðiâíÿííÿ L äîïóñêà¹ n-âèìiðíèé ìåòàñèíãóëÿðíèé

ìîäóëü ç êîïîðÿäêîì ñèíãóëÿðíîñòi 1, òî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òàêîæ

ñïðàâåäëèâå. Çðó÷íî äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ áåç âèêîðèñòàííÿ çâåäåíî¨

ôîðìè ìåòàñèíãóëÿðíîãî ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 4.8. Íåõàé ðiâíÿííÿ L äîïóñêà¹ n-âèìiðíèé ìåòàñèíãóëÿð-

íèé ìîäóëü M êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ îäíîïàðà-

ìåòðè÷íî¨ ñiì'¨ F ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L iñíó¹ (n−1)-âèìiðíèé iíâîëþ-

òèâíèé ïiäìîäóëü Q ìîäóëÿ M , ùî ¹ ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L, i
äëÿ ÿêîãî êîæíèé ðîçâ'ÿçîê iç F ¹ Q-iíâàðiàíòíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F = {u = f(x,κ)} � îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ ðîç-

â'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L. Ïîõiäíà fκ íåíóëüîâà, îñêiëüêè ïàðàìåòð κ ¹ ñóò-

ò¹âèì. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ u = f(x,κ) âiäíîñíî κ, îòðèìó¹ìî, ùî
κ = Φ(x, u) äëÿ äåÿêîþ ôóíêöi¹þ Φ = Φ(x, u) ç Φu 6= 0.

Íåõàé (Q0, . . . , Qp) ç p = n − 1 � êîìóòàòèâíèé áàçèñ ìîäóëÿ M .

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ σ ∈ {0, . . . , p} òàêå, ùî QσΦ 6= 0. Ç òî÷íiñòþ
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äî ïåðåñòàíîâêè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ ìîæíà ââàæàòè, ùî Q0Φ 6= 0. Òîäi

ïîêëàäåìî

Q̃s = Qs −
QsΦ

Q0Φ
Q0.

ßêùî QσΦ = 0 äëÿ âñiõ σ ∈ {0, . . . , p}, òî ïîêëàäåìî Q̃s = Qs.

Ðîçãëÿíåìî ïiäìîäóëü Q, ïîðîäæåíèé âåêòîðíèìè ïîëÿìè Q̃s. Öåé

ïiäìîäóëü iíâîëþòèâíèé, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã i ìà¹ ðîçìiðíiñòü

p = n − 1. Çâiäêè scoLQ
Φ 6 1. Òàêîæ î÷åâèäíî, ùî Q̃sΦ = 0. Îñêiëüêè

fi = −(Φi/Φu)|u=f , òî öå îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê iç ñiì'¨ F ¹

Q-iíâàðiàíòíèì. Âèïàäîê scoLQ 6 0 ç L|Q(r)
6≡ 0 íåìîæëèâèé, îñêiëüêè

iíàêøå ðiâíÿííÿ L íå ìàëî á îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨ Q-iíâàðiàíòíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Òàêèì ÷èíîì, àáî Q ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì ìîäóëåì äëÿ L,

àáî scoLQ = 1. Áóäü-ÿêèé óëüòðàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü äëÿ L ¹ ìîäóëåì

ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L. ßêùî scoLQ = 1, òî çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4.8 Q ¹

ìîäóëåì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L.

Äëÿ òîãî, ùîá âiäïîâiäíiñòü ìiæ îäíîïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè ðîç-

â'ÿçêiâ òà (n−1)-âèìiðíèìè ìîäóëÿìè ðåäóêöi¨ áóëà âçà¹ìíî îäíîçíà-

÷íîþ, âiäïîâiäíèé ìåòàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü ìà¹ çàäîâîëüíÿòè äîäàòêîâi

îáìåæåííÿ.

Òåîðåìà 4.9. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ L r-ãî ïîðÿäêó: L[u] = 0 äî-

ïóñêà¹ n-âèìiðíèé ìåòàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü M êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíî-

ñòi 1, ïðè÷îìó âåñü ìîäóëü M íå ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèìè äëÿ ðiâíÿí-

íÿ L, à áóäü-ÿêèé (n−1)-âèìiðíèé ïiäìîäóëü Q ìîäóëÿ M ìà¹ êîïî-

ðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi 1 äëÿ L. Òàêîæ íåõàé äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

L̂ = 0 ç äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ L̂ = L̂[u] ïåðøîãî ïîðÿäêó, àñîöiéî-

âàíîþ ç L[u] íà ìíîãîâèäi Q(r) ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà,

ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî ïîõiäíî¨ âiä u ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêó âêëþ÷à¹

öå ðiâíÿííÿ. Òîäi ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ iñíó¹

âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ îäíîïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè
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ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L i éîãî (n−1)-âèìiðíèìè ìîäóëÿìè ðåäóêöi¨ ç M .

À ñàìå, êîæíîìó ìîäóëþ âêàçàíîãî òèïó âiäïîâiäà¹ ñiì'ÿ ðîçâ'ÿçêiâ,

iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî íüîãî.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïðîáëåìè ïîáóäîâè âñiõ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåé

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L i âè÷åðïíîãî îïèñó éîãî ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ âêàçàíîãî
âèùå òèïó ïîâíiñòþ åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî (n−1)-âèìiðíèé ìîäóëü ðåäóêöi¨ Q ðiâíÿííÿ L ¹ ïiä-

ìîäóëåì ìîäóëÿ M , òî scoLQ = 1. Òîìó çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4.8 ðiâ-

íÿííÿ L äîïóñêà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ F Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

ïðè÷îìó áóäü-ÿêèé Q-iíâàðiàíòíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ L íàëåæèòü öié

ñiì'¨. Êîæíó îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-

íÿ L ìîæíà îòðèìàòè ç F çà äîïîìîãîþ ðåïàðàìåòðèçàöi¨.

Íàâïàêè, ðîçãëÿíåìî îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ F = {u = f(x,κ)}
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L. Ç òåîðåìè 4.8 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìîäóëü Q ∈
Rn−1(L), ÿêèé ¹ ïiäìîäóëåì M , ïðè÷îìó áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ç F ¹ Q-

iíâàðiàíòíèì. Äîâåäåìî, ùî òàêèé ìîäóëü Q ¹äèíèé. Ïðèïóñòèìî, ùî

iñíó¹ iíøèé (n−1)-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ïiäìîäóëü Q̃ ìîäóëÿM òàêèé,

ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ç F ¹ Q̃-iíâàðiàíòíèì. Öå îçíà÷à¹, ùî ñiì'ÿ F
óòâîðåíà ðîçâ'ÿçêàìè, iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî âñüîãî ìîäóëÿ M .

Òîìó ìîäóëü M çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã. Ùîá ïîêàçàòè öå, ôiê-

ñó¹ìî áàçèñ (Q0, . . . , Qp) ìîäóëÿ M , äå Qσ = ξσi(x, u)∂i + ησ(x, u)∂u, σ =

0, . . . , n. Ôóíêöiÿ Φ, âèçíà÷åíà â äîâåäåííi òåîðåìè 4.8, ¹ iíâàðiàíòîì

äëÿ âñiõ Qσ, òîáòî QσΦ = 0. Îñêiëüêè Φu 6= 0, òî rank(ξσi) = n.

Îòæå,M ¹ n-âèìiðíèì iíâîëþòèâíèì ìîäóëåì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âó íà ðàíã, à ñiì'ÿ F , óòâîðåíàM -iíâàðiàíòíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ L,
îäíîïàðàìåòðè÷íà. Òîìó ç òâåðäæåííÿ 4.7 âèïëèâà¹, ùî ìîäóëüM ¹ óëü-

òðàñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L, à öå ñóïåðå÷èòü óìîâàì òåîðåìè. Òàêèì

÷èíîì, ìîäóëü Q ¹äèíèé.

Ái¹êöiÿ ç òåîðåìè 4.9, âçàãàëi êàæó÷è, ïîðóøó¹òüñÿ çà íàÿâíîñòi
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(n−1)-âèìiðíèõ ïiäìîäóëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi, ìåíøîãî çà 1, àáî

óëüòðàñèíãóëÿðíîñòi âñüîãî ìåòàñèíãóëÿðíîãî ìîäóëÿ. Ñïðàâäi, ÿêùî

(n−1)-âèìiðíèé iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâ-

íÿííÿ L, òî ñiì'þ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L ìîæíà ïàðàìå-

òðèçóâàòè äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ îäíîãî àðãóìåíòó; äèâ. òâåðäæåííÿ 4.7.

Ó âèïàäêó scoLQ = −∞ ç L|Q(r)
6≡ 0 ðiâíÿííÿ L íå ìà¹ Q-iíâàðiàíòíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. ßêùî ¹ ìîäóëi ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L ñåðåä (n−1)-âèìiðíèõ ïiä-

ìîäóëiâ ìîäóëÿM êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 0, òî ìíîæèíà iíâàðiàíòíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L äëÿ öèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ ¹ äèñêðåòíîþ. ßêùî âåñü
n-âèìiðíèé ìîäóëüM ¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L, òî öå ðiâíÿ-
ííÿ äîïóñêà¹ îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ F M -iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òîäi

áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê iç ñiì'¨ F iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî (n−1)-

âèìiðíîãî iíâîëþòèâíîãî ïiäìîäóëÿ ìîäóëÿ M .

Êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi 1 ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ òàêîæ ¹ ñóòò¹âèì äëÿ

ñïðàâåäëèâîñòi òâåðäæåííÿ 4.14 i òåîðåìè 4.9. Íàïðèêëàä, ¹äèíèì ìå-

òàñèíãóëÿðíèì ìîäóëåì ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ñòðèæíÿ utt + uxxxx = 0 ¹

ìîäóëü M = 〈∂x, ∂u〉, i éîãî êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi äîðiâíþ¹ 2; äèâ.

ïóíêò 2 ó ïðèêëàäi 4.1. Îäíîâèìiðíi ñèíãóëÿðíi ìîäóëi ðåäóêöi¨ öüîãî

ðiâíÿííÿ çíàéäåíî â ÿâíîìó âèãëÿäi. Âîíè íå ïiäïàäàþòü ïiä �no-go� âè-

ïàäîê, îñêiëüêè âñi âîíè ìàþòü êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi 2 i âiäïîâiäíi

ñiì'¨ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ äâîïàðàìåòðè÷íèìè.

Çàóâàæåííÿ 4.9. Ìîäóëi ðåäóêöi¨ êîðîçìiðíîñòi 1 i êîïîðÿäêó ñèíãó-

ëÿðíîñòi 1 íå âè÷åðïóþòü ìîæëèâi �no-go� âèïàäêè çíàõîäæåííÿ ìîäóëiâ

ðåäóêöi¨. Çîêðåìà, ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ ðå-

ãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ áóäü-ÿêîãî (1+1)-âèìiðíîãî ëiíiéíîãî

åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó L çâîäèòüñÿ íåëîêàëüíèì ïå-

ðåòâîðåííÿì äî ñèñòåìè òðüîõ êîïié öüîãî ðiâíÿííÿ. Îòæå, ðåãóëÿðíi

îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L óòâîðþþòü �no-go� âèïàäîê, âiäìiííèé

âiä �no-go� âèïàäêó ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨, ùî ¹ õàðàêòåðíèì

äëÿ âñiõ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Àíàëîãi÷íà ñèòóàöiÿ áó-
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äå é äëÿ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà ut + uux − µuxx = 0, äå �no-go� âèïàäîê

ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äëÿ ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ âèãëÿäó

∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u ç ξu = 1/2.

Ñêîðiøå çà âñå, ïîäiáíi �no-go� âèïàäêè ïîðîäæó¹ ïî¹äíàííÿ äåêiëüêîõ

âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü òàêèõ, ÿê åâîëþöiéíiñòü, äðóãèé ïî-

ðÿäîê, ëiíiéíiñòü àáî ëiíåàðèçîâàíiñòü. Âèâ÷åííÿ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨ äëÿ

êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæå ïðèçâîäèòè äî �no-go� âèïàäêiâ

÷åðåç ïîÿâó ó âiäïîâiäíèõ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿííÿõ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ,

ùî ïàðàìåòðèçóþòü ðiâíÿííÿ êëàñó. ßê ïðèêëàä òàêî¨ ñèòóàöi¨, ìîæíà

íàâåñòè îïèñ îäíîâèìiðíèõ ðåãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðåäóêöi¨, ïîðîäæåíèõ âå-

êòîðíèìè ïîëÿìè âèãëÿäó

∂t + ξ(t, x)∂x + η(t, x, u)∂u ç ξxx 6= 0,

äëÿ êëàñó óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà ut + uux + f(t, x)uxx = 0.

4.9 Ñèíãóëÿðíi ìîäóëi êâàçiëiíiéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó

Äëÿ äåÿêèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà âè÷åðïíî îïèñàòè

âiäïîâiäíi ñèíãóëÿðíi ìîäóëi. Âèâ÷èìî ç öi¹¨ òî÷êè çîðó êâàçiëiíiéíi äè-

ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Ïðèðî-

äíî ðîçðiçíÿòè åëiïòè÷íi, åâîëþöiéíi òà óçàãàëüíåíi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ.

Â óñiõ âèïàäêàõ Q ¹ iíâîëþòèâíèì ìîäóëåì âåêòîðíèõ ïîëiâ, ÿêèé âè-

çíà÷åíî ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði íåçàëåæíèõ i çàëåæíèõ çìiííèõ i ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã, ïðè÷îìó ðîçìiðíiñòü Q ìåíøà çà êiëüêiñòü

íåçàëåæíèõ çìiííèõ.

Åëiïòè÷íi ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ L íà îäíó íåâiäîìó ôóí-

êöiþ u íåçàëåæíèõ çìiííèõ x = (x1, . . . , xn), ùî ìà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä

L[u] := aij(x, u(1))uij + b(x, u(1)) = 0,
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äå êîåôiöi¹íòè aij i b âèçíà÷åíî íà îäíié i òié ñàìié îáëàñòi Ω ïðîñòîðó

ñòðóìåíiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó, aij = aji, ïðè÷îìó ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ (aij)

äîäàòíî âèçíà÷åíà â êîæíié òî÷öi îáëàñòi Ω. Äîâåäåìî, ùî ðiâíÿííÿ L
íå äîïóñêà¹ ñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ðîçìiðíîñòi ìåíøå çà n.

Ïîçíà÷èìî dimQ ÷åðåç p; 0 < p < n. Ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè çìií-

íèõ x ìîæíà ëîêàëüíî âèáðàòè áàçèñ Q, óòâîðåíèé âåêòîðíèìè ïîëÿìè

âèãëÿäó Q̂s = ∂s + ξ̂sι(x, u)∂ι + η̂s(x, u)∂u (äèâ. � 4.2). Òóò i äàëi iíäåêñ ι

çìiíþ¹òüñÿ âiä p+ 1 äî n. Òîäi áóäü-ÿêó ïîõiäíó ôóíêöi¨ u ïåðøîãî àáî

äðóãîãî ïîðÿäêó ìîæíà âèðàçèòè íà ìíîãîâèäi Q(2) ëèøå ÷åðåç ïîõiäíi

ôóíêöi¨ u çà çìiííèìè xp+1, . . . , xn i êîåôiöi¹íòè ξ̂sι i η̂s (äèâ. ðiâíÿí-

íÿ (4.2)). Îñêiëüêè ó âèðàçàõ äëÿ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ u

ñóòò¹âèìè ¹ ëèøå ÷ëåíè öüîãî æ ïîðÿäêó, òî âèêîðèñòîâó¹ìî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ

usι = −ξ̂sι′uιι′ +Rsι(x, u(1)), uss′ = ξ̂sιξ̂s
′ι′uιι′ +Rss′(x, u(1)),

äå ÷åðåç Rsi ïîçíà÷åíî ÷ëåíè, ùî íå ìiñòÿòü ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó,

ïðè÷îìó Rss′ = Rs′s. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ usi â L[u],

îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L̂[u] := âιι
′
uιι′ + b̂, ùî àñîöiéîâàíà

ç L[u] íà ìíîãîâèäi Q(2). Òóò

âιι
′
= aιι

′ − asιξ̂sι′ − asι′ ξ̂sι + ass
′
ξ̂sιξ̂s

′ι′,

b̂ = b+ 2asιRsι + ass
′
Rss′.

Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ι i ι′ = ι êîåôiöi¹íò âιι
′

ñïiâïàäà¹ çi çíà÷åííÿì êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè ç ìàòðèöåþ (aij) íà íàáî-

ði (z1, . . . , zn), äå zs = −ξ̂sι, zι = 1, à iíøi z-êîìïîíåíòè � íóëüîâi.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ (aij) äîäàòíî âèçíà÷åíà, òî êîåôiöi¹íò âιι
′
íåíóëüîâèé

i, áiëüø òîãî, äîäàòíié. Öå îçíà÷à¹, ùî íàâiòü ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî

ìíîæíèêà äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ L[u] íå ìîæå ñïiâïàäàòè íà ìíîãî-

âèäi Q(2) ç äèôåðåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ ïîðÿäêó, ìåíøîãî çà 2. Îòæå,

wscoLQ = scoLQ = 2.
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Åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ. Àíàëîãi÷íî � 4.7, äëÿ öüîãî é íàñòóïíîãî êëàñó

ðiâíÿíü ïîêëàäåìî êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ çìiííèõ ðiâíîþ n+1 çàìiñòü n i

äîäàòêîâî âèîêðåìåìî çìiííó t = x0, òîáòî íåâiäîìà ôóíêöiÿ u çàëåæèòü

âiä çìiííèõ t òà x = (x1, . . . , xn). Ðîçãëÿíåìî êâàçiëiíiéíi åâîëþöiéíi

ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó L çàãàëüíîãî âèãëÿäó

ut = H[u] := aij(t, x, u(1,x))uij + b(t, x, u(1,x)), (4.12)

äå u(1,x) = (u, u1, . . . , un), êîåôiöi¹íòè aij i b âèçíà÷åíî íà òié ñàìié îáëà-

ñòi Ω ïðîñòîðó ñòðóìåíiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ (aij) �

ñèìåòðè÷íà é äîäàòíî âèçíà÷åíà ó êîæíié òî÷öi Ω. Iç òî÷íiñòþ äî çà-

ìiíè çìiííèõ xi áóäü-ÿêèé iíâîëþòèâíèé ìîäóëü Q âåêòîðíèõ ïîëiâ ó

ïðîñòîði çìiííèõ (t, x, u), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó íà ðàíã i äëÿ ÿêîãî

dimQ < n + 1, ëîêàëüíî ìîæíà ââàæàòè ïîðîäæåíèì âåêòîðíèìè ïî-

ëÿìè ∂t + ξ0ι∂ι + η0∂u, ∂s + ξsι∂ι + ηs∂u ç p = dimQ− 1 àáî âåêòîðíèìè

ïîëÿìè ∂s+ ξsι∂ι+ ηs∂u ç p = dimQ. Òóò ξ0ι, η0, ξsι i ηs � ãëàäêi ôóíêöi¨

çìiííèõ (t, x, u). Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäó åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ìîæíà ïîêàçà-

òè, ùî ó äðóãîìó âèïàäêó ç p = n i ëèøå ó íüîìó ìîäóëüQ ¹ ñèíãóëÿðíèì

äëÿ ðiâíÿííÿ L, ïðè÷îìó wscoLQ = scoLQ = 1. Òîäi áàçèñíi åëåìåíòè

ìîäóëÿ Q íàáóâàþòü âèãëÿäó Qs = ∂s + ηs∂u. Öå âèïàäîê âèâ÷åíî â

� 4.7. Íà âiäìiíó âiä çàãàëüíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü (äèâ. íàñëiäîê 4.5)

ìîæíà ãàðàíòóâàòè, ùî M = 〈∂1, . . . , ∂n, ∂u〉 ¹ ¹äèíèì ìåòàñèíãóëÿðíèì

ìîäóëåì äëÿ ðiâíÿííÿ L.

Óçàãàëüíåíi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ L: utt = H[u]

íà îäíó íåâiäîìó ôóíêöiþ u íåçàëåæíèõ çìiííèõ t òà x = (x1, . . . , xn), äå

äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ H = H[u] âèçíà÷åíî àíàëîãi÷íî äî (4.12), àëå

êîåôiöi¹íòè aij i b ìîæóòü äîäàòêîâî çàëåæàòè âiä ut. Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó

âiäïîâiäíèõ iíâîëþòèâíèõ ìîäóëiâ iíøèì ÷èíîì íiæ ó âèïàäêó åâîëþ-

öiéíèõ ðiâíÿíü. Iç òî÷íiñòþ äî çàìiíè çìiííèõ x áóäü-ÿêèé iíâîëþòèâíèé

ìîäóëü Q âåêòîðíèõ ïîëiâ, âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîði (t, x, u), ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó íà ðàíã i äëÿ ÿêîãî dimQ < n + 1, ëîêàëüíî ìîæíà ââàæàòè
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ïîðîäæåíèì âåêòîðíèìè ïîëÿìè ∂t+η0∂u, ∂s+ξsι∂ι+ηs∂u ç p = dimQ−1

àáî âåêòîðíèìè ïîëÿìè ∂s+τ s∂t+ξ
sι∂ι+η

s∂u ç p = dimQ. Òóò η0, τ s, ξsι,

ηs � ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííèõ (t, x, u). Ëèøå ó äðóãîìó âèïàäêó ç p = n

ìîäóëü ìîæå áóòè ñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L. Ðîçãëÿíåìî öåé âèïàäîê
äåòàëüíî.

ßêùî p = n, òî áàçèñíi åëåìåíòè ìîäóëÿ Q íàáóâàþòü âèãëÿä Qs =

∂s + τ s∂t + ηs∂u. Íà ìíîãîâèäi Q(2) ìà¹ìî us = ηs− ξsut, uss′ = τ sτ s
′
utt +

Rss′, äå ÷åðåç Rss′ ïîçíà÷åíî âiäïîâiäíó ñóêóïíiñòü ÷ëåíiâ, ùî çàëåæàòü

ùîíàéáiëüøå âiä t, x, u i ut. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ ôóí-

êöi¨ u çà çìiííèìè x ó äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ L[u] = utt−H[u], ïîáó-

äó¹ìî äèôåðåíöiàëüíó ôóíêöiþ

L̂[u] := (1− âijτ iτ j)utt + b̂(t, x, u, ut),

àñîöiéîâàíó ç L[u] íà ìíîãîâèäi Q(2), ÿêà çàëåæèòü ùîíàéáiëüøå âiä t,

x, u, ut i utt. Òóò êîåôiöi¹íòè âij = âij(t, x, u, ut) îòðèìàíî ç aij ïiä-

ñòàíîâêîþ us = ηs − ξsut, à ÿâíèé âèãëÿä êîåôiöi¹íòà b̂ = b̂(t, x, u, ut)

íåñóòò¹âèé. Ìîäóëü Q ¹ ñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L òîäi é ëèøå òî-

äi, êîëè ord L̂[u] < 2, òîáòî êîåôiöi¹íòè τ s = τ s(t, x, u) çàäîâîëüíÿþòü

ðiâíÿííÿ âijτ iτ j = 1. ßêùî äåÿêi ç êîåôiöi¹íòiâ âij çàëåæàòü âiä ut, òî

öå ðiâíÿííÿ òðåáà ðîçùåïèòè çà öi¹þ ïîõiäíîþ, à òîìó âîíî ìîæå áóòè

íåñóìiñíèì.

Îñêiëüêè ìîäóëü Q iíâîëþòèâíèé, òî âåêòîðíi ïîëÿ Qs êîìóòóþòü,

òîáòî êîåôiöi¹íòè τ s i ηs çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó

Qsτ s
′
= Qs′τ s, Qsηs

′
= Qs′ηs,

ðîçãîðíóòèì âèãëÿäîì ÿêî¨ ¹

τ s
′

s + τ sτ s
′

t + ηsτ s
′

u = τ ss′ + τ s
′
τ st + ηs

′
τ su,

ηs
′

s + τ sηs
′

t + ηsηs
′

u = ηss′ + τ s
′
ηst + ηs

′
ηsu.

Ç öüîãî âíàñëiäîê òåîðåìè Ôðîáåíióñà âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà QsΦ = 0

âiäíîñíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ Φ = Φ(t, x, u) äîïóñêà¹ ðîçâ'ÿçêè Φl, l = 1, 2,
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ç Φ1
tΦ

2
u − Φ1

uΦ
2
t 6= 0. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ïàðó ðiâíÿíü Φl

s + τ sΦl
t + ηsΦl

u = 0

äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî s ÿê ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

âiäíîñíî (τ s, ηs), îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ

τ s = −Φ1
sΦ

2
u − Φ2

sΦ
1
u

Φ1
tΦ

2
u − Φ2

tΦ
1
u

, ηs = −Φ1
tΦ

2
s − Φ2

tΦ
1
s

Φ1
tΦ

2
u − Φ2

tΦ
1
u

. (4.13)

Íàâïàêè, ìîæíà ïåðåâiðèòè ïðÿìèì îá÷èñëåííÿì, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôóí-

êöié Φ1 i Φ2 ç Φ1
tΦ

2
u−Φ1

uΦ
2
t 6= 0 ìîäóëüQ, ïîðîäæåíèé âåêòîðíèìè ïîëÿìè

Qs = ∂s + τ s∂t + ηs∂u ç êîåôiöi¹íòàìè (4.13), ¹ iíâîëþòèâíèì. Ç òî÷íiñòþ

äî ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ïàð ôóíêöié Φ1 i Φ2 ç Φ1
tΦ

2
u − Φ1

uΦ
2
t 6= 0

iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ òàêèìè ïàðàìè é iíâîëþ-

òèâíèìè ìîäóëÿìè, ïîðîäæåíèìè n âåêòîðíèìè ïîëÿìè âèãëÿäó Qs =

∂s + τ s∂t + ηs∂u.

ßêùî êîåôiöi¹íòè âij íå çàëåæàòü âiä ut (íàïðèêëàä, ÿêùî aij =

aij(t, x, u), çâiäêè âij = aij), òî ïiäñòàíîâêà âèðàçiâ (4.13) äëÿ τ s ó ðiâ-

íÿííÿ âijτ iτ j = 1 äà¹ îäíå ðiâíÿííÿ íà äâi íåâiäîìi ôóíêöi¨ Φ1 òà Φ2.

Êîæåí ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ïîâ'ÿçàíèé ç ñèíãóëÿðíèì ìîäóëåì Q

ðiâíÿííÿ L. Âçàãàëi êàæó÷è, ó áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó n > 1 êîåôi-

öi¹íòè τ s i ηs âiäïîâiäíèõ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ Qs ïîâ'ÿçàíi íåëîêàëüíèì

i íåëiíiéíèì ÷èíîì. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè íåìîæëèâî âè÷åðïíî îïèñàòè ñèí-

ãóëÿðíi ìîäóëi áàãàòîâèìiðíèõ íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü çà äîïî-

ìîãîþ ìåòàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ. Âîäíî÷àñ, çà äîäàòêîâèõ óìîâ íà êî-

åôiöi¹íòè aij íåëiíiéíi õâèëüîâi ðiâíÿííÿ äîïóñêàþòü ñiì'¨ ñèíãóëÿðíèõ

ìîäóëiâ, ÿêi äîáðå âïèñóþòüñÿ â êîíñòðóêöiþ ìåòàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ.

Îòæå, íåõàé êîåôiöi¹íòè âij çàëåæàòü ëèøå âiä t i x. Ðîçãëÿíåìî

ñèíãóëÿðíi ìîäóëi äëÿ ðiâíÿííÿ L, äëÿ ÿêèõ âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè τ s

òàêîæ íå çàëåæàòü âiä u. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ïàðè ôóíêöié Φ1 i Φ2

ç Φ1
u = 0, à òîìó Φ1

tΦ
2
u 6= 0. Òîäi âèðàçè (4.13) äëÿ τ s ìîæíà çâåñòè äî

âèãëÿäó τ s = −Φ1
s/Φ

1
t . Ðiâíÿííÿ a

ijτ iτ j = 1 åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ

(Φ1
t )

2 = aijΦ1
iΦ

1
j ,

ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì åéêîíàëà, ïîâ'ÿçàíèì ç õâèëüîâèì ðiâíÿííÿì L. Çàôi-
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êñó¹ìî ðîçâ'ÿçîê Ψ = Ψ(t, x) ðiâíÿííÿ åéêîíàëà ç Ψt 6= 0 i ðîçãëÿíåìî

ìîäóëü MΨ, ïîðîäæåíèé âåêòîðíèé ïîëÿìè Ψt∂s − Ψs∂t, s = 1, . . . , n,

i ∂u. Ìîäóëü MΨ ¹ ìåòàñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L i scoLM
Ψ 6 1 äëÿ

êîæíîãî Ψ. Òîìó ðåçóëüòàòè � 4.8 ðåëåâàíòíi ó öüîìó âèïàäêó. Êiëü-

êiñòü òàêèõ ìåòàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ç êîïîðÿäêîì ñèíãóëÿðíîñòi 1 ¹

íåñêií÷åííîþ, îñêiëüêè âîíè ïàðàìåòðèçîâàíi ôóíêöi¹þ Φ, ÿêà ïðîáiãà¹

ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ çàçíà÷åíîãî ðiâíÿííÿ åéêîíàëà, ç Φt 6= 0.

Ïðèêëàä 4.5. Îïèøåìî ñèíãóëÿðíi îäíîâèìiðíi ìîäóëi äëÿ (1+1)-âè-

ìiðíîãî íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó

utt − (G(u)ux)x − F (u) = 0,

äå F i G � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ u ç G > 0. Äëÿ çðó÷íîñòi âè-

êîðèñòà¹ìî ñïåöèôi÷íi ïîçíà÷åííÿ äëÿ çìiííèõ: t = x0, x = x1. Âèïàäîê

G = const ó õàðàêòåðèñòè÷íèõ çìiííèõ âè÷åðïíî ðîçãëÿíóòî Êóíçiíãå-

ðîì i Ïîïîâè÷åì (2010).

Ïîçíà÷èìî íåëiíiéíå õâèëüîâå ðiâíÿííÿ ç ôiêñîâàíèìè F i G ÷å-

ðåç L. Íåõàé âåêòîðíå ïîëå Q1 = τ∂t+ξ∂x+η∂u, äå êîìïîíåíòè τ , ξ, η �

ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííèõ (t, x, u), ïðè÷îìó (τ, ξ) 6= (0, 0), ïîðîäæó¹ îäíîâè-

ìiðíèé ìîäóëü Q. Ìîäóëü Q ¹ ñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L òîäi é ëèøå

òîäi, êîëè âií ¹ ñòðîãî ñèíãóëÿðíèì äëÿ ðiâíÿííÿ L, òîáòî scoLQ 6 1.

Òîäi îáèäâi êîìïîíåíòè τ i ξ ç íåîáõiäíiñòþ ¹ íåíóëüîâèìè. Çìiíèâøè

áàçèñ Q, ìîæíà ïîêëàñòè τ = 1. Ó íîâîìó áàçèñi óìîâà scoLQ 6 1 ¹

åêâiâàëåíòíîþ òàêîìó îáìåæåííþ íà êîìïîíåíòó ξ:

ξ = ±g(u), äå g :=
√
G.

Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ L äîïóñêà¹ ðiâíî äâà äâîâèìiðíi ìåòàñèíãóëÿðíi
ìîäóëi M± = 〈∂t ± g∂x, ∂u〉 ç scoLM± = 1, à òîìó ðåçóëüòàòè � 4.8 òóò ¹

ðåëåâàíòíèìè.

Êîïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi ìîäóëÿ Q äëÿ ðiâíÿííÿ L ¹ íåäîäàòíèì,

òîáòî (w)scoLQ 6 0, òîäi é ëèøå òîäi, êîëè êîìïîíåíòà η äîäàòêîâî
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çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(
√
gη)u = 0, òîáòî η =

α(t, x)
√
g

ç äåÿêîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ α çìiííèõ (t, x). ßêùî âèáðàòè ïîõiäíó ut
ãîëîâíîþ â õàðàêòåðèñòè÷íîìó ðiâíÿííi Q1[u] = 0, òî ëiâà ÷àñòèíà ðiâ-

íÿííÿ L àñîöiéîâàíà íà ìíîãîâèäi Q(2) ç ôóíêöi¹þ

L̂ =
αt − gαx√

g
− α2gu

2g2
− F,

ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä (t, x, u). ßêùî ðiâíÿííÿ L̂ = 0 ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè

âiäíîñíî u, òî wscoLQ = 0; iíàêøå wscoLQ = −∞. Óìîâîþ âèîêðåìëåí-

íÿ óëüòðàñèíãóëÿðíèõ ìîäóëiâ ñåðåä ìîäóëiâ ç íåäîäàòíèì êîïîðÿäêîì

ñèíãóëÿðíîñòi ¹ L̂ ≡ 0. Ó âèïàäêó gu 6= 0 öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü ñòàëi

b, a0 i a1 òàêi, ùî F = bgu/(2g
2), α = α(z), äå z = a0t + a1x i αz =

α2 + b. Íåñòàëå çíà÷åííÿ ïàðàìåòð-ôóíêöi¨ α ìîæëèâå ëèøå äëÿ g, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ gu = 2g3/2(a0 − a1g).

Äëÿ α = const óìîâ íà g íåìà¹. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåâiä'¹ìíî¨

ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ g = g(u) i áóäü-ÿêî¨ ñòàëî¨ α êîæíå âåêòîðíå ïîëå Q± =

∂t± g∂x +αg−1/2∂u ïîðîäæó¹ óëüòðàñèíãóëÿðíèé ìîäóëü ðåäóêöi¨ ðiâíÿ-

ííÿ utt = (g2ux)x − α2gu/(2g
2), ÿêå äîïóñêà¹ ôàêòîðèçàöiþ

utt − (g2ux)x +
α2gu
2g2

=

(
Dt ∓Dx ◦ g −

αgu
2g3/2

)(
ut ± gux −

α

g1/2

)
.

Äëÿ g = 1/u öþ ôàêòîðèçàöiþ îòðèìàíî Ìàíãàíàðî i Ïàâëîâèì

(2014) ó òåðìiíàõ �ðåäóêöié ïåðøîãî ïîðÿäêó�. Iíòåðïðåòàöiÿ i ðîçâèòîê

ðåçóëüòàòiâ ïðèêëàäó 4.5 äëÿ (1+1)-âèìiðíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü, àíàëî-

ãi÷íî òîìó, ÿê öå çðîáëåíî ó ÷àñòèííîìó âèïàäêó G = const, ïîòðåáóþòü

ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü.
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5 Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

5.1 Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòîñòi òà íîðìàëiçàöiéíi âëàñòèâîñòi

ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

Äîïóñòèìèì ïåðåòâîðåííÿì ó êëàñi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü

âïîðÿäêîâàíó òðiéêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ðiâíÿíü çàäàíîãî êëàñó òà

íåâèðîäæåíîãî òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ, ùî ïåðåâîäèòü ïåðøå ç öèõ ðiâ-

íÿíü ó äðóãå. Ìíîæèíà äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ìà¹ ñòðóêòóðó ãðóïî¨äà

âiäíîñíî áiíàðíî¨ îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü òà íàçèâà¹òüñÿ ãðó-

ïî¨äîì åêâiâàëåíòíîñòi. Êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ãðóïî¨ä åêâiâà-

ëåíòíîñòi ÿêîãî ïîðîäæåíî âiäïîâiäíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåíòíîñòi, íàçèâà-

þòü íîðìàëiçîâàíèì. Òàêi êëàñè ¹ íàéáiëüø çðó÷íèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ

[Popovych R.O., Bihlo A., Symmetry preserving parameterization schemes,

J. Math. Phys. 53 (2012), 073102, 36 pp]. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ äîçâîëÿ-

þòü ñóòò¹âî ñïðîñòèòè êëàñèôiêàöiéíi çàäà÷i ãðóïîâîãî àíàëiçó äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, êëàñèôiêàöi¨ ðiçíèõ òèïiâ ñèìåòðié, ïîøóêó

ëîêàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ i òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à òàêîæ äîñëiäæåííÿ

iíòåãðîâíîñòi [Vaneeva O.O., Popovych R.O., Sophocleous C., Equivalence

transformations in the study of integrability, Phys. Scr. 89, � 3, (2014),

038003, 9 pp]. Îòæå, âàæëèâîþ çàäà÷åþ ¹ ïîøóê ãðóïî¨äiâ åêâiâàëåíòíî-

ñòi äëÿ êëàñiâ ðiâíÿíü, ùî ¹ öiêàâèìè äëÿ çàñòîñóâàíü, òà äîñëiäæåííÿ

¨õ íà íîðìàëiçîâàíiñòü.

Ó ðîáîòi [19] çíàéäåíî ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó ðiâíÿíü Êîð-

òåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãëÿäó

L : ut + f(t, x)uux + g(t, x)uxxx = 0, fg 6= 0. (5.1)

5.1.1 Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ

Äîáðå âiäîìî, ùî áóäü ÿêå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ T , ùî ïîâ'ÿçó¹ äâà

ôiêñîâàíèõ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä t̃ = T (t),
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x̃ = X(t, x, u), ũ = U(t, x, u), ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà íåâèðîäæåíîñòi

Tt(XxUu − XuUx) 6= 0. ×àñòèííi ïîõiäíi, ùî âõîäÿòü ó ðiâíÿííÿ (5.1)

ïåðåòâîðþþòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

ũt̃ =
1

Tt

(
DtU −

DtX

DxX
DxU

)
, ũx̃ =

DxU

DxX
,

ũx̃x̃x̃ =
1

DxX
Dx

(
1

DxX
Dx

(
DxU

DxX

))
,

äåDt = ∂t+ut∂u+utt∂ut+utx∂ux+. . . iDx = ∂x+ux∂u+utx∂ut+uxx∂ux+. . .

� îïåðàòîðè ïîâíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ çà çìiííèìè t i x, âiäïîâiäíî. Òóò

i íàäàëi íèæíi iíäåêñè ïîçíà÷àþòü ÷àñòèííi ïîõiäíi çà âiäïîâiäíèìè çìií-

íèìè. Ïiäñòàâëÿþ÷è öi âèðàçè â ðiâíÿííÿ ũt̃+f̃(t̃, x̃)ũũx̃+ g̃(t̃, x̃)ũx̃x̃x̃ = 0,

îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ â çìiííèõ t, x, òà u. Äëÿ òîãî, ùîá ïîâ'ÿçàòè îòðèìà-

íå ðiâíÿííÿ ç ìíîãîâèäîì, âèçíà÷åíèì ðiâíÿííÿì (5.1) ó ïðîñòîði äæåòiâ

òðåòüîãî ïîðÿäêó ç íåçàëåæíèìè çìiííèìè (t, x) òà çàëåæíîþ çìiííîþ u,

ïiäñòàâèìî â íüîãî âèðàç ut = −f(t, x)uux − g(t, x)uxxx. Ðîçùåïëþ¹ìî

îòðèìàíèé âèðàç, ùî òîòîæíüî äîðiâíþ¹ íóëþ, çà ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

ôóíêöi¨ u, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ íà ôóíêöi¨ T ,X,

òà U . Êîåôiöi¹íò ïðè uxxx ìà¹ âèãëÿä (g̃Tt−g(Xx+Xuux)
3)(XxUu−XuUx).

Ïðèðiâíþ¹ìî öåé âèðàç äî íóëÿ i áåðåì äî óâàãè óìîâó íåâèðîäæåíîñòi

Tt(XxUu−XuUx) 6= 0, îòæå g̃Tt− g(Xx +Xuux)
3 = 0. Äàëi ðîçùåïëþ¹ìî

çà ïîõiäíîþ ux, ùî ïðèçâîäèòü äî óìîâ Xu = 0 òà g̃Tt = gX3
x. Îòæå,

X = X(t, x). Óìîâà Xu = 0 ïðèçâîäèòü äî ñóòò¹âîãî ñïðîùåííÿ âèçíà-

÷àëüíèõ ðiâíÿíü, â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ïîäàëüøi îáìåæåííÿ íà âèãëÿä

êîåôiöi¹íòiâ X òà U : Uuu = Uxu = Xxx = 0. Îòæå, êîìïîíåíòè ïåðåòâî-

ðåíü äëÿ íåçàëåæíèõ òà çàëåæíèõ çìiííèõ ìàþòü âèãëÿä

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)x+ β(t), ũ = ϕ(t)u+ ψ(t, x),

äå θ, α, β, ϕ òà ψ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ çìiííèõ, ïðè÷îìó

θ̇αϕ 6= 0.
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Ôîðìóëè

f̃ =
α

θ̇ϕ
f, g̃ =

α3

θ̇
g (5.2)

âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê ìiæ äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè âèõiäíîãî òà êiíöåâî-

ãî ðiâíÿíü.

Êëàñèôiêóþ÷i óìîâè, ùî ìiñòÿòü ôóíêöi¨ θ, α, β, ϕ, ψ äîâiëüíi åëå-

ìåíòè êëàñó f i g, ìàþòü âèãëÿä

fψx + ϕ̇ = 0, (5.3)

fαψ = ϕ(α̇x+ β̇), (5.4)

ψt + gψxxx = 0. (5.5)

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (5.1), ðîçùåïëþ-

¹ìî ðiâíÿííÿ (5.3)�(5.5) çà äîâiëüíèìè åëåìåíòàìè êëàñó f i g. Â ðåçóëü-

òàòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

α̇ = β̇ = ϕ̇ = ψ = 0.

Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.1. Êëàñ L ðiâíÿíü (5.1) äîïóñêà¹ çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåí-

òíîñòi G∼, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü:

t̃ = θ(t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u,

f̃(t̃, x̃) =
δ1

δ3θ̇(t)
f(t, x),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0, δj, j = 1, 2, 3, �

äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ3 6= 0.

Êëàñ L íå ¹ íîðìàëiçîâàíèì, ïðîòå iñíóþòü ïiäêëàñè öüîãî êëàñó,

ùî âèîêðåìëþþòüñÿ óìîâàìè íà äîâiëüíi åëåìåíòè f i g, ùî äîïóñêàþòü

øèðøi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi íiæ ãðóïà G∼. Öi ïiäêëàñè i âiäïîâiäíi ìà-

êñèìàëüíi óìîâíi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà çíàéòè, äîñëiäæóþ÷è

ñèñòåìó ðiâíÿíü (5.3)�(5.5).
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Ç ðiâíÿííÿ (5.3) âèïëèâà¹, ùî ψ =
1

f

ϕ

α

(
α̇x+ β̇

)
, òîäi ðiâíÿííÿ (5.4)

íàáóâà¹ âèãëÿäó(
α̇

α
x+

β̇

α

)
fx =

(
ϕ̇

ϕ
+
α̇

α

)
f.

Iñíó¹ òðè ìîæëèâèõ âèïàäêè: I. f = f(t) 6= 0; II. f = p(t)eq(t)x, pq 6= 0, III.

f = p(t)(x+ q(t))r(t), pr 6= 0. Ðîçãëÿíåìî êîæåí iç öèõ âèïàäêiâ îêðåìî.

I. Íåõàé f = f(t) 6= 0. ßêùî ôóíêöiÿ f íå çàëåæèòü âiä ïðîñòîðîâî¨

çìiííî¨, òî ç ðiâíÿíü (5.3)�(5.5) âèïëèâàþòü óìîâè ψt = ψxx = 0, à îòæå

ψ = c1x+ c2, äå c1 i c2 � äîâiëüíi ñòàëi. Ðiâíÿííÿ (5.5) ñòà¹ òîòîæíiñòþ,

îòæå îáìåæåíü íà âèãëÿä ôóíêöi¨ g íåìà¹ i âîíà ìîæå áóòè äîâiëüíîþ

ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ. Ç ðiâíÿíü (5.3), (5.4) îòðèìó¹ìî óìîâè íà ôóíêöi¨ α,

β, ϕ: ϕ̇ = −c1f, ϕα̇ = c1fα, i ϕβ̇ = c2fα. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè

i ôîðìóëè (5.2) äàþòü ïîâíèé îïèñ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ïiäêëàñó

êëàñó (5.1) ç fx = 0. Ïiñëÿ ïåðåïîçíà÷åííÿ ñòàëèõ c1 = −δ3, c2 = −δ2δ3/δ1

ôîðìóëþ¹ìî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.2. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼1 êëàñó

L1 : ut + f(t)uux + g(t, x)uxxx = 0, (5.6)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = θ(t), x̃ =
δ1x+ δ2

δ3

∫
f(t) dt+ δ4

+ δ5,

ũ =

(
δ3

∫
f(t) dt+ δ4

)
u− δ3x−

δ2δ3

δ1
,

f̃(t̃) =
δ1

θ̇(t)(δ3

∫
f(t) dt+ δ4)2

f(t),

g̃(t̃, x̃) =
δ1

3

θ̇(t)(δ3

∫
f(t) dt+ δ4)3

g(t, x),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t ç θ̇ 6= 0, δj, j = 1, 2, 3, 4, 5, � äîâiëüíi

ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè δ1(δ3
2 + δ4

2) 6= 0.
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Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (5.6) ñïiâïàäà¹ ç ãðóïîþ åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼ éîãî íàäêëàñó (5.1).

II. Íåõàé f = p(t)eq(t)x, äå pq 6= 0. Â öüîìó âèïàäêó ìè ôàêòè÷íî

ìà¹ìî ðåïàðàìåòðèçàöiþ êëàñó, îñêiëüêè çàìiñòü äîâiëüíîãî åëåìåíòó

f(t, x) ìà¹ìî äâà íîâi äîâiëüíi åëåìåíòè p(t) i q(t). Âiäíîøåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi äëÿ íèõ çàäàíî ôîðìóëàìè q̃ =
q

α
, p̃ =

pα

ϕθ̇
exp(−qβ/α). Ç ðiâ-

íÿíü (5.3)�(5.5) âèïëèâàþòü óìîâè ψ =
ϕ̇

pq
e−qx, α̇ = 0, β̇ =

ϕ̇α

ϕq
. Ôóíêöiÿ

g ìà¹ âèãëÿä g =
s(t)− q̇x

q3
ç äîäàòêîâîþ ôóíêöi¹þ s(t), ùî çàäîâîëüíÿ¹

ôîðìóëó s =
ϕ̈

ϕ̇
− ṗ

p
− q̇

q
. Ôóíêöiþ g òåïåð òàêîæ ðåïàðàìåòðèçîâàíî

i ôóíêöiÿ s ¹ íîâèì äîâiëüíèì åëåìåíòîì. Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ó

âèîêðåìëåíîìó ïiäêëàñi îïèñàíî ó òâåðäæåííi.

Òåîðåìà 5.3. Êëàñ ðiâíÿíü

L2 : ut + p(t)e q(t)xuux +
s(t)− q̇(t)x

q(t)3
uxxx = 0

äîïóñêà¹ ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼2 , ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = θ(t), x̃ = δ1x+ β(t), ũ = ϕ(t)u+
ϕ̇(t)

p(t)q(t)
e−q(t)x,

p̃(t̃) =
δ1

θ̇(t)ϕ(t)
e−

1
δ1
β(t)q(t)p(t), q̃(t̃) =

q(t)

δ1
,

s̃(t̃) =
1

δ1θ̇(t)
(δ1s(t) + q̇(t)β(t)) ,

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0,

β(t) = δ1δ3

∫
p(t)e

∫
s(t) dt

ϕ(t)
dt+ δ2, ϕ(t) = δ3

∫
p(t)q(t)e

∫
s(t) dtdt+ δ4.

Òóò δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1(δ3
2+

δ4
2) 6= 0.
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III. Íåõàé f = p(t)(x + q(t))r(t) ç pr 6= 0. Ó öüîìó âèïàäêó ç ðiâ-

íÿííÿ (5.4) âèïëèâà¹ ψ =
ϕ(α̇x+ β̇)

αp(x+ q)r
, òîäi (5.3) ïðèçâîäèòü äî óìîâ

ϕ̇

ϕ
= (r−1)

α̇

α
, β̇ = qα̇. Ôóíêöiþ ψ ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê ψ =

ϕ

p

α̇

α
(x+q)1−r.

Òîäi ðiâíÿííÿ (5.5) íàáóâà¹ âèãëÿäó

r(r2 − 1)g = (x+ q)3

(
s− ṙ ln(x+ q) +

(1− r)q̇
x+ q

)
,

äå ôóíêöiÿ s, ÿêó ââàæàòèìåìî íîâèì äîâiëüíèì åëåìåíòîì, çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ s
ϕ

p

α̇

α
=

d

dt

(
ϕ

p

α̇

α

)
.

Ó ñïåöiàëüíèõ âèïàäêàõ r = 1 i r = −1 ôóíêöiÿ g çàëèøà¹òüñÿ äî-

âiëüíîþ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè r 6= ±1, r = 1 i r = −1 îêðåìî. Çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ó êîæíîìó ç öèõ âèïàäêiâ ïðèçâîäèòü

äî ïîâíîãî îïèñó äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó âiäïîâiäíîìó ïiäêëàñi êëà-

ñó (5.1). Ðåçóëüòàòè ñôîðìóëüîâàíî ó òðüîõ òåîðåìàõ íèæ÷å. ßêùî c �

äîâiëüíà ñòàëà, ââåäåìî äîäàòêîâó ðåïàðàìåòðèçàöiþ k = 1/p, òîäi f

íàáóâà¹ âèãëÿäó f = k(t)/(x+ c).

Òåîðåìà 5.4. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼3 êëàñó

L3 : ut + p(t)(x+ q(t))r(t)uux +

(x+ q(t))3

r(t)(r(t)2 − 1)

(
s(t)− ṙ(t) ln(x+ q(t)) +

(1− r(t))q̇(t)
x+ q(t)

)
uxxx = 0,

r 6= 0,±1, ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)x+ β(t), ũ = ϕ(t)u+ δ1e
∫
s(t) dt(x+ q(t))1−r(t),

p̃(t̃) =
α(t)1−r(t)

φ(t)θ̇(t)
p(t), q̃(t̃) = q(t)α(t)− β(t),

s̃(t̃) =
1

θ̇(t)
(s(t) + ṙ(t) lnα(t)) , r̃(t̃) = r(t),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0,

ϕ(t) = δ1

∫
p(t)(r(t)− 1) e

∫
s(t) dtdt+ δ2,
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α(t) = δ3 exp

[
δ1

∫
p(t)

ϕ(t)
e
∫
s(t) dtdt

]
, β(t) =

∫
q(t)α̇(t)dt+ δ4.

Òóò δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ3(δ1
2+

δ2
2) 6= 0.

Çàóâàæåííÿ 5.1. ßêùî r 6= 0,±1 � ñòàëà, òî êîåôiöi¹íò α ìîæíà ñïðî-

ñòèòè äî âèãëÿäó α(t) = δ3ϕ(t)
1
r−1 .

Òåîðåìà 5.5. Êëàñ ðiâíÿíü âèãëÿäó

L4 : ut + (p(t)x+ q(t))uux + g(t, x)uxxx = 0

äîïóñêà¹ ðîçøèðåíó óçàãàëüíåíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼4 , ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü:

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)x+ β(t), ũ = δ1(u+ δ2),

p̃(t̃) =
p(t)

δ1θ̇(t)
, q̃(t̃) =

1

δ1θ̇(t)
(α(t)q(t)− β(t)p(t)),

g̃(t̃, x̃) =
α(t)3

θ̇(t)
g(t, x),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0,

α(t) = δ3e
δ2
∫
p(t) dt, β(t) = δ2δ3

∫
q(t)e δ2

∫
p(t) dt dt+ δ4.

Òóò δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ3 6=
0.

Òåîðåìà 5.6. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ĝ∼5 êëàñó

ðiâíÿíü

L5 : ut +
k(t)

x+ c
uux + g(t, x)uxxx = 0

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)(x+ c) + δ2, ũ =
δ1

α(t)2
u− 1

2
δ1δ3(x+ c)2,
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k̃(t̃) =
α(t)4

δ1θ̇(t)
k(t), c̃ = −δ2, g̃(t̃, x̃) =

α(t)3

θ̇(t)
g(t, x),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0,

α(t) = ±
(
δ3

∫
k(t) dt+ δ4

)− 1
2

,

i δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1(δ3
2 +

δ4
2) 6= 0.

Òåîðåìà 5.7. Êëàñè L1, L2, L3, L4, L5 ¹ íîðìàëiçîâàíèìè â ðîçøè-

ðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi, ¨õíi ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi ïîðîäæåíî

ïåðåòâîðåííÿìè ç âiäïîâiäíèõ ðîçøèðåíèõ óçàãàëüíåíèõ ãðóï åêâiâà-

ëåíòíîñòi Ĝ∼i , i = 1, . . . , 5.

Òåîðåìà 5.8. Ïiäêëàñ L0 = L\
⋃5
i=1Li, ùî ¹ äîïîâíåííÿì äî îá'¹äíàííÿ

ïiäêëàñiâ Li, i = 1, . . . , 5, â êëàñi L ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Éîãî ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ñïiâïàäà¹ çi çâè÷àéíîþ ãðóïîþ åêâiâàëåí-

òíîñòi G∼ âñüîãî êëàñó L.

5.1.2 Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñiâ L1, . . . ,L5

Âèêîðèñòà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ çi çíàéäåíèõ ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êà-

ëiáðóâàííÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ, ùî çàëåæàòü âiä çìiííî¨ t, â êîæíîìó

ïiäêëàñi L1, . . . ,L5 êëàñó L äî ñòàëèõ çíà÷åíü, à îòæå äëÿ çìåíøåííÿ

êiëüêîñòi äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ. Ðîçãëÿíåìî êîæåí âèïàäîê îêðåìî.

L1. Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi t̃ =
∫
f(t)dt, x̃ = x, ũ = u ç ãðóïè

Ĝ∼1 , ðåäóêó¹ êîæíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.6) äî ðiâíÿííÿ ç òîãî æ êëàñó ç

f̃ = 1. Îòæå, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìîæíà îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì

ïiäêëàñó êëàñó (5.6) âèãëÿäó

Ľ1 : ut + uux + g(t, x)uxxx = 0.

Îñêiëüêè êëàñ L1 ¹ íîðìàëiçîâàíèì, ëåãêî çíàéòè ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi

éîãî ïiäêëàñó Ľ1. Ïîêëàäåìî f̃ = f = 1 â ïåðåòâîðåííÿõ ç ãðóïè Ĝ∼1
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i îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ íà θ âèãëÿäó θ̇ = δ1/(δ3t + δ4)
2. Òàêîæ äëÿ òîãî,

ùîá îá'¹äíàòè îáèäâà âèïàäêè δ3 = 0 i δ3 6= 0, ïåðåïîçíà÷èìî ñòàëi.

Îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 5.1. Çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó Ľ1 ñêëàäà¹òüñÿ

ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
, ũ =

κ(γt+ δ)− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
,

g̃(t̃, x̃) =
κ3

αδ − βγ
g(t, x)

γt+ δ
,

α, β, γ, δ, κ, µ1, µ0 � ñòàëi, ÿêi âèçíà÷åíî ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî

ñòàëîãî ìíîæíèêà, ïðè÷îìó κ(αδ − βγ) 6= 0.

L2 �L4. Êîæíå ðiâíÿííÿ ç êëàñiâ L2, L3, L4, ìîæíà çâåñòè äî ðiâ-

íÿíü ç òèõ ñàìèõ êëàñiâ ç p̃ = 1 ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi t̃ =∫
p(t) dt, x̃ = x, ũ = u. Ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñiâ íàâåäåíî ó òàêèõ

òâåðäæåííÿõ

Íàñëiäîê 5.2. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ǧ∼2 êëàñó

Ľ2 : ut + e q(t)xuux +
s(t)− q̇(t)x

q(t)3
uxxx = 0

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = δ1

∫
1

ϕ(t)
e−

1
δ1
β(t)q(t)dt+ δ0, x̃ = δ1x+ β(t),

ũ = ϕ(t)u+ δ3e
−q(t)x+

∫
s(t) dt,

q̃(t̃) =
q(t)

δ1
, s̃(t̃) =

1

δ1
2ϕ(t)e

1
δ1
β(t)q(t) (δ1s(t) + q̇(t)β(t)) ,

äå δj, j = 0, 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó δ1(δ3
2 + δ4

2) 6= 0,

β(t) = δ1δ3

∫
e
∫
s(t) dt

ϕ(t)
dt+ δ2, ϕ(t) = δ3

∫
q(t)e

∫
s(t) dtdt+ δ4.
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Íàñëiäîê 5.3. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ǧ∼3 êëàñó

Ľ3 : ut + (x+ q(t))r(t)uux +

(x+ q(t))3

r(t)(r(t)2 − 1)

(
s(t)− ṙ(t) ln(x+ q(t)) +

(1− r(t))q̇(t)
x+ q(t)

)
uxxx = 0,

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ = θ(t), x̃ = α(t)x+ β(t),

ũ = ϕ(t)u+ δ1e
∫
s(t) dt(x+ q(t))1−r(t), q̃(t̃) = q(t)α(t)− β(t),

s̃(t̃) = α(t)r(t)−1ϕ(t) (s(t) + ṙ(t) lnα(t)) , r̃(t̃) = r(t),

äå θ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, ïðè÷îìó θ̇ 6= 0,

ϕ(t) = δ1

∫
(r(t)− 1) e

∫
s(t)dtdt+ δ2,

α(t) = δ3 exp

[
δ1

∫
e
∫
s(t)dt

ϕ(t)
dt

]
, β(t) =

∫
q(t)α̇(t)dt+ δ4.

Òóò δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (δ1
2 +

δ2
2)δ3 6= 0.

Íàñëiäîê 5.4. Ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi Ǧ∼4 êëàñó

Ľ4 : ut + (x+ q(t))uux + g(t, x)uxxx = 0. (5.7)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
1

δ1
t+ δ0, x̃ = δ3e

δ2tx+ δ2δ3

∫
q(t)e δ2t dt+ δ4, ũ = δ1(u+ δ2),

q̃(t̃) = δ3e
δ2tq(t)− δ2δ3

∫
q(t)e δ2t dt− δ4, g̃(t̃, x̃) = δ1δ3

3e 3δ2tg(t, x),

äå δj, j = 0, 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ3 6= 0.

L5. Ó âèïàäêó ïiäêëàñó L5 êëàñó (5.1) ìîæíà âiäêàëiáðóâàòè îäðà-

çó äâà äîâiëüíi åëåìåíòè, à ñàìå ôóíêöiþ k(t) ìîæíà çâåñòè äî îäèíè-

öi, à ñòàëó c äî íóëÿ. Öå êàëiáðóâàííÿ ìîæíà çðîáèòè ïåðåòâîðåííÿì
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åêâiâàëåíòíîñòi t̃ =
∫
k(t) dt, x̃ = x + c, ũ = u. Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi

âiäêàëiáðîâàíîãî êëàñó

Ľ5 : ut +
1

x
uux + g(t, x)uxxx = 0

íàâåäåíî ó òâåðäæåííi.

Íàñëiäîê 5.5. Çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi Ǧ∼5 êëàñó Ľ5 ñêëàäà-

þòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ = (γt+ δ)−

1
2x, ũ =

1

αδ − βγ

(
(γt+ δ)u− 1

2
γx2

)
,

g̃(t̃, x̃) =
(γt+ δ)

1
2

αδ − βγ
g(t, x),

äå α, β, γ, δ � äîâiëüíi ñòàëi, ÿêi âèçíà÷åíî ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî

ìíîæíèêà, ïðè÷îìó αδ − βγ 6= 0.

Âñi âiäêàëiáðîâàíi ïiäêëàñè çàëèøàþòüñÿ íîðìàëiçîâàíèìè, ¨õíi ãðó-

ïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi ãåíåðóþòüñÿ âiäïîâiäíèìè ãðóïàìè åêâiâàëåíòíî-

ñòi, íàâåäåíèìè âèùå. Ñïðàâåäëèâå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.9. Êëàñè Ľ1 i Ľ5 � íîðìàëiçîâàíi ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Êëàñè

Ľ2, Ľ3, Ľ4 � íîðìàëiçîâàíi â óçàãàëüíåíîìó ðîçøèðåíîìó ñåíñi.

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi êëàñiâ Ľ1 i Ľ5

êðàùi çà ïîäiáíi âëàñòèâîñòi ¨õ íàäêëàñiâ L1 i L5. Öi êëàñè âæå çðó÷íî

äîñëiäæóâàòè ñ ñèìåòðiéíî¨ òî÷êè çîðó. Êëàñè Ľ2, Ľ3, Ľ4 çàëèøàþòüñÿ

íîðìàëiçîâàíèìè â ðîçøèðåíîìó óçàãàëüíåíîìó ñåíñi, ùî âèêëèêà¹ ñêëà-

äíîñòi ïðè ¨õ äîñëiäæåííi. Øëÿõè ïîêðàùåííÿ çàïðîïîíîâàíî ó íàñòó-

ïíîìó ïiäðîçäiëi.

5.1.3 Ïîêðàùåííÿ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé êëàñiâ

ìåòîäîì ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè

Êëàñè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî äîïóñêàþòü ðîçøèðåíi óçàãàëüíåíi

ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi, ¹ áiëüø ñêëàäíèìè äëÿ äîñëiäæåííÿ, òîìó âè-
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êîðèñòà¹ìî ìåòîä ïåðåòâîðåíü ìiæ êëàñàìè, çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáî-

òi [Vaneeva O.O., Popovych R.O., Sophocleous C., Acta Appl. Math. 106

(2009), 1�46]. Öåé ìåòîä îñîáëèâî åôåêòèâíèé äëÿ çàäà÷ ãðóïîâîãî àíà-

ëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî ïiäêëàñ Ľ4 êëàñó (5.1). Öåé

êëàñ ìîæíà âiäîáðàçèòè ó êëàñ

ut + xuux + h(t)ux + g(t, x)uxxx = 0 (5.8)

ñiì'¹þ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü

t̂ = t, x̂ = x+ q(t), û = u, (5.9)

ïàðàìåòðèçîâàíîþ äîâiëüíèì åëåìåíòîì q êëàñó Ľ4. Äîâiëüíèé åëåìåíò

h êëàñó-îáðàçó ïîâÿçàíèé iç äîâiëüíèì åëåìåíòîì q ó âèõiäíîìó êëàñi

çà ôîðìóëîþ h(t) = q̇(t). Îòæå, âèïàäîê q = const âiäïîâiäà¹ âèïàäêó

h = 0. Íà âiäìiíó âiä êëàñó Ľ4, ùî ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó ðîçøèðåíîìó

óçàãàëüíåíîìó ñåíñi, êëàñ (5.8) � íîðìàëiçîâàíèé ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (5.8) ïîðîäæåíî ïåðåòâîðåííÿìè ç éîãî

çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼4 :

t̃ = δ1t+ δ2, x̃ = δ3e
δ4tx, ũ =

1

δ1
(u+ δ4),

h̃(t̃) =
δ3

δ1
eδ4th(t), g̃(t̃, x̃) =

δ 3
3

δ1
e3δ4tg(t, x),

äå δj, j = 1, 2, 3, 4, � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1δ3 6= 0.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (5.9) âèêîíàíî êëàñè÷íèì ìåòîäîì Ëi�

Îâñÿííiêîâà, ùî áàçó¹òüñÿ íà iíòåãðóâàííi âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü òà ðîç-

ãëÿäi ëèøå íååêâiâàëåíòíèõ ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü ç ãðóïè G∼4 âè-

ïàäêiâ. Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó (5.9) ç h 6= 0 òà h = 0

ïðåäñòàâëåíî ó òàáë. 5.1 i òàáë. 5.2, âiäïîâiäíî.

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü (5.7) ç q 6= const ìîæíà âiäíîâèòè ç

ðåçóëüòàòiâ êëàñèôiêàöi¨, îòðèìàíèõ äëÿ êëàñó equations (5.8) ç h 6= 0,

âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (5.9). Ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó òàáë. 5.3.
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Òàáë. 5.1: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ut + xuux + h(t)ux + g(t, x)uxxx = 0, hg 6= 0.

� h(t) g(t, x) Óìîâè Áàçèñ Amax

1 tm−1 t3m−1Φ(x/tm) Φ(z) 6= λz2 äëÿ m = 1 t∂t +mx∂x − u∂u

2 e
ε
2
t2 e

3ε
2
t2Φ
(
xe−

ε
2
t2
)

∂t + εtx∂x + ε∂u

3 1 Φ(x) Φ(x) 6= λx2 ∂t

4 1 λx2 ∂t, t∂t + x∂x − u∂u

Òóò ε = ±1 mod G∼4 , λ i m � äîâiëüíi ñòàëi, λ 6= 0.

Òàáë. 5.2: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ut + xuux + g(t, x)uxxx = 0, g 6= 0.

� g(t, x) Óìîâè Áàçèñ Amax

1 Φ(x) Φ(x) 6= λxm ∂t

2 t3m−1Φ(x/tm) Φ(z) 6= λz3, λz
3m−1
m t∂t +mx∂x − u∂u

3 e
3ε
2
t2Φ
(
xe−

ε
2
t2
)

Φ(z) 6= λz3 ∂t + εtx∂x + ε∂u

4 xm m 6= 3 ∂t, t∂t + 1
3−mx∂x − u∂u

5 Φ(t)x3 Φ(t) 6= λ,
1

λt+ ν
x∂x, tx∂x + ∂u

6 x3 ∂t, x∂x, tx∂x + ∂u

7 λ
x3

t
x∂x, t∂t − u∂u, tx∂x + ∂u

Òóò ε = ±1 mod G∼4 , m, λ i ν � äîâiëüíi ñòàëi, λ 6= 0.

Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (5.7) ç q = const ñïiâïàäà¹ ç êëàñèôiêà-

öi¹þ, îòðèìàíîþ äëÿ êëàñó (5.8) ç h = 0 , à îòæå ¨¨ ðåçóëüòàòè íàâåäåíî

ó òàáë. 2.

Ïäñóìó¹ìî, ùî â ðîáîòi [19] âè÷åðïíî äîñëiäæåíî äîïóñòèìi ïåðå-

òâîðåííÿ â êëàñi ðiâíÿíü Êîðòåâåãà�äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

s (5.1). Áóäü-ÿêå êîíòàêòíå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ äâîìà ðiâíÿí-

íÿìè ç êëàñó (5.1) ¹ ïåðøèì ïðîäîâæåííÿì òî÷êîâîãî ïåðåòâîðåííÿ ìiæ
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Òàáë. 5.3: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó ut + (x+ q(t))uux + g(t, x)uxxx = 0, q̇g 6= 0.

� q(t) g(t, x) Óìîâè Basis of Amax

1 tm t3m−1Φ
(
x
tm

)
Φ(z) 6= λ(z + 1)2 t∂t +mx∂x − u∂u

äëÿ m = 1

2 ln t t−1Φ (x+ ln t) t∂t − ∂x − u∂u

3
∫
e
ε
2
t2dt e

3ε
2
t2Φ
(

(x+ q)e−
ε
2
t2
)

∂t +
(
εtω − e ε2 t2

)
∂x + ε∂u

4 t Φ(x+ t) Φ(z) 6= λz2 ∂t − ∂x

5 t λ(x+ t)2 ∂t − ∂x, t∂t + x∂x − u∂u

Òóò ε = ±1 mod Ǧ∼4 , λ i m � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi.

öèìè ðiâíÿííÿìè [Vaneeva O.O., Popovych R.O., Sophocleous C., Equi-

valence transformations in the study of integrability, Physica Scripta, 89(3)

(2014), 038003, 9 pp]. Îòæå, çíàííÿ òî÷êîâîãî ãðóïî¨äó åêâiâàëåíòíîñòi

äà¹ âè÷åðïíèé îïèñ êîíòàêòíîãî ãðóïî¨äó åêâiâàëåíòíîñòi â öüîìó êëàñi.

Äîâåäåíî, ùî êëàñ (5.1) íå ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi

öüîãî êëàñó ìà¹ ñêëàäíó ñòðóêòóðó, à ñàìå êëàñ (5.1) ìîæíà ðîçáèòè íà

øiñòü íîðìàëiçîâàíèõ ïiäêëàñiâ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

5.2 Êëàñèôiêàöiÿ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ

Îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨ (1+1)-âèìiðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè ç íåçàëåæíèìè çìiííèìè t, x i çàëåæíîþ çìií-

íîþ u ¹ òàêèé ëiíiéíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Q = τ(t, x, u)∂t +

ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (τ, ξ) 6= (0, 0), ùî âiäïîâiäíà óìîâà iíâàðiàí-

òíî¨ ïîâåðõíi Q[u] := τut + ξux − η = 0 äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè àíçàö, ùî

ðåäóêó¹ êiëüêiñòü íåçàëåæíèõ çìiííèõ íà îäíó. Òàêèì ÷èíîì òàêèé îïå-

ðàòîð äîçâîëÿ¹ ðåäóêóâàòè (1+1)-âèìiðíå äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
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Ó ðîáîòi [65] ïðîêëàñèôiêîâàíî ëi¨âñüêi òà ðåãóëÿðíi íåêëàñè÷íi îïå-

ðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôiöi-

¹íòàìè, ùî íàëåæàòü äî êëàñó

ut = a2(t)uxx + b(t)u− c(t)u3, (5.10)

äå a(t), b(t) òà c(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ çìiííî¨ t, ac 6= 0.

Äëÿ òîãî ùîá ñïðîñòèòè êëàñèôiêàöiéíó çàäà÷ó òà çìåíøèòè êiëü-

êiñòü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ó êëàñi, ñïî÷àòêó äîñëiäæåíî äîïóñòèìi ïåðå-

òâîðåííÿ â öüîìó êëàñi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä, äîâåäåíî, ùî

ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó (5.10) ïîðîäæåíî íåâèðîäæåíèìè òî÷êî-

âèìè ïåðåòâîðåííÿìè çi çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî êëàñó.

Îòæå, êëàñ (5.10) ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi. Äîâåäåíî òâåð-

äæåííÿ.

Òåîðåìà 5.10. Çâè÷àéíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëàñó (5.10) ñêëà-

äàþòü ïåðåòâîðåííÿ

t̃ = θ(t), x̃ = δ1x+ δ2, ũ = ϕ(t)u,

ã2(t̃) =
δ1

2

θt
a2(t), b̃(t̃) =

1

ϕθt
(ϕb(t) + ϕt), c̃(t̃) =

1

ϕ2θt
c(t),

äå δ1 òà δ2 � äîâiëüíi ñòàëi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó δ1 6= 0, à ôóíêöi¨

θ(t) òà ϕ(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó θtϕ 6= 0.

Êëàñ (5.10) ¹ íîðìàëiçîâàíèì ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.10, çíàéäåíî óìîâè íà êîåôiöi¹íòè a, b

òà c, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôiöi-

¹íòàìè çâîäÿòüñÿ òî÷êîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî ðiâíÿíü ç öüîãî æ êëàñó

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 5.11. Ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè (5.10) çâîäÿòüñÿ òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì äî ðiâíÿííÿ ç

öüîãî æ êëàñó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ
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äåÿêî¨ ñòàëî¨ λ âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè a(t), b(t) òà c(t) çàäîâîëüíÿþòü

óìîâó

b

a2
+

1

2

(
c/a2

)
t

c
= λ.

Ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi äîçâîëÿþòü ñóòò¹âî ñïðîñòèòè äîñëi-

äæóâàíèé êëàñ. Äîâiëüíèé åëåìåíò b(t) ìîæíà çâåñòè äî íóëÿ, à a(t) äî

íåíóëüîâî¨ ñòàëî¨, íàïðèêëàä, äî îäèíèöi. Äiéñíî, ïåðåòâîðåííÿ

t̃ =
∫
a2(t)dt, x̃ = x, ũ = e−

∫
b(t)dtu (5.11)

âiäîáðàæà¹ êëàñ (5.10) â éîãî ïiäêëàñ

ut = uxx − c(t)u3. (5.12)

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ êëàñó (5.12) ìîæíà çíàéòè ç òåîðåìè 5.10,

äå â ôîðìóëàõ ïåðåòâîðåíü äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ ïîêëàäà¹ìî ã2 = a2 = 1

òà b̃ = b = 0. Öå ãàðàíòó¹ ïîâíîòó ðåçóëüòàòó, îñêiëüêè íàäêëàñ (5.10)

êëàñó (5.12) ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Ñïðàâäåëèâå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5.12. Êëàñ (5.12) ¹ íîðìàëiçîâàíèì. Ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó (5.12) ãåíåðó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè ç éîãî çâè÷àéíî¨ ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼1 :

t̃ = δ1
2t+ δ0, x̃ = δ1x+ δ2, ũ = δ3u, c̃(t̃) =

1

δ1
2δ3

2
c(t),

äå δi, i = 0, 1, 2, 3, � äîâiëüíi ñòàëi ç δ1δ3 6= 0.

Îòæå, çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ êëàñó (5.10) ç

òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi çâîäèòüñÿ äî ïîäiáíî¨ çàäà÷i äëÿ êëà-

ñó (5.12) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi.

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó (5.12) âèêîíàíî çi âèêîðèñòàííÿì ñòàí-

äàðòíîãî ïiäõîäó Ëi�Îâñÿííiêîâà. Øóêàþòüñÿ îïåðàòîðè âèãëÿäó

X = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (5.13)
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ùî ãåíåðóþòü îäíîïàðàìåòði÷íi ãðóïè Ëi òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ ðiâ-

íÿíü ç êëàñó (5.12). Êðèòåðié ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âèìàãà¹ âèêîíàííÿ

òîòîæíîñòi

X(2)
{
ut − uxx + c(t)u3

}
= 0

íà ìíîãîâèäi ðiâíÿíü (5.12), äå X(2) � äðóãå ïðîäîâæåííÿ îïåðàòîðà X.

Äîâåäåíî òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.13. ßäðîì ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿíü ç êëàñó (5.12) ¹ îäíîâèìiðíà àëãåáðà 〈∂x〉. Ñïèñîê G∼-íååêâiâà-
ëåíòíèõ ðîçøèðåíü ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëàñó (5.12) âè÷åðïó¹-

òüñÿ âèïàäêàìè 1�3 òàáëèöi 5.4.

Òàáëèöÿ 5.4 ïðåäñòàâëÿ¹ òàêîæ ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

äëÿ êëàñó (5.10) ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi. Ó âñiõ âèïàäêàõ

a2(t) = 1 mod G∼, b(t) = 0 mod G∼.

Äëÿ ïîäàëüøîãî çàñòîñóâàííÿ êîðèñíî òàêîæ ìàòè ñïèñîê âèïàäêiâ

ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ áåç ñïðîùåííÿ ðiâíÿíü ïåðåòâîðåííÿìè

åêâiâàëåíòíîñòi. Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè òàêèé ñïèñîê, âèêîðèñòà¹ìî

àëãîðèòì, çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi Âàí¹¹âî¨ (2012). Ñïî÷àòêó âèïèøåìî

íàéáiëüø çàãàëüíi ôîðìè ôóíêöi¨ c(t), äëÿ ÿêèõ âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ç

êëàñó (5.12) äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Öi êîåôiöi¹íòè

ìàþòü âèãëÿä:

1) c(t) = µ(γt+ δ)ρ: Amax = 〈∂x, 2(γt+ δ)∂t + γx∂x − γ(ρ+ 1)u∂u〉;

2) c(t) = µeσt: Amax = 〈∂x, 2∂t − σu∂u〉;

3) c(t) = µ: Amax = 〈∂x, ∂t, 2t∂t + x∂x − u∂u〉.

Òóò µ, γ, ρ òà σ � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi, à δ � äîâiëüíà ñòàëà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ (5.11) i íàâåäåíèé êëàñèôiêàöiéíèé

ñïèñîê äëÿ êëàñó (5.10), îòðèìó¹ìî êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü Íüþåëà�Âàéò-

õåäà�Ñåãåëÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, äå äîâiëüíi åëåìåíòè íå ñïðîùå-

íi ïåðåòâîðåííÿìè åêâiâàëåíòíîñòi. Ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ó òàáë. 5.6.
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Òàáë. 5.4: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (5.12) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi.

� c(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x

1 εtρ ∂x, 2t∂t + x∂x − (ρ+ 1)u∂u

2 εe±t ∂x, 2∂t ∓ u∂u

3 ε ∂x, ∂t, 2t∂t + x∂x − u∂u

Òóò ρ � äîâiëüíà íåíóëüîâà ñòàëà, ε = ±1 mod G∼1 .

Òàáë. 5.5: Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó (5.10).

� c(t) Áàçèñ Amax

0 ∀ ∂x

1 µa2e−2
∫
b dt(γT + δ)ρ ∂x

2
a2

(γT + δ)∂t + γx∂x +
(

2
a2

(γT + δ)b− (ρ+ 1)γ
)
u∂u

2 µa2eσT−2
∫
b dt ∂x,

2
a2
∂t +

(
2b
a2
− σ

)
u∂u

3 µa2e−2
∫
b dt ∂x,

1
a2

(∂t + bu∂u) ,
2
a2
∂t + x∂x +

(
2b
a2
− 1
)
u∂u

Òóò a = a(t) òà b = b(t) � äîâiëüíi íåíóëüîâi ãëàäêi ôóíêöi¨, T =∫
a2(t) dt; µ, σ, δ òà ρ � äîâiëüíi ñòàëi; µσρ 6= 0.

Îòæå, ç êëàñó (5.10) âèîêðåìëåíî òi ðiâíÿííÿ Íüþåëà�Âàéòõåäà�

Ñåãåëÿ, ùî âîëîäiþòü áiëüø øèðîêèìè ëi¨âñüêèìè ñèìåòðiÿìè òà ïîòåí-

öiàëüíî ¹ áiëüø öiêàâèìè äëÿ çàñòîñóâàíü. Öå òàêîæ íåîáõiäíî äëÿ äî-

ñëiäæåííÿ íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè äiéñíî

íåòðèâiàëüíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨, ÿêi íååêâiâàëåíòíi ëi¨âñüêèì.

Äëÿ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç íåçàëåæíèìè çìiííèìè

t òà x òà çàëåæíîþ çìiííîþ u, îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ìàþòü çàãàëüíèé âè-

ãëÿä (5.13) with (τ, ξ) 6= (0, 0). Îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ (5.13) ç íåíóëüîâèìè
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Òàáë. 5.6: Íåêëàñè÷íi ðåãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü (5.12).

� c(t) Îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

1 e±t ∂t + 3
√
2

2
e±

1
2
tu∂x − 1

2

(
3e±tu2 ∓ 1

2

)
u∂u

εet ∂t − 3
2

tanh
(
1
2
x
)
∂x − 3

4

(
tanh2

(
1
2
x
)
− 1

3

)
u∂u

∂t − 3
2

coth
(
1
2
x
)
∂x − 3

4

(
coth2

(
1
2
x
)
− 1

3

)
u∂u

εe−t ∂t + 3
2

tan
(
1
2
x
)
∂x − 3

4

(
tan2

(
1
2
x
)

+ 1
3

)
u∂u

2 ε ∂t − 3
x
∂x − 3

x2
u∂u

êîåôiöi¹íòàìè ïðè ∂t ¹ ðåãóëÿðíèìè, à îïåðàòîðè ç íóëüîâèìè êîåôiöi-

¹íòàìè ïðè ∂t ¹ ñèíãóëÿðíèìè [1]. Ñèíãóëÿðíèé âèïàäîê τ = 0 âè÷åðïíî

äîñëiäæåíî â ðîáîòàõ [Kunzinger M., Popovych R.O., J. Phys. A: Math.

Theor., 41 (2008), 505201, 24 pp; Zhdanov R.Z., Lahno V.I., Phys. D 122

(1998), 178�186].

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê τ 6= 0. Ç òî÷íiñòþ äî çâè÷àéíî¨ åêâiâàëåíòíî-

ñòi îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ìîæíà ïîêëàñòè τ = 1. Öå âiäíîøåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîðè X òà X̃ ¹ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî X̃ =

Λ(t, x, u)X, äå Λ(t, x, u) � íåíóëüîâà ãëàäêà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.

Êðèòåðié íåêëàñè÷íî¨ iíâàðiàíòíîñòi ïðèçâîäèòü äî òàêèõ âèçíà-

÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîåôiöi¹íòè ξ òà η, à òàêîæ äîâiëüíîãî åëåìåíòà c:

ξuu = 0, ηuu = 2(ξxu − ξξu),

ηt − ηxx + 2ξxη + (2ξx − ηu) cu3 + 3ηcu2 + ctu
3 = 0,

ξt − ξxx + 2ξξx − 2ξuη + 2ηxu − 3ξucu
3 = 0.

Ðåçóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ äëÿ ðiâ-

íÿíü (5.12) ç òî÷íiñòþ äî G∼1 -åêâiâàëåíòíîñòi íàâåäåíî â òàáëèöi 5.6.

Ó âñiõ âèïàäêàõ öi¹¨ òàáëèöi ε = ±1. Öÿ æ òàáëèöÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ðå-

çóëüòàòè êëàñèôiêàöi¨ íåêëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü (5.10) ç
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òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi (â öüîìó âèïàäêó a(t) = 1 mod G∼ òà

b(t) = 0 mod G∼).

5.3 Êëàñ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà çi çìiííèì

êîåôiöi¹íòîì ïðè äðóãié ïîõiäíié

Ó öié ñåêöi¨ ïðîâåäåíî ðîçøèðåíèé ñèìåòðiéíèé àíàëiç êëàñó L
∣∣
S óçà-

ãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì ïðè äðóãié ïîõi-

äíié

Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0 (5.14)

ç äîâiëüíèì åëåìåíòîì f , ùî ¹ íåíóëüîâîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ âiä t òà x,

Öåé êëàñ íîðìàëiçîâàíèé, à éîãî ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼, ¹ ñêií÷åí-

íîâèìiðíîþ. Îáèäâà öi ôàêòè ìàþòü íåàáèÿêå çíà÷åííÿ äëÿ ñïðîùåííÿ

âñüîãî ïðîöåñó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëàñó L
∣∣
S , à òàêîæ äëÿ ïðîâåäåííÿ

ðåäóêöié ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó � ÿê ëi¨âñüêèõ, òàê i íåêëàñè÷íèõ.

Ïàðàãðàô 5.3.1 ïðèñâÿ÷åíî îïèñó ñòðóêòóðè àëãåáðè åêâiâàëåíòíî-

ñòi g∼ êëàñó L
∣∣
S òà àëãåáðè g, ùî ¹ ïðîåêöi¹þ àëãåáðè g∼ íà ïðîñòið

çìiííèõ (t, x, u). Ó ï. 5.3.2 àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ãðó-

ïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ äëÿ êëàñó L
∣∣
S . Ïðîöåäóðà êëàñèôiêàöi¨  ðóíòó¹òüñÿ

íà ñêëàäåííi ñïèñêó G∼-íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g, ïðèäàòíèõ

ÿê ìàêñèìàëüíi àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi äåÿêèõ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó L
∣∣
S . Ïîáóäîâi iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç êëàñó L

∣∣
S ïðèñâÿ÷åíî

ï. 5.3.5, äå òàêîæ ïðîêëàñèôiêîâàíî ïðèõîâàíi ñèìåòði¨ òàêèõ ðiâíÿíü,

ùî âèíèêàþòü ç ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü. Ó ï. 5.3.6 âè÷åðïíî îïèñàíî îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S .

Íàãàäà¹ìî, ùî îñêiëüêè öi ðiâíÿííÿ ¹ åâîëþöiéíèìè, ìíîæèíà ¨õíiõ îïå-

ðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ïðèðîäíèì ÷èíîì ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi ïiäìíîæèíè �

ñèíãóëÿðíèõ òà ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ � çàëåæíî âiä òîãî, ÷è

äîðiâíþ¹ íóëþ êîìïîíåíòà, ùî âiäïîâiäà¹ ÷àñîâié çìiííié.Áiëüø öiêà-

âèìè äëÿ êëàñó L
∣∣
S ¹ ðåãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨, âèâ÷åííþ ÿêèõ i
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ïðèñâÿ÷åíî îñíîâíó ÷àñòèíó ï. 5.3.6. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ó ï. 5.3.7

¹ çàêîíè çáåðåæåííÿ, ïîòåíöiàëüíi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ, ïîòåíöiàëü-

íi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi i ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó L
∣∣
S .

5.3.1 Àíàëiç ñòðóêòóðè àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi

Êëàñ L
∣∣
S íîðìàëiçîâàíèé, òîáòî áóäü-ÿêå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ öüîãî

êëàñó ïîðîäæó¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì ç éîãî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼.

Â ÿêîñòi áàçèñíèõ åëåìåíòiâ àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼ êëàñó L
∣∣
S

âèáåðåìî âåêòîðíi ïîëÿ

P̃ t = ∂t, P̃ x = ∂x, D̃t = t∂t−u∂u−f∂f , D̃x = x∂x + u∂u + 2f∂f ,

Γ̃ = t∂x + ∂u, Π̃ = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u.

�ì âiäïîâiäàþòü íàñòóïíi îäíîïàðàìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ ç ãðóïè åêâi-

âàëåíòíîñòi G∼:

P̂ t(β) : t̃ = t+ β, x̃ = x, ũ = u, f̃ = f,

P̂ x(µ0) : t̃ = t, x̃ = x+ µ0, ũ = u, f̃ = f,

D̂t(α) : t̃ = αt, x̃ = x, ũ =
1

α
u, f̃ =

1

α
f,

D̂x(κ) : t̃ = t, x̃ = κx, ũ = κu, f̃ = κ2f,

Γ̂(µ1) : t̃ = t, x̃ = x+ µ1t, ũ = u+ µ1, f̃ = f,

Π̂(γ) : t̃ =
t

1 + γt
, x̃ =

x

1 + γt
, ũ = (1 + γt)u− γx, f̃ = f.

Àëãåáðó åêâiâàëåíòíîñòi g∼ ìîæíà çíàéòè áåçïîñåðåäíüî iíôiíiòå-

çèìàëüíèì ìåòîäîì Ëi � ó òàêèé æå ñïîñiá, ùî é îïåðàòîðè ëi¨âñüêî¨

ñèìåòði¨ îêðåìîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Àëå íàñïðàâäi â öüîìó

íåìà¹ ïîòðåáè, îñêiëüêè, çíàþ÷è ïîâíó ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼, àë-

ãåáðó g∼ ìîæíà ïîáóäóâàòè ÿê ìíîæèíó iíôiíiòåçèìàëüíèõ ãåíåðàòîðiâ

îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ïiäãðóï ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼.
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Ïðîåêöiÿ g àëãåáðè g∼ íà ïðîñòið (t, x, u) ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ áà-

çèñíèõ åëåìåíòiâ

P t = ∂t, P x = ∂x, Dt = t∂t − u∂u, Dx = x∂x + u∂u,

Γ = t∂x + ∂u, Π = t2∂t + tx∂x + (x− tu)∂u.

Êîæíà ç àëãåáð g∼ i g ¹ ðåàëiçàöi¹þ òàê çâàíî¨ ðåäóêîâàíî¨ ïîâíî¨

àëãåáðè Ãàëiëåÿ ç íóëüîâèì öåíòðîì ó ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi 1, ÿêà içî-

ìîðôíà àôiííié àëãåáði Ëi aff(2,R), òîáòî g ' g∼. Íåíóëüîâi êîìóòàöiéíi

ñïiââiäíîøåííÿ â g òàêi:

[P t, Dt] = P t, [Dt,Π] = Π, [P t,Π] = 2Dt +Dx,

[P x, Dx] = P x, [Dt,Γ] = Γ, [Γ, Dx] = Γ,

[P t,Γ] = P x, [P x,Π] = Γ.

Ðîçêëàä Ëåâi àëãåáðè g ¹ î÷åâèäíèì:

g = f ∈ r, äå f = 〈P t, Dt + 1
2D

x,Π〉, r = 〈Dx, P x,Γ〉.

Ïiäàëãåáðà f ¹ ôàêòîðîì Ëåâi àëãåáðè g; ç iíøîãî áîêó, f ¹ ðåàëiçàöi¹þ äî-

áðå âiäîìî¨ àëãåáðè sl(2,R). Ðàäèêàë r àëãåáðè g ¹ ðåàëiçàöi¹þ àëãåáðè

A3,3 çà êëàñèôiêàöi¹þ Ìóáàðàêçÿíîâà íèçüêîâèìiðíèõ äiéñíèõ àëãåáð.

Öå ìàéæå àáåëåâà àëãåáðà, ïîâ'ÿçàíà ç îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ ðîçìiðíî-

ñòi 2×2. Áiëüø òî÷íî, r = c∈n, äå n = 〈P x,Γ〉, ¹ íiëüðàäèêàëîì (à òàêîæ

ìàêñèìàëüíèì àáåëåâèì iäåàëîì) îáîõ àëãåáð r òà g, à ëiíiéíà îáîëîíêà

c = 〈Dx〉 ¹ ïiäàëãåáðîþ Êàðòàíà àëãåáðè r. Ñèìâîëàìè prf òà prc ïîçíà-

÷àòèìåìî ïðîåêòîðè, âèçíà÷åíi ðîçêëàäîì g = f ∈ (c ∈ n).

Îñêiëüêè êëàñ L
∣∣
S íîðìàëiçîâàíèé, àëãåáðà g ìiñòèòü îá'¹äíàííÿ

àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi âñiõ ðiâíÿíü Lf ç êëàñó L
∣∣
S . Áiëüø òî-

ãî, àëãåáðà g ñïiâïàäà¹ ç öèì îá'¹äíàííÿì, ùî ïîêàçàíî â íàñòóïíîìó

ïiäðîçäiëi. Öå ¹ îçíàêîþ ñèëüíî¨ íîðìàëiçîâàíîñòi êëàñó L
∣∣
S â iíôiíiòå-

çèìàëüíîìó ñåíñi.
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5.3.2 Ëi¨âñüêi ñèìåòði¨

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü

ç êëàñó L
∣∣
S ïiñëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü òà îòðèìàííÿ êëà-

ñèôiêóþ÷î¨ óìîâè çàñòîñó¹ìî àëãåáðà¨÷íèé ìåòîä.

Âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié Âåêòîðíå ïîëå, ùî ïîðî-

äæó¹ (íåòðèâiàëüíó) îäíîïàðàìåòðè÷íó ãðóïó ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿ-

ííÿ

Lf : Lf [u] ≡ ut + uux + f(t, x)uxx = 0

ç êëàñó L
∣∣
S , ìà¹ âèãëÿä

Q = τ(t, x, u)∂t + ξ(t, x, u)∂x + η(t, x, u)∂u, (τ, ξ, η) 6= (0, 0, 0),

i çàäîâîëüíÿ¹ iíôiíiòåçèìàëüíèé êðèòåðié iíâàðiàíòíîñòi

Q
(2)
Lf

∣∣∣
L(2)

≡
(
ηt+ηux+ηxu+ ξfxuxx+ τftuxx+ηxxf

)∣∣∣
Lf [u]=0

= 0. (5.15)

Ç ðiâíÿííÿ Lf îòðèìó¹ìî âèðàç ut = −uux − fuxx äëÿ ut, ÿêèé ïiäñòàâ-

ëÿ¹ìî â (5.15), ïiñëÿ ÷îãî ðîçùåïëþ¹ìî ðåçóëüòàò çà utx, uxx, ux òà u.

Ñïðîùåíà ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà êîåôiöi¹íòè τ , ξ òà η ìà¹

âèãëÿä

τx = 0, τu = 0, ξu = 0, ηuu = 0, η1
x = 0, (5.16)

η0 − ξt = 0, η1 + τt − ξx = 0, η1
t = −η0

x, η0
t = 0, (5.17)

τft + ξfx + (τt − 2ξx)f = 0. (5.18)

Ç ðiâíÿíü (5.16) âèïëèâà¹, ùî τ = τ(t), ξ = ξ(t, x) òà η = η1(t)u +

η0(t, x). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (5.17), óòî÷íþ¹ìî âèãëÿä êîåôiöi¹íòiâ

îïåðàòîðà Q:

τ = c2t
2 + c1t+ c0, ξ = (c2t+ c3)x+ c4t+ c5,

η = (−c2t+ c3 − c1)u+ c2x+ c4,

äå c0, . . . , c5 � äîâiëüíi ñòàëi.
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Ðiâíÿííÿ (5.18) ¹ ¹äèíîþ êëàñèôiêóþ÷îþ óìîâîþ äëÿ ëi¨âñüêèõ ñè-

ìåòðié ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S . Â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëå-

ìåíòà f êëàñèôiêóþ÷à óìîâà íàêëàäà¹ äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà ñòàëi

c0, . . . , c5.

Âàðiþþ÷è äîâiëüíèé åëåìåíò f , ðîçùåïèìî ðiâíÿííÿ (5.18) çà f , ft
òà fx, çâiäêè c0 = · · · = c5 = 0. Òàêèì ÷èíîì, ÿäðî àëãåáð iíâàðiàíòíî-

ñòi êëàñó L
∣∣
S , òîáòî ïåðåòèí ìàêñèìàëüíèõ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi âñiõ

ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó, íóëüîâå: g∩ = {0}.

5.3.3 Ïðèäàòíi ïiäàëãåáðè

Îñêiëüêè êëàñ L
∣∣
S íîðìàëiçîâàíèé i éîãî àëãåáðà åêâiâàëåíòíîñòi g∼ ¹

ñêií÷åííîâèìiðíîþ, ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ öüîãî êëàñó çðó÷íî ïðîâåñòè

àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì. Íàãàäà¹ìî, ùî íîðìàëiçîâàíiñòü êëàñó L
∣∣
S ìà¹

äâà íàñëiäêè:

• ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi êîæíîãî ðiâíÿííÿ ç

öüîãî êëàñó ìiñòèòüñÿ ó ïðîåêöi¨ g éîãî àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼

íà ïðîñòið (t, x, u);

• ðiâíÿííÿ Lf òà Lf̃ ç êëàñó L
∣∣
S ïîäiáíi âiäíîñíî òî÷êîâèõ ïåðåòâî-

ðåíü òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî âîíè G∼-åêâiâàëåíòíi.

Îòæå, äëÿ òîãî ùîá âèêîíàòè âè÷åðïíó ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ êëàñó L
∣∣
S ,

äîñòàòíüî ñêëàñòè ïåðåëiê òàêèõ íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g,

êîæíà ç ÿêèõ ¹ ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi äåÿêîãî

ðiâíÿííÿ ç êëàñó L
∣∣
S , à ïîòiì çíàéòè âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëå-

ìåíòà f äëÿ êîæíî¨ ïiäàëãåáðè ç öüîãî ñïèñêó. Òàêi ïiäàëãåáðè àëãåáðè g

áóäåìî íàçèâàòè ïðèäàòíèìè (äëÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨).

Îçíà÷åííÿ 5.1. Ïiäàëãåáðà s ⊂ g íàçèâà¹òüñÿ ïðèäàòíîþ, ÿêùî s ¹ ìà-

êñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi äëÿ äåÿêîãî ðiâíÿííÿ Lf
ç êëàñó L

∣∣
S .
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Òàêèì ÷èíîì, ïiäàëãåáðà s àëãåáðè g óâiéäå äî êëàñèôiêàöiéíîãî

ñïèñêó ëèøå òîäi, ÿêùî iñíó¹ çíà÷åííÿ f 0 äîâiëüíîãî åëåìåíòà f , òàêå

ùî:

1) êîìïîíåíòè êîæíîãî Q ∈ s çàäîâîëüíÿþòü êëàñèôiêóþ÷ó óìîâó

(5.18) ç f = f 0, òîáòî f 0 ¹ iíâàðiàíòîì ïiäàëãåáðè s̃ ⊂ g∼, ïðîå-

êöiÿ ÿêî¨ íà ïðîñòið çìiííèõ (t, x, u) ñïiâïàäà¹ ç s;

2) àëãåáðà s ¹ ìàêñèìàëüíîþ ñåðåä óñiõ àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

ðiâíÿííÿ Lf0.

Ïðèäàòíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè g êëàñèôiêó¹ìî ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøå-

ííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ïîðîäæåíîãî iíäóêîâàíîþ ïðè¹äíàíîþ äi¹þ ãðóïè

åêâiâàëåíòíîñòi G∼ íà g. Ðåçóëüòàò ïðè¹äíàíî¨ äi¨ åëåìåíòàðíèõ ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi íà áàçèñíi âåêòîðíi ïîëÿ àëãåáðè g íàñòóïíèé:

Ad P t P x Dt Dx Γ Π

P̂ t(β) P t P x Dt−βP t Dx Γ−βP x Π−β(2Dt+Dx)+β2P t

P̂ x(µ0) P t P x Dt Dx−µ0P x Γ Π−µ0Γ

D̂t(α) αP t P x Dt Dx α−1Γ α−1Π

D̂x(κ) P t κP x Dt Dx κΓ Π

Γ̂(µ1) P t+µ1P
x P x Dt+µ1Γ Dx−µ1Γ Γ Π

Π̂(γ) P t−γ(2Dt+Dx)+γ2Π P x−γΓ Dt−γΠ Dx Γ Π

Ðàäèêàë r òà íiëüðàäèêàë n ¹ ìåãàiäåàëàìè (òîáòî ïîâíiñòþ õàðà-

êòåðèñòè÷íèìè iäåàëàìè) àëãåáðè g, à îòæå âîíè G∼-iíâàðiàíòíi. Äëÿ

áóäü-ÿêî¨ ïiäàëãåáðè s àëãåáðè g ðîçãëÿíåìî G∼-iíâàðiàíòíi âåëè÷èíè

dim s ∩ r, dim s ∩ n, dim prfs òà dim prcs, ÿêi âèêîðèñòà¹ìî äëÿ õàðàêòå-

ðèçàöi¨ êëàñèôiêàöiéíèõ âèïàäêiâ.

Äëÿ êëàñèôiêàöi¨ ïðèäàòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g ðîçãëÿíåìî ¨õíi

ïðîåêöi¨ íà ôàêòîð Ëåâi f. Öi ïðîåêöi¨, î÷åâèäíî, ¹ ïiäàëãåáðàìè àëãå-

áðè f. Êðiì òîãî, ïðîåêöi¨ åêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g åêâiâàëåíòíi
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ÿê ïiäàëãåáðè àëãåáðè f. Ïîâíèé ñïèñîê íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð àë-

ãåáðè sl(2,R) äîáðå âiäîìèé. Â òåðìiíàõ ðåàëiçàöi¨ f, âií âè÷åðïó¹òüñÿ

ïiäàëãåáðàìè

{0}, 〈P t〉, 〈Dt + 1
2D

x〉, 〈P t + Π〉, 〈P t, Dt + 1
2D

x〉 òà âëàñíå f.

Ðîçãëÿäàþ÷è êîæíó ç ïåðåðàõîâàíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè f ÿê ïðîåêöiþ

ïðèäàòíî¨ ïiäàëãåáðè, áóäåìî äîäàâàòè äî áàçèñíèõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ïiä-

àëãåáðè âñi ìîæëèâi åëåìåíòè ðàäèêàëà r, à òàêîæ äîïîâíþâàòè ¨¨ áàçèñ

åëåìåíòàìè ç ðàäèêàëà.

Íåõàé s � ïðèäàòíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè g. Äîâåäåìî âëàñòèâîñòi

ïðèäàòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g, ùî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç êëàñè-

ôiêóþ÷î¨ óìîâè (5.18) i êîðèñíi äëÿ ¨õ êëàñèôiêàöi¨.

Ëåìà 5.1. ßêùî s ∩ n 6= {0}, òî s ∩ r = n.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè s ∩ n 6= {0} âèïëèâà¹, ùî àëãåáðà s ìiñòèòü õî÷à á

îäíå âåêòîðíå ïîëå aΓ + bP x, äëÿ ÿêîãî (a, b) 6= (0, 0). Ïiäñòàâèâøè çíà-

÷åííÿ τ = 0 òà ξ = at + b, ùî âiäïîâiäàþòü âåêòîðíîìó ïîëþ aΓ + bP x,

ó ðiâíÿííÿ (5.18), ìà¹ìî fx = 0. Äëÿ òàêèõ f îáèäâi ïàðè

(τ, ξ) = (0, 1) òà (τ, ξ) = (0, t)

¹ ðîçâ'ÿçêàìè êëàñèôiêóþ÷î¨ óìîâè (5.18), à ïàðà (τ, ξ) = (0, x) íå ¹

ðîçâ'ÿçêîì, îñêiëüêè f 6= 0. Îòæå, àëãåáðà s ìiñòèòü îäíî÷àñíî P x òà Γ,

àëå íå ìiñòèòü Dx.

Íàñëiäîê 5.6. s ∩ r ∈
{
{0}, c, n

}
.

Ëåìà 5.2. ßêùî s ∩ r = c, òî s ⊂ f⊕ c òà dim s 6 2.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî s * f⊕c. Òîäi s\(f⊕c) 6= ∅. Êîæåí åëåìåíò
ç ðiçíèöi öèõ ìíîæèí ìà¹ âèãëÿä

Q = a0P
t + a1D

t + a2Π + a3D
x + a4Γ + a5P

x, äå (a4, a5) 6= (0, 0).
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Îñêiëüêè Dx, Q ∈ s, ìà¹ìî [Q,Dx] = a4Γ + a5P
x ∈ s. Òîäi ç ëåìè 5.1

âèïëèâà¹, ùî Dx 6∈ s, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå, s ⊂ f⊕ c.

ßêùî dim s > 2, òî dim s ∩ f > 2, à îòæå, ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâà-

ëåíòíîñòi, s ⊇ 〈P t, Dt+1
2D

x, Dx〉. Òîìó s ⊇ 〈P t, Dt〉. Ïiäñòàâèâøè ó (5.18)
çíà÷åííÿ (τ, ξ) = (1, 0) òà (τ, ξ) = (t, 0), ÿêi âiäïîâiäàþòü âåêòîðíèì

ïîëÿì P t òà Dt âiäïîâiäíî, ìàòèìåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü íà f , íåñóìiñíó

ç óìîâîþ f 6= 0 äëÿ äîâiëüíèõ f . Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü îçíà÷à¹, ùî

dim s 6 2, à îòæå dim s ∩ f 6 1.

Íàñëiäîê 5.7. ßêùî s ∩ r=c, òî

s ∈
{
〈Dx〉, 〈Dx, P t〉, 〈Dx, Dt + 1

2D
x〉, 〈Dx, P t + Π〉

}
mod G∼.

Òóò ïåðåðàõîâàíî âiäïîâiäíî ïiäàëãåáðè g1.1, g2.2�g2.4 ç òàáëèöi 5.7.

Ëåìà 5.3. ßêùî s∩r = n, òî àáî dim s 6 3 òà s∩ f = {0}, àáî s = f⊕n.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî dim s > 3. Òîäi dim prfs > 2, òîáòî ç òî÷íi-

ñòþ äî âiäíîøåííÿ G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, àëãåáðà s ìiñòèòü âåêòîðíi ïîëÿ

Q1 = P t + aDx òà Q2 = Dt + bDx ç äåÿêèìè ñòàëèìè a òà b. Îòæå,

êîìóòàòîð [Q1, Q2] = P t òàêîæ íàëåæèòü ïiäàëãåáði s, i ç êëàñèôiêóþ-

÷î¨ óìîâè (5.18), ÿêùî ïiäñòàâèòè ó íå¨ êîìïîíåíòè âåêòîðíèõ ïîëiâ P x

òà P t, âèïëèâà¹, ùî f = const.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî óìîâó f = const ó âèïàäêó s∩f 6= {0}, îñêiëü-
êè ïiäñòàíîâêà êîåôiöi¹íòiâ âåêòîðíîãî ïîëÿ P x òà áóäü-ÿêîãî íåíóëüî-

âîãî åëåìåíòà àëãåáðè f ó (5.18) äà¹ ðiâíÿííÿ fx = 0 òà ft = 0.

Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi¨âñüêî¨ iíâà-

ðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ Lf ç f = const (òîáòî êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåð-

ñà) ¹ ï'ÿòèâèìiðíà àëãåáðà s = f⊕ n.

Íàñëiäîê 5.8. ßêùî s ∩ r = n, òî s = sf ∈ n, äå

sf ∈
{
{0}, 〈P t + 1

2D
x〉, 〈Dt + aDx〉, 〈P t + Π + aDx〉, f

}
mod G∼,

a ∈ R \ {0}, äî òîãî æ a > 0 mod G∼.
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Ç ïåðåëiêó, ïðåäñòàâëåíîãî ó íàñëiäêó 5.8, îòðèìà¹ìî ïiäàëãåáðè

g2.1, g3.1, g3.2
a g3.3

a òà g5 ç òàáëèöi 5.7.

Íàñëiäîê 5.9. Áóäü-ÿêà ïðèäàòíà ïiäàëãåáðà àëãåáðè g íå áiëüø íiæ

ï'ÿòèâèìiðíà.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð îñòàííþ ìîæëèâiñòü äëÿ s ∩ r, äå s ∩ r = {0}.
Òîäi î÷åâèäíî dim s 6 3. Àëå íàñïðàâäi âåðõíþ ãðàíèöþ dim s ó öüîìó

âèïàäêó ìîæíà îáìåæèòè ùå ñèëüíiøå.

Ëåìà 5.4. ßêùî s∩r = {0}, òî dim s 6 2. Áiëüø òîãî, ÿêùî dim s = 2,

òî prcs = c òà s 6= 〈P t, Dt〉 mod G∼.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî dim s > 2 òà prcs = {0}. Ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî prfs ⊇ 〈P t, Dt + 1
2D

x〉. Ç îãëÿäó

íà êëàñèôiêóþ÷ó óìîâó (5.18), ç iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ Lf âiäíîñíî

àëãåáðè s âèïëèâà¹, ùî f = const. Íàãàäà¹ìî, ùî ìàêñèìàëüíà àëãåáðà

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ Lf äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñòàëî¨ f 6= 0 ìiñòèòü n,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi s ∩ r = {0}. Îòæå, prcs = c, ÿêùî dim s > 2.

Ïðèïóñòèìî, ùî dim s = 3. Îòæå, prfs = f, à òîìó s ' sl(2,R), òîáòî

s ¹ ôàêòîðîì Ëåâi àëãåáðè g. Òîäi çà òåîðåìîþ Ëåâi�Ìàëüöåâà (õî÷à öå

ìîæíà äîâåñòè i áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì êîìóòàöiéíèõ ñïiââiäíîøåíü

àëãåáðè s) prcs = {0}. Öå ñóïåðå÷èòü ïîïåðåäíüîìó âèñíîâêó ïðî òå, ùî
prcs = c, ÿêùî dim s > 2.

Àíàëîãi÷íî äî ëåìè 5.2 ç óìîâè s ⊇ 〈P t, Dt〉 âèïëèâà¹, ùî f = 0,

à öå ñóïåðå÷èòü îáìåæåííþ S äëÿ êëàñó L
∣∣
S .

ßêùî dim s = 1, òî s = 〈Qf +a3D
x+a4Γ +a5P

x〉 ç äåÿêèìè ñòàëèìè
a3, a4 òà a5, äå íåâèçíà÷åíå ïîêè ùî âåêòîðíå ïîëå Qf ç òî÷íiñòþ äî

G∼-åêâiâàëåíòíîñòi íàëåæèòü ìíîæèíi
{
P t, Dt, P t + Π

}
.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëèQf = P t. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî prcs =

{0}, à òîìó a3 = 0. Ïðè¹äíàíîþ äi¹þ Γ̂(−a5) êîåôiöi¹íò a5 ïðèâîäèòüñÿ

äî íóëÿ. Ìîæíà òàêîæ ââàæàòè, ùî a4 ∈ {0, 1}, îñêiëüêè ïðè a4 6= 0
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öåé ñòàëèé ïàðàìåòð ìîæíà âiäìàñøòàáóâàòè ïðè¹äíàíîþ äi¹þ D̂t(a−1
4 ).

ßêùî prcs = c, òîáòî a3 6= 0, âiäìàñøòàáó¹ìî a3 äî 1 ïðè¹äíàíîþ äi¹þ

D̂t(a3) òà íàñòóïíèì ìàñøòàáóâàííÿì âñüîãî áàçèñíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Òîäi ïðè¹äíàíèìè äiÿìè Γ̂(a4) òà P̂ x(a4 + a5) äîñÿãà¹ìî a4 = a5 = 0.

Iíøi äâà G∼-íååêâiâàëåíòíi çíà÷åííÿ Qf ðîçãëÿäàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äëÿ êîåôiöi¹íòà a3 ìîæíà ëèøå çìiíþâàòè çíàê ñòàëî¨ a3− 1
2 (äëÿ Qf =

Dt) ÷è a3 (ÿêùî Qf = P t+Π). Êîåôiöi¹íòè a4 òà a5 ìîæíà çðîáèòè íóëüî-

âèìè çà äîïîìîãîþ ïðè¹äíàíèõ äié Γ̂(µ1) òà P̂ x(µ0) ç äåÿêèìè ñòàëèìè

µ1 òà µ0, êðiì âèïàäêó Qf = Dt òà a3 ∈ {0, 1}, êîëè íåíóëüîâi çíà÷åí-

íÿ a5 (âiäïîâiäíî a4) ìîæíà ëèøå âiäìàñøòàáóâàòè äî îäèíèöi ïðè óìîâi

a3 = 0 (âiäïîâiäíî a3 = 1).

Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî ïiäàëãåáðè g1.2�g1.8
a .

Ó âèïàäêó dim s = 2 ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi ìà¹ìî, ùî

ïiäàëãåáðà s ïîðîäæó¹òüñÿ äâîìà âåêòîðíèìè ïîëÿìè âèãëÿäó

Q1 = P t + b3D
x + b4Γ + b5P

x òà Q2 = Dt + a3D
x + a4Γ + a5P

x

ç äåÿêèìè ñòàëèìè a3, a4, a5, b3, b4 òà b5. Êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ

äëÿ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ àëãåáðè s ìà¹ âèãëÿä [Q1, Q2] = Q1. Ïiäñòàâèâøè

ó íüîãî âèðàçè äëÿ Q1 i Q2 òà çiáðàâøè êîåôiöi¹íòè ïðè Dx, âèâåäåìî

óìîâó b3 = 0, à òîìó a3 6= 1
2 , îñêiëüêè prcs = c. Çáèðàþ÷è êîåôiöi¹íòè

ïðè Γ òà P x, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ (a3 − 2)b4 = 0 òà (a3 − 1)b5 + a4 = 0

âiäïîâiäíî. Çà äîïîìîãîþ ïðè¹äíàíî¨ äi¨ Γ̂(−b5) ìîæíà äîñÿãòè b5 = 0,

ç ÷îãî âèïëèâà¹ a4 = 0. Êîåôiöi¹íò b4 íóëüîâèé ïðè a3 6= 2; ÿêùî æ

âií íåíóëüîâèé, éîãî ìîæíà ìàñøòàáóâàòè äî îäèíèöi. Ó âèïàäêó a3 6= 0

ìîæíà ïîêëàñòè a5 = 0 ïðè¹äíàíîþ äi¹þ P̂ x(−a5/a3), à ïðè a3 = 0 íåíó-

ëüîâå çíà÷åííÿ a5 ìîæíà ìàñøòàáóâàòè äî îäèíèöi. Îäíî÷àñíà ðiâíiñòü

a3 = a5 = 0 íåìîæëèâà ç îãëÿäó íà ëåìó 5.4. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó

îòðèìà¹ìî ïiäàëãåáðè g2.5�g2.7.

Òàêèì ÷èíîì, ïîâíèé ñïèñîê G∼-íååêâiâàëåíòíèõ ïðèäàòíèõ ïiäàë-

ãåáð àëãåáðè g ïîáóäîâàíî.
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Òàáëèöÿ 5.7. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó L|S

s Áàçèñ f(t, x) ω Óìîâè ìàêñèìàëüíîñòi

g1.1 Dx x2h(ω) t
(
(αω2+βω +γ)h

)
ω
6= 0 ∀(α, β, γ) 6= 0̄

g1.2 P t h(ω) x (αω + β)hω 6= γh ∀(α, β, γ) 6=0̄

g1.3 P t + Γ h(ω) x− t2

2
(αω + β)hω 6= γh ∀(α, β, γ) 6=0̄

g1.4 P t +Dx e2th(ω) e−tx hω 6= 0, ωhω 6= 2h

g1.5 Dt + P x
1

t
h(ω) x− ln |t| hω 6= 0, hω 6= −h

g1.6
a Dt + aDx |t|2a

t
h(ω) |t|−ax hω 6= 0, h : Ξ, a > 1

2 mod G∼

g1.7 Dt +Dx + Γ t h(ω)
x

t
− ln |t| hω 6= 0, hω 6= −h

g1.8
a P t + Π + aDx e2a arctan th(ω)

e−a arctan t

√
t2 + 1

x ωhω 6= 2h, a ≥ 0 mod G∼

g2.1 P x, Γ h(ω) t (αω2+βω+γ)hω 6=δh ∀(α, β, γ, δ) 6=0̄

g2.2 Dx, P t x2

g2.3 Dx, Dt κ
x2

t
κ 6= 0, κ > 0 mod G∼

g2.4 Dx, P t + Π
κx2

t2 + 1
κ 6= 0, κ > 0 mod G∼

g2.5 P t, Dt + P x e−x

g2.6
a P t, Dt + aDx |x|2−1/a a 6= 0, a 6= 1

2

g2.7 P t + Γ, Dt + 2Dx κ
∣∣∣∣x− t2

2

∣∣∣∣3/2 κ 6= 0, κ > 0 mod G∼

g3.1 P x, Γ, P t + 1
2D

x εet

g3.2
a P x, Γ, Dt + aDx ε|t|2a−1 a 6= 1

2 , a > 1
2 mod G∼

g3.3
a P x, Γ, P t + Π + aDx εe2a arctan t a 6= 0, a > 0 mod G∼

g5 P x, Γ, P t, Dt + 1
2D

x, Π 1

5.3.4 Ðåçóëüòàò êëàñèôiêàöi¨

Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè âèãëÿä äîâiëüíîãî åëåìåíòà f , ùî âiäïîâiäà¹

êîæíié ïiäàëãåáði s àëãåáðè g ç îòðèìàíîãî ñïèñêó, ïiäñòàâëÿ¹ìî êîåôi-

öi¹íòè τ òà ξ áàçèñíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ âiäïîâiäíî¨ àëãåáðè s ó êëàñè-
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ôiêóþ÷ó óìîâó (5.18) i ðîçâ'ÿçó¹ìî îòðèìàíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü íà f . Öÿ ñèñòåìà îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ ðîçâ'ÿçêè; áiëüø òîãî, ïðè-

íàéìíi äëÿ äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ s ¹ ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ

ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi äëÿ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü Lf . Öå îçíà÷à¹, ùî íàáið
âëàñòèâîñòåé ïðèäàòíèõ ïiäàëãåáð, íàâåäåíèé ó ï. 5.3.3 ó âèãëÿäi ëåì, ¹

íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùî s ïðèäàòíà.

Ïîâíèé ñïèñîê íååêâiâàëåíòíèé ïðèäàòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g òà

âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü äîâiëüíîãî åëåìåíòà f íàâåäåíî ó òàáëèöi 5.7. Îñêiëü-

êè êëàñ L
∣∣
S íîðìàëiçîâàíèé, öÿ ãðóïîâó êëàñèôiêàöiÿ ¹ âè÷åðïíîþ.

Ó êîæíîìó âèïàäêó òàáëèöi 5.7, äå âèíèêàþòü ñòàëi ïàðàìåòðè a

òà κ i (íåíóëüîâà) ïàðàìåòð-ôóíêöiÿ h, öi ïàðàìåòðè ïîâèííi çàäîâîëü-

íÿòè çàçíà÷åíi â îñòàííüîìó ñòîâï÷èêó óìîâè äëÿ òîãî, ùîá âiäïîâiäíà

àëãåáðà s áóëà ìàêñèìàëüíîþ àëãåáðîþ ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi äëÿ íà-

âåäåíîãî çíà÷åííÿ f , òîáòî s = gf . ε = ±1 mod G∼. Óìîâà Ξ äëÿ g1.6
a

îçíà÷à¹

a(ω + α)hω 6= (2a− 1)h, ÿêùî (a− 2)(a− 1)α = 0,

(ω + β)hω 6= 2h, ÿêùî (a− 1)aβ = 0,

(a− 1)(ω + γ)hω 6= (2a− 1)h, ÿêùî a(a+ 1)γ = 0.

5.3.5 Êëàñè÷íi iíâàðiàíòíi ðîçâ'ÿçêè

Ç ìåòîþ îïòèìiçàöi¨ ïðîöåñó ïðîâåäåííÿ ðåäóêöié äëÿ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó L
∣∣
S çàñòîñó¹ìî äâi ñïåöiàëüíi òåõíiêè.

Ïåðøó ç íèõ ìîæíà âèêîðèñòàòè çàâäÿêè òîìó, ùî êëàñ L
∣∣
S íîðìà-

ëiçîâàíèé. À ñàìå � çàìiñòü òîãî, ùîá êëàñèôiêóâàòè ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨

âiäíîñíî ãðóï ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié îêðåìèõ ðiâíÿíü, ïðîêëàñèôiêó¹ìî ¨õ

âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ âñüîãî êëàñó. Öÿ òåõíiêà ïîâ'ÿçàíà

ç àëãåáðà¨÷íèì ìåòîäîì ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨. Îñêiëüêè êëàñ L
∣∣
S íîð-

ìàëiçîâàíèé, ïðîåêöiÿ ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòiG∼ íà ïðîñòið çàëåæíî¨ i íå-

çàëåæíèõ çìiííèõ ìiñòèòü ãðóïè òî÷êîâèõ ñèìåòðié óñiõ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó L
∣∣
S , à îòæå ìàêñèìàëüíèìè àëãåáðàìè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi öèõ
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ðiâíÿíü ¹ ïiäàëãåáðè ïðîåêöi¨ g àëãåáðè åêâiâàëåíòíîñòi g∼.

Íàãàäà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ Lf òà Lf̃ ç êëàñó L
∣∣
S ïîäiáíi âiäíîñíî òî÷êî-

âîãî ïåðåòâîðåííÿ òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî âîíè G∼-åêâiâàëåíòíi. Ç ïî-

äiáíîñòi ðiâíÿíü Lf òà Lf̃ âèïëèâà¹ åêâiâàëåíòíiñòü ¨õíiõ ìàêñèìàëüíèõ
àëãåáð ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi gf òà gf̃ . Ïiäàëãåáðè àëãåáð gf òà gf̃ ¹,

î÷åâèäíî, ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè g. Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî ïðîêëàñèôi-

êóâàòè íååêâiâàëåíòíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè g (äèâ. ï. 5.3.3), ùî ¹ ïðèäà-

òíèìè äëÿ ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S . Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹

óíèêíóòè îêðåìîãî çàñòîñóâàííÿ ïðîöåäóðè ëi¨âñüêî¨ ðåäóêöi¨ äëÿ êî-

æíîãî ç 19 êëàñèôiêàöiéíèõ âèïàäêiâ, íàâåäåíèõ ó òàáëèöi 5.8.

Òàáëèöÿ 5.8. Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ çà îäíîâèìiðíèìè ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè g, ϕ = ϕ(ω)

⊂g Basis Àíçàö ω Ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ

g1.0 P x u = ϕ t ϕω = 0

g1.1 Dx u = xϕ t ϕω + ϕ2 = 0

g1.2 P t u = ϕ x h(ω)ϕωω + ϕϕω = 0

g1.3 P t + Γ u = ϕ+ t x− t2

2
h(ω)ϕωω + ϕϕω + 1 = 0

g1.4 P t +Dx u = etϕ e−tx h(ω)ϕωω + ϕϕω − ωϕω + ϕ = 0

g1.5 Dt + P x u = t−1ϕ x− ln |t| h(ω)ϕωω + ϕϕω − ϕω − ϕ = 0

g1.6a Dt + aDx u = |t|at−1ϕ |t|−ax h(ω)ϕωω + ϕϕω − ωϕω + (a− 1)ϕ = 0

g1.7 Dt +Dx + Γ u = ϕ+ ln |t| x

t
− ln |t| h(ω)ϕωω + ϕϕω − (ω + 1)ϕω + 1 = 0

g1.8a P t + Π + aDx u =
ea arctan t√
t2 + 1

ϕ+

+
t+ a

t2 + 1
x

e−a arctan t√
t2 + 1

x h(ω)ϕωω + ϕϕω + 2aϕ+ (a2 + 1)ω = 0

Äðóãà òåõíiêà, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá áóäóâàòè àíçàöè ó òàêèé ñïîñiá,

ùîá ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ ìàëè íàéïðîñòiøèé òà îäíîìàíiòíèé âèãëÿä.

Àëãåáðè g1.0 òà g1.1 äàþòü òðèâiàëüíi çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

ïåðøîãî ïîðÿäêó; ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ, ïîáóäîâàíi çà àëãåáðàìè g1.2�g1.8
a ,

¹ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó. Äëÿ âñiõ öèõ àëãåáð
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íåçàëåæíó iíâàðiàíòíó çìiííó ω îáðàíî ëiíiéíîþ çà x çi ñòàëèìè àáî

çàëåæíèìè ëèøå âiä t êîåôiöi¹íòàìè, à àíçàöè ìàþòü çàãàëüíèé âèãëÿä

u = F (t)ϕ(ω) + G(t, x), äå Gxx = 0. Òèì ñàìèì ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ

ïðèâåäåíî äî ñïiëüíîãî çàãàëüíîãî âèãëÿäó (5.19). Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ

çíàäîáèëàñÿ äîäàòêîâà çàìiíà çàëåæíî¨ iíâàðiàíòíî¨ çìiííî¨ ϕ.

Ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi, ðîçøèðåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié

ó öüîìó ïiäêëàñi âè÷åðïóþòüñÿ àëãåáðàìè g2.1, g3.1, g3.2
a , g3.3

a òà g5 ç òà-

áëèöi 5.7. Ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ G∼-íååêâiâàëåíòíèõ

îäíîâèìiðíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè g íàâåäåíî ó òàáëèöi 5.8. Âèïàäîê g1.0

ó öié òàáëèöi âiäïîâiäà¹ âèïàäêó g2.1 ó òàáëèöi 5.7 (äèâ. ëåìó 5.1).

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç òàáëèöi 5.8,

ðîçãëÿíåìî íàäêëàñ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

h(ω)φωω + φφω + αφ+ βω + γ = 0, äå h(ω) 6= 0, (5.19)

ÿêèé ìiñòèòü óñi ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ (êðiì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäàþòü àëãåáðàì g1.0 òà g1.1). Çíà÷åííÿ ñòàëèõ α, β

òà γ i çàìiíà çìiííî¨ ϕ (ÿêùî ïîòðiáíà) äëÿ íèõ íàñòóïíi:

g1.2 : α = 0, β = 0, γ = 0, ϕ = φ;

g1.3 : α = 0, β = 0, γ = 1, ϕ = φ;

g1.4 : α = 2, β = 1, γ = 0, çàìiíà ϕ = φ+ ω;

g1.5 : α = −1, β = 0, γ = −1, çàìiíà ϕ = φ+ 1;

g1.6
a : α = a, β = a− 1, γ = 0, çàìiíà ϕ = φ+ ω;

g1.7 : α = 1, β = 0, γ = 1, çàìiíà ϕ = φ+ ω + 1;

g1.8
a : α = 2a, β = a2 + 1, γ = 0, ϕ = φ.

Ëiíiéíi ðîçâ'ÿçêè ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿííÿ (5.19), òàê ñàìî ÿê i âñi

ðîçâ'ÿçêè ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü äëÿ g1.0 òà g1.1, äàþòü ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿíü ç êëàñó L
∣∣
S , ùî ¹ ëiíiéíèìè çà x. Ðîçâ'ÿçêè, ëiíiéíi çà x � ñïiëü-

íi äëÿ âñiõ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S i âè÷åðïóþòüñÿ äâîìà ñiì'ÿìè: u = c0

òà u = (x + c1)/(t + c2), äå c0, c1 òà c2 � äîâiëüíi ñòàëi. �õ íàâåäåíî

ó ïiäðîçäiëi 5.3.6, ïðè îïèñi îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨.
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Çíàéäåìî ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

êëàñó (5.19) òà âèêîðèñòà¹ìî ¨õ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü,

ùî âiäïîâiäàþòü ïiäàëãåáðàì g1.2�g1.8
a (òàáëèöÿ 5.8). Ùîá çíàéäåíi ñèìå-

òði¨ áóëè äiéñíî ñèìåòðiÿìè ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü, ïåðåòâîðåííÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi ìiæ ðiâíÿííÿìè ç êëàñó (5.19) íå âèêîðèñòîâóþòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.1. Çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (h(ω), α, β, γ), ùî âiä-

ïîâiäàþòü ðiâíÿííÿì ç êëàñó (5.19) ç íåíóëüîâèìè ìàêñèìàëüíèìè àë-

ãåáðàìè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi h, âè÷åðïóþòüñÿ íàñòóïíèìè:

1. h = h0

(
ω + γ

β

)2
, β 6= 0: h = 〈

(
ω + γ

β

)
∂ω + φ∂φ〉;

2. h = h0, β = 0, γ 6= 0: h = 〈∂ω〉;

3. h = h0|ω + µ|3/2, α = β = 0, γ 6= 0: h = 〈2(ω + µ)∂ω + φ∂φ〉;

4. h = −α
2ω

2 + µω + ν, β = γ = 0:

h = 〈h∂ω − αh∂φ,−
(
h
∫

dω
h

)
∂ω +

(
φ+ αh

∫
dω
h + αω − µ

)
∂φ〉;

5. hωω = κ
h − α, β = γ = 0: h = 〈h∂ω + (κ− αh)∂φ〉;

6.
hωω + α

(hω + αω + µ)2
=
κ

h
, β = γ = 0: h = 〈ξ∂ω + (φ− αξ + αω + µ)∂φ〉.

Òóò h0 6= 0, µ, ν òà κ 6= 0 � äîâiëüíi ñòàëi, ôóíêöiÿ h(ω) ¹ ðîçâ'ÿçêîì

íàâåäåíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, à ôóíêöiþ ξ âèçíà÷åíî ôîðìó-

ëîþ

ξ =
hω + αω + µ

hωω + α
.

Äîâåäåííÿ. Áóäü-ÿêèé îïåðàòîð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ äîâiëüíîãî ðiâíÿííÿ

ç êëàñó (5.19) ìà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä

ξ(ω)∂ω + [c1φ− αξ(ω) + αc1ω + c0]∂φ,

äå c1 òà c0 � äîâiëüíi ñòàëi, à êîåôiöi¹íò ξ = ξ(ω) çàäîâîëüíÿ¹ êëàñèôi-

êóþ÷i óìîâè

(ξω − 2c1)(βω + γ) + βξ = 0, (5.20)
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ξω −
hω
h
ξ = −c1. (5.21)

Ç ðiâíÿííÿ

hξωω = −αξ + c1αω + c0 (5.22)

çà óìîâè (5.21) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹

(hωω + α)ξ = c1hω + c1αω + c0. (5.23)

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü (5.20), (5.21), (5.23) ñïî÷àòêó ïðîiíòå-

ãðó¹ìî ðiâíÿííÿ (5.20), ðîçãëÿäàþ÷è âèïàäêè β = 0 òà β 6= 0 îêðåìî.

Ïðè β 6= 0 ç ðiâíÿííÿ (5.20) ìà¹ìî

ξ =
c1(βω + γ)

β
+

b

βω + γ
.

Òóò i íèæ÷å b ¹ ñòàëîþ iíòåãðóâàííÿ. Ïðèïóùåííÿ b 6= 0 âåäå äî ñóïå-

ðå÷íîñòi. Îòæå, b = 0, òîáòî ξ = c1(ω + γ
β ), çâiäêè ξωω = 0. Ç ðiâíÿííÿ

(5.22) îòðèìó¹ìî c0 = c1
αγ
β . Îñêiëüêè àëãåáðà h ïîâèííà áóòè íåíóëüî-

âîþ, âîíà îáîâ'ÿçêîâî ìiñòèòü âåêòîðíå ïîëÿ ç íåíóëüîâèì çíà÷åííÿì c1.

Îòæå, ç (5.21) îòðèìó¹ìî (ω + γ
β )hω = 2h, ùî äà¹ ïóíêò 1 òâåðäæåííÿ.

ßêùî β = 0 òà γ 6= 0, òî ç (5.20) îòðèìó¹ìî ξ = 2c1ω+b i ðîçùåïëþ-

¹ìî (5.22) çà ω. Ìà¹ìî αc1 = 0 òà c0 = αb. Òîäi âèêîðèñòà¹ìî (5.21), ùîá

îòðèìàòè ïóíêò 2 (ÿêùî c1 = 0 äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ àëãåáðè h) òà ïóíêò 3

(iíàêøå).

Ðiâíÿííÿ (5.20) ç β = γ = 0 ¹ òîòîæíiñòþ. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî ïiä-

âèïàäêè hωω + α = 0 òà hωω + α 6= 0.

ßêùî hωω + α = 0, ïðîiíòåãðóâàâøè (5.21) ìà¹ìî ξ = bh− c1h
∫

dω
h .

Öå äà¹ ïóíêò 4.

Ïðè hωω + α 6= 0 ç ðiâíÿííÿ (5.23) ìà¹ìî

ξ =
hω + αω

hωω + α
c1 +

1

hωω + α
c0.

Òîäi ðiâíÿííÿ (5.21) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi K1c1 +K0c0 = 0, äå

K0 =

[
1

h(hωω + α)

]
ω

h òà K1 = 2 + (hω + αω)K0.
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ßêùî K0 = 0, òî K1 = 2, c1 = 0 òà κ := h(hωω + α) = const. Çâiäñè

îòðèìó¹ìî ïóíêò 5. Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî K0 6= 0. K1 òà K0 � ëiíiéíî

çàëåæíi, iíàêøå c1 = c0 = 0, ùî âiäïîâiäà¹ òðèâiàëüíié àëãåáði. Îòæå,

µ := −K1/K0 = const, çâiäêè c0 = µc1. Ïiñëÿ ïåðøîãî iíòåãðóâàííÿ

ðiâíÿííÿ (5.21) ìà¹ìî

h

hω + αω + µ

[
(hω + αω + µ)2

h(hωω + α)

]
ω

= 0,

àáî, ùî òå ñàìå,

hωω + α

(hω + αω + µ)2
=
κ

h
,

äå κ � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî ïóíêò 6.

Äëÿ äâîõ îñòàííiõ ïóíêòiâ κ 6= 0, îñêiëüêè hωω + α 6= 0.

Ðiâíÿííÿ (5.19) ç h = −α
2ω

2 + µω + ν òà β = γ = 0 (ïóíêò 4 äîâå-

äåíîãî òâåðäæåííÿ) äîïóñêà¹ íàéøèðøó (äâîâèìiðíó) àëãåáðó ñèìåòðié.

Ó öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (5.19) ó çìiííèõ

ω̃ =

∫
dω

−α
2ω

2 + µω + ν
, φ̃ = φ+ αω − µ

ìîæíà îäèí ðàç ïðîiíòåãðóâàòè é îòðèìàòè 2φ̃ω̃ = c0 − φ̃2. Ðîçâ'ÿçîê

ïðîiíòåãðîâàíîãî ðiâíÿííÿ çàëåæèòü âiä çíàêó ñòàëî¨ iíòåãðóâàííÿ c0:

φ̃ = −κ tg
(κ

2 ω̃ + c1

)
, ÿêùî c0 < 0, κ :=

√
−c0,

φ̃ =
2

ω̃ + c1
àáî φ̃ = 0, ÿêùî c0 = 0,

φ̃ = κ
c1e

κω̃ − 1

c1eκω̃ + 1
àáî φ̃ = κ, ÿêùî c0 > 0, κ :=

√
c0,

äå c1 � ùå îäíà ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. Âèãëÿä ω̃ çàëåæèòü âiä çíàêó D =
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µ2 + 2αν òà âiä ñòàëèõ α, µ i ν, à ñàìå:

ω̃ =



ω

ν
, α = 0, µ = 0, ν 6= 0,

1

µ
ln

∣∣∣∣ω +
ν

µ

∣∣∣∣ , α = 0, µ 6= 0,

− 2√
−D

arctan
αω − µ√
−D

, α 6= 0, D < 0,

2

αω − µ
, α 6= 0, D = 0,

1√
D

ln

∣∣∣∣∣αω − µ+
√
D

αω − µ−
√
D

∣∣∣∣∣ , α 6= 0, D > 0.

Îòæå, ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè äëÿ φ̃ òà ω̃ ó ðiâíÿííÿ φ = φ̃(ω̃) − αω + µ,

îòðèìó¹ìî 15 ðiçíèõ âèðàçiâ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.19) ç ôóíêöi¹þ h,

êâàäðàòè÷íîþ çà ω, òà β = γ = 0. Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà çàñòîñóâàòè äî

ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäàþòü ïiäàëãåáðàì g1.2 òà g1.6
1 (òàáëè-

öÿ 5.8), äå α = 0 òà α = 1 âiäïîâiäíî.

ßêùî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ h ó ïóíêòi 5 òâåðäæåííÿ 5.1

äîìíîæèòè íà 2hω òà îäèí ðàç ïðîiíòåãðóâàòè, îòðèìà¹ìî h2
ω = 2ν ln |h|−

2αh+ c1, äå c1 � äîâiëüíà ñòàëà. Ïiñëÿ äðóãîãî iíòåãðóâàííÿ îòðèìà¹ìî

íåÿâíèé âèãëÿä çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

±
∫

dh√
2ν ln |h| − 2αh+ c1

= ω + c2.

Äëÿ äåÿêèõ ïóíêòiâ òâåðäæåííÿ 5.1 ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðèíàéìíi

÷àñòêîâi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.19) ç îêðåìèìè çíà-

÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ. Âèêîðèñòà¹ìî, íàïðèêëàä, ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü

ç êëàñó (5.19) äî àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

Àëãåáðà ñèìåòðié ó ïóíêòi 3 äà¹ àíçàö φ = c
√
|ω + µ|. Òóò ñòàëà c ¹

ðîçâ'ÿçêîì ðåäóêîâàíîãî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ 2εc2 − h0c+ 4γ = 0, äå

ε = sign(ω + µ), ùî äà¹

c =
1

4ε

(
h0 ±

√
h2

0 − 32εγ
)
.
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Òàêèì ÷èíîì, ïðè γ = 1 ìîæíà âèêîðèñòàòè öåé ðîçâ'ÿçîê φ ðåäóêî-

âàíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ïiäàëãåáði g1.3 ç òàáëèöi 5.8, i îòðèìàòè

ðîçâ'ÿçîê

u(t, x) = c

√∣∣∣∣x− t2

2
+ µ

∣∣∣∣+ t (5.24)

óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà Lf0, äå f 0 = h0

∣∣x − t2

2 + µ
∣∣3/2, à µ = 0

ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi.

ßêùî ïîêëàñòè α = µ = 0 ó ïóíêòi 6, òî ðiâíÿííÿ hωω/hω = κhω/h

äëÿ h ìîæíà ïðîiíòåãðóâàòè:

h = h0|ω + λ|
1

1−κ ÿêùî κ 6= 1,

h = h0e
λω, ÿêùî κ = 1.

Âiäïîâiäíà àëãåáðà ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié äàñòü àíçàö φ = c(h/h0)
κ. Òóò h0

òà λ � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ. Ïîáóäîâàíèé àíçàö çâîäèòü ðiâíÿííÿ (5.19)

äî êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ íà c, ÿêå ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè: c = 0 òà

c = sign(ω + λ)
1− 2κ

1− κ
h1−κ

0 , ÿêùî κ 6= 1,

c = −λ, ÿêùî κ = 1,

Âèêîðèñòàâøè öåé ðåçóëüòàò äëÿ ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiä-

à¹ àëãåáði g1.2 ç òàáëèöi 5.8, îòðèìà¹ìî ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäó

u(t, x) = chκ0 |x + λ| κ
1−κ òà u(t, x) = −λh0e

λx äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Áþðãåðñà ut + uux + h0|x + λ| 1
1−κuxx = 0 òà ut + uux + h0e

λxuxx = 0

âiäïîâiäíî.

Çàóâàæåííÿ 5.2. ßêùî ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ ëi¨âñüêi ñèìå-

òði¨ ùî íå iíäóêóþòüñÿ ëi¨âñüêèìè ñèìåòðiÿìè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, òî

êàæóòü, ùî âèõiäíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ïðèõîâàíi (àáî äîäàòêîâi ñèìåòði¨ âiä-

íîñíî âiäïîâiäíî¨ ðåäóêöi¨. Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó L
∣∣
S çà àëãåáðàìè g1.0 òà g1.1 ïðèçâîäÿòü äî ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ïåð-

øîãî ïîðÿäêó. Îòæå, âiäïîâiäíi âèõiäíi ðiâíÿííÿ äîïóñêàþòü íåñêií÷åí-

íîâèìiðíi ñiì'¨ ïðèõîâàíèõ ñèìåòðié âiäíîñíî âèùåçãàäàíèõ ðåäóêöié,
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àëå öi ñèìåòði¨ íåñóòò¹âi äëÿ ðîçãëÿäó, îñêiëüêè âîíè íå äàþòü íîâèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Iíøi àëãåáðè ç òàáëèöi 5.8 ïðèâîäÿòü äî ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü

äðóãîãî ïîðÿäêó çàãàëüíîãî âèãëÿäó (5.19). Ñåðåä ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié òà-

êèõ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü ¹ ÿê iíäóêîâàíi, òàê i ïðèõîâàíi ñèìåòði¨. À ñà-

ìå, ó ïóíêòàõ 1�3 òâåðäæåííÿ 5.1 âñi ñèìåòði¨ âiäïîâiäíèõ ðåäóêîâàíèõ

ðiâíÿíü, (ÿêi ïîáóäîâàíî çà àëãåáðàìè g1.4, g1.6
a , äå a 6= 1, g1.8

a ; g1.3, g1.5,

g1.7; g1.3 âiäïîâiäíî) iíäóêóþòüñÿ ëi¨âñüêèìè ñèìåòðiÿìè âiäïîâiäíèõ âè-

õiäíèõ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S . Óìîâà β = γ = 0 ó ïóíêòàõ 4�6 âèêîíó¹òüñÿ

òiëüêè äëÿ ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü, îòðèìàíèõ ç âèêîðèñòàííÿì àëãåáð g1.2

òà g1.6
1 . Ó ïóíêòi 4 ïåðøèé áàçèñíèé îïåðàòîð ¹ iíäóêîâàíèì òiëüêè ÿêùî

f = x äëÿ ðåäóêöi¨ çà g1.2, à äðóãèé � òiëüêè ÿêùî f = t(ω + ν̄)2, äå

ω = x/t äëÿ ðåäóêöi¨ çà g1.6
1 . Óñi iíøi ëi¨âñüêi ñèìåòði¨ ðåäóêîâàíèõ ðiâ-

íÿíü, ïðåäñòàâëåíèõ ó ïóíêòàõ 4�6, ¹ ïðèõîâàíèìè ñèìåòðiÿìè âiäïîâiä-

íèõ âèõiäíèõ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S .

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi ðåäóêöi¨ çà äâîâèìiðíèìè íååêâiâàëåíòíèìè

ïiäàëãåáðàìè àëãåáðè g. Äëÿ öüîãî äëÿ êîæíîãî áàçèñíîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ ïiäàëãåáðè çàïèøåìî õàðàêòåðèñòèêó ðiâíÿííÿ i îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

ç äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. ßêùî ñèñòåìà ñóìiñíà, òî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê

äà¹ àíçàö, ùî çâîäèòü âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ ç êëàñó L
∣∣
S äî àëãåáðà¨÷íèõ

ðiâíÿíü.

Ñèñòåìà, îòðèìàíà äëÿ g2.1, ¹ íåñóìiñíîþ, îòæå öÿ ïiäàëãåáðà íå

äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè àíçàö. Çà ïiäàëãåáðîþ g2.4 ìîæíà ïîáóäóâàòè àíçàö

u = (t + c)x/(t2 + 1), àëå âiäïîâiäíå ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ c2 + 1 = 0, äå

c � ñòàëà, íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

Íàñòóïíi ïiäàëãåáðè äîçâîëÿþòü ïîáóäóâàòè äåÿêi ïðîñòi ðîçâ'ÿçêè:

u = 0 çà ïiäàëãåáðîþ g2.2, u = 0 òà u = x
t çà ïiäàëãåáðîþ g2.3, u = 0

òà u = e−x çà ïiäàëãåáðîþ g2.5, u = a−1x|x|−1/a çà ïiäàëãåáðîþ g2.6
a , à çà

ïiäàëãåáðîþ g2.7 ïåðåîòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê (5.24) ç µ = 0 òà h0 = κ.

Óñi iíøi äâîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè g ìiñòÿòü (ç òî÷íiñòþ äî G∼-

åêâiâàëåíòíîñòi) âåêòîðíå ïîëå P x, à òîìó ìîæóòü äàòè ùîíàéáiëüøå
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ñòàëi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëàñó (5.14).

Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêèé ëi¨âñüêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà

ìîæíà îòðèìàòè ç ëi¨âñüêîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi ÷åðåç ïåðåòâîðåííÿ Êîóëà�Õîïôà. Ïåðåä òèì, ÿê ïîäàòè âiäïîâiäíå

òâåðäæåííÿ, çãàäà¹ìî, ùî ìàêñèìàëüíà àëãåáðà ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi

gh ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi vt + vxx = 0 ïîðîäæó¹òüñÿ âå-

êòîðíèìè ïîëÿìè

P̂t = ∂t, D̂ = 2t∂t + x∂x, K̂ = t2∂t + tx∂x +
(

1
4x

2 − 1
2t
)
v∂v,

P̂x = ∂x, Ĝ = t∂x +
1

2
xv∂v, Î = v∂v, h(t, x)∂v,

äå h(t, x) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ. Áóäü-ÿêîìó âå-

êòîðíîìó ïîëþ Q = c0Pt + c1D + c2K + c3Px + c4Γ ç ìàêñèìàëüíî¨ àë-

ãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi g1 ðiâíÿííÿ L1 ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü

âåêòîðíå ïîëå Q̂ = c0P̂t + c1D̂ + c2K̂ + c3P̂x + c4Ĝ ç àëãåáðè gh.

Òâåðäæåííÿ 5.2. Ðîçâ'ÿçîê u ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L1 ¹ iíâàðiàíòíèì çà

âåêòîðíèì ïîëåì Q ç àëãåáðè g−1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè u = 2vx/v

äëÿ äåÿêîãî Q̂µ-iíâàðiàíòíîãî ðîçâ'ÿçêó v ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðî-

âiäíîñòi vt + vxx = 0, äå µ = const òà Q̂µ = Q̂− µÎ ∈ gh.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ãëàäêi ôóíêöi¨ u òà v, ùî çàëåæàòü âiä t òà x, ïîâ'ÿçàíi

ìiæ ñîáîþ ïåðåòâîðåííÿì Êîóëà�Õîïôà u = 2vx/v, òî

Q[u] = Q[2vx/v] = 2(Q̂[v]/v)x.

Íåõàé u ¹ Q-iíâàðiàíòíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ L1. Òîäi ôóíêöiþ v

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-

íîñòi vt + vxx = 0, òîìó (Q̂[v]/v)x = Q[u]/2 = 0, òîáòî Q̂[v] = µv äëÿ

äåÿêî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ µ(t). Ïîäi¹ìî îïåðàòîðîì T = Dt+ Dxx íà îáèäâi

÷àñòèíè îòðèìàíîãî ðiâíÿííÿ:

T Q̂[v] = Q̂[T v]− 2(c2t+ c1)T v = µtv + µT v.
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Ç îãëÿäó íà òå, ùî T v = 0 òà T Q̂[v] = 0, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî µt = 0,

òîáòî µ ¹ ñòàëîþ. À îñêiëüêè Q̂[v] − µv = Q̂µ[v] = 0, ôóíêöiÿ v ¹ Q̂µ-

iíâàðiàíòíîþ.

Íàâïàêè, ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ µ ôóíêöiÿ v ¹ Q̂µ-iíâàðiàíòíèì

ðîçâ'ÿçêîì ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi vt + vxx = 0, òî ôóí-

êöiÿ u = 2vx/v ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L1 i

Q[u] = Q[2vx/v] = 2(Q̂[v]/v)x = 2(Q̂µ[v]/v)x = 0,

òîáòî, ôóíêöiÿ u ¹ Q-iíâàðiàíòíèì.

5.3.6 Îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü Lf ¹ ¾no-
go¿ çàäà÷åþ. Ñïðàâäi, ïîêëàâøè ξ = 1 i çàñòîñóâàâøè êðèòåðié óìîâíî¨

iíâàðiàíòíîñòi, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ Lf âèçíà÷àëüíå ðiâ-
íÿííÿ íà ¹äèíèé íåâiäîìèé êîåôiöi¹íò η = η(t, x, u) ìà¹ âèãëÿä

ηt + uηx + η2 + fx(ηx + ηηu) + f(ηxx + 2ηηxu + η2ηuu) = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà Lf ñóïåðïîçèöi¹þ äè-

ôåðåíöiàëüíî¨ ïiäñòàíîâêè η = −Φx/Φu, äå Φ � äåÿêà ãëàäêà ôóíêöiÿ

âiä (t, x, u), Φu 6= 0, òà ïåðåòâîðåííÿ ãîäîãðàôà, äå íîâèìè íåçàëåæíèìè

çìiííèìè áóäóòü t̃ = t, x̃ = x òà κ = Φ, à íîâèìè çàëåæíèìè � ũ = u (κ
âiäiãðàâàòèìå ðîëü ïàðàìåòðà).

Áiëüø òîãî, ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåíü åêâiâàëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ ðå-

äóêöi¨ i ñiìåé ðîçâ'ÿçêiâ, iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ îïå-

ðàòîðàìè ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ Lf ç íóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ∂t òà îäíî-

ïàðàìåòðè÷íèìè ñiì'ÿìè ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêi iíâàðiàíòíi âiä-

íîñíî öüîãî îïåðàòîðà. Çàäà÷à ïîáóäîâè âñiõ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ñiìåé

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Lf ïîâíiñòþ åêâiâàëåíòíà çàäà÷i âè÷åðïíîãî îïèñó

éîãî îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ç íóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ∂t.

ßêùî äàíî ñiì'þ F = {u = F (t, x,κ)} ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Lf , ïà-
ðàìåòðèçîâàíó îäíèì ñóòò¹âèì ïàðàìåòðîì κ, òî âiäïîâiäíèé ñèíãóëÿð-
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íèé îïåðàòîð ðåäóêöi¨ ìà¹ âèãëÿä Q = ∂x − (Φx/Φu)∂u, äå ôóíêöiÿ Φ

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ u = F (t, x,κ) âiäíîñíî κ, òîáòî κ = Φ(t, x, u). Ïî-

áóäîâàíèé çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà Q àíçàö u = F (t, x, ϕ(ω)), äå ω = t,

ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ Lf äî ϕω = 0. Òàêå ñïðîùåííÿ ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿí-

íÿ ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî çíàþ÷è îäíîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ F ðîçâ'ÿçêiâ,

ìîæíà âèáðàòè êîíêðåòíèé àíçàö.

Ðåãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S ìàþòü (ç òî÷íiñòþ

äî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ùî iñíó¹ íà ìíîæèíi îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨)

çàãàëüíèé âèãëÿä Q = ∂t+ξ(t, x, u)∂x+η(t, x, u)∂u i çàäîâîëüíÿþòü óìîâ-

íèé êðèòåðié iíâàðiàíòíîñòi

Q
(2)
Lf
∣∣
L(2)∩Q(2)

= 0. (5.25)

Òóò ìíîãîâèä Q(2) ó ïðîñòîði ñòðóìåíiâ äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷åíî óìî-

âîþ iíâàðiàíòíîñòi ïîâåðõíi Q[u] := η − ut − ξux = 0 òà ¨¨ äèôåðåí-

öiàëüíèìè íàñëiäêàìè DtQ[u] = 0 òà DxQ[u] = 0 (îñòàííi íå âèêîðè-

ñòîâóþòüñÿ ó ðîçðàõóíêàõ, îñêiëüêè âíàñëiäîê íîðìóâàííÿ êîåôiöi¹íò τ

îïåðàòîðà Q äî îäèíèöi âèðàç Q(2)Lf [u] íå ìiñòèòü ïîõiäíèõ utt òà utx).

Îòæå, ðiâíiñòü (5.25) ìà¹ âèãëÿä

ηt + ηux + ηxu+ (ft + ξfx)uxx + ηxxf
∣∣∣
{ut+uux+fuxx=0, ut+ξux=η}

= 0.

Ïiäñòàâèâøè ut = η − ξux òà uxx = (ξux − uux − η)/f i ðîçùåïèâøè

ðåçóëüòàò çà ux, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü

ξuu = 0, ηuu =
2

f
ξu(ξ − u) + 2ξxu,

(2ξu + 1)η +

(
ft
f

+
fx
f
ξ

)
(ξ − u) + 2fηxu − ξt − 2ξxξ + uξx − fξxx = 0,

ηt + uηx + fηxx −
(
ft
f

+
fx
f
ξ

)
η + 2ξxη = 0. (5.26)

Iíòåãðóþ÷è äâà ïåðøèõ ðiâíÿííÿ, îòðèìó¹ìî âèðàçè äëÿ ξ òà η:

ξ = ξ1(t, x)u+ ξ0(t, x),
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η =
ξ1
(
ξ1 − 1

)
3f

u3 +

(
ξ1
x +

ξ1ξ0

f

)
u2 + η1(t, x)u+ η0(t, x),

äå êîåôiöi¹íòè ξ1, ξ0, η1 òà η0 � íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨. Ïiäñòàâëÿ¹ìî ¨õ

ó âñi âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ, êðiì (5.26):

ξ1(ξ1 − 1)(2ξ1 + 1) = 0,

ξ1(2ξ1 + 1)ξ0 − ξ1(ξ1 − 1)fx = 0,

(ξ1 − 1)ft + (2ξ1 + 1)(fη1 + fξ0
x − fxξ0) = 0,

(2ξ1 + 1)η0 +

(
ft
f

+
fx
f
ξ0

)
ξ0 + 2fη1

x − ξ0
t − 2ξ0ξ0

x − fξ0
xx = 0.

(5.27)

Ïîäàëüøå ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ïðîâåäåíî â îêðå-

ìèõ ïóíêòàõ öüîãî ïiäðîçäiëó. Âîíî çàëåæèòü âiä âèáîðó îäíîãî ç òðüîõ

ìîæëèâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ: ξ1 = 1, ξ1 = −1
2 àáî ξ1 = 0 (ðå-

øòó ðiâíÿíü ñèñòåìè (5.27) íàâåäåíî âæå ç âðàõóâàííÿì òîãî ôàêòó, ùî

ξ1 � ñòàëà). Ðîçãëÿä âèïàäêó ξ1 = 0, â ñâîþ ÷åðãó, ðîçäiëåíî íà äâà ïiä-

âèïàäêè: ξ0
xx = 0 òà ξ0

xx 6= 0. Íàãîëîñèìî, ùî âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ (5.26)

áóäå ïåðåïèñàíî â òåðìiíàõ ξ1, ξ0, η1 i η0 òà ðîçùåïëåíî çà u äëÿ êîæíîãî

çíà÷åííÿ ξ1.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ðîçáèòòÿ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü ç êëà-

ñó (5.14) (à òî÷íiøå � ïàð ¾ðiâíÿííÿ, éîãî îïåðàòîð ðåäóêöi¨¿) íà ñèí-

ãóëÿðíi òà ðåãóëÿðíi, à òàêîæ ïîäàëüøå ðîçáèòòÿ ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨ íà ïåðåðàõîâàíi ïiäâèïàäêè, ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ïåðåòâî-

ðåíü ç ãðóïè G∼.

Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ïðîêëàñèôiêîâàíî ç òî÷íiñòþ äî

âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ (äîìíîæåí-

íÿ íà íåíóëüîâó ôóíêöiþ), à òàêîæ ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi

(àáî, ùî òå ñàìå, G∼-åêâiâàëåíòíîñòi âíàñëiäîê íîðìàëiçîâàíîñòi êëà-

ñó L
∣∣
S). Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.14. Ç òî÷íiñòþ äî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨ âñi ðåãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ðiâíÿíü Lf ç êëàñó L
∣∣
S âè÷åð-

ïóþòüñÿ ÷îòèðìà ïiäìíîæèíàìè:
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1) Q1 = ∂t + u∂x äëÿ êîæíîãî ðiâíÿííÿ Lf ç êëàñó L
∣∣
S;

2) îïåðàòîðè ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ ç íåíóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ∂t;

3) Qθ = ∂t− (θt/θx)∂x äëÿ ðiâíÿíü Lfθ, äå f θ = −1/θx, äå θ = θ(t, x) �

äîâiëüíèé (íåñòàëèé) ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

θt =
θxx
θx

+ h(θ)θx,

h � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ âiä θ;

4) Qξ0η1η0

= ∂t+
(
− 1

2u+ξ0
)
∂x+

(
1
4u

3− 1
2ξ

0u2+η1u+η0
)
∂u äëÿ êëàñè÷íîãî

ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L1 (à çàâäÿêè ïåðåòâîðåííÿì ç G∼ � i äëÿ âñiõ

ðiâíÿíü Lc, c = const), äå

ξ0 =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 z1

1 u2 z2

1 u3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣∣
, η1 =

1

4

∣∣∣∣∣∣∣
1 y1 z1

1 y2 z2

1 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣∣
, η0 = −1

4

∣∣∣∣∣∣∣
u1 y1 z1

u2 y2 z2

u3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 u1 y1

1 u2 y2

1 u3 y3

∣∣∣∣∣∣∣
,

ui � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ L1, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷íèê ó çíàìåííèêàõ íå

äîðiâíþ¹ íóëþ, yi = 2uix + (ui)2, zi = 4uixx + 6uiuix + (ui)3, i = 1, 2, 3.

Äâà íàñòóïíèõ ïóíêòè ïðèñâÿ÷åíî äîâåäåííþ òåîðåìè äëÿ âèïàäêiâ

ξ1 = 1 òà ξ1 = −1
2 , à âèïàäîê ξ1 = 0 áóäå ðîçáèòî íà äâà ïiäâèïàä-

êè çàëåæíî âiä òîãî, ÷è äîðiâíþ¹ íóëþ êîåôiöi¹íò ξ0
xx, êîæíèé ç ÿêèõ

ðîçãëÿíóòî â îêðåìèõ ïóíêòàõ.

Òðèâiàëüíèé âèïàäîê ξ1 = 1 Âèïàäîê ξ1 = 1 îïèñàíî â Àðiãî (1993) òà

Ïó÷÷i (1992). Ç âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü ìà¹ìî

ξ0 = 0, η1 = 0, η0 = 0,
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ùî äîâîäèòü ïóíêò 1 òåîðåìè 5.14. Âåêòîðíå ïîëå Q1 = ∂t + u∂x ¹ ¹äè-

íèì ñïiëüíèì îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨ äëÿ âñiõ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S . Âií äî-

çâîëÿ¹ îòðèìàòè äâîïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ íåòðèâiàëüíèõ Q1-iíâàðiàíòíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ u(t, x) = (x + c1)/(t + c2), äå c1 i c2 � äîâiëüíi ñòàëi, à òàêîæ

ñiì'þ ñòàëèõ ðîçâ'ÿçêiâ u = const.

Âñi öi ðîçâ'ÿçêè ¹ ëi¨âñüêè iíâàðiàíòíèìè (îòðèìàíi çà äîïîìîãîþ

ëi¨âñüêèõ ðåäóêöié), äèâ. ïiäðîçäië 5.3.5. Äî òîãî æ, öå ¹äèíi ñïiëüíi

ðîçâ'ÿçêè äëÿ âñiõ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S .

Çàóâàæåííÿ 5.3. Íàéêðàùèé ñïîñiá ïîáóäîâè Q1-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L1 : L1[u] ≡ ut + uux + uxx = 0 � ïðîiíòåãðóâàòè

ñïî÷àòêó ðiâíÿííÿ L1[u] + Q1[u] = uxx = 0, çâiäêè îòðèìà¹ìî âèðàç

u = α(t)x + β(t), äå α i β � äåÿêi ãëàäêi ôóíêöi¨ âiä t. Óçàãàëüíåíå

âåêòîðíå ïîëå Q̂ = (L1[u] +Q1[u])∂u = uxx∂u åêâiâàëåíòíå åâîëþöiéíîìó

ïðåäñòàâíèêó Q1[u]∂u îïåðàòîðà Q1 íà ìíîæèíi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L1,

îòæå öå � óçàãàëüíåíà óìîâíà ñèìåòðiÿ ðiâíÿííÿ L1. Òîìó âiäïîâiäíèé

àíçàö u = α(t)x+β(t) çâîäèòü ðiâíÿííÿ L1 äî ñèñòåìè ç äâîõ çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà ôóíêöi¨ α i β:

αt + α2 = 0, βt + αβ = 0.

Ïîâíèé íàáið ôóíêöiîíàëüíî íåçàëåæíèõ iíòåãðàëiâ ðiâíÿííÿ Q1[u] = 0

ñêëàäàþòü x − ut òà u. Îòæå, áåçïîñåðåäíüî çà äîïîìîãîþ Q1 áóäó¹ìî

íåÿâíèé àíçàö u = ϕ(ω), äå ω = x − ut (âiäïîâiäíî x − ut = ϕ(ω),

äå ω = u) äëÿ Q1-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ x − ut 6= const (âiäïîâiäíî

u 6= const). Äëÿ îáîõ àíçàöiâ ïîâ'ÿçàíi ç íèìè ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü

âèãëÿä ϕωω = 0.

¾No-go¿ âèïàäîê ξ1 = −1
2

Âèïàäîê ξ1 = −1
2 ìîæëèâèé òiëüêè ÿêùî

f = const, òîáòî ïðèõîäèìî äî çàäà÷i âiäøóêàííÿ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨

äëÿ êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà. Îñêiëüêè ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi êëà-

ñó L
∣∣
S ìiñòèòü ïåðåòâîðåííÿ ìàñøòàáóâàííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà, f =
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1 mod G∼, òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L1 ≡
ut + uux + uxx = 0.

Çàäà÷à îïèñó îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ â öüîìó âèïàäêó çâîäèòüñÿ äî

ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè ç òðüîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà òðè íåâiäîìi

ôóíêöi¨ ξ0, η0 i η1, ÿêà åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi ç òðüîõ åêçåìïëÿðiâ ëiíié-

íîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi (à öå ¾no-go¿ çàäà÷à). Òàêi îïåðàòîðè

ðåäóêöi¨ ìàþòü âèãëÿä

Q = ∂t +

(
−1

2
u+ ξ0

)
∂x +

(
1

4
u3 − ξ0

2
u2 + η1u+ η0

)
∂u, (5.28)

äå êîåôiöi¹íòè ξ0 = ξ0(t, x), η1 = η1(t, x) òà η0 = η0(t, x) � ãëàäêi ôóíêöi¨

âiä t òà x, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ξ0
t + 2ξ0ξ0

x + ξ0
xx − 2η1

x = 0,

η1
t + 2ξ0

xη
1 + η1

xx + η0
x = 0,

η0
t + 2ξ0

xη
0 + η0

xx = 0.

(5.29)

Îñêiëüêè ïåâíîþ äèôåðåíöiàëüíîþ ïiäñòàíîâêîþ ñèñòåìó (5.29) ìîæíà

çâåñòè äî ñèñòåìè ç òðüîõ íåçà÷åïëåíèõ êîïié ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òå-

ïëîïðîâiäíîñòi, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.29) íå ìîæíà çîáðàçèòè

ó ÿâíîìó âèãëÿäi. Îòæå, âèïàäîê ξ1 = −1
2 ¹ ¾no-go¿ âèïàäêîì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó, ðîçâèíóòó Ïîïîâè÷åì (2008), ìîæíà ïî-

êàçàòè, ùî öåé ôàêò áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî Q ¹ îïåðàòîðîì

ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ L1. Áiëüø òîãî, ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5.29)

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÷åðåç ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ç òðüîõ íåçà÷åïëåíèõ êîïié

ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà. Çàóâàæèìî, ùî â äîâåäåííÿõ Ìàíñôåëüä (1999) òà

Àðiãî (2002) íå âèêîðèñòàíî çâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (5.29) ç îïåðàòîðà-

ìè ðåäóêöi¨.

Ëåìà 5.5. Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (5.29) íà

êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ âèãëÿäó (5.28) ìîæíà çàïèñàòè ó âè-

ãëÿäi

ξ0 =
(W (v̄))x
W (v̄)

, η1 =
|v̄, v̄xx, v̄xxx|

W (v̄)
, η0 = −2

W (v̄x)

W (v̄)
, (5.30)
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äå v̄ = (v1, v2, v3) � òðiéêà ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi vt + vxx = 0, |p̄, q̄, r̄| � âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ïîáóäî-

âàíî¨ ç âåêòîð-ñòîâï÷èêiâ p̄, q̄ òà r̄, à W (v̄) = |v̄, v̄x, v̄xx| òà W (v̄x) =

|v̄x, v̄xx, v̄xxx| � âèçíà÷íèêè Âðîíñüêîãî öi¹¨ òðiéêè ðîçâ'ÿçêiâ òà òðiéêè

ïîõiäíèõ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çà x âiäïîâiäíî.

Íàâïàêè, áóäü-ÿêà òðiéêà ôóíêöié (ξ0, η1, η0), ùî äîïóñêà¹ ïðåä-

ñòàâëåííÿ (5.30), çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (5.29).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè áàçó¹òüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ îïåðàòîðiâ ðå-

äóêöi¨. Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé îïåðàòîð Q âèãëÿäó (5.28). Ìíîæèíà Q-ií-

âàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L1 : L1[u] = 0, ùî âiäïîâiä-

àþòü îïåðàòîðó Q, ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü

L1[u] = 0, Q[u] = 0, äî òîãî æ âîíà ïàðàìåòðèçîâàíà äâîìà äîâiëüíèìè

ñòàëèìè, îñêiëüêè Q � ðåãóëÿðíèé îïåðàòîð ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ Áþðãåð-

ñà.

Äëÿ çðó÷íîñòi ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó ñàìå ñèñòåìè ðiâíÿíü L1[u] =

0, L1[u] + Q[u] = 0. Ïåðåòâîðåííÿ Êîóëà�Õîïôà u = 2vx/v, çàñòîñîâàíå

äî öi¹¨ ñèñòåìè, äàñòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

vt + vxx = 0, vxxx − ξ0vxx + η1vx +
1

2
η0v = 0. (5.31)

Íåõàé òåïåð äëÿ äåÿêîãî öiëîãî n ôóíêöi¨ v1, . . . , vn âiä t òà x � ëiíiéíî

íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5.31). Òîäi ðiâíÿííÿ

u = 2
c1v

1
x + · · ·+ cnv

n
x

c1v1 + · · ·+ cnvn
(5.32)

äå c1, . . . , cn � äîâiëüíi ñòàëi, îäíî÷àñíî íå ðiâíi íóëþ, âèçíà÷à¹ ñiì'þ Q-

iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, ïàðàìåòðèçîâàíó n ñòàëèìè,

ñåðåä ÿêèõ ëèøå n−1 ñóòò¹âèõ. Îòæå, n 6 3 (ÿê êiëüêiñòü òàêèõ ïàðàìå-

òðiâ) íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè 2. Iíàêøå êàæó÷è, ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó V

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5.31) íå ïåðåâèùó¹ 3. Öÿ ðîçìiðíiñòü íå ìîæå òàêîæ

áóòè ìåíøå, íiæ 3. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿêi ôóíêöi¨ v1, . . . , vn

âiä t òà x, ùî óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó V , äå n = dimV . Òîäi âè-

ðàç (5.32) ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü L1[u] = 0 òà Q[u] = 0,

151



i öåé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìiñòèòü n− 1 ñóòò¹âèõ ñòàëèõ ïàðàìåòðiâ. Òà-

êèì ÷èíîì, n− 1 = 2, òîáòî n = 3.

Ðîçãëÿíåìî áàçèñ {v1, v2, v3} ïðîñòîðó V . Çà îçíà÷åííÿì åëåìåí-

òè V � öå ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi vt + vxx = 0, ÿêå ¹ ëi-

íiéíèì i åâîëþöiéíèì. Îòæå, iç çâè÷àéíî¨ ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi öèõ

ðîçâ'ÿçêiâ âèïëèâà¹ ¨õíÿ ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü íàä êiëüöåì ãëàäêèõ ôóí-

êöié âiä t, òîáòî âèçíà÷íèê ÂðîíñüêîãîW (v̄) ôóíêöié v1, v2 òà v3 çà x íå

äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïiäñòàâëÿþ÷è åëåìåíòè áàçèñó ó äðóãå ðiâíÿííÿ (5.31),

îòðèìà¹ìî äîáðå (êîðåêòíî) âèçíà÷åíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ

ðiâíÿíü

vixxx − ξ0vixx + η1vix + 1
2η

0vi = 0, i = 1, 2, 3,

íà êîåôiöi¹íòè ξ0, η1, η0, àáî, ùî òå ñàìå, àëå ó ìàòðè÷íié ôîðìi:

Mq̄ = v̄xxx, äå

v̄ =

 v1

v2

v3

, M =

 v1 v1
x v1

xx

v2 v2
x v2

xx

v3 v3
x v3

xx

, q̄ =

 −
1
2η

0

−η1

ξ0

.
Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ñèñòåìó âiäíîñíî ξ0, η1 òà η0, îòðèìà¹ìî âèðàçè (5.30).

Îñêiëüêè âñi ìiðêóâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó,

îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òàêîæ ìà¹ ìiñöå.

Íàñëiäîê 5.10. Êîåôiöi¹íòè îïåðàòîðà ðåäóêöi¨ (5.28) ðiâíÿííÿ Áþð-

ãåðñà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ξ0 =
1

2

|ē, ū, z̄|
|ē, ū, ȳ|

, η1 =
1

4

|ē, ȳ, z̄|
|ē, ū, ȳ|

, η0 = −1

4

|ū, ȳ, z̄|
|ē, ū, ȳ|

, (5.33)

äå âåêòîð-ñòîâï÷èêè ē, ȳ òà z̄ ñêëàäàþòüñÿ ç òðüîõ îäèíèöü, âèðàçiâ

yi = 2uix + (ui)2 òà zi = 4uixx + 6uiuix + (ui)3 âiäïîâiäíî (i = 1, 2, 3), à ū

¹ âåêòîðîì ç òðüîõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, ïðè÷îìó |ē, ū, ȳ| 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi òà ðiâ-

íÿííÿ Áþðãåðñà çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Êîóëà�Õîïôà 2vix/v
i = ui
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äà¹ ðiâíîñòi

vixx
vi

=
1

2
uix +

1

4
(ui)2,

vixxx
vi

=
3

4
uiuix +

1

8
(ui)3 +

1

2
uixx, i = 1, 2, 3,

ïiäñòàíîâêà ÿêèõ ó (5.30) äîâîäèòü íàñëiäîê. Çàóâàæèìî, ùî âèçíà÷íèê

|ē, ū, ȳ| 6= 0, òàê ñàìî ÿê i âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî W (v̄).

Íàñëiäîê 5.11. Ïðåäñòàâëåííÿ (5.30) òà (5.32), äå n = 3, ÿâíèì ÷è-

íîì âñòàíîâëþþòü âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ îïåðàòîðà-

ìè ðåäóêöi¨ âèãëÿäó (5.28) òà ñiì'ÿìè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, ùî

¹ iíâàðiàíòíèìè çà öèìè îïåðàòîðàìè.

Ïîáóäîâà ÿâíîãî âèãëÿäó àíçàöó äëÿ u øëÿõîì áåçïîñåðåäíüîãî ií-

òåãðóâàííÿ óìîâè iíâàðiàíòíîñòi ïîâåðõíi, ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó âè-

ãëÿäó (5.28), ó âèïàäêó äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (5.29), âèãëÿäà¹

äîñèòü ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Íàâiòü äëÿ ïðîñòîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (5.29),

ïðîâåäåííÿ âiäïîâiäíî¨ ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L1 ¹ íåòðèâiàëüíèì.

Äåùî êðàùèé ñïîñiá âèêîðèñòàííÿ îïåðàòîðà âèãëÿäó (5.28) äëÿ ðå-

äóêöi¨ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà � öå ðîçãëÿíóòè çàìiñòü Q óçàãàëüíåíå âå-

êòîðíå ïîëå

Q̂ = (L1[u] +Q[u])∂u,

ÿêå åêâiâàëåíòíå åâîëþöiéíîìó ïðåäñòàâíèêó Q[u]∂u îïåðàòîðà Q i ¹ óçà-

ãàëüíåíîþ óìîâíîþ ñèìåòði¹þ ðiâíÿííÿ L1. Íàñïðàâäi ðåäóêöiÿ ðiâíÿ-

ííÿ L1 çà óçàãàëüíåíèì âåêòîðíèì ïîëåì Q̂ ó ïåâíîìó ñåíñi ïðåäñòàâ-

ëåíà â äîâåäåííi ëåìè 5.5, à íàñëiäîê 5.11 âè÷åðïíî îïèñó¹ ñiì'þ Q-

iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L1.

Ðàçîì ç òèì, âèêîðèñòàâøè ïðåäñòàâëåííÿ (5.32) äëÿQ-iíâàðiàíòíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L1, äå n = 3, ìîæíà ïîáóäóâàòè àíçàö äëÿ u, ùî

âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó Q, i ïðîâåñòè ðåäóêöiþ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L1 çà

äîïîìîãîþ öüîãî àíçàöó. Ïîêëàâøè c1 = 1 òà c2 = 0 (âiäïîâiäíî c1 = 0

òà c2 = 1) i ââàæàþ÷è c3 äîâiëüíîþ ñòàëîþ, ìè îòðèìà¹ìî äâà iíòåãðàëè
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ðiâíÿííÿ Q[u] = 0:

ζ =
v1u− 2v1

x

v3u− 2v3
x

, ω =
v2u− 2v2

x

v3u− 2v3
x

.

Âîíè êîðåêòíî âèçíà÷åíi äëÿ u 6= 2v3
x/v

3 (çàâæäè ìîæíà ââàæàòè, ùî öÿ

óìîâà âèêîíàíà äëÿ êîíêðåòíîãî ðîçâ'ÿçêó u ç òî÷íiñòþ äî ïåðåéìåíó-

âàííÿ ôóíêöié v1, v2 òà v3). Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

Q[u] = 0 ìîæíà ïðåäñòàâèòè íåÿâíèì ÷èíîì ó âèãëÿäi F (ζ, ω) = 0, äå F

¹ äîâiëüíîþ íåñòàëîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ. Ç òî÷íiñòþ äî ïåðåéìå-

íóâàííÿ ζ i ω ïîõiäíó Fζ ìîæíà ââàæàòè íåíóëüîâîþ. Îòæå, ç ðiâíîñòi

F (ζ, ω) = 0 âèïëèâà¹ íåÿâíèé àíçàö ζ = ϕ(ω) äëÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨

u = u(t, x), äå ζ òà ω � íîâi çàëåæíà òà íåçàëåæíà çìiííi âiäïîâiä-

íî. Ñòàíäàðòíèé ñïîñiá âèâåäåííÿ âiäïîâiäíîãî ðåäóêîâàíîãî ðiâíÿííÿ

øëÿõîì îá÷èñëåííÿ âèðàçiâ äëÿ ïîõiäíèõ ut, ux òà uxx, ùî ìîæóòü áó-

òè îòðèìàíi ç àíçàöó, i íàñòóïíîþ ¨õ ïiäñòàíîâêîþ ó ðiâíÿííÿ L1, ¹ çà-

íàäòî ãðîìiçäêèì. Çàìiñòü öüîãî ïîäi¹ìî íà àíçàö ζ = ϕ(ω) îïåðàòîðîì

Dt+ Dxx i ïiñëÿ öüîãî çðîáèìî ïiäñòàíîâêó ut+uxx = −uux òà vit+vixx = 0

(i = 1, 2, 3). Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ϕωω Dxω = 0.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L1, ÿêi íåÿâíî çàäàíi âèðàçîì ζ = ϕ(ω)

äëÿ äåÿêèõ ãëàäêèõ ôóíêöié ϕ âiä ω, äèôåðåíöiàëüíà ôóíêöiÿ Dxω

íåíóëüîâà. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî Dxω = 0 (òîáòî ω = ω0(t)) äëÿ

äåÿêîãî ðîçâ'ÿçêó u = u0(t, x). Òîäi u0 = 2(v2
x − ω0v3

x)/(v
2 − ω0v3),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äåÿêî¨ íåíóëüîâî¨ ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ χ âiä t âè-

ðàç (v2 + ω0v3)χ äàñòü ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

vt + vxx = 0. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ v2 òà v3 � ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè

îäíîãî i òîãî æ ðiâíÿííÿ, öå ìîæëèâî òiëüêè òîäi, êîëè ω0 ¹ ñòàëîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ïiäñòàíîâêà u = u0(t, x) ó ζ äà¹ ñòàëå çíà÷åííÿ ζ0 =

ϕ(ω0), à îòæå u0 = 2(v1
x − ζ0v3

x)/(v
1 − ζ0v3). Ïîðiâíþþ÷è äâà âèðàçè

äëÿ ðîçâ'ÿçêó u = u0(t, x), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ôóíêöi¨ v1, v2 òà v3

ëiíiéíî çàëåæíi, öèì ñàìèì ïðèõîäèìî äî ñóïåðå÷íîñòi.

Îñêiëüêè Dxω 6= 0, ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó ϕωω = 0.
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Éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ = c̃1ω+c̃2, ùî ïîâíiñòþ óçãîäæó¹òüñÿ ç ïðåä-

ñòàâëåííÿì (5.32) i àíçàöó ζ = ϕ(ω). Öå ðåäóêîâàíå ðiâíÿííÿ îòðèìàíî

äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðàQ âèãëÿäó (5.28), i âîíî ïðîñòiøå, íiæ òi îêðåìi

âèïàäêè ðåäóêîâàíèõ ðiâíÿíü, ùî âèâåäåíi ðàíiøå Àðiãî (1993) òà Ïi÷÷i

(1992). Öåé ôàêò ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî àíçàö ζ = ϕ(ω), ïîáóäîâà ÿêîãî

áàçó¹òüñÿ íà ïðåäñòàâëåííi (5.32) äëÿ Q-iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-

íÿ Áþðãåðñà L1, êðàùå óçãîäæó¹òüñÿ çi ñòðóêòóðîþ öüîãî ðiâíÿííÿ, íiæ

÷àñòêîâi âèïàäêè àíçàöiâ, ÿêi íàâåäåíî Àðiãî (1993) òà Ïi÷÷i (1992).

Âèïàäîê ξ1 = 0, ξ0xx = 0, ùî ïîâ'ÿçàíèé ç ëi¨âñüêèìè ñèìåòðiÿìè Ïiäñòà-

âèâøè ξ1 = 0 ó ñèñòåìó ðiâíÿíü (5.26)�(5.27), äå ξ = ξ0(t, x) òà η =

η1(t, x)u+ η0(t, x), i ðîçùåïèâøè (5.26) çà u, îòðèìó¹ìî âèçíà÷àëüíi ðiâ-

íÿííÿ η1
x = 0, çâiäêè η1 = η1(t), à òàêîæ

η0
x + η1ξ0

x = (η1)2 − η1
t , (5.34)

ft + fxξ
0 − f(η1 + ξ0

x) = 0, (5.35)

ξ0
t + ξ0ξ0

x + fξ0
xx = η0 + η1ξ0, (5.36)

η0
t + η0ξ0

x + fη0
xx = η1η0. (5.37)

Äîâåäåìî, ùî âñi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ç íóëüîâèìè çíà÷åííÿìè ξ1

òà ξ0
xx åêâiâàëåíòíi îïåðàòîðàì ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨. Çà óìîâè ξ0

xx = 0 ç ðiâ-

íÿííÿ (5.34) îòðèìó¹ìî η0
xx = 0. Îòæå,

ξ(t, x) = ξ0(t, x) = ξ01(t)x+ ξ00(t),

η(t, x) = η1(t)u+ η01(t)x+ η00(t).

Òîäi â òåðìiíàõ íåâiäîìèõ ôóíêöié ξ01, ξ00, η1, η01 òà η00 âèçíà÷àëüíi

ðiâíÿííÿ íàáóâàþòü âèãëÿäó

ξ01
t = (η1 − ξ01)ξ01 + η01, (5.38)

ξ00
t = (η1 − ξ01)ξ00 + η00, (5.39)

η1
t = (η1 − ξ01)η1 − η01, (5.40)
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η01
t = (η1 − ξ01)η01, (5.41)

η00
t = (η1 − ξ01)η00, (5.42)

η1 =
ft
f

+
fx
f

(
ξ01x+ ξ00

)
− ξ01. (5.43)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòà¹ìî ïiä-

ñòàíîâêó ξ01 = ϕt/ϕ òà η1 = −ψt/ψ, äå ϕ òà ψ ¹ ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè

âiä t, ïðè÷îìó ϕψ 6= 0. Çîêðåìà, ç (5.41) ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

η01
t

η01
+
ϕt
ϕ

+
ψt
ψ

= 0,

ÿêå ìîæíà ïðîiíòåãðóâàòè çà óìîâè η01ϕψ = a0 = const, ùî äà¹

η01 =
a0

ϕψ
. (5.44)

Ïiäñòàâèâøè âèðàç (5.44) äëÿ η01 ó ìîäèôiêîâàíi ðiâíÿííÿ (5.38) òà

(5.40), îòðèìó¹ìî ϕttψ + ϕtψt = a0 òà ϕψtt + ϕtψt = a0, àáî, ïiñëÿ ií-

òåãðóâàííÿ,

ϕtψ = a0t+ a1, ϕψt = a0t+ a2, (5.45)

âiäïîâiäíî. Iíòåãðóþ÷è ñóìó ðiâíÿíü (5.45), ìà¹ìî

ϕψ = a0t
2 + (a1 + a2)t+ a3, (5.46)

äå a1, a2 òà a3 � äîâiëüíi ñòàëi, ïðè÷îìó (a0, a1+a2, a3) 6= (0, 0, 0) îñêiëüêè

ϕψ 6= 0. Òîäi ç ðiâíÿííÿ (5.44) ìà¹ìî

η01 =
a0

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
.

Ïîäiëèâøè êîæíå ç ðiâíÿíü (5.45) íà (5.46), îòðèìó¹ìî

ξ01 =
ϕt
ϕ

=
a0t+ a1

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
,

η1 = −ψt
ψ

= − a0t+ a2

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
.
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Ïîñëiäîâíî iíòåãðóþ÷è ùå íå âèêîðèñòàíi ðiâíÿííÿ (5.42) òà (5.39), ìà-

¹ìî

η00 =
a4

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
, ξ00 =

a4t+ a5

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
,

äå a4 òà a5 � òàêîæ ñòàëi iíòåãðóâàííÿ.

Ç îãëÿäó íà îòðèìàíi âèðàçè äëÿ ξ òà η, ìà¹ìî ñiì'þ âåêòîðíèõ ïîëiâ

Qa = ∂t +
(a0t+ a1)x+ a4t+ a5

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
∂x +

−(a0t+ a2)u+ a0x+ a4

a0t2 + (a1 + a2)t+ a3
∂u,

äå a = (a0 . . . a5) � âåêòîð ç äîâiëüíèõ ñòàëèõ, âèçíà÷åíèõ ç òî÷íiñòþ

äî ñïiëüíîãî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà, i (a0, a1 + a2, a3) 6= (0, 0, 0). Êîæåí

ç îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ Qa åêâiâàëåíòíèé (ç òî÷íiñòþ äî ìíîæåííÿ íà íå-

íóëüîâó ôóíêöiþ) îïåðàòîðó ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨

Q̃a =
(
a0t

2 + (a1+a2)t+ a3

)
∂t +

(
(a0t+a1)x+ a4t+ a5

)
∂x+

+
(
−(a0t+a2)u+ a0x+ a4

)
∂u.

Ùîá Qa áóâ îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ Lf ç ïåâíèì f , éîãî êîåôiöi¹í-
òè ïîâèííi äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ (5.43). Öå ðiâíîñèëüíî òî-

ìó ôàêòó, ùî êîåôiöi¹íòè Q̃a çàäîâîëüíÿþòü êëàñèôiêóþ÷ó óìîâó (5.18)

ç öèì ñàìèì f . Iíàêøå êàæó÷è, âåêòîðíå ïîëå Qa ¹ îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨

äåÿêîãî ðiâíÿííÿ Lf òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî åêâiâàëåíòíå âåêòîðíå ïî-

ëå Q̃a � ãåíåðàòîð ëi¨âñüêî¨ ñèìåòði¨ öüîãî æ ðiâíÿííÿ, ùî äà¹ ïóíêò 2

òåîðåìè 5.14. Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ òà ëi¨âñüêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S

ðîçãëÿíóòî ó ïiäðîçäiëi 5.3.5.

Âèïàäîê ξ1 = 0, ξ0xx 6= 0 Äëÿ öüîãî ïiäâèïàäêó ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà âè-

çíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (5.34)�(5.37) òà η1
x = 0, çâiäêè η1 = η1(t), à òàêîæ

íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 5.6. Ïðè ξ1 = 0, ξ0
xx 6= 0 ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi êî-

åôiöi¹íò η äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ α := (η1)2 − η1
t . Ðiâíÿí-

íÿ (5.34) ïðîiíòåãðó¹ìî çà x:

η0 + η1ξ0 = αx+ β, (5.47)

äå β = β(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ. Âèðàçèâøè çìiííó η0 ç ðiâíÿííÿ (5.47),

âèêëþ÷à¹ìî ¨¨ ðàçîì ç ¨¨ ïîõiäíèìè ç âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü. Ïiñëÿ ñïðî-

ùåíü ðiâíÿííÿ (5.36) òà (5.37) íàáóâàþòü âèãëÿäó

ξ0
t + ξ0ξ0

x + fξ0
xx = αx+ β, (5.48)(

(αx+ β)ξ0
)
x

= 2η1(αx+ β)− (αtx+ βt). (5.49)

Äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü (5.34)�(5.37)

ç òî÷íiñòþ äî G∼-åêâiâàëåíòíîñòi α = 0 òà β = 0. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî,

ùî α 6= 0. Iíòåãðóþ÷è (5.49) çà x, îòðèìó¹ìî

ξ0 =

(
αη1 − 1

2αt
)
x2 + (2η1β − βt)x+ δ

αx+ β
= γ1x+ γ0 +

µ

αx+ β
,

äå δ � äîâiëüíà ôóíêöiÿ âiä t ùî âèíèêà¹ â ïðîöåñi iíòåãðóâàííÿ,

γ1 = η1 − αt
2α
, γ0 =

η1β − βt
α

+
αtβ

2α2
,

µ = δ +
β

α
(βt − η1β)− αtβ

2

2α2
.

Òîäi ç ðiâíÿííÿ (5.48) ìà¹ìî âèðàç äëÿ f :

f =
1

2µα2
(αx+ β)4 − γ1(γ1x+ γ0) + γ1

t x+ γ0
t

2µα2
(αx+ β)3−

− µt + µγ1

2µα2
(αx+ β)2 +

αtx+ βt + (γ1x+ γ0)α

2α2
(αx+ β) +

µ

2α
,

ÿêèé ¹ ìíîãî÷ëåíîì âiä (αx + β) ç êîåôiöi¹íòîì µ/(2α) ïðè íóëüîâîìó

ñòåïåíi.

Ïiäñòàâèâøè ξ0 òà f ó ðiâíÿííÿ (5.35), îòðèìà¹ìî äåÿêèé ìíîãî-

÷ëåí âæå âiä (αx+ β) òà (αx+ β)−1 ç êîåôiöi¹íòàìè, òàêîæ çàëåæíèìè

âiä t, ÿêèé òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëþ. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi êîåôiöi¹íòè öüîãî
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ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþþòü íóëþ, çîêðåìà êîåôiöi¹íò µ2/2 ïðè (αx + β)−2.

Îòæå, µ = 0 i ξ0 = γ1x+ γ0, à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ξ0
xx 6= 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ùîéíî äîâåäåíèé ôàêò, ùî α = 0, äèôåðåíöiþ¹ìî

ðiâíÿííÿ (5.49) çà x i îòðèìó¹ìî βξ0
xx = 0. Îòæå, β = 0 ç îãëÿäó íà

ïðèïóùåííÿ ξ0
xx 6= 0.

Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ α òà ðiâíÿííÿ (5.47) ç óìîâè α = β = 0

âèïëèâà¹, ùî η1
t = (η1)2, η0 = −η1ξ0. Ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ η1

t = (η1)2 ¹

η1 = 0 òà η1 = −(t+ c)−1, äå c � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ. Äðóãå çíà÷åííÿ η1

ìîæíà çðîáèòè íóëüîâèì, âèêîðèñòàâøè ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

t̃ = −(t+ c)−1, x̃ = x(t+ c)−1, ũ = (t+ c)u− x, f̃ = f .

Çà óìîâè η = 0 ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (5.34)�(5.37) çâîäè-

òüñÿ äî äîáðå âèçíà÷åíî¨ ñèñòåìè

ft + ξfx − ξxf = 0, (5.50)

ξt + ξξx + fξxx = 0 (5.51)

íà ôóíêöi¨ f(t, x) i ξ(t, x). Êðiì òîãî, öÿ ñèñòåìà çàïèñàíà ó ôîðìi Êî-

âàëåâñüêî¨, îòæå âîíà íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ íàñëiäêiâ.

�¨ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çíàéòè íåìîæëèâî, òîìó íå âäàñòüñÿ i âè÷åðïíî

îïèñàòè îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ êëàñó L
∣∣
S , äëÿ ÿêèõ ξu = 0. Àëå ìîæíà

çíàéòè äåÿêi ÷àñòêîâi ðîçâ'ÿçêè öi¹¨ ñèñòåìè, ÿêi äàäóòü çìîãó îòðèìà-

òè íîâi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S ç âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè

äîâiëüíîãî åëåìåíòà f .

Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè, îòðèìàíi ÷åðåç çâ'ÿçîê ç ïîòåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì øâèä-

êî¨ äèôóçi¨ Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (5.50) ó çáåðåæíié ôîðìi: (1/f)t+(ξ/f)x

= 0. Ââåäåìî ïîòåíöiàë θ = θ(t, x), âèçíà÷åíèé óìîâàìè θt = ξ/f i θx =

−1/f , çâiäêè

f = − 1

θx
, ξ = − θt

θx
. (5.52)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è öi âèðàçè, ðiâíÿííÿ (5.51) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(θx∂t − θt∂x)
(
θt
θx
− θxx

(θx)2

)
= 0. (5.53)

Ïðîiíòåãðóâàâøè éîãî i äîìíîæèâøè ðåçóëüòàò íà θx, äiñòàíåìî

θt =
θxx
θx

+ h(θ)θx, (5.54)

äå h� äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ. Äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó θ ðiâíÿííÿ (5.54)

iñíó¹ îïåðàòîð ðåäóêöi¨ Qθ = ∂t − (θt/θx)∂x, äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Áþðãåðñà ðiâíÿííÿ L−1/θx.

Àíçàö u = ϕ(ω), ω = θ(t, x), ïîáóäîâàíèé çà îïåðàòîðîì ðåäó-

êöi¨ Qθ, ðåäóêó¹ ðiâíÿííÿ L−1/θx äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-

ííÿ ϕωω − ϕϕω − h(ω)ϕω = 0, ÿêå âäà¹òüñÿ ïðîiíòåãðóâàòè ó ÷àñòêîâîìó

âèïàäêó h = µ = const. Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ϕω = 1
2ϕ

2 + µϕ+ 2ν, äå

ν � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ.

Àëå íàñïðàâäi µ = 0 mod G∼. Ïåðåòâîðåííÿ t̃ = t, x̃ = x + µt,

ũ = u+ µ, f̃ = f ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ âiäîáðàæà¹ ðiâíÿííÿ (5.54)

ç h = µ = const ó ïîòåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ øâèäêî¨ äèôóçi¨

θt̃ =
θx̃x̃
θx̃
, (5.55)

à âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi íàáóâà¹ âèãëÿäó ϕω = 1
2ϕ

2 + 2ν òà ií-

òåãðó¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ïiäñòàíîâêè ϕ = −2ψω/ψ. Ðåçóëüòàò iíòå-

ãðóâàííÿ çàëåæèòü âiä çíàêó ν. Çíàþ÷è íèçêó òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ θ(t, x)

ðiâíÿííÿ (5.55), âèêîðèñòà¹ìî ¨õ äëÿ îá÷èñëåííÿ âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü äî-

âiëüíîãî åëåìåíòà f i êîåôiöi¹íòà ξ îïåðàòîðà ðåäóêöi¨ Qθ (òàáëèöÿ 5.9).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ç òàáëèöi óçàãàëüíåíå ðiâíÿííÿ Áþð-

ãåðñà Lf : ut + uux + f(t, x)uxx = 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçêè

u(t, x) =


2k c1 sin kθ−c2 cos kθ

c1 cos kθ+c2 sin kθ , ν > 0,

− 2c2
c1+c2θ

, ν = 0,

−2κ c1e
κθ−c2e−κθ

c1eκθ+c2e−κθ
, ν < 0.
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Òàáëèöÿ 5.9. Çíà÷åííÿ f , ξ i θ, ïîâ'ÿçàíi ôîðìóëàìè (5.52)

� f(t, x) ξ(t, x) θ(t, x)

1 1 + e−t−x et+x − ln(et + e−x)

2 −1 0 x

3 1− e−t−x −et+x − ln |et − e−x|

4 −e−x −e−x ex + t

5 t− x− λte−x/t 1− λe−x/t ln |t|+
∫ dw

w − 1 + λe−w

∣∣∣
w=x/t

, λ = const

6 −t
2 − x2

2t

x

t
ln

∣∣∣∣x− tx+ t

∣∣∣∣
7 −x

2

2t

x

t
−2t

x

8 −t
2 + x2

2t

x

t
2 arctan

x

t

9 −cos2 x

2t
−sin 2x

2t
2t tg x

10
cosh2 x

2t
−sinh 2x

2t
−2t thx

11 −sinh2 x

2t

sinh 2x

2t
−2t cothx

12
cos 2x− cos 2t

2 sin 2t

sin 2x

sin 2t
ln

∣∣∣∣sin(x− t)
sin(x+ t)

∣∣∣∣
13

cosh 2t− cosh 2x

2 sinh 2t

sinh 2x

sinh 2t
ln

∣∣∣∣sinh(x− t)
sinh(x+ t)

∣∣∣∣
14

sinh 2t− sinh 2x

2 cosh 2t

cosh 2x

cosh 2t
ln

∣∣∣∣ sinh(x− t)
cosh(x+ t)

∣∣∣∣
15

cosh 2t+ cosh 2x

2 sinh 2t
−sinh 2x

sinh 2t
ln

∣∣∣∣cosh(x− t)
cosh(x+ t)

∣∣∣∣
16

cos 2t− cosh 2x

2 sin 2t

sinh 2x

sin 2t
2 arctan(ctg t thx)

17
cosh 2t− cos 2x

2 sinh 2t

sin 2x

sinh 2t
2 arctan(coth t tg x)

Òóò k =
√
ν, κ =

√
−ν ; äëÿ äîâiëüíèõ ñòàëèõ c1, c2 ñóòò¹âå ëèøå ¨õ

âiäíîøåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 5.4. Ç îãëÿäó íà ðiâíÿííÿ (5.51) ôóíêöiÿ ξ = −θt/θx ¹ òà-
êîæ ðîçâ'ÿçêîì óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà L

∣∣
S ç âiäïîâiäíèì f .
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Áiëüø òîãî, ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ, ïîáóäîâàíi òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ðîçøèðèòè

äî ðîçâ'ÿçêiâ iíøèõ ðiâíÿíü ç êëàñó L
∣∣
S ïåðåòâîðåííÿìè ç ãðóïè åêâiâà-

ëåíòíîñòi G∼ öüîãî êëàñó.

5.3.7 Çàêîíè çáåðåæåííÿ i ïîòåíöiàëüíi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ Lf ¹ êâàçiëiíiéíèì åâîëþöiéíèì ðiâíÿííÿì äðóãîãî

ïîðÿäêó, øóêà¹ìî õàðàêòåðèñòèêè éîãî (ëîêàëüíèõ) çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

ó âèãëÿäi λ = λ(t, x, u).

Ç òîãî, ùî õàðàêòåðèñòèêà λ çàêîíó çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ Lf ¹ éîãî
êîñèìåòði¹þ, âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

−Dtλ+ D2
x(fλ) + uxλ− Dx(uλ) = 0,

ùî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Lf . Ïiäñòàâèâøè ó öþ ðiâ-

íiñòü ut = −uux− fuxx i ðîçùåïèâøè ðåçóëüòàò çà uxx, äiñòàíåìî âèçíà-
÷àëüíi ðiâíÿííÿ λu = 0 òà−λt+(fλ)xx−uλx = 0. Ïîäàëüøå ðîçùåïëåííÿ

çà u äàñòü λx = 0 òà fxxλ = λt. Îòæå, fxxxλ = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ Lf ìà¹ íåòðèâiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fxxx = 0, òîáòî

f = f 2(t)x2 + f 1(t)x+ f 0(t), (5.56)

äå êîåôiöi¹íòè f 2, f 1 òà f 0 ¹ ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè âiä t, ùî îäíî÷àñíî

íå äîðiâíþþòü íóëþ. Òîäi

λ = λ(t) = e
∫
fxx dt

¹ ¹äèíîþ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ðiâíÿííÿ Lf . Òóò i äàëi
iíòåãðàë çà t îçíà÷à¹ äåÿêó ôiêñîâàíó ïåðâiñíó. Iíàêøå êàæó÷è, ïðî-

ñòið çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ Lf îäíîâèìiðíèé. Äîìíîæèâøè ðiâíÿ-
ííÿ Lf íà λ, çàïèøåìî éîãî ó çáåðåæíié ôîðìi:

Dt (λu) + λDx

(
1

2
u2 + fux − fxu

)
= 0.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ôîðìó ðiâíÿííÿ Lf , ââåäåìî ïîòåíöiàë v = v(t, x)

ðiâíÿííÿ Lf , âèçíà÷åíèé ðiâíîñòÿìè

Rf,λ : vx = λu, vt = −λ
(

1

2
u2 + fux − fxu

)
.

Ñèñòåìà Rf,λ íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ äëÿ ïîòåíöiàëiâ ðiâíÿííÿ Lf . Âè-
êëþ÷èâøè ç íå¨ çàëåæíó çìiííó u, îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ ïîòåíöiàëó,

ùî âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ Lf :

Pf,λ : vt +
1

2λ
v2
x + fvxx − fxvx = 0.

Çàóâàæåííÿ 5.5. Iñíó¹ içîìîðôiçì ìiæ ïðîñòîðàìè çàêîíiâ çáåðåæåííÿ

ðiâíÿííÿ Pf,λ òà ñèñòåìè ðiâíÿíü Rf,λ.

Îïèøåìî òåïåð ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ Lf , ÿêi
¹ ëîêàëüíèìè çàêîíàìè çáåðåæåííÿ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè Rf,λ, àáî, ùî òå

ñàìå, ðiâíÿííÿ Pf,λ. Íåõàé µ � íàéïðîñòiøà õàðàêòåðèñòèêà ëîêàëüíî-

ãî çàêîíó çáåðåæåííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ Pf,λ. Òîäi µ = µ(t, x, v). Çàïèñó¹ìî

âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ

−Dtµ+ D2
x(fµ)− Dx

((
1

λ
vx − fx

)
µ

)
= 0,

ùî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Pf,λ, i ðîçâ'ÿçó¹ìî éîãî âiä-
íîñíî µ, ùî äà¹ ëèøå íóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî, ùî

ðiâíÿííÿ Lf , äå f 6= const, íå ìà¹ íåíóëüîâèõ ïîòåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáå-

ðåæåííÿ, îòæå, Rf,λ � ¹äèíà êàíîíi÷íà ñèñòåìà äëÿ ïîòåíöiàëiâ äëÿ Lf .
Êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà (ç f = const) ìà¹ ïîòåíöiàëüíi çàêîíè

çáåðåæåííÿ, ÿêi ¹ ëîêàëüíèìè çàêîíàìè çáåðåæåííÿ âiäïîâiäíîãî ðiâ-

íÿííÿ Pf,λ ç ðåäóêîâàíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âèãëÿäó µ = ψ(t, x)e
v
2f ,

äå ψ(t, x) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

ψt = fψxx. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ Pf,λ ç f = const ïîäiáíå äî ëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà íå äîïóñêà¹ ïî-

òåíöiàëüíèõ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ âèùîãî ïîðÿäêó.
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Îòæå, ïiäêëàñ L
∣∣
S, fxxx=0

êëàñó L
∣∣
S ç êâàäðàòè÷íîþ çà x ôóíêöi¹þ f

ìîæíà ïðèðîäíèì ÷èíîì ðîçáèòè íà ïiäêëàñè:

L1 = {Lf | f = const} òà L2 = {Lf | fxxx = 0, f 6= const}.

Îáèäâà öi ïiäêëàñè çàìêíåíi âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi G∼ êëà-

ñó L
∣∣
S , à îòæå, ¹ íîðìàëiçîâàíèìè, ÿê i êëàñ L

∣∣
S .

Îñêiëüêè íåìîæëèâî âèáðàòè êàíîíi÷íîãî ïðåäñòàâíèêà ç (îäíîâè-

ìiðíîãî) ïðîñòîðó õàðàêòåðèñòèê çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ Lf ç ïiä-
êëàñó L

∣∣
S, fxxx=0

, ïðè ðîçãëÿäi êëàñó ñèñòåì äëÿ ïîòåíöiàëiâ Rf,λ òà êëà-

ñó ðiâíÿíü äëÿ ïîòåíöiàëiâ Pf,λ íåîáõiäíî ðîçøèðèòè äîâiëüíèé åëåìåíò
êëàñó, âêëþ÷èâøè â íüîãî ïàðàìåòð-ôóíêöiþ λ. Âiäïîâiäíî, ìíîæèíó S̆,
ÿêó ïðîáiãà¹ ðîçøèðåíèé äîâiëüíèé åëåìåíò (f, λ), çàäàíî äîïîìiæíîþ

ñèñòåìîþ

S̆ : fxxx = 0, λt = fxxλ, fλ 6= 0.

Ñèñòåìè äëÿ ïîòåíöiàëiâRf,λ1 òàRf,λ2 (àáî ðiâíÿííÿ äëÿ ïîòåíöiàëiâ Pf,λ1

òà Pf,λ2) ç ëiíiéíî çàëåæíèìè λ1 i λ2, ÿêi àñîöiéîâàíi ç ëiíiéíî çàëåæíèìè

çàêîíàìè çáåðåæåííÿ ðiâíÿííÿ Lf , ââàæà¹ìî êàëiáðóâàëüíî åêâiâàëåí-

òíèìè â ñåíñi ïîòåíöiàëüíèõ ñèñòåì (ïîòåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü). Ïîçíà÷èìî

êëàñ ñèñòåì äëÿ ïîòåíöiàëiâ Rf,λ òà êëàñ ðiâíÿíü äëÿ ïîòåíöiàëiâ Pf,λ
âiäïîâiäíî ÷åðåç R̆

∣∣
S̆ òà P̆

∣∣
S̆ .

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ òà ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó R̆
∣∣
S̆ ìî-

æíà íàçâàòè ïîòåíöiàëüíèìè äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè i ïîòåí-

öiàëüíèì ãðóïî¨äîì åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó L
∣∣
S, fxxx=0

âiäïîâiäíî.

Ëåìà 5.7. Ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi êëàñiâ R̆
∣∣
S̆ òà P̆

∣∣
S̆ içîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî áóäü-ÿêi äâà çíà÷åííÿ (f 1, λ1) òà (f 2, λ2) äîâiëü-

íîãî åëåìåíòà (f, λ) ç ìíîæèíè S̆. Êîæíå òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ðiâ-

íÿííÿìè Pf1,λ1 òà Pf2,λ2 ïðîäîâæó¹òüñÿ íà u çãiäíî ðiâíîñòi u = vx/λ,

ùî äà¹ òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ñèñòåìàìè Rf1,λ1 òà Rf2,λ2. Íàâïàêè,
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íåõàé ϕ � òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ñèñòåìàìè Rf1,λ1 òà Rf2,λ2:

ϕ : t̃=T (t, x, u, v), x̃=X(t, x, u, v), ũ=U(t, x, u, v), ṽ=V (t, x, u, v).

Ïiäñòàâèâøè u = vx/λ ó T , X òà V i âiäêèäàþ÷è êîìïîíåíò ïåðåòâî-

ðåííÿ ϕ äëÿ u, îòðèìó¹ìî êîíòàêòíå ïåðåòâîðåííÿ ìiæ Pf1,λ1 òà Pf2,λ2,

ÿêå iíäóêîâàíå òî÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì, îñêiëüêè îáèäâà ðiâíÿííÿ Pf1,λ1

òà Pf2,λ2 ¹ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè äðóãîãî ïîðÿäêó, ëiíiéíèìè çà ïî-

õiäíîþ uxx.

Ç îãëÿäó íà ëåìó 5.7 ìîæíà ïðàöþâàòè ç êëàñîì P̆
∣∣
S̆ çàìiñòü êëà-

ñó R̆
∣∣
S̆ , âèâ÷àþ÷è ïîòåíöiàëüíi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ êëàñó L

∣∣
S, fxxx=0

.

Íàñëiäîê 5.12. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà (f, λ) ç

ìíîæèíè S̆ iñíó¹ içîìîðôiçì ìiæ ìàêñèìàëüíèìè àëãåáðàìè ëi¨âñüêî¨

iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ Pf,λ òà ñèñòåìè Rf,λ.

Öåé içîìîðôiçì âñòàíîâëþ¹òüñÿ ïðîåêòóâàííÿì àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ ií-

âàðiàíòíîñòi ñèñòåìè Rf,λ íà ïðîñòið çìiííèõ (t, x, v) (ùîá îòðèìàòè àë-

ãåáðó ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ Pf,λ) i ïðîäîâæåííÿì, ÿêå âiäïî-
âiäà¹ ðiâíîñòi u = vx/λ (íàâïàêè).

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó P̆
∣∣
S̆ , çðó÷íî ðå-

ïàðàìåòðèçóâàòè öåé êëàñ, ââàæàþ÷è êîåôiöi¹íòè f 2, f 1 òà f 0 ïàðàìåòð-

ôóíêöi¨ f ó (5.56) êîìïîíåíòàìè äîâiëüíîãî åëåìåíòà çàìiñòü f . Âèêî-

ðèñòîâóâàòèìåìî îáèäâi ïàðàìåòðèçàöi¨.

Çãàäàíå âèùå ðîçáèòòÿ êëàñó L
∣∣
S, fxxx=0

íà ïiäêëàñè L1 òà L2 ïîâ'ÿçàíå

ç ðîçáèòòÿì êëàñó P̆
∣∣
S̆ íà ïiäêëàñè

P̂1 = {Pf,λ | f = const} òà P̂2 = {Pf,λ | f 6= const}

âiäïîâiäíî, àëå ¨õíi òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 5.3. Ïiäêëàñ P̂2 íîðìàëiçîâàíèé ó ðîçøèðåíîìó óçàãàëü-

íåíîìó ñåíñi. Éîãî ðîçøèðåíà óçàãàëüíåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ñêëà-
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äà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ṽ = c0

(
v − γλ(t)

2(γt+ δ)
x2 +

(δµ1 − γµ0)λ(t)

κ(γt+ δ)
x+ V 0(t)

)
,

f̃ 2 =
(γt+ δ)2

∆
f 2, f̃ 1 =

(γt+ δ)

∆

(
κf 1 − 2(µ1t+ µ0)f

2
)
,

f̃ 0 =
1

∆

(
(µ1t+ µ0)

2f 2 − κ(µ1t+ µ0)f
1 + κ2f 0

)
,

òîáòî f̃ =
κ2

∆
f, λ̃ = c0

∆

κ2
λ,

äå V 0 =

∫ (
(δµ1 − γµ0)

2

2κ2(γt+ δ)2
+
δµ1 − γµ0

κ(γt+ δ)
f 1(t) +

γ

γt+ δ
f 0(t)

)
λ(t) dt+ σ,

α, β, γ, δ, µ0, µ1 òà κ � äîâiëüíi ñòàëi, âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî íå-

íóëüîâîãî ìíîæíèêà, ïðè÷îìó ∆ = αδ − βγ 6= 0 òà κ 6= 0, à σ i c0 �

ïîâíiñòþ äîâiëüíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ. Êîæíå ðiâíÿííÿ äëÿ ïîòåíöiàëiâ Pf,λ ìîæíà âiäîáðàçèòè òî-
÷êîâèì ïåðåòâîðåííÿì

ψf,λ : ť =
1

2

∫
λ dt, x̌ = λx+

∫
f 1λ dt, v̌ = v, (5.57)

ïàðàìåòðèçîâàíèì ôóíêöiÿìè f (òî÷íiøå, ôóíêöiÿìè f 2 òà f 1) òà λ,

ó ðiâíÿííÿ P̌f̌ : v̌ť+ v̌2
x̌+ f̌ v̌x̌x̌ = 0, äå f̌x̌x̌x̌ = 0, f̌ 6= 0, ç êëàñó P

∣∣
S . Îáðàç

ôóíêöi¨ f ïðè öüîìó âiäîáðàæåííi îá÷èñëþ¹ìî çà ôîðìóëîþ f̌(ť, x̌) =

2λ(t)f(t, x). Àíàëîãi÷íî ìîæíà îá÷èñëèòè îáðàçè êîåôiöi¹íòiâ ôóíêöi¨ f .

Ïiäêëàñè P̂1 òà P̂2 êëàñó P̆
∣∣
S̆ ðiâíÿíü äëÿ ïîòåíöiàëiâ ìîæíà âiäîáðàçèòè

ó ïiäêëàñè

P̌1 = {P̌f̌ | f̌ = const} òà P̌2 = {P̌f̌ | f̌x̌x̌x̌ = 0, f̌ 6= const}

êëàñó P
∣∣
S âiäïîâiäíî. Òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi ïiäêëàñó P̌

2 ñóòò¹âî

âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé ïiäêëàñó P̌1, ïðè÷îìó ìiæ

ðiâíÿííÿìè ç ðiçíèõ ïiäêëàñiâ íåìà¹ òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü (çàóâàæèìî,
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ùî ïîçíà÷åííÿ ïiäêëàñiâ â öüîìó ïiäðîçäiëi äåùî âiäðiçíÿþòüñÿ). Êîæíå

äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ ó ïiäêëàñi P̌2 ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

• êîìïîíåíòà ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ť çàëåæèòü òiëüêè âiä ť,

• êîìïîíåíòà ïåðåòâîðåííÿ äëÿ x̌ çàëåæèòü òiëüêè âiä (ť, x̌) òà ëiíiéíà

çà x̌,

• êîìïîíåíòà ïåðåòâîðåííÿ äëÿ v̌ ëiíiéíà çà v̌ (áiëüø òîãî, çi ñòàëèì

êîåôiöi¹íòîì ïðè v̌) i êâàäðàòè÷íà çà x̌.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ (f, ϕ, f̃) ó ïiäêëàñi P̂2.

Ïîçíà÷èìî f̌ := ψf,λf ,
ˇ̃f := ψf,λf̃ òà ϕ̌ := ψf̃ ,λ̃ϕψ

−1
f̃ ,λ̃
. Òîäi ϕ = ψ−1

f̃ ,λ̃
ϕ̌ψf,λ, à

òðiéêà (f̌ , ϕ̌, ˇ̃f) ¹ äîïóñòèìèì ïåðåòâîðåííÿì äëÿ ïiäêëàñó P̌2, i éîãî êîì-

ïîíåíòà ϕ̌ ìà¹ çàçíà÷åíi âëàñòèâîñòi. Ç îãëÿäó íà (5.57) òà âçà¹ìîçâ'ÿçîê

ìiæ ϕ òà ϕ̌ òî÷êîâå ïåðåòâîðåííÿ ϕ ìà¹ òi æ ñàìi âëàñòèâîñòi, òîáòî

ϕ :
t̃ = T (t), x̃ = X1(t)x+X0(t),

ṽ = c0

(
v + V 2(t)x2 + V 1(t)x+ V 0(t)

)
,

äå TtX1c0 6= 0. Ïiäñòàâëÿ¹ìî âèðàçè äëÿ çìiííèõ òà ôóíêöié ç õâèëüêàìè

÷åðåç âèðàçè áåç õâèëüîê, âðàõîâóþ÷è ïîõiäíi

ṽt̃ =
c0

Tt

(
vt + V 2

t x
2 + V 1

t x+ V 0
t −

X1
t x+X0

t

X1
(vx + 2V 2x+ V 1)

)
,

ṽx̃ = c0
vx + 2V 2x+ V 1

X1
, ṽx̃x̃ = c0

vxx + 2V 2

(X1)2
,

à òàêîæ vt = − 1
2λv

2
x−fvxx+fxvx ó Pf̃ , ïiñëÿ ÷îãî ðîçùåïëþ¹ìî îòðèìàíå

ðiâíÿííÿ çà vxx, vx òà x. Ïiñëÿ ñïðîùåíü îòðèìà¹ìî

f̃ =
(X1)2

Tt
f, λ̃ =

c0Tt
(X1)2

λ, V 2 =
c0

2

X1
t

X1
λ, V 1 = c0

X0
t

X1
λ, (5.58)(

X1
t

(X1)2

)
t

= 0,

(
X0
t

(X1)2

)
t

= 0, (5.59)

V 0
t = c0λ

(
1

2

(
X0
t

X1

)2

+
X0
t

X1
f 1 − X1

t

X1
f 0

)
. (5.60)
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Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (5.58) ìà¹ìî âèðàçè äëÿ ïåðåòâîðåíü f 2, f 1 òà f 0:

f̃ 2 =
1

Tt
f 2, f̃ 1 =

X1

Tt
f 1 − 2

X0

Tt
f 2,

f̃ 0 =
(X1)2

Tt
f 0 − X0X1

Tt
f 1 +

(X0)2

Tt
f 2.

(5.61)

Îñêiëüêè λ = e2
∫
f2 dt, λ̃ = e2

∫
f̃2 dt̃ òà Ttf̃ 2 = f 2, îòðèìà¹ìî(

λ̃

λ

)
t

= 2
(
Ttf̃

2 − f 2
) λ̃
λ

= 0, òîáòî
λ̃

λ
= const.

Îòæå, äðóãå ðiâíÿííÿ (5.58) äà¹ Tt/(X1)2 = λ̃/(c0λ) = const. Ïåðøå

ðiâíÿííÿ (5.59) ìîæíà çàïèñàòè ÿê (1/X1)tt = 0, çâiäêè 1/X1 � ëiíiéíà

ôóíêöiÿ âiä t. Òîäi iç ñïiââiäíîøåííÿ Tt = const · (X1)2 âèïëèâà¹, ùî T

¹ äðîáîâî-ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiä t. Â ðåçóëüòàòi

T =
αt+ β

γt+ δ
, X1 =

κ

γt+ δ
, X0 =

µ1t+ µ0

γt+ δ
,

äå âèðàç äëÿ X0 îòðèìàíî ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (5.59). Iíòåãðóâàííÿ ðiâ-

íÿííÿ (5.60) çà t äà¹ âèðàç äëÿ V 0. Íàðåøòi, ç (5.61) îòðèìó¹ìî ïåðåòâî-

ðåííÿ äëÿ f 2, f 1 òà f 0.

Íàñëiäîê 5.13. Ìiæ ðiâíÿííÿìè, îäíå ç ÿêèõ íàëåæèòü êëàñó P̂1,

à iíøå � êëàñó P̂2, òî÷êîâèõ ïåðåòâîðåíü íå iñíó¹.

Ïîðiâíþþ÷è êîìïîíåíòè ïåðåòâîðåííÿ ó òâåðäæåííi 5.3, à òàêîæ

áåðó÷è äî óâàãè ñïiââiäíîøåííÿ Rf,λ ìiæ u òà v, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

ãðóïî¨äè åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñiâ L2 òà P̂2 içîìîðôíi ç òî÷íiñòþ äî çñó-

âiâ òà ìàñøòàáíèõ ïåðåòâîðåíü ïîòåíöiàëó v. Òå æ ñàìå ñïðàâåäëèâî i äëÿ

ãðóï åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñiâ L2 òà P̂2, õî÷à öi ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi

ìàþòü ðiçíi òèïè. Ç öüîãî òàêîæ âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f òà-

êî¨, ùî fxxx 6= 0, ãðóïè ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié ðiâíÿíü Lf òà Pf,λ içîìîðôíi
ç òî÷íiñòþ äî çñóâiâ v (ÿêi íàëåæàòü ïåðåòèíó ãðóï ñèìåòðié óñiõ ðiâíÿíü

ç êëàñó P̂2), à òîìó ãðóïîâi êëàñèôiêàöi¨ êëàñiâ L2 òà P̂2 åêâiâàëåíòíi.
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Îñêiëüêè êëàñ L2 çàìêíåíèé âiäíîñíî äi¨ G∼, éîãî ãðóïîâó êëàñèôiêà-

öiþ ìîæíà ëåãêî âèäiëèòè ç ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ âñüîãî êëàñó L
∣∣
S , ÿêó

íàâåäåíî ó òàáëèöi 5.7.

Òâåðäæåííÿ 5.4. Ïîòåíöiàëüíi äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ïiäêëàñó L2

iíäóêîâàíî éîãî çâè÷àéíèìè äîïóñòèìèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Ðiâíÿííÿ

ç öüîãî êëàñó íå ìàþòü íåòðèâiàëüíèõ ïîòåíöiàëüíèõ ñèìåòðié.

Ðîçãëÿíåìî ¾ïîòåíöiàëüíèé âiäïîâiäíèê¿ P̂1 êëàñó L1. Äëÿ ñòàëèõ

çíà÷åíü f ïåðåòâîðåííÿ (5.57) âèðîäæó¹òüñÿ ó ìàñøòàáóâàííÿ t. Îòæå,

ïiäêëàñ P̂1 íàñïðàâäi ñïiâïàäà¹ (ç òî÷íiñòþ äî ìàñøòàáíîãî ïåðåòâîðåí-

íÿ ť = 1
2t) ç ïiäêëàñîì P̌

1 êëàñó P
∣∣
S .

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ïåðåôîðìóëþâàííÿì òâåðäæåííÿ ïðî ãðó-

ïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó P̌1 ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà 1
2 ïåðåä v2

x òà

ìíîæíèêà κ ó ïåðåòâîðåííi äëÿ X0.

Òâåðäæåííÿ 5.5. Ïiäêëàñ P̂1 = {Pf,λ | f = const} êëàñó P̆
∣∣
S̆ ðiâíÿíü

äëÿ ïîòåíöiàëiâ íîðìàëiçîâàíèé â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi. Éîãî óçàãàëü-

íåíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ñêëàäà¹òüñÿ ç ïåðåòâîðåíü

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0

γt+ δ
,

ṽ =
2κ2f

∆
ln

∣∣∣∣F 1
(
e
v

2f + F 0
)∣∣∣∣ , f̃ =

κ2

∆
f,

äå α, β, γ, δ, κ, µ1, µ0 � äîâiëüíi ñòàëi, ∆ := αδ− βγ 6= 0, κ 6= 0, íàáið

(α, β, γ, δ, κ) âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà,

F 1 =


k
√
|γt+ δ| exp

(
−(γκx− µ1δ + µ0γ)2

4fκ2γ(γt+ δ)

)
, γ 6= 0,

k exp
2κµ1x+ µ2

1t

4κ2f
, γ = 0,

ñòàëà k 6=0, à ôóíêöiÿ F 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ F 0
t +fF 0

xx=0.

Òâåðäæåííÿ 5.5 äîñèòü î÷åâèäíå, îñêiëüêè êëàñ P̂1 ¹ îðáiòîþ áóäü-

ÿêîãî ðiâíÿííÿ ç íüîãî ïiä äi¹þ ãðóïè ìàñøòàáíèõ ïåðåòâîðåíü. Ñêëà-

äíèé âèãëÿä äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü ó êëàñi P̂1 ¹ íàñëiäêîì òîãî ôàêòó,
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ùî áóäü-ÿêå ðiâíÿííÿ Pf,λ ç f = const ìîæíà ëiíåàðèçóâàòè äî ðiâíÿííÿ

òåïëîïðîâiäíîñòi wt+fwxx = 0 çàìiíîþ w = ev/(2f), à òîìó çàãàëüíi ïåðå-

òâîðåííÿ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ Pf,λ ìàþòü ñêëàäíó ñòðóêòóðó i âêëþ÷àþòü
äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨

êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà äîáðå âiäîìi. Ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíèõ êîì-

áiíàöié íåòðèâiàëüíi ïîòåíöiàëüíi ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ Lf , ïîâ'ÿçàíi ç ëî-
êàëüíèìè çàêîíàìè çáåðåæåííÿ, âè÷åðïóþòüñÿ îáðàçàìè ñèìåòðié ëiíié-

íî¨ ñóïåðïîçèöi¨ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü òåïëîïðîâiäíîñòi wt + fwxx = 0 ïiä

äi¹þ âiäîáðàæåííÿ v = 2f lnw òà ïðîäîâæåííÿ íà u çà çàêîíîì u = vx.

Òâåðäæåííÿ 5.3 òà 5.5 ðàçîì ç íàñëiäêîì 5.13 ïîâíiñòþ îïèñóþòü

ãðóïî¨ä åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó P̆
∣∣
S̆ .

5.3.8 Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì, ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ êëà-

ñó L
∣∣
S . Çàâäÿêè âëàñòèâîñòi íîðìàëiçîâàíîñòi (ó çâè÷àéíîìó ñåíñi) ãðó-

ïîâó êëàñèôiêàöiþ öüîãî êëàñó áóëî çðó÷íî ïðîâåñòè çà äîïîìîãîþ àëãå-

áðà¨÷íîãî ìåòîäó. Ëi¨âñüêi ðåäóêöi¨ âèêîíàíî ç âèêîðèñòàííÿì äâîõ ñïåöi-

àëüíèõ òåõíiê. Ïî-ïåðøå, çàìiñòü êëàñèôiêàöi¨ îäíî- òà äâîâèìiðíèõ ïiä-

àëãåáð ó êîæíîìó ç íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ ðîçøèðåííÿ ìàêñèìàëüíî¨

àëãåáðè ëi¨âñüêî¨ iíâàðiàíòíîñòi (19 âèïàäêiâ) ïðîêëàñèôiêîâàíî íååêâi-

âàëåíòíi ïiäàëãåáðè òàêî¨ æ ðîçìiðíîñòi àëãåáðè g. Ïî-äðóãå, âèãëÿä àí-

çàöiâ ïiäiáðàíî òàêèì ÷èíîì, ùîá óñi ðåäóêîâàíi ðiâíÿííÿ (êðiì äâîõ, ÿêi

âiäïîâiäàþòü ñèíãóëÿðíèì ëi¨âñüêèì ðåäóêöiÿì i äàþòü ëèøå òðèâiàëüíi

ðîçâ'ÿçêè) íàëåæàëè ïåâíîìó êëàñó ðiâíÿíü ïðîñòîãî âèãëÿäó. Âèêîíà-

íà îïòèìiçàöiÿ äîçâîëèëà ïîâíiñòþ âèâ÷èòè ïðèõîâàíi ñèìåòði¨ ðiâíÿíü

ç öüîãî êëàñó òà ïîáóäóâàòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü.

Òàêîæ âè÷åðïíî îïèñàíî îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Áþðãåðñà çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì ïðè äðóãié ïîõiäíié òà ïðîâåäåíî âñi

ìîæëèâi íåêëàñè÷íi ðåäóêöi¨ öèõ ðiâíÿíü äî çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü.
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Ìíîæèíà îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà çi çìií-

íèì êîåôiöi¹íòîì ïðè äðóãié ïîõiäíié ïðèðîäíèì ÷èíîì äiëèòüñÿ íà äâi

ïiäìíîæèíè, à ñàìå � ìíîæèíè ñèíãóëÿðíèõ òà ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ

ðåäóêöi¨. Öåé ïîäië ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi.

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ (ó òîìó ÷è-

ñëi é òà, ùî êîåôiöi¹íò ïðè ∂t òàêîãî îïåðàòîðà äîðiâíþ¹ íóëþ) ïîäi-

áíi äëÿ âñiõ (1+1) -âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Îñíîâíà ç öèõ âëà-

ñòèâîñòåé � iñíóâàííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæ êëàñàìè

åêâiâàëåíòíîñòi ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ òà îäíîïàðàìåòðè÷íè-

ìè ñiì'ÿìè ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ðåïàðàìåòðèçà-

öi¨. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ðîçãëÿäi ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ êëàñó

L
∣∣
S âèíèêà¹ ïåðøèé òèï ¾no-go¿ âèïàäêiâ: âií ïîâ'ÿçàíèé ç ïîíèæåííÿì

â ïðîöåñi ðåäóêöi¨ ïîðÿäêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äî 1. Àíàëîãi-

÷íi ¾no-go¿ ðåçóëüòàòè ìîæíà îòðèìàòè äëÿ áóäü-ÿêîãî (1+1) -âèìiðíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ùî äîïóñêà¹ ñiì'þ

ñèíãóëÿðíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ êîïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi 1, ïàðàìåòðèçî-

âàíèõ äîâiëüíîþ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ âñiõ íåçàëåæíèõ i çàëåæíî¨ çìiííèõ.

Ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ ç êîæíî¨ òàêî¨ ñiì'¨

ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè íà ôóíêöiþ, ùî ¹ ïàðàìåòðîì öi¹¨ ñiì'¨, i öå ðiâíÿííÿ íåëîêàëüíîþ

çàìiíîþ çâîäèòüñÿ äî ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ. Öi ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîøè-

ðèòè òàêîæ i íà áàãàòîâèìiðíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè.

Ïiäìíîæèíà ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ êëàñó L
∣∣
S ìà¹ ñïåöè-

ôi÷íó ñòðóêòóðó. �¨ âè÷åðïíî îïèñàíî â òåîðåìi 5.14.

Ïðè ðîçãëÿäi ðåãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ç τ = 1 òà ξu = −1
2

(à òàêi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨ iñíóþòü òiëüêè äëÿ êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áþð-

ãåðñà Lc, c = const) âèíèêà¹ äðóãèé òèï ¾no-go¿ âèïàäêiâ. Âií, áåç-

óìîâíî, ïîâ'ÿçàíèé ç òèì ôàêòîì, ùî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà ëiíåàðèçó¹-

òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Êîóëà�Õîïôà äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiä-
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íîñòi. Âiäïîâiäíà ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü � öå ñèñòåìà ç òðüîõ

(1+1) -âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêà ðåäóêó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíè-

ìè ïiäñòàíîâêàìè äî ñèñòåìè ç òðüîõ íåçà÷åïëåíèõ êîïié ëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi, áiëüø òîãî � äî ñèñòåìè ç òðüîõ íåçà÷åïëåíèõ

êîïié ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî íîâå

äîâåäåííÿ ëiíåàðèçîâíîñòi ñèñòåìè (5.29) âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ âè-

ïàäêó ξu = −1
2 (äèâ. ïiäðîçäië 5.3.6) i âïåðøå ïîêàçàíî, ùî ðîçâ'ÿçêè öi¹¨

ñèñòåìè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç òðiéêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà. Êðiì

ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà, ïîäiáíi ¾no-go¿ ðåçóëüòàòè ùîäî ðåãóëÿðíèõ îïåðà-

òîðiâ ðåäóêöi¨ âiäîìi òiëüêè äëÿ ëiíiéíèõ (1+1)-âèìiðíèõ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó. Çàóâàæèìî, ùî ðåãóëÿðíi îïåðàòîðè ðåäóêöi¨

ç êîåôiöi¹íòîì τ = 1 äàþòü iñòèííî íåêëàñè÷íó ðåäóêöiþ ðiâíÿííÿ Áþð-

ãåðñà òiëüêè ïðè ξu ∈ {1,−1
2}, ïðè÷îìó âñi âiäïîâiäi àíçàöè íåÿâíi, òîáòî

¨õ íå ìîæíà áóëî á ïîáóäóâàòè ìåòîäîì Êëàðêñîíà i Êðóñêàëà.

Ó âèïàäêó, êîëè âiäïîâiäíà ñèñòåìà âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íà íåâi-

äîìi ôóíêöiîíàëüíi ïàðàìåòðè êîåôiöi¹íòiâ îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ i äîâiëü-

íîãî åëåìåíòà êëàñó íå ïåðåâèçíà÷åíà, çíàéòè âñi çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ ç öüîãî êëàñó ìàþòü íåòðèâiàëüíi îïåðà-

òîðè ðåäóêöi¨, íåìîæëèâî. Â òîé æå ÷àñ, ÿê òiëüêè çíà÷åííÿ äîâiëüíîãî

åëåìåíòà çàôiêñîâàíî, âiäïîâiäíó ìíîæèíó îïåðàòîðiâ ðåäóêöi¨ ìîæíà

âèïèñàòè â ÿâíîìó âèãëÿäi. Ïîäiáíà ñèòóàöiÿ, ÿêó òåæ ìîæíà íàçâàòè

îêðåìèì òèïîì ¾no-go¿ âèïàäêiâ, âèíèêëà i äëÿ óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü

Áþðãåðñà ç êëàñó L
∣∣
S . Âåêòîðíå ïîëå âèãëÿäó ç τ = 1, ξu = 0 i η = 0

¹ îïåðàòîðîì ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ ç êëàñó L
∣∣
S òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êî-

åôiöi¹íò ξ i äîâiëüíèé åëåìåíò f çàäîâîëüíÿþòü äîáðå âèçíà÷åíó ñèñòå-

ìó (5.50)�(5.51). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè çíàéòè íåìîæëèâî.

Àëå öþ îáñòàâèíó âäàëîñÿ ÷àñòêîâî ïîäîëàòè çà äîïîìîãîþ çíàéäåíîãî

çâ'ÿçêó ìiæ ñèñòåìîþ (5.50)�(5.51) i ïîòåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì øâèäêî¨

äèôóçi¨ (5.55): äëÿ êîæíîãî âiäîìîãî ðîçâ'ÿçêó θ ðiâíÿííÿ (5.55) ìîæíà

ïîáóäóâàòè ïðèíàéìíi òðè ñiì'¨ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ L−1/θx.
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Íåíóëüîâi ëîêàëüíi çàêîíè çáåðåæåííÿ iñíóþòü ëèøå äëÿ ðiâíÿíü Lf
ç çíà÷åííÿìè äîâiëüíîãî åëåìåíòà f , ùî ¹ êâàäðàòè÷íèìè çà x ç êîåôi-

öi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä t, à íåòðèâiàëüíi ïîòåíöiàëüíi çàêîíè çáåðåæå-

ííÿ � òiëüêè äëÿ êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà.

Íà ïðèêëàäi êëàñó L
∣∣
S çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî îïèñó ïîòåí-

öiàëüíèõ ñèìåòðié ó êëàñàõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ

íà äîñëiäæåííi ïîòåíöiàëüíèõ äîïóñòèìèõ ïåðåòâîðåíü. Òîìó âèÿâèëî-

ñÿ äîöiëüíèì ââåñòè ïîíÿòòÿ ïîòåíöiàëüíîãî ãðóïî¨äà åêâiâàëåíòíîñòi

êëàñó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

5.4 Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó íåëiíiéíèõ

ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà

Áóëî âèâ÷åíî êëàñ óçàãàëüíåíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òèïó Êîëìîãîðîâà

ut − uxx + f 1(u)uy = f 2(u), (5.62)

äå u = u(t, x), ut = ∂u
∂t , ux = ∂u

∂x , ux = ∂u
∂x , uxx = ∂2u

∂x2 ; f 1(u), f 2(u) � äîâiëüíi

ãëàäêi ôóíêöi¨ ñâî¨õ çìiííèõ, à f 1 6= const. ßêùî f 1 = const, òî ðiâíÿííÿ

(5.62) ìîæíà çâåñòè äî ïðîñòîðîâî-îäíîâèìiðíîãî íåëiíiéíîãî (f 1 = 0)

çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ãàëiëåÿ. Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ

òàêèõ ðiâíÿíü áóëà ïðîâåäåíà, çîêðåìà, Äîðîäíiöèíèì [USSR Comput.

Math. Math. Phys. 22 (1982), 115�122].

Ðiâíÿííÿ (5.62) âèíèêà¹ â çàäà÷àõ ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè òà ïðè

âèâ÷åííi ôiçè÷íèõ íåëiíiéíèõ ÿâèù, òàêèõ ÿê êîìáiíîâàíi åôåêòè äèôó-

çi¨ òà êîíâåêöi¨ ðå÷îâèíè. Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ðiâíÿííÿ (5.62) âèêëèêà¹

áåçïåðå÷íèé iíòåðåñ ùîäî ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ. Îäèí ç íàéïîòóæíiøèõ ìå-

òîäiâ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ PDE ¹ êëàñè÷íèé ìåòîä Ëi

òà éîãî ðiçíîìàíiòíi óçàãàëüíåííÿ òà ìîäèôiêàöi¨.

Ïîøèðåíèì ìåòîäîì ðîçâ'ÿçàííÿ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ¹ ìåòîä Ëi, ÿêèé çàñíîâàíèé íà ïðèíöèïi ñèìåòði¨. Ñ. Ëi áóâ ïåð-

øèì, õòî âèêîðèñòàâ àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
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äëÿ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ çìiííèõ òà äëÿ ïîøóêó òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Òåîðåòèêî-ãðóïîâi ìåòîäè äîçâîëÿþòü iíòåãðóâàòè äèôåðåí-

öiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi äîïóñêàþòü íåòðèâiàëüíó ãðóïó iíâàðiàíòíîñòi. Îñü

÷îìó âàæëèâèì çàâäàííÿì ¹ ïîâíà ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ êëàñó äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè, ùî äîçâîëÿ¹ âèäiëÿòè ðiâíÿ-

ííÿ ç øèðîêèìè ñèìåòðiéíèìè âëàñòèâîñòÿìè iç çàäàíîãî êëàñó ðiâíÿíü.

Çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿííÿ (5.62) äëÿ âèïàäêó f 2(u) = 0

áóëà ðîçâ'ÿçàíà â [Demetriou E., Christou M.A., Sophocleous C., J. Appl.

Math. Comp. 187 (2007), 1333�1350] äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f 1(u), i, çîêðå-

ìà, ïîêàçàíî, ùî íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà

ut − uxx − uuy = 0

äîïóñêà¹ 6-ïàðàìåòðè÷íà ãðóïà ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü i, âèêîðèñòîâó-

þ÷è ìåòîä ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨, ïîáóäóâàííi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâ-

íÿííÿ. Ïåðø çà âñå áóëè îòðèìàíi íàñòóïíi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè, ÿêi

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ.

Òåîðåìà 5.15. Ãðóïà iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (5.62) ãåíåðó¹òüñÿ ií-

ôiíiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì

X = ξ0 (t, x, y, u) ∂t + ξ1 (t, x, y, u) ∂x

+ ξ2 (t, x, y, u) ∂y + η (t, x, y, u) ∂u,

äå ôóíêöi¨ ξ0, ξ1, ξ2, η çàäîâîëüíÿþòü òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü:

ξ0 = 2c1t+ c0, ξ1 = c1x+ c2,

ξ2 = ξ2(t, y), η = α(t, y)u+ β(t, y),

äå c0, c1, c2 � êîíñòàíòè. À êëàñèôiêóþ÷i ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

(αu+ β)ḟ 1 = (ξ2
y − 2c1)f

1 + ξ2
t , (5.63)

(αu+ β)ḟ 2 = (α− 2c1)f
2 + (αyu+ βy)f

1 + αtu+ βt. (5.64)

Ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ (5.62) çäiéñíþ¹ìî ç òî÷íiñòþ äî ïå-

ðåòâîðåíü ç ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ.
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Òåîðåìà 5.16. Ãðóïîþ íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi ðiâ-

íÿíü (5.62) çàäà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿìè

t̄ = T (t, x, y, u), x̄ = X(t, x, y, u),

ȳ = Y (t, x, y, u), ū = U(t, x, y, u),

ç êîðåêòíî-âèçíà÷åíèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè T , X, Y , U , i ßêîáiàíîì

J(t, x, y, u) = ∂(T,X,Y,U)
∂(t,x,y,u) 6= 0, ÿêùî öi ôóíêöi¨ ìàþòü âèãëÿä

t̄ = a2
1t+ a2, x̄ = a1x+ a3, ȳ = Y (t, y),

ū = θ(t, y)u+ ν(t, y), (5.65)

i íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿ ìàþòü ìiñöå:

Yt + Yyf
1(u) = a2

1F
1(ū), (5.66)

θtu+ νt + (θyu+ νy)f
1(u) + θf 2(u) = a2

1F
2(ū), (5.67)

äå a1, a2, a3 � äiéñíi äîâiëüíi êîíñòàíòè, a1 6= 0, Yy 6= 0, θ(t, y) 6= 0.

Ç (5.65)�(5.67) îòðèìó¹ìî ìíîæèíó ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi, ùî

¹ ãðóïîþ Gequiv ëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi çáåðåãàþòü âèãëÿä ðiâíÿíü

(5.62).

Òåîðåìà 5.17. Ãðóïà Gequiv ðiâíÿííÿ (5.62) ìiñòèòü íàñòóïíi íå íå-

ïåðåðâíi íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

t̄ = a2
1t+ a2, x̄ = a1x+ a3, ȳ = a4y + a5t+ a6, ū = a7u+ a8,

F 1 =
a4

a2
1

f 1 +
a5

a2
1

, F 2 =
a7

a2
1

f 2,
(5.68)

äå ai, i ∈ {1, . . . , 8} � äîâiëüíi êîíñòàíòè, a1a4a7 6= 0.

Ïðîáëåìà ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi âñiõ òàêèõ

ìîæëèâèõ íååêâiâàëåíòíèõ âèïàäêiâ, êîëè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5.63), (5.64)

âèçíà÷àþòü àëãåáðó iíâàðiàíòíîñòi Ëi Amax, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

〈∂t, ∂x, ∂y〉 = Aker ⊂ Amax,

òîáòî àëãåáðó Ëi ÷îòèðè i áiëüø âèñîêîþ ðîçìiðíîñòi. Ïîäàëüøèé àíàëiç

öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó.
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Òåîðåìà 5.18. ßêùî ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.62) äîïóñêà¹ �íåòðèâiàëüíó�

àëãåáðó ñèìåòði¨ Amax, òî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi

(5.68), âîíî çâîäèòüñÿ äî òàêîãî ðiâíÿííÿ, äå ôóíêöi¨ f 1(u) i f 2(u) ìà-

þòü îäèí ç íàñòóïíèõ âèäiâ:

1. f 1(u)� äîâiëüíà ôóíêöiÿ, f 2(u) ≡ 0;

2. f 1(u) = eu, f 2(u) = ε1e
u + ε2 àáî f 2(u) = ε̃1e

mu;

3. f 1(u) = lnu, f 2(u) = ε̃1u
m àáî f 2(u) = ε1u lnu;

4. f 1(u) = um,m 6= 0, 1, f 2(u) = ε̃1u
n àáî f 2(u) = ε1u

m+1 + ε2u;

5. f 1(u) = u, f 2(u) = ε1e
u àáî f 2(u) = ε1u

m (m 6= 0, 1, 2, 3) àáî

f 2(u) = ε1u
3 àáî f 2(u) = u2 + ε̃1 àáî f 2(u) = ε1u àáî f 2(u) = ε̃1

Òóò εi = ±1, ε̃1 ∈ {−1, 0, 1}, i ∈ {1, 2}.

Äàëi áóâ ïðîâåäåíèé ñèìåòðiéíèé àíàëiç âñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ

ðiâíÿíü, îïèñàíèõ â òåîðåìi 5.18. Âèÿâèëîñÿ, ùî ç òî÷íiñòþ äî îñíîâíî¨

ãðóïè ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (5.68) êîæíå ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.62)

ìîæíà çâåñòè äî îäíîãî iç 22 íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿíü ç �íåòðèâiàëüíèìè�

àëãåáðàìè ñèìåòði¨ ðîçìiðíîñòi 4, 5 àáî 6. Çíàéäåíî âiäïîâiäíi îïåðàòîðè

àëãåáðè ñèìåòði¨.

Íàñòóïíèé êðîê êëàñèôiêàöi¨ ïîëÿãàâ ó òîìó, ùîá çíàéòè òàê çâàíi

äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî òàêi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi íå

íàëåæàòü ãðóïi ïåðåòâîðåíü (5.68), àëå ìîæóòü âñòàíîâëþâàòè åêâiâà-

ëåíòíiñòü ìiæ îêðåìèìè ïðåäñòàâíèêàìè êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi âiäíî-

ñíî îñíîâíî¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü. Ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ äîäàòêîâèõ ïåðå-

òâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi  ðóíòóþòüñÿ íà òîìó, ùî åêâiâàëåíòíi ðiâíÿííÿ

ìàþòü îäíàêîâi ðîçìiðíîñòi ¨õ iíâàðiàíòíèõ àëãåáð Amax. Áóëè çíàéäåíi

âñi òàêi äîäàòêîâi ïåðåòâîðåííÿ. Â ðåçóëüòàòi, çíàéäåíi 22 ðiâíÿííÿ, ÿêi

îïèñàíi â òåîðåìi 5.18, áóëè çâåäåíi äî îäíîãî ç 14 �êàíîíi÷íèõ� ðiâíÿíü,

ÿêi íå åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ. Öå ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â íàñòóïíié òå-

îðåìi.
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Òåîðåìà 5.19. Óñi ìîæëèâi ðiâíÿííÿ ç êëàñó (5.62), ùî äîïóñêàþòü

àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi Ëi Amax ⊃ Aker çâîäÿòüñÿ äî îäíîãî ç 14 �êà-

íîíi÷íèõ� ðiâíÿíü. Ó íàâåäåíîìó íèæ÷å ñïèñêó ïåðøi äâà âèðàçè îçíà-

÷àþòü ôóíêöi¨ f 1(u) i f 2(u), âiäïîâiäíî, à ðåøòà � îïåðàòîðè àëãåáði

iíâàðiàíòîñòi, ÿêi íàëåæàòü ðîçøèðåííþ îñíîâíî¨ àëãåáðè Aker.

1. ∀ 6= const, 0; t∂t +
1

2
x∂x + y∂y

2. eu, ε1e
mu (m 6= 0, 1); t∂t +

1

2
x∂x +

m− 1

m
y∂y −

1

m
∂u

3. eu, ε1; y∂y + ∂u

4. eu, 0; t∂t +
1

2
x∂x + y∂y, y∂y + ∂u

5. lnu, ε1u
m (m 6= 1); t∂t +

1

2
x∂x + (y − t

m− 1
∂y)−

u

m− 1
∂u

6. lnu, ε1u lnu; eε1t(∂y + ε1u∂u)

7. lnu, 0; t∂t +
1

2
x∂x + y∂y, t∂y + u∂u

8. um (m 6= 0, 1), ε1u
n (n 6= m+ 1);

(n− 1)t∂t +
1

2
(n− 1)x∂x + (n−m− 1)y∂y

9. um (m 6= 0, 1), 0; t∂t +
1

2
x∂x + y∂y, y∂y +

1

m
u∂u

10. u, ε1e
u; t∂t +

1

2
x∂x + (y − t)∂y − ∂u

11. u, ε1u
m (m 6= 0, 1, 2); t∂t +

1

2
x∂x +

m− 2

m− 1
y∂y −

u

m− 1
∂u

12. u, u2 + 1; ey(sin t∂y + (cos t+ u sin t)∂u),

ey(cos t∂y − (sin t− u cos t)∂u)

13. u, ε1u; y∂y + u∂u, eε1t(∂y + ε1∂u)

14. u, 0; t∂t +
1

2
x∂x + y∂y, t∂y + ∂u, y∂y + u∂u

Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Êîëìîãîðîâà. Áóëî ðîç-

ãëÿíóòî ðiâíÿííÿ

ut − uxx − uuy = 0, (5.69)
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ùî çóñòði÷à¹òüñÿ ó áàãàòüîõ ïðîáëåìàõ ôiíàíñîâî¨ ìàòåìàòèêè. Ðiâíÿí-

íÿ (5.69) ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî øåñòèâèìiðíî¨ àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi

(äèâ. òåîðåìó 5.19) îïåðàòîðè ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä:

P0 = ∂t, P1 = ∂x, P2 = ∂y, D1 = t∂t + 1
2x∂x + y∂y,

D2 = y∂y + u∂u, G = t∂y − ∂u.

Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó iç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè

X1 = D1 −D2 = t∂t + 1
2x∂x − u∂u,

X2 = P0 = ∂t, X3 = D2 = y∂y + u∂u,

X4 = P2 = ∂y, X5 = G = t∂y − ∂u, X6 = P1 = ∂x,

(5.70)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi íåíóëüîâi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

[X1, X2] = −X2, [X1, X5] = X5, [X1, X6] = −1
2X6,

[X3, X5] = −X5, [X2, X5] = X4, [X3, X4] = −X4.

Áóëî ïðîêëàñèôiêîâàíî âñi îäíîâèìiðíi òà äâîâèìiðíi ïîäàëãåáðè

àëãåáðè Ëi (5.70) âiäíîñíî äi¨ ãðóïè ïåðåòâîðåíü âíóòðiøíiõ àâòîìîð-

ôiçìiâ. Ñ òî÷íiñòþ äî òàêî¨ äi¨ îäíîâèìiðíi ïîäàëãåáðè âè÷åðïóþòüñÿ

òàêèìè:

〈X1〉, 〈X2〉, 〈X3〉, 〈X4〉, 〈X5〉, 〈X6〉, 〈X1 ±X4〉,

〈X1 +X3 ±X5〉, 〈X1 + αX3〉, 〈X2 ±X3〉, 〈X3 +X6〉,

〈X2 ±X3 ±X6〉, 〈X2 ±X5 + αX6〉, 〈X2 +X6〉, 〈X2 ±X5〉,

〈X5 +X6〉, 〈X4 +X6〉, (α 6= 0).

Íàïðèêëàä, ÿêùî ðîçãëÿíóòè îñòàííié îïåðàòîð ç öüîãî ñïèñêó

〈X4 +X6〉 = ∂x + ∂y, (5.71)

òî îòðèìó¹ìî òàêèé âiäïîâiäíèé àíçàö:

u = ϕ(ω1, ω2), ω1 = t, ω2 = y − x,

äå ôóíêöiÿ ϕ(ω1, ω2) çàäîâîëüíÿ¹ äîáðå âiäîìå ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà

ϕω1
− ϕω2ω2

− ϕϕω2
= 0.
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Â ðîáîòi (Pascucci, A. and Polidoro, S., On the Cauchy problem for a nonli-

near Kolmogorov equation // SIAM J. Math. Anal. � 2003. � 35, 579) áóëà

ðîçãëÿíóòî çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (5.69):

ut − uxx − uuy = 0, u(0, x, y) = g(x, y). (5.72)

ßêùî âèìàãàòè, ùîá ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.69) áóëî iíâàðiàíòíèì ùîäî

îïåðàòîðà (5.71), i g = g(ω2), òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

ϕω1
− ϕω2ω2

− ϕϕω2
= 0, ϕ(0, ω2) = g(ω2),

ìà¹ âèãëÿä

ϕ(ω1, ω2) = 2
∂

∂ω2
lnG(ω1, ω2),

äå

G(ω1, ω2) =
1√

4πω1

∫ ∞
−∞

exp

[
−(ω2 − ξ)2

4ω1
− 1

2

∫ ξ

0

g(τ)dτ

]
dξ.

Òàêîæ çíàéäåíi âiäïîâiäíi äâîâèìiðíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè (5.70), i

îòðèìàíi ñiìåéñòâà âiäïîâiäíèõ iíâàðiàíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

5.5 Ñèìåòðiéíèé àíàëiç ðiâíÿííÿ öiíîóòâîðåííÿ àçiéñüêèõ

îïöiîíiâ i òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

Òðàäèöiéíîþ ìîäåëëþ â òåîði¨ ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ ¹ ìîäåëü Áëåêà�Øîóë-

çà, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì â ÷àñòèííèõ ïî-

õiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè [Black F., Scholes

M., J. Political Economy 81 (1973), 637�659]. Îäíàê ïðàêòè÷íi äîñëiäæå-

ííÿ âêàçóþòü íà òå, ùî öÿ ìîäåëü âiäïîâiäíî äî çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü

äàëåêà âiä àäåêâàòíîñòi ðåàëüíèì ïðîöåñàì, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ íà ôiíàí-

ñîâèõ ðèíêàõ. Òîìó â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ äîñëiäíèêè ïåðåéøëè äî áiëüø

ñêëàäíèõ ìîäåëåé äèíàìèêè ôiíàíñîâèõ ðèíêiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ ðiâíÿí-

íÿìè ç áiëüøîþ êiëüêiñòþ íåçàëåæíèõ çìiííèõ. Ïåðøi äîñëiäæåííÿ ãðó-

ïîâèõ âëàñòèâîñòåé ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Áëåêà�Øîóëçà áóëî ïðîâåäåíî
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â ðîáîòi [Gazizov R.K., Ibragimov N.H., Nonlinear Dynamics 17 (1998),

387�407].

Íàìè áóëî ïðîâåäåíî ñèìåòðiéíèé àíàëiç òà ïîáóäîâàíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ öiíîóòâîðåííÿ àçiéñüêèõ îïöiîíiâ â íåïåðåðâíîìó ÷à-

ñi τ ∈ [0;T ] [Barucci E., Polidoro S., Vespri V., Math. Models Methods Appl.

Sci. 11 (2001), 475�497]:

∂V

∂τ
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
+ S

∂V

∂A
− rV = 0, (5.73)

äå T � òåðìií äi¨ êîíòðàêòó; V = V (τ, S,A) � ôóíêöiÿ âàðòîñòi îïöiîíó;

S � âàðòiñòü áàçîâîãî àêòèâó; A � óñåðåäíåíå çíà÷åííÿ âñiõ íàÿâíèõ

öií áàçîâèõ àêòèâiâ S äî ìîìåíòó ÷àñó τ ; r i σ � ñòàëi, ùî îïèñóþòü

áåçðèçèêîâó ïðîöåíòíó ñòàâêó i âîëàòèëüíiñòü àêöi¨ âiäïîâiäíî.

Ðiâíÿííÿ (5.73) çà äîïîìîãîþ çàìiíè

V (τ, S,A) = f(τ, S,A)u(t(τ, S,A), x(τ, S,A), y(τ, S,A)), (5.74)

äå ôóíêöiÿ f(τ, S,A) i íîâi íåçàëåæíi çìiííi t, x, y âèçíà÷àþòüñÿ, âiäïî-

âiäíî, ôîðìóëàìè

f = s−me−
qσ2

2 (T−τ), t =
σ2

2
(T − τ), x = S,

y =
σ2

2
A, m =

r

σ2
, q = m2 +m, (5.75)

çâîäèòüñÿ äî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= x2∂

2u

∂x2
+ x

∂u

∂y
, (5.76)

äå u = u(t, x, y).

1. Ñèìåòðiéíi âëàñòèâîñòi.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèìåòðiéíèõ âëàñòèâîñòåé ðiâíÿííÿ (5.76) âèêîðè-

ñòà¹ìî êëàñè÷íèé ìåòîä Ëi�Îâñÿííiêîâà. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî òàêèé

ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 5.20. Ìàêñèìàëüíà àëãåáðà Ëi iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (5.76)

ãåíåðó¹òüñÿ òàêèìè äèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè:

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = u∂u, X4 = x∂x + y∂y,

X5 = xy∂x +
1

2
y2∂y +

1

2
xu∂u, X∞ = β(t, x, y)∂u,

äå ôóíêöiÿ β(t, x, y) ¹ äîâiëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.76).

Äàëi íå âðàõîâóâàòèìåìî îïåðàòîð ñèìåòði¨ X∞ = β(t, x, y)∂u, ÿêèé

ïðèòàìàííèé ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì i îáóìîâëþ¹ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨. Çà-

äà÷à îïèñó òàêèõ îïåðàòîðiâ åêâiâàëåíòíà ïîøóêó çàãàëüíîãî ðîç'âÿçêó

òàêèõ ðiâíÿíü.

Àëãåáðà L5 = 〈X1, X2, X3, X4, X5〉 içîìîðôíà àëãåáði

A5 = 〈e1, e2, e3, e4, e5〉 = 〈e1, e2, e3〉 ⊕ 〈e4, e5〉 = sl(2,R)⊕ 2A1,

ÿêà ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäàëãåáð 〈e1, e2, e3〉 = sl(2,R) òà 〈e4, e5〉 = 2A1.

Içîìîðôiçì ìiæ àëãåáðàìè L5 i A5 âñòàíîâëþ¹òüñÿ ëiíiéíèìè ïåðå-

òâîðåííÿìè:

e1 = 2X4 = 2x∂x + 2y∂y, e2 = −2X5 = −2xy∂x − y2∂y − xu∂u,

e3 = X2 = ∂y, e4 = X1 = ∂t, e5 = X3 = u∂u.

2. Ñèìåòðiéíà ðåäóêöiÿ i òî÷íi ðîçâ'ÿçêè.

Äëÿ òîãî, ùîá âèêîðèñòàòè ìîæëèâi ðåäóêöi¨ ðiâíÿííÿ (5.76), íå-

îáõiäíî çíàéòè íååêâiâàëåíòíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè A5. Ó ðîáîòi [Îëâåð

Ï., Ìèð, Ìîñêâà, 1989] íàâåäåíî ìåòîä êëàñèôiêàöi¨ ïiäàëãåáð äiéñíèõ

àëãåáð Ëi ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü, ÿêi âèçíà÷àþòü ãðóïè âíóòðiøíiõ

àâòîìîðôiçìiâ öèõ àëãåáð Ëi. Çãiäíî ç öèì ìåòîäîì îäíîâèìiðíi ïiäàë-

ãåáðè àëãåáðè A5 âè÷åðïóþòüñÿ àëãåáðàìè

〈e4 + αe5〉, 〈e5〉, 〈e1 + αe4 + βe5〉,

〈e2 + αe4 + βe5〉, 〈e2 − e3 + αe4 + βe5〉, (5.77)

181



à äâîâèìiðíi ïiäàëãåáðè � òàêèìè àëãåáðàìè:

〈e4, e5〉, 〈e1 + αe5, e4 + βe5〉,

〈e2 + αe5, e4 + βe5〉, 〈e1 + αe4 + βe5, e2〉, (5.78)

〈e2 − e3 + αe4, e5〉, 〈e2 + αe4, e5〉,

〈e2 − e3 + αe5, e4 + βe5〉, 〈e1 + αe4, e5〉,

äå α, β ∈ R.
Îïåðàòîðè ïiäàëãåáð (5.77) i (5.78) áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè

òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.76). Îäíîâèìiðíèì ïiäàëãåáðàì (5.77) áóäå

âiäïîâiäàòè ðåäóêöiÿ ðiâíÿííÿ (5.76) äî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-

ìè âiä äâîõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ, à äâîâèìiðíèì � ðåäóêöiÿ äî çâè÷àé-

íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Íàïðèêëàä, îäíîâèìiðíî¨ ïiäàëãåáði 〈e2 + αe4 + βe5〉 âiäïîâiäà¹ ðå-
äóêîâàíå ðiâíÿííÿ

ω2
2fω2ω2

+ (αω2 − 1)fω1
− βω2f = 0.

ßêùî α = β = 0, ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

ω2
2fω2ω2

− fω1
= 0,

÷àñòèííèìè ðîçâ'ÿçêàìè ÿêîãî áóäóòü ôóíêöi¨

f(ω1, ω2) = (C1 lnω2 + C2)
√
ω2 exp

(
−ω1

4

)
,

f(ω1, ω2) = (2ω1 + ln2 ω2)
√
ω2 exp

(
−ω1

4

)
,

f(ω1, ω2) = ωµ2 exp((µ2 − µ)ω1),

äå C1, C2, µ ∈ R.
Ïiäñòàâëÿþ÷è öi ôóíêöi¨ ó âiäïîâiäíèé àíçàö äëÿ çàëåæíî¨ çìiííî¨

u, îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (5.76):

u =

(
C1 ln

x

y2
+ C2

) √
x

y
exp

(
x

y
− t

4

)
,
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u =

(
2t+ ln2 x

y2

) √
x

y
exp

(
x

y
− t

4

)
, (5.79)

u =

(
x

y2

)µ
exp

(
x

y
+ (µ2 − µ)t

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó çìiííèõ (5.74), (5.75) äëÿ ôóíêöié (5.79)

îòðèìà¹ìî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (5.73):

V (τ, S,A) =

(
C1 ln

4S

σ4A2
+ C2

)
2S−rσ

−2√
S

σ2A
×

× exp

(
2S

σ2A
− σ2(T − τ)

8
+ (r2σ−2 + r)

(τ − T )

2

)
,

V (τ, S,A) =

(
σ2(T − τ) + ln2 4S

σ4A2

)
2S−rσ

−2√
S

σ2A
×

× exp

(
2S

σ2A
− σ2(T − τ)

8
+ (r2σ−2 + r)

(τ − T )

2

)
,

V (τ, S,A) = S−rσ
−2

(
4S

σ4A2

)µ
×

× exp

(
2S

σ2A
+ (µ2 − µ)

σ2(T − τ)

2
+ (r2σ−2 + r)

(τ − T )

2

)
.

5.6 Ðåäóêöiÿ òà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òà îïèñ äèôåðåíöiàëüíèõ

iíâàðiàíòiâ àëãåáð iíâàðiàíòíîñòi òàêèõ ðiâíÿíü

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïåðåâèçíà÷åíó ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ðiâíÿíü

åéêîíàëó äëÿ äâîõ ôóíêöié âiä (1+n) íåçàëåæíèõ çìiííèõ, òà ùå îäíîãî

ðiâíÿííÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ öi äâi ôóíêöi¨ [66]:

uµuµ = 0, vµvµ = 0, uµvµ = 1, (5.80)

äå u = u(x0, x1, . . . , xn), v = v(x0, x1, . . . , xn).

ßêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, iíäåêñè ó íåçàëåæíèõ çìiííèõ xµ ìîæóòü

ïðèéìàòè çíà÷åííÿ âiä 0 äî n, µ = 0, 1, . . . , n; íèæíi iíäåêñè ó çàëåæíèõ

çìiííèõ îçíà÷àþòü ïîõiäíi çà âiäïîâiäíèìè çìiííèìè xµ, i ïàðà iíäåêñiâ,
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ùî ïîâòîðþþòüñÿ, îçíà÷à¹ ïiäñóìîâóâàííÿ çà öèìè iíäåêñàìè âiä 0 äî n

â ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî:

xµxµ = x0x0 − x1x1 − · · · − xnxn.

Ìè òàêîæ áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi ôóíêöi¨, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ¹

äîñòàòíüî ãëàäêèìè äëÿ iñíóâàííÿ òà íåïåðåðâíîñòi âñiõ ïîòðiáíèõ ïî-

õiäíèõ, òà ùî âñi çàëåæíi òà íåçàëåæíi çìiííi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ ó

ïðîñòîði äiéñíèõ ÷èñåë.

Âiäçíà÷èìî, ùî ñèñòåìà (5.80) ¹ ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì áiëüø çà-

ãàëüíî¨ ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü åéêîíàëó

uµuµ = 0, vµvµ = 0, uµvµ = h(u, v) (5.81)

ç äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ h(u, v).

Ñèñòåìà (5.81) ìîæå áóòè îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi ëîêàëüíèõ ïåðåòâî-

ðåíü ñèñòåìè

uµuµ = ρ(u, v), vµvµ = σ(u, v), uµvµ = τ(u, v) (5.82)

ç äîâiëüíèìè ôóíêöiÿìè ρ, σ òà τ , äå ρσ − τ 2 < 0. Òàêà ñèñòåìà âèíè-

êëà â íàøié ðîáîòi (Yehorchenko I.A., Reduction of non-linear d'Alembert

equations to two-dimensional equations, in Proceedings of the 4th Workshop

�Group Analysis of Di�erential Equations and Integrable Systems� (October

26�30, 2008, Protaras, Cyprus), University of Cyprus, Nicosia, 2009, 243�253)

ÿê ÷àñòèíà óìîâ ðåäóêöi¨ áàãàòîâèìiðíîãî íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿ-

ííÿ 2φ = F (φ) ç çàñòîñóâàííÿì àíçàöó ç äâîìà íîâèìè íåçàëåæíèìè

çìiííèìè φ = φ(ω1, ω2).

Çàãàëüíèé âèãëÿä ñèñòåìè òèïó (5.82), ÿêà ìîæå áóòè ðåäóêîâàíà äî

ñèñòåìè âèãëÿäó (5.80), ¹ íàñòóïíèì

uµuµ = 2Aa(a, b)Ab(a, b),

vµvµ = 2Ba(a, b)Bb(a, b),

uµvµ = Aa(a, b)Bb(a, b) +Ba(a, b)Ab(a, b),
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äå a = a(u, v), b = b(u, v) � öå äîâiëüíi äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨.

Ïðèêëàäîì ñèñòåìè òàêîãî âèãëÿäó ¹

uµuµ = 1, vµvµ = −1, uµvµ = 0.

Ïðîòå, ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü åéêîíàëó ¹ öiêàâèìè i ç òî÷êè

çîðó áåçïîñåðåäíüîãî ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ ó ãåîìåòðè÷íié îïòèöi,

ðîçïiçíàâàííi îáðàçiâ, ìåõàíiöi ñóöiëüíîãî ñåðåäîâèùà òà iíøèõ ãàëóçÿõ.

Íàéìåíøà ðîçìiðíiñòü, êîëè äëÿ ñèñòåìè (5.80) ìîæíà îòðèìàòè íå-

òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè � öå n = 2, òîáòî öå áóäå ñèñòåìà ç îäíi¹þ ÷àñîâîþ

òà äâîìà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè. Ó âèïàäêó îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨

ìè ìàòèìåìî ëèøå òðèâiàëüíèé ëiíiéíèé ðîçâ'ÿçîê u = a(x0 ± x1) + c1,

v = 1/2a(x0 ∓ x1) + c2, äå a = const 6= 0, c1 òà c2 � äîâiëüíi äiéñíi ñòàëi.

Ó ðîáîòi [arXiv:1712.01948] íàìè áóâ çíàéäåíèé ïàðàìåòðè÷íèé çà-

ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ñèñòåìè (5.80) òà äâîõ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ (ìè

âèêëþ÷àëè ñïåöiàëüíi âèïàäêè â ïðîöåñi çíàõîäæåííÿ)

u =
x1 + x2z√

1−z2
− k′(z)

g′(z)
,

v =
gx2√
1− z2

+
p(z)

g′(z)

[
x1 +

x2z√
1− z2

− k′(z)

]
+ r(z),

0 = x0 − x1z + x2

√
1− z2

+
g(z)

g′(z)

(
x1 +

x2z√
1− z2

− k′(z)

)
− k(z).

Òóò

r′ = −k′′
(
zg + (1− z2)g′

)
, p = 1

2

(
−g′2 + (g − zg′)2

)
.

Ìåòîä, ÿêèé ìè âèêîðèñòîâó¹ìî, áóâ ðîçðîáëåíèé íà îñíîâi iäåé,

ïðåäñòàâëåíèõ â ðîáîòàõ Ð.Ç. Æäàíîâà, I.Â. Ðåâåíêà òà Â.I. Ôóùè÷à

[Ïðåïðiíò 90.39, Ií-ò ìàòåìàòèêè ÀÍ ÓÐÑÐ, Êè¨â, 1990, 65 ñ.] òà [J. Math.

Phys. 36 (1995), 7109�7127] ùîäî çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ä'Àëàì-

áåðà�Ãàìiëüòîíà.
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Ïåðøèé åòàï ïðîöåäóðè çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ � öå çà-

ñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåíü ãîäîãðàôà. Ðîçãëÿíåìî ëèøå ÷àñòêîâèé âèïàäîê

n = 2, i ôóíêöi¨

u = u(x0, x1, x2), v = v(x0, x1, x2) (5.83)

òà áóäåìî ââàæàòè, ùî ux0
6= 0 (â iíøîìó âèïàäêó ïåðøå ðiâíÿííÿ ñè-

ñòåìè (5.80) ìàòèìå ëèøå ñòàëi ðîçâ'ÿçêè).

Ìè ïåðåõîäèìî âiä ïî÷àòêîâî¨ ïàðè (5.83) äî íîâî¨ ïàðè çàëåæíèõ

çìiííèõ w òà v, òà íîâèõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ y0, y1, y2:

u = y0, x0 = w, x1 = y1, x2 = y2. (5.84)

Âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ ïî÷àòêîâî¨ ïàðè ôóíêöié:

ux0
=

1

wy0

, ux1
= −wy1

wy0

, ux2
= −wy2

wy0

,

vx0
=
vy0

wy0

, vx1
= vy1

− vy0

wy1

wy0

, vx2
= vy2

− vy0

wy2

wy0

. (5.85)

Çàçíà÷èìî, ùî ó íîâèõ ðiâíÿííÿõ, îòðèìàíèõ ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ïåðå-

òâîðåííÿ ãîäîãðàôà, ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ïîõiäíi çà çìiííèìè yµ ÿê vyµ
òà wyµ.

Ïiäñòàíîâêà ôîðìóë äëÿ ïîõiäíèõ (5.85) äî ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñè-

ñòåìè (5.80) äà¹ íàñòóïíi âèðàçè:

−
w2
y1

w2
y0

−
w2
y2

w2
y0

+
1

w2
y0

= 0.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïðèïóùåííÿ wy0
6= 0, i òîìó çíàéäåíå ðiâíÿííÿ ¹

åêâiâàëåíòíèì íàñòóïíîìó:

w2
y1

+ w2
y2

= 1.

Ïiäñòàíîâêà ôîðìóë äëÿ ïîõiäíèõ äî äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5.80)

äà¹

v2
y1

+ v2
y0

w2
y1

w2
y0

− 2
vy0
vy1
wy1

wy0

+ v2
y2

+ v2
y0

w2
y2

w2
y0

− 2
vy0
vy2
wy2

wy0

=
v2
y0

w2
y0

,
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i â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

v2
y1

+ v2
y2
− 2(vy1

wy1
+ vy2

w2)
vy0

wy0

= 0. (5.86)

Ïiäñòàíîâêà äî òðåòüîãî ðiâíÿííÿ (5.80) äà¹

vy0

w2
y0

+
wy1

wy0

(
vy1

+ vy0

wy1

wy0

)
+
wy2

wy0

(
vy2

+ vy0

wy2

wy0

)
= 1.

Âðàõîâóþ÷è, ùî wy0
6= 0, ìè ïðèõîäèìî äî âèðàçó

vy1
wy1

+ vy2
wy2

= wy0
.

Ðiâíÿííÿ (5.86) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íàñòóïíå:

v2
y1

+ v2
y2

= 2vy0
.

Ó ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü:

w2
y1

+ w2
y2

= 1,

v2
y1

+ v2
y2

= 2vy0
,

vy1
wy1

+ vy2
wy2

= wy0
. (5.87)

Çàçíà÷èìî, ùî ñèñòåìà (5.87) âêëþ÷à¹ ðiâíÿííÿ åéêîíàëó òà ðiâíÿííÿ

Ãàìiëüòîíà�ßêîái, ïîäiáíi äî óìîâ ðåäóêöi¨ äëÿ ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãå-

ðà, ÿêi ðîçãëÿäàëèñü â íàøié ðîáîòi ùîäî ðåäóêöi¨ íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

Øðüîäiíãåðà [arXiv:1412.1889].

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ êîíòàêòíèõ ïåðåòâîðåíü, ðîçãëÿäà¹ìî íàñòóïíèé

íàáið íîâèõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ z0 = y0, z1 = wy1
, z2 = y2.

Ðîçãëÿíåìî íîâi çàëåæíi çìiííi

H(z0, z1, z2) = y1wy1
− w, v = v(z0, z1, z2)

òà âèïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ïîõiäíèõ çà íîâèìè íåçàëåæíèìè çìií-

íèìè:

Hz0
= −wy0

, Hz1
= y1, Hz2

= −wy2
,
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vy0
= vz0

+ vz1
wy0y1

, vy1
= vz1

+ wy1y1
, vy2

= vz2
+ vz1

wy1y2
,

wy1y1
=

1

Hz1z1

, wy1y2
= −Hz1z2

Hz1z1

, wy0y1
= −Hz0z1

Hz1z1

,

wy0y2
= −

∣∣∣∣∣Hz1z1
Hz1z2

Hz0z1
Hz0z2

∣∣∣∣∣
Hz1z1

.

Ïiñëÿ âiäïîâiäíî¨ ïiäñòàíîâêè ó ñèñòåìó (5.87) ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨

ñèñòåìè ðiâíÿíü:

z2
1 +H2

z2
= 1, (5.88)(

vz1

Hz1z1

)2

+

(
vz2
− vz1

Hz1z2

Hz1z1

)2

= 2

(
vz0
− vz1

Hz1z2

Hz1z1

)
, (5.89)

vz1

z1

Hz1z1

−Hz2

(
vz2
− vz1

Hz1z2

Hz1z1

)
= −Hz0

. (5.90)

Ïåðøå ðiâíÿííÿ (5.88) öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ôóíêöi¨

H:

H = z2

√
1− z2

1 +G(z0, z1), (5.91)

äå G � ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, ÿâíèé âèãëÿä ÿêî¨ ìè çíàéäåìî íèæ÷å

ç iíøèõ ðiâíÿíü öi¹¨ ñèñòåìè.

Âèïàäîê

z1 = wy1
= −ux1

ux0

= ±1

� öå ñïåöiàëüíèé âèïàäîê, ÿêèé äà¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, i ìè áóäåìî

éîãî ðîçãëÿäàòè îêðåìî.

Ç âèðàçó äëÿ ôóíêöi¨ H (5.91) ìè îòðèìó¹ìî, ùî

Hz0
= Gz0

, Hz1
= − z1z2√

1− z2
1

, Hz2
=
√

1− z2
1,

Hz0z1
= Gz0z1

, Hz1z2
= − z1√

1− z2
1

, (5.92)
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Hz1z1
= − z2√

1− z2
1

− z2
1z2(

1− z2
1

) 3
2

+Gz1z1
= − z2(

1− z2
1

) 3
2

+Gz1z1
.

Äàëi, ïiäñòàíîâêà âèðàçó äëÿ êîíòàêòíèõ ïåðåòâîðåíü (5.92) òà âè-

ðàçó äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ H ó ðiâíÿííÿ (5.89) äà¹

vz1
z1 +

(
Gz1z1

− z2(
1− z2

1

) 3
2

)(
Gz0
− vz2

√
1− z2

1

)

+ vz1

√
1− z2

1)

(
− z1√

1− z2
1

)

=

(
Gz1z1

− z2(
1− z2

1

) 3
2

)(
Gz0
− vz2

√
1− z2

1

)
= 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

Gz1z1
− z2(

1− z2
1

) 3
2

6= 0,

îòðèìó¹ìî

Gz0
− vz2

√
1− z2

1 = 0,

ùî äà¹ íàì âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ v:

v =
Gz0

z2√
1− z2

1

+ P (z0, z1), (5.93)

äå P (z0, z1) � öå äåÿêà ôóíêöiÿ âiä ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, ÿêà ìà¹ áóòè çíà-

éäåíà íèæ÷å.

Ç (5.93) ìè îá÷èñëþ¹ìî âèðàçè äëÿ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ v:

vz0
=

Gz0z0
z2√

1− z2
1

+ Pz0
, vz1

=
Gz0z1

z2√
1− z2

1

+
Gz0

z1z2(
1− z2

1

) 3
2

+ Pz1
,

vz2
=

Gz0√
1− z2

1

. (5.94)

Ïiäñòàíîâêà (5.92), (5.93), (5.94) ó (5.89) äà¹

v2
z1

+ (vz2
Hz1z1

− vz1
Hz1z2

)2 = 2Hz1z1
(vz0

Hz1z1
− vz1

Hz0z1
),
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(
Gz0z1

z2√
1− z2

1

+
Gz0

z1z2(
1− z2

1

) 3
2

Pz1

)2

+

(
Gz0√
1− z2

1

(
Gz1z1

− z2(
1− z2

1

) 3
2

)

+
z1√

1− z2
1

(
Pz1

+
Gz0z1

z2√
1− z2

1

+
Gz0

z1z2(
1− z2

1

) 3
2

))2

= 2

(
Gz1z1

− z2(
1− z2

1

) 3
2

)

×

((
Gz1z1

− z2(
1− z2

1

) 3
2

)(
Gz0z0

z2√
1− z2

1

+ Pz0

)

−Gz0z1

(
Gz0z1

z2√
1− z2

1

+
Gz0

z1z2(
1− z2

1

) 3
2

+ Pz1

))
. (5.95)

Äàëi ìè ìîæåìî ðîçêëàñòè öi âèðàçè çà ñòåïåíÿìè çìiííî¨ z2. Ç âèìîãè

ðiâíîñòi íóëþ ñóìè êîåôiöi¹íòiâ ïðè z3
2 ìè îòðèìó¹ìî óìîâó

−2
Gz0z0(

1− z2
1

) 7
2

= 0, (5.96)

çâiäêè ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî Gz0z0
= 0. Ç âèìîãè ðiâíîñòi íóëþ

ñóìè êîåôiöi¹íòiâ ïðè z2
2 ìè îòðèìó¹ìî óìîâè(

Gz0z1√
1− z2

1

+
Gz0

z1(
1− z2

1

) 3
2

)2

+

(
− Gz0(

1− z2
1

)2 +
Gz0z1

z1

1− z2
1

+
Gz0

z2
1(

1− z2
1

)2

)2

= − 2(
1− z2

1

) 3
2

(
− Pz0(

1− z2
1

) 3
2

−Gz0z1

(
Gz0z1√
1− z2

1

+
Gz0

z2
1(

1− z2
1

) 3
2

))
,

G2
z0z1

(
1− z2

1

)2
+ 2Gz0z1

Gz0
z1

(
1− z2

1

)
+G2

z0
z2

1

+
(
1− z2

1

)
(z2

1G
2
z0z1
− 2z1Gz0z1

Gz0
+G2

z0
)

= 2(Pz0
+G2

z0z1

(
1− z2

1

)
+Gz0z1

Gz0
z1),

(Gz0
− z1Gz0z1

)2 = 2Pz0
+G2

z0z1
. (5.97)
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Ç âèìîãè ðiâíîñòi íóëþ ñóìè êîåôiöi¹íòiâ ïðè z2 ìè îòðèìó¹ìî óìîâè

Pz1

(
Gz0z1√
1− z2

1

+
Gz0

z1(
1− z2

1

) 3
2

)
+

(
Gz0

Gz1z1
+ z1Pz1√

1− z2
1

)

×

(
− Gz0(

1− z2
1

)2 +
Gz0z1

z1

1− z2
1

+
Gz0

z2
1(

1− z2
1

)2

)

= Gz1z1

(
−Pz0

+Gz0z1
Gz0

z1(
1− z2

1

) 3
2

−
G2
z0z1√

1− z2
1

)

− Pz0
Gz1z1

−Gz0z1
Pz1(

1− z2
1

) 3
2

,

Pz1

(
Gz0z1

(
1− z2

1

)
+Gz0

z1

)
+ (Gz0

Gz1z1
+ z1Pz1

)(Gz0z1
z1 −Gz0

)

+Gz1z1
G2
z0z1

(
1− z2

1

)
+Gz1z1

(Pz0
+Gz0z1

Gz0
z1) + Pz0

Gz1z1

−Gz0z1
Pz1

= 0,

Gz1z1
(Gz0

(Gz0z1
z1 −Gz0

) +G2
z0z1

(
1− z2

1

)
+ 2Pz0

+Gz0z1
Gz0

z1) = 0. (5.98)

Ç óìîâè (5.98) çíàõîäèìî, ùî

Gz1z1

[
2Pz0

+G2
z0z1
− (Gz0

−Gz0z1
z1)

2
]

= 0. (5.99)

Ðiâíiñòü íóëþ âèðàçó ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ðiâíÿííÿ (5.99) åêâiâàëåíò-

íà óìîâi, ÿêà áóëà âèçíà÷åíà â ðåçóëüòàòi çáèðàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè z2
2

(5.97). Òàêèì ÷èíîì, ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè z2 ìè íå îòðèìàëè íiÿêèõ íîâèõ

óìîâ.

Ç âèìîãè ðiâíîñòi íóëþ ñóìè êîåôiöi¹íòiâ ïðè z0
2 îòðèìó¹ìî

P 2
z1

+
(Gz0

Gz1z1
+ z1Pz1

)2

1− z2
1

= 2Gz1z1
(Pz0

Gz1z1
−Gz0z1

Pz1
),

P 2
z1

(
1− z2

1

)
+
(
G2
z0
G2
z1z1

+ 2z1Pz1
Gz0

Gz1z1
+ z2

1P
2
z1

)
= 2Gz1z1

(Pz0
Gz1z1

−Gz0z1
Pz1

)

− 2z2
1

(
Pz0

G2
z1z1
−Gz0z1

Gz1z1
Pz1

)
,

P 2
z1

+G2
z0
G2
z1z1

+ 2z1Pz1
Gz0

Gz1z1
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= 2
(
1− z2

1

)
Gz1z1

(Pz0
Gz1z1

− Pz1
Gz0z1

). (5.100)

Ç (5.95) âèïëèâà¹, ùî Gz0z0
= 0, ç (5.97) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî Pz0z0

= 0.

Òàêèì ÷èíîì, øóêàíi ôóíêöi¨ G òà P ïîâèííi ìàòè íàñòóïíó ôîðìó

G = g(z1)z0 + k(z1), P = p(z1)z0 + r(z1), (5.101)

äå g, k, p, r � ïåâíi ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ z1, óìîâè íà ÿêi áóäóòü çíàéäåíi

äàëi.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (5.101) ó (5.97) ìè îòðèìàëè

2p+ g′2 = (g − z1g
′)2. (5.102)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (5.101) ó (5.100) ìè ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ

(p′z0 + r′)2 + g2(g′′z0 + k′′)2 + 2z1(p
′z0 + r′)g(g′′z0 + k′′)

= 2
(
1− z2

1

)
(g′′z0 + k′′)(p(g′′z0 + k′′)− g′(p′z0 + r′)). (5.103)

Äàëi ìè ãðóïó¹ìî êîåôiöi¹íòè áiëÿ ñòåïåíiâ z0. Ïðè z2
0 îòðèìó¹ìî

p′2 + g2g′′2 + 2z1p
′gg′′ = 2

(
1− z2

1

)(
g′′2p− g′′g′p′

)
. (5.104)

Ç ðiâíÿííÿ (5.102) ìè ìîæåìî çíàéòè âèðàç äëÿ ôóíêöi¨ p ÷åðåç ôóíê-

öiþ g:

p = 1
2

(
g2 − 2z1gg

′ +
(
z2

1 − 1
)
g′2
)
. (5.105)

Çâiäñè

p′ = g′′
((
z2

1 − 1
)
g′ − z1g

)
. (5.106)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçiâ äëÿ p òà p′ äî (5.104) ìè îòðèìó¹ìî, ùî

g′′2
[((

z2
1 − 1

)
g′ − z1g

)2
+ g2g′′2 + 2z1g

((
z2

1 − 1
)
g′ − z1g

)
−
(
1− z2

1

)((
g2 − 2z1gg

′ +
(
z2

1 − 1
)
g′2
)

− g′
((
z2

1 − 1
)
g′ − z1g

))]
= 0. (5.107)
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Ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ðiâíÿííÿ (5.107) ìè ìà¹ìî òîòîæíèé íóëü, òîìó

íîâi óìîâè íà ôóíêöi¨ G òà P ìîæíà çíàéòè ëèøå ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè z2
0 .

Ãðóïóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè z0 äà¹ íàñòóïíó óìîâó:

2p′r′ + 2g2g′′k′′ + 2z1g(p′k′′ + r′g′′)

= 2
(
1− z2

1

)
(g′′(pk′′ − r′g′) + k′′(pg′′ − p′g′)).

Ïiäñòàíîâêà âèðàçiâ (5.105) òà (5.106) äëÿ p òà p′ ïðèçâîäèòü äî

âèðàçiâ

2g′′
[
(r′ + z1gk

′′)
((
z2

1 − 1
)
g′ − z1g

)
+
(
r′z1g + k′′g2

)]
= 2
(
1− z2

1

)
g′′
[
k′′
(
g2 − 2z1gg

′ +
(
z2

1 − 1
)
g′2
)
− r′g′

− k′′g′
((
z2

1 − 1
)
g′ − z1g

)]
,

ÿêi äàþòü òîòîæíó ðiâíiñòü, òîáòî ìè çíîâó íå îòðèìó¹ìî íîâèõ óìîâ

ïîðiâíÿíî çi çíàéäåíèìè ðàíiøå.

Ç âèìîãè ðiâíîñòi íóëþ ñóìè êîåôiöi¹íòiâ ïðè z0
0 ìè ìà¹ìî, ùî

r′2 + g2k′′2 + 2z1r
′gk′′ − 2

(
1− z2

1

)
k′′(pk′′ − g′r′)

=
(
r′ − k′′

((
z2

1 − 1
)
g′ − z1g

))2
= 0, (5.108)

òà ç (5.108) âèïëèâà¹, ùî

r′ = k′′
((
z2

1 − 1
)
g′ − z1g

)
,

i òîäi, ÿêùî g′′ 6= 0, öå áóäå åêâiâàëåíòíå óìîâi

r′g′′ − p′k′′ = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ìè çíàéøëè ÿâíèé âèãëÿä ôóíêöié G òà P :

G = g(z1)z0 + k(z1), P = p(z1)z0 + r(z1), (5.109)

äå

p = 1
2

(
g2 − 2z1gg

′ +
(
z2

1 − 1
)
g′2
)
,
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r′ = k′′
((
z2

1 − 1
)
g′ − z1g

)
. (5.110)

Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ îáåðíåíèõ êîíòàêòíèõ ïåðåòâîðåíü òà ïå-

ðåòâîðåíü ãîäîãðàôà. Ôóíêöiÿ H ìà¹ âèãëÿä

H = z2

√
1− z2

1 +G(z0, z1),

äå G(z0, z1) ìà¹ âèãëÿä (5.109) ç äîâiëüíèìè g òà k, òà

v =
Gz0

z2√
1− z2

1

+ P (z0, z1),

äå P (z0, z1) ìà¹ âèãëÿä (5.109), äå ôóíêöi¨ p òà r çíàõîäÿòüñÿ ó âiäïîâiä-

íîñòi äî (5.110).

Ôóíêöiÿ w ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ç âèðàçó äëÿ H øëÿõîì âèêîðèñòà-

ííÿ ïåðåòâîðåíü, îáåðíåíèõ äî (5.84) òà (5.85):

w = z1Hz1
−H.

Äàëi ìè ìîæåìî çíîâó ïåðåïîçíà÷èòè z1 ÿê z, òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìó-

¹ìî ïàðàìåòðè÷íèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ñèñòåìè (5.87), n = 2:

v =
Gz0

z2√
1− z2

+ p(z)z0 + r(z),

w = y1z − y2

√
1− z2 − g(z)y0 − k(z),

0 = y1 +
y2z√
1− z2

− g′(z)y0 − k′(z).

Çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåíü, îáåðíåíèõ äî (5.84) òà (5.85), äà¹ ìîæëèâiñòü

çíàéòè ïàðàìåòðè÷íèé çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíèõ ðiâ-

íÿíü åéêîíàëó (5.80) äëÿ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié u òà v òà n = 2:

u =
x1 + x2z√

1−z2
− k′(z)

g′(z)
,

v =
gx2√
1− z2

+
p(z)

g′(z)

[
x1 +

x2z√
1− z2

− k′(z)

]
+ r(z),

0 = x0 − x1z + x2

√
1− z2
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+
g(z)

g′(z)

{
x1 +

x2z√
1− z2

− k′(z)

}
− k(z),

äå

r′ = −k′′
(
zg +

(
1− z2

)
g′
)
, p = 1

2

(
−g′2 + (g − zg′)2

)
,

äå g òà k � äîâiëüíi ôóíêöi¨.

Îïèøåìî îñîáëèâi âèïàäêè, ÿêi ìîæóòü âèíèêàòè íà ðiçíèõ åòà-

ïàõ ïðîöåäóðè. Ìè ðîçãëÿäàëè çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (5.80) äëÿ n = 2 ç ïðèïóùåííÿìè, ùî u0 6= 0, v0 6= 0,

wy0
6= 0. Îñòàííÿ óìîâà ó âiäïîâiäíîñòi äî âèçíà÷åííÿ çìiííèõ (5.84)

áóäå âèêîíóâàòèñÿ çàâæäè i íå ñòàíîâèòèìå ñïåöiàëüíîãî âèïàäêó äëÿ

ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè.

Ó âèïàäêó, ÿêùî u0 = 0, ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5.80) ìàòèìå

âèãëÿä −u2
1 − u2

2 = 0, çâiäêè u1 = u2 = 0, òîáòî òîäi ôóíêöiÿ u áóäå

ñòàëîþ, à âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.80) áóäå òðèâiàëüíèì.

Ùå îäèí îñîáëèâèé âèïàäîê

z1 = wy1
= −ux1

ux0

= ±1,

òîáòî ux1
±1ux0

= 0, u = u(x0±x1, x2), i ïî÷àòêîâà ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî

ñèñòåìè ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè òà òðèâiàëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

Ìè íàâåëè îãëÿä ïðîöåäóðè, ÿêà äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè çàãàëüíi ðîç-

â'ÿçêè ñèñòåìè (5.80) äëÿ çàãàëüíîãî òà îñîáëèâèõ âèïàäêiâ. Öi ðåçóëüòà-

òè äîçâîëÿòü, çîêðåìà, îïèñàòè âñi àíçàöè, ÿêi ðåäóêóþòü áàãàòîâèìiðíå

ðiâíÿííÿ åéêîíàëó äî ðiâíÿíü ç ìåíøèì ÷èñëîì ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, ùî

äàñòü ìîæëèâiñòü óçàãàëüíèòè ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ðîáîòi Â.I. Ôóùè-

÷à òà Ì.I. Ñ¹ðîâà (Fushchych W.I., Serov N.I., The symmetry and some

exact solutions of the nonlinear many-dimensional Liouville, d'Alembert and

eikonal equation, J. Phys. A: Math. Gen. 16 (1983), 3645�3656) òà â êíè-

çi Â.I. Ôóùè÷à, Â.Ì. Øòåëåíÿ òà Ì.I. Ñ¹ðîâà (Ôóùè÷ Â.È., Øòåëåíü

Â.Ì., Ñåðîâ Í.È. Ñèììåòðèéíûé àíàëèç è òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, Íàóêîâà äóìêà, Êè¨â, 1989, 339 ñ.
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5.7 Äåÿêi íåëiíiéíi ñèñòåìè åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü: ñèìåòði¨,

òî÷íi ðîçâ'ÿçêè òà ¨õíÿ áiîëîãi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ

5.7.1 Ñèìåòði¨ Ëi òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè êëàñó ñèñòåì ðiâíÿíü

äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ ðîñòó çëîÿêiñíèõ ïóõëèí

Â ðîáîòi [54] äîñëiäæó¹òüñÿ çàãàëüíèé êëàñ ñèñòåì ðiâíÿíü âèãëÿäó

Ut = (D(U)Ux)x + F (U, V ),

0 = Vxx +G(U, V ), (5.111)

äå U(t, x) òà V (t, x) � íåâiäîìi ôóíêöi¨, íåâiä'¹ìíà ãëàäêà ôóíêöiÿ D(U)

� êîåôiöi¹íò äèôóçi¨, F òà G � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨, ÿêi îïèñóþòü

âçà¹ìîäiþ ìiæ ôóíêöiÿìè U(t, x) òà V (t, x).

Êëàñ ñèñòåì (5.111) óçàãàëüíþ¹ âiäîìó áàçîâó ìîäåëü äëÿ ìàòåìà-

òè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó ðîçâèòêó ïóõëèí, ÿêà áóëà çàïðîïîíîâàíà

ó ðîáîòi [Byrne H., King J.R., McElwain D.L.S., Preziosi L., Appl. Math.

Letters. 16 (2003), P: 567�573]. Ó âèïàäêó (5.111) ç çàäàíèìè ôóíêöiÿìè

D, F òà G, i âiäïîâiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè íà íåâiäîìié ìåæi R(t)

ôóíêöiÿ α(t, x) îïèñó¹ êîíöåíòðàöiþ ðàêîâèõ êëiòèí, à c(t, x) � êîí-

öåíòðàöiþ ïîæèâíèõ ðå÷îâèí (òàêîæ öå ìîæå áóòè êîíöåíòðàöiÿ ëiêó-

âàëüíèõ ïðåïàðàòiâ). Ó ñèñòåìi (5.111) äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

U(t, x) = α(t, x)− α∗, V (t, x) = c∞ − c(t, x), äå α∗ i c∞ � äåÿêi ñòàëi.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (5.111) ìiñòèòü òðè äîâiëüíi ôóíêöi¨ (D, F òà G),

òî äëÿ âè÷åðïíîãî îïèñó ñèìåòðié Ëi íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ñêëàäíó êëà-

ñèôiêàöiéíó çàäà÷ó. Ç öi¹þ ìåòîþ áóëî ñïî÷àòêó âñòàíîâëåíî ìíîæèíó

ôîðìî-çáåðiãàþ÷èõ (äîïóñòèìèõ) ïåðåòâîðåíü äëÿ êëàñó ñèñòåì (5.111),

ç ÿêî¨ âèäiëåíî ãðóïó ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi (äèâ. òåîðåìó 1 òà íà-

ñëiäîê 1 â [54]). Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò áóëî âñòàíîâëåíî îñíîâíó

òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ 35 íååêâiâàëåíòíèõ ñèñòåì âèãëÿäó (5.111), ÿêi äî-

ïóñêàþòü íåòðèâiàëüíi àëãåáðè iíâàðiàíòîñòi. Îñêiëüêè 21 ñèñòåìà âèíè-

êà¹ ïðè FG = 0 (äèâ. òàáëèöþ 2 â [54]), òî âàæëèâèìè äëÿ ïîòåíöiéíîãî

çàñòîñóâàííÿ ¹ ëèøå 14 ñèñòåì. Íèæ÷å íàâåäåíà âiäïîâiäíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 5.21. Âñi ìàêñèìàëüíi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi (ðîçìiðíîñòi

òðè i âèùå) ñèñòåì âèãëÿäó (5.111) ç FG 6= 0 òà D 6= const òà âiäïî-

âiäíi ñèñòåìè íàâåäåíi â òàáëèöi 5.10. Êîæíà iíøà ñèñòåìà ç íåòðèâi-

àëüíîþ ñèìåòði¹þ Ëi çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ôîðìî-çáåðiãàþ÷èõ ïå-

ðåòâîðåíü çâîäèòüñÿ äî îäíi¹¨ ç ïîäàíèõ ó öié òàáëèöi.

Â íàøié ðîáîòi [54] çäiéñíåíî iäåíòèôiêàöiþ âñiõ ñèñòåì ç êëàñó

(5.111), ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ñèñòåì íàâåäåíèõ ó íàâåäåíié âèùå òåîðåìi (äèâ.

òàáëèöi 3 òà 4 â [54]).

Äëÿ òîãî, ùîá ïðîiëþñòðóâàòè çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ñèìåòðié áó-

ëî äîñëiäæåíî ñèìåòði¨ Ëi âiäïîâiäíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Ðîçãëÿíüìî êðà-

éîâó çàäà÷ó (ÊÇ) ç ðóõîìîþ ãðàíèöåþ:

Ut = ((U + α∗)
mUx)x + S(U + α∗, c∞ − V ),

0 = Vxx +Q(U + α∗, c∞ − V ),

x = 0 : Ux = Vx = 0,

x = R(t) : U = V = 0,

x = R(t) : Ṙ = −αm−1
∗ Ux,

(5.112)

äå êîíöåíòðàöi¨ U(t, x) òà V (t, x) òà ðóõîìà ãðàíèöÿ R(t) ¹ øóêàíèìè

íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè, S òà Q � äåÿêi çàäàíi ãëàäêi ôóíêöi¨, m, α∗ and

c∞ � íåâiä'¹ìíi ñòàëi. Íàâåäåíi òóò êðàéîâi óìîâè âçÿòi ç ðîáîòè [Byrne

H., King J.R., McElwain D.L.S., Preziosi L., Appl. Math. Letters. 16 (2003),

P: 567�573].

Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî áàçîâi ðiâíÿííÿ ÊÇ (5.112) ç ôóíêöiÿìè S =

f(U)V −β òà Q = g(U)V −β+1 ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ñèñòåìè ç âèïàäêó 2

òàáëèöi 5.10. Òàêèì ÷èíîì, âîíè iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îïåðàòîðà

X = 2βt∂t + βx∂x + 2V ∂V . (5.113)

Âèêîðèñòàâøè îçíà÷åííÿ iíâàðiàíòíîñòi ÊÇ ç ðóõîìîþ ãðàíèöåþ (äèâ.

[Cherniha R., Kovalenko S., J. Phys. A: Math. Theor. 44 (2011), 485202]),

ìîæíà äîâåñòè òåîðåìó:
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Òàáë. 5.10: Ñèìåòði¨ Ëi ñèñòåìè (5.111) ó âèïàäêó FVGU 6= 0

Ñèñòåìà Áàçèñíi îïåðàòîðè ÌÀI

1. Ut = (D(U)Ux)x + eV f(U) ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − 2∂V

0 = Vxx + eV g(U)

2. Ut = (D(U)Ux)x + V βf(U) ∂t, ∂x, 2βt∂t + βx∂x − 2V ∂V

0 = Vxx + V β+1g(U)

3. Ut =
(
UkUx

)
x

+ Uγ+1f
(
eVUα

)
∂t, ∂x,

0 = Vxx + Uγ−kg
(
eVUα

)
2γt∂t + (γ − k)x∂x − 2U∂U + 2α∂V

4. Ut =
(
UkUx

)
x

+ Uγ+1f
(
V Uβ

)
∂t, ∂x,

0 = Vxx + V Uγ−kg
(
V Uβ

)
2γt∂t + (γ − k)x∂x − 2U∂U + 2βV ∂V

5. Ut =
(
UkUx

)
x

+ α1e
VUγ+1 ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − 2∂V ,

0 = Vxx + α2e
VUγ−k kt∂t − U∂U + (γ − k)∂V

6. Ut =
(
UkUx

)
x

+ α1V
βUγ+1 ∂t, ∂x, 2βt∂t + βx∂x − 2V ∂V ,

0 = Vxx + α2V
β+1Uγ−k kβt∂t − βU∂U + (γ − k)V ∂V

7. Ut =
(
UkUx

)
x

+ α1U
k+1 + UV ∂t, ∂x, −kϕ(t)∂t + ϕ̇(t)U∂U+

0 = Vxx + α2U
k (kϕ̇(t)V + (k + 1)ϕ̈(t)) ∂V

8. Ut =
(
U−4/3Ux

)
x

+ Uf(UV 3) ∂t, ∂x, 2x∂x − 3U∂U + V ∂V ,

0 = Vxx + Ug(UV 3) x2∂x − 3xU∂U + xV ∂V

9. Ut =
(
U−4/3Ux

)
x

+ α1U
1+γV 3γ ∂t, ∂x, 2x∂x − 3U∂U + V ∂V ,

0 = Vxx + α2U
4/3+γV 3γ+1 x2∂x − 3xU∂U + xV ∂V ,

4γt∂t + 3γU∂U − (4/3 + γ)V ∂V

10. Ut =
(
eUUx

)
x

+ e(γ+1)Uf (V + αU) ∂t, ∂x,

0 = Vxx + eγUg (V + αU) 2(γ + 1)t∂t + γx∂x − 2∂U + 2α∂V

11. Ut =
(
eUUx

)
x

+ e(γ+1)Uf
(
V eβU

)
∂t, ∂x,

0 = Vxx + V eγUg
(
V eβU

)
2(γ + 1)t∂t + γx∂x − 2∂U + 2βV ∂V

12. Ut =
(
eUUx

)
x

+ α1 exp ((γ + 1)U + V ) ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − 2∂V ,

0 = Vxx + α2 exp (γU + V ) t∂t − ∂U + γ∂V

13. Ut =
(
eUUx

)
x

+ α1e
(γ+1)UV β ∂t, ∂x, 2βt∂t + βx∂x − 2V ∂V ,

0 = Vxx + α2e
γUV β+1 βt∂t − β∂U + γV ∂V

14. Ut =
(
eUUx

)
x

+ α1e
U + V ∂x, ϕ(t)∂t − ϕ̇(t)∂U−

0 = Vxx + α2e
U (ϕ̇(t)V + ϕ̈(t)) ∂V

Â òàáëèöi 5.10, α, α1, α2, β, γ òà k � äîâiëüíi ñòàëi, kβ ((α1)
2 + (α2)

2) 6= 0;

D, f, g òà ϕ � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.
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Òåîðåìà 5.22. Íåëiíiéíà ÊÇ (5.112) ç S = f(U)V −β òà Q = g(U)V −β+1

iíâàðiàíòíà âiäíîñíî äâîâèìiðíî¨ ÌÀI ç áàçèñíèìè îïåðàòîðàìè ∂t òà

(5.113).

Çàñòîñó¹ìî ðåçóëüòàò òåîðåìè 5.22 äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ ÊÇ (5.112).

Îñêiëüêè îïåðàòîð ∂t âåäå äî âèìîãè R(t) = const, ÿêà íå ïåðåäáà÷à¹ ðó-

õîìî¨ ãðàíèöi, òî äëÿ ïðîâåäåííÿ ðåäóêöi¨ ÊÇ (5.112) áóëî âèêîðèñòàíî

îïåðàòîð (5.113). Çàñòîñóâàâøè îïåðàòîð (5.113), çíàõîäèìî àíçàö

U = ϕ(ω), ω =
x√
t
, V = t

1
βψ(ω), (5.114)

òà âèãëÿä ôóíêöi¨ R(t) = ω0

√
t, äå ω0 > 0 � äîâiëüíà ñòàëà. Ðåäóêîâàíà

ÊÇ ìà¹ âèãëÿä

(ϕ+ α∗)
mϕ′′ +m(ϕ+ α∗)

m−1 (ϕ′)2 + ω
2 ϕ
′ + f(ϕ)ψ−β = 0,

ψ′′ + g(ϕ)ψ−β+1 = 0,

ω = 0: ϕ′ = ψ′ = 0,

ω = ω0 : ϕ = ψ = 0, ϕ′ = −α1−m
∗ ω0

2 .

(5.115)

Íåëiíiéíà ÊÇ (5.115) ¹ ñêëàäíîþ äëÿ àíàëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçàííÿ â

çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ðîçãëÿíåìî öþ çàäà÷ó ç β = 1:

(ϕ+ α∗)
mϕ′′ +m(ϕ+ α∗)

m−1 (ϕ′)2 + ω
2 ϕ
′ + f(ϕ)ψ−1 = 0,

ψ′′ + g(ϕ) = 0,

ω = 0 : ϕ′ = ψ′ = 0,

ω = ω0 : ϕ = ψ = 0, ϕ′ = α1−m
∗ ω0

2 .

(5.116)

Ðîçâ'ÿçîê ÊÇ (5.116) äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ m òà ôóíêöié f(ϕ) i g(ϕ)

g = q0ϕ, q0 > 0,

f =
q0α

m−1
∗
3

ϕ
(
ϕ+ α1−m

∗ ω2
0

)(
m+

1

2
)α1−m
∗ (ϕ+ α∗)

m

− mα2−m
∗
4

(
α−m∗ ω2

0 + 4
)

(ϕ+ α∗)
m−1 − ϕ+

α1−m
∗
4

ω2
0

)
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ìà¹ âèãëÿä

ϕ =
α1−m
∗
4

(
ω2

0 − ω2
)
, ω < ω0,

ψ =
α1−m
∗ q0

48

(
ω2

0 − ω2
) (

5ω2
0 − ω2

)
, ω < ω0.

Ïiäñòàâèâøè çíàéäåíi ôóíêöi¨ ϕ òà ψ â àíçàö (5.114) îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê

ÊÇ (5.112) ç çàçíà÷åíèìè âèùå êîåôiöi¹íòàìè S i Q. Ïiñëÿ ïîâåðíåííÿ

äî îðèãiíàëüíèõ çìiííèõ âií íàáóâà¹ âèãëÿäó

α(t, x) = α∗ +
α1−m
∗
4

(
ω2

0 −
x2

t

)
, x < ω0

√
t,

c(t, x) = c∞ −
α1−m
∗ q0

48
t

(
ω2

0 −
x2

t

)(
5ω2

0 −
x2

t

)
, x < ω0

√
t,

R(t) = ω0

√
t.

Â íàøié ðîáîòi ïîáóäîâàíî ãðàôiêè öüîãî ðîçâ'ÿçêó òà íàâåäåíà âiäïî-

âiäíà áiîëîãi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ.

5.7.2 Ñèñòåìà Øi åñàäè�Êàâàñàêi�Òåðàìîòî

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ut = [(d1 + d11u+ d12v)u]xx + u(a1 − b1u− c1v),

vt = [(d2 + d21u+ d22v)v]xx + v(a2 − b2u− c2v). (5.117)

Ñèñòåìà (5.117) áóëà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [Shigesada N., Kawasaki K.,

Teramoto E., J. Theoret. Biol. 79 (1979), 83�99] äëÿ îïèñó ïðîöåñó âçà-

¹ìîäi¨ äâîõ âèäiâ. Â ñèñòåìi (5.117) íåâiäîìi ôóíêöi¨ u and v çìiííèõ

t òà x îïèñóþòü ùiëüíiñòü ïîïóëÿöié äâîõ âèäiâ; d1 òà d2 � êîåôiöi¹í-

òè äèôóçi¨; äîäàíêè d12v òà d21u âiäïîâiäàþòü çà ïîïåðå÷íî-äèôóçiéíèé

òèñê, äîäàíêè d11u òà d22v � âíóòðiøíüîäèôóçiéíèé òèñê; a1 òà a2 �

êîåôiöi¹íòè ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó âèäiâ; b1 òà c2 � êîåôiöi¹íòè âíóòði-

øíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨; b2 òà c1 � êîåôiöi¹íòè ìiæâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨.

Ñòàëi dij (i = 1, 2, j = 1, 2) ¹ äîâiëüíèìè äiéñíèìè ÷èñëàìè, òàêèìè, ùî
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d2
12 + d2

21 6= 0. Òîáòî, ìè äîñëiäæó¹ìî ëèøå ñèñòåìè âèãëÿäó (5.117) ç

ïîïåðå÷íîþ äèôóçi¹þ. Êðiì òîãî, ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå òàêi ñèñòåìè ØÊÒ,

â ÿêèõ êîæíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó.

Â çàëåæíîñòi âiä çíàêiâ ñòàëèõ ak, bk òà ck (k = 1, 2), ñèñòåìà ØÊÒ

(5.117) ìîæå îïèñóâàòè âçà¹ìîäiþ ðiçíèõ òèïiâ (çìàãàííÿ, ìóòóàëiçì òà

âçà¹ìîäiþ òèïó õèæàê�æåðòâà).

Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ëi äî ñèñòåìè (5.117), ìè îòðèìàëè ÑÂÐ äëÿ

çíàõîäæåííÿ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ Ëi. Ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ îòðèìàíî¨

ñèñòåìè ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè

ØÊÒ (äèâ. òåîðåìè 1, 2 òà 3 [28]). Íàâåäåìî ëèøå äåÿêi ç îòðèìàíèõ

ðåçóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 5.23. Âñi ìîæëèâi (ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåíü (5.119)) ÌÀI

ñèñòåìè ØÊÒ âèãëÿäó

ut = [uv]xx + u(a1 − b1u− c1v),

vt = [uv]xx + v(a2 − b2u− c2v), (5.118)

ç íåíóëüîâèìè ðåàêöiéíèìè äîäàíêàìè ïðåäñòàâëåíî â òàáëèöi 5.11.

Áóäü-ÿêà iíøà ñèñòåìà âèãëÿäó (5.118), ÿêà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî àë-

ãåáð Ëi ðîçìiðíîñòi 3 i âèùå, çâîäèòüñÿ äî ñèñòåì ç òàáëèöi 5.11 çà

äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü

1. t∗ =
1

a
eat, u∗ = e−atu, v∗ = e−atv;

2. t∗ = bt, x∗ =
√
bx, b > 0. (5.119)

(òóò a òà b � äîâiëüíi íåíóëüîâi ñòàëi).

Â òàáëèöi 5.11 âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ:

Px =
∂

∂x
≡ ∂x, Pt =

∂

∂t
≡ ∂t;

D1 = t∂t − (u∂u + v∂v), D2 = x∂x + 2(u∂u + v∂v);

Z1 =
ex

u− v
(∂u − ∂v) , Z2 =

e−x

u− v
(∂u − ∂v) ;
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Òàáë. 5.11: ÌÀI ñèñòåìè ØÊÒ (5.118)

Ñèñòåìè Îáìåæåííÿ Áàçèñíi îïåðàòîðè Ïåðåòâîðåííÿ

ÌÀI ç (5.119)

1. ut = [uv]xx − u(b1u+ c1v) b21 + c22 6= 0 Pt, Px, D1 1

vt = [uv]xx − v(b2u+ c2v)

2. ut = [uv]xx + a1u a1 6= a2 Pt, Px, D2

vt = [uv]xx + a2v

3. ut = [uv]xx − uv Pt, Px, D1, 1, 2

vt = [uv]xx − uv Z1, Z2

4. ut = [uv]xx + uv Pt, Px, D1, 1, 2

vt = [uv]xx + uv Z3, Z4

Z3 =
cosx

u− v
(∂u − ∂v) , Z4 =

sinx

u− v
(∂u − ∂v) .

ÎïåðàòîðèD1 òàD2 ¹ òèïîâèìè äëÿ áàãàòüîõ ñèñòåì ðiâíÿíü ðåàêöi¨-

äèôóçi¨, îñêiëüêè âîíè ¹ ëiíiéíèìè âiäíîñíî çàëåæíèõ çìiííèõ u òà v. Íà-

ÿâíiñòü îïåðàòîðiâ Zi (i = 1, 2, 3, 4), ÿêi ¹ íåëiíiéíèìè âiäíîñíî çìiííèõ

u òà v, ¹ íîâèì íåòðèâiàëüíèì ôàêòîì, îñêiëüêè ó âèïàäêó ñòàíäàðòíèõ

ñèñòåì ðåàêöi¨-äèôóçi¨ òàêi ñèìåòði¨ Ëi âiäñóòíi(äèâ. [R.Cherniha, JR Ki-

ng, J. Phys.A, 36 (2003),405-425] òà öèòîâàíó òàì ëiòåðàòóðó). Î÷åâèäíî,

ùî îïåðàòîðè Zi (i = 1, 2, 3, 4) ïîâ'ÿçàíi ç íàÿâíiñòþ ïîïåðå÷íî¨ äèôóçi¨

â ñèñòåìi ØÊÒ (5.118).

Íàìè ïîáóäîâàíi òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì ØÊÒ ç òàáëèöi 5.11, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ñèìåòði¨ Ëi. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè ç

âèïàäêiâ 3 òà 4, ÌÀI ÿêèõ ìiñòÿòü íàéáiëüø íåòðèâiëüàëüíi îïåðàòîðè

Zi. Îòæå, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè

ut = [uv]xx − uv,

vt = [uv]xx − uv (5.120)

òà

ut = [uv]xx + uv,
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vt = [uv]xx + uv. (5.121)

Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (5.120) òà (5.121) áóäåìî øóêàòè, âèêîðèñòî-

âóþ÷è âiäïîâiäíî îïåðàòîðè X1 = λ1Z1 + λ2Z2 òà X2 = λ1Z3 + λ2Z4 (òóò

λ1 òà λ2 � äîâiëüíi ñòàëi, λ2
1 + λ2

2 6= 0). Ïðè öüîìó, ìè ïðîäåìîíñòðó¹ìî

äâà ñïîñîáè ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç âèêîðèñòàííÿì ñèìåòðié Ëi.

ßê âiäîìî, îïåðàòîðè ñèìåòði¨ Ëi äîçâîëÿþòü ãåíåðóâàòè íîâi ñêëà-

äíiøi ðîçâ'ÿçêè ç âiäîìèõ ïðîñòiøèõ. Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ñèñòåìó

(5.120) i âiäïîâiäíèé ¨é îïåðàòîð X1. Äàíèé îïåðàòîð ïîðîäæó¹ îäíîïà-

ðàìåòðè÷íó ãðóïó Ëi:

u∗ =
u+ v

2
+

1

2

√
(u− v)2 + 4p(λ1ex + λ2e−x),

v∗ =
u+ v

2
− 1

2

√
(u− v)2 + 4p(λ1ex + λ2e−x), (5.122)

äëÿ u ≥ v,

u∗ =
u+ v

2
− 1

2

√
(u− v)2 + 4p(λ1ex + λ2e−x),

v∗ =
u+ v

2
+

1

2

√
(u− v)2 + 4p(λ1ex + λ2e−x), (5.123)

äëÿ u ≤ v (òóò p ¹ äîâiëüíèì ïàðàìåòðîì).

Äëÿ ïîáóäîâè íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5.120), íåîáõiäíî

ñïî÷àòêó çíàéòè äåÿêèé ¨¨ ïðîñòèé ðîçâ'ÿçîê. Çîêðåìà, ïîêëàâøè ux =

vx = 0, îòðèìó¹ìî ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÇÄÐ)

ut = −uv,

vt = −uv,

çàãàëüíèõ ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ìà¹ âèãëÿä

u =
α1e

α1t

α2 + eα1t
,

v = − α1α2

α2 + eα1t
, (5.124)
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äå α1 òà α2 � äîâiëüíi ñòàëi. Çàñòîñóâàâøè äî ðîçâ'ÿçêó (5.124) ïå-

ðåòâîðåííÿ (5.122)�(5.123), îòðèìó¹ìî áàãàòîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ òî÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5.120):

u(t, x) =
α1e

α1t − α1α2

2(α2 + eα1t)
± 1

2

√
α2

1 + 4p(λ1ex + λ2e−x) ,

v(t, x) =
α1e

α1t − α1α2

2(α2 + eα1t)
∓ 1

2

√
α2

1 + 4p(λ1ex + λ2e−x) .

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà îòðèìàòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5.121):

u(t, x) =
α1 + α1α2e

α1t

2(1− α2eα1t)
± 1

2

√
α2

1 + 4p(λ1 cosx+ λ2 sinx),

v(t, x) =
α1 + α1α2e

α1t

2(1− α2eα1t)
∓ 1

2

√
α2

1 + 4p(λ1 cosx+ λ2 sinx). (5.125)

Ðîçâ'ÿçîê (5.125) ç λ2 = 0 çàäîâîëüíÿ¹ íóëüîâi óìîâè Íîéìàíà

ux|x=0 = 0, vx|x=0 = 0, ux|x=π = 0, vx|x=π = 0

íà iíòåðâàëi (0, π). Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ âàæëèâîþ äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ îòðèìà-

íîãî ðîçâ'ÿçêó, îñêiëüêè íóëüîâèé ïîòiê íà ãðàíèöi ¹ òèïîâîþ âèìîãîþ

â áiîëîãi÷íî âìîòèâîâàíèõ ìîäåëÿõ.

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ñïîñiá ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ç âèêîðèñòà-

ííÿì ñèìåòðié Ëi, à ñàìå: ìåòîä ñèìåòðiéíî¨ ðåäóêöi¨. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ëiíiéíó êîìáiíàöiþ îïåðàòîðiâ Px, Z3 òà Z4 ñèñòåìè (5.121), òîáòî îïåðà-

òîð

X = ∂x +
λ1 cosx+ λ2 sinx

u− v
(∂u − ∂v),

ìîæíà ïîáóäóâàòè àíçàö

u =
ϕ1(t)±

√
ϕ2

1(t) + 4ϕ2 + 4(λ1 sinx− λ2 cosx)

2
,

v =
ϕ1(t)∓

√
ϕ2

1(t) + 4ϕ2 + 4(λ1 sinx− λ2 cosx)

2
(5.126)
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(òóò ϕ1(t) òà ϕ2(t) � íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨), ÿêèé çâîäèòü ñèñòåìó ÄÐ×Ï

(5.121) äî ñèñòåìè ÇÄÐ

ϕ′1 + 2ϕ2 = 0,

ϕ1ϕ
′
1 + 2ϕ′2 = 0. (5.127)

Ñèñòåìà (5.127) åêâiâàëåíòíà äî ñèñòåìè

ϕ2 = −1

2
ϕ′1,

ϕ′1 =
1

2
ϕ2

1 + β, (5.128)

äå β � äîâiëüíà ñòàëà. Ïðîiíòåãðóâàâøè ñèñòåìó (5.128) â çàëåæíîñòi âiä

çíà÷åííÿ ñòàëî¨ β òà ïiäñòàâèâøè îòðèìàíèé ðåçóëüòàò â àíçàö (5.126),

îòðèìó¹ìî òàêi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5.121):

u = −1

t
±
√
λ1 sinx− λ2 cosx,

v = −1

t
∓
√
λ1 sinx− λ2 cosx,

u = α1 tan(α1t)±
√
λ1 sinx− λ2 cosx− α2

1,

v = α1 tan(α1t)∓
√
λ1 sinx− λ2 cosx− α2

1,

u = α1
1 + e2α1t

1− e2α1t
±
√
λ1 sinx− λ2 cosx+ α2

1,

v = α1
1 + e2α1t

1− e2α1t
∓
√
λ1 sinx− λ2 cosx+ α2

1,

äå α1 ±
√
|β|
2 .

5.7.3 Äèôóçiéíà ñèñòåìè Ëîòêè�Âîëüòåðà

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè Ëîòêè�Âîëüòåðà äëÿ âèïàä-

êó âçà¹ìîäi¨ äâîõ âèäiâ ç óðàõóâàííÿì äèôóçi¨ â îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîði

òà óìîâi, ùî âñi êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè çàëåæàòü âiä ÷àñó, òîáòî áóäåìî äî-

ñëiäæóâàòè ñèñòåìó âèãëÿäó :

Uτ = D1(τ)Uxx + U (F1(τ) +G1(τ)U +H1(τ)V ) ,
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Vτ = D2(τ)Vxx + V (F2(τ) +G2(τ)U +H2(τ)V ) . (5.129)

Â ñèñòåìi (5.129), Fi, Gi, Hi òà Di � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨ (H2
1 +G2

2 6=
0, D1D2 6= 0). Îñêiëüêè ñèìåòði¨ Ëi ñèñòåìè (5.129) ó âèïàäêó, êîëè

âñi êîåôiöi¹íòè ¹ ñòàëèìè, âiäîìi [×åðíiãà Ð.Ì., Äóòêà Â.À., Óêð. ìàò.

æóðí. 56 (2004), 1395�1404], òî íàêëàäåìî äîäàòêîâå îáìåæåííÿ: õî÷à á

îäèí êîåôiöi¹íò ñèñòåìè (5.129) íå ¹ ñòàëèì.

Ïåðåä òèì ÿê ïî÷àòè äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè (5.129), çìåíøèìî êiëü-

êiñòü äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü çìiííèõ. Çîêðåìà,

ÄÑËÂ (5.129) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè

ut = uxx + u (b1(t)u+ c1(t)v) ,

vt = d(t)vxx + v (b2(t)u+ c2(t)v) (5.130)

ïåðåòâîðåííÿìè âèãëÿäó

t =

∫
D1(τ)dτ, u = U exp

(
−
∫
F1(τ)dτ

)
,

v = V exp

(
−
∫
F2(τ)dτ

)
,

äå

τ =

(∫
D1(t)dt

)−1

, d(t) =
D2(τ)

D1(τ)
,

bi(t) =
Gi(τ)

D1(τ)
exp

(∫
F1(τ)dτ

)
,

ci(t) =
Hi(τ)

D1(τ)
exp

(∫
F2(τ)dτ

)
, i = 1, 2,

(âåðõíié iíäåêñ −1 îçíà÷à¹ îáåðíåíó ôóíêöiþ).

Çàñòîñóâàâøè àëãîðèòì Ëi äî ñèñòåìè (5.130), ìè îòðèìàëè ÑÂÐ

äëÿ çíàõîäæåííÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåòðié.

Òåîðåìà 5.24. Îïåðàòîð ñèìåòði¨ Ëi ñèñòåìè (5.130) ìà¹ âèãëÿä:

X = ξ0(t)∂t + ξ1(t, x)∂x +
(
r1(t, x)u+ q1(t)v + p1(t, x)

)
∂u
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+
(
r2(t, x)v + q2(t)u+ p2(t, x)

)
∂v, (5.131)

äå ξ0, ξ1, ri, qi òà pi (i = 1, 2) � íåâiäîìi ãëàäêi ôóíêöi¨, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ÑÂÐ

(1− d)q1 = 0, (1− d)q2 = 0, d′(t) ξ0 = 0,

(c1 − c2)q
1 = 0, (b1 − b2)q

2 = 0,

ξ0
t − 2ξ1

x = 0, ξ1
t + 2r1

x = 0, ξ1
t + 2dr2

x = 0,

b1(r
1 + ξ0

t ) + c1q
2 + ξ0b′1 = 0,

b2(r
1 + ξ0

t ) + (2c2 − c1)q
2 + ξ0b′2 = 0,

c1(r
2 + ξ0

t ) + (2b1 − b2)q
1 + ξ0c′1 = 0,

c2(r
2 + ξ0

t ) + b2q
1 + ξ0c′2 = 0,

r1
t − r1

xx − 2b1p
1 − c1p

2 = 0, r2
t − dr2

xx − b2p
1 − 2c2p

2 = 0,

p1
t − p1

xx = 0, p2
t − dp2

xx = 0, q1
t − c1p

1 = 0, q2
t − b2p

2 = 0.

(5.132)

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ξ1 = α (α � äîâiëüíà ñòàëà) ¹ ¹äèíîþ íå-

íóëüîâîþ ôóíêöi¹þ ç ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (5.132) ó âèïàäêó, êîëè âñi êî-

åôiöi¹íòè ñèñòåìè (5.130) ¹ äîâiëüíèìè. Öå îçíà÷à¹, ùî ÄÑËÂ (5.130)

â çàãàëüíîìó âèïàäêó äîïóñêà¹ îäíîâèìiðíó àëãåáðó Ëi ç áàçèñíèì îïå-

ðàòîðîì ∂x. Òàêèì ÷èíîì, ïðè iíòåãðóâàííi ÑÂÐ íàì íåîáiäíî çíàéòè

âñi ìîæëèâi (ç òî÷íiñòþ äî äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü) çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ

ñèñòåìè (5.130), ïðè ÿêèõ öÿ ñèñòåìà äîïóñêà¹ àëãåáðè Ëi ðîçìiðíîñòi 2

i âèùå. Ïðè öüîìó ìè âèêëþ÷èìî ç ðîçãëÿäó òi ñèñòåìè âèãëÿäó (5.130),

ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ÄÑËÂ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òàêîæ ñèñòåìè, ÿêi

åêâiâàëåíòíi äî ñèñòåì ðiâíÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨ ç òðèâiàëüíîþ àëãåáðîþ

Ëi 〈Pt, Px〉.
Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5.132) ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä êîåôiöi¹íòà äèôóçi¨

d. Ó âèïàäêó, êîëè ïàðàìåòð d ¹ äîâiëüíèì (äîâiëüíà ôóíêöiÿ ÷è ñòàëà)

ç ïåðøèõ ðiâíÿíü ÑÂÐ (5.132) îòðèìó¹ìî q1 = q2 = 0. Â öüîìó âèïàäêó

ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (5.132) ïîäà¹ìî ó âèãëÿäi òåîðåìè:

Òåîðåìà 5.25. ÄÑËÂ (5.130) äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíi îïåðàòîðè ñèìå-

òði¨ Ëi âèãëÿäó (5.131) ç q1 = q2 = 0 ëèøå ó âèïàäêàõ, ïðåäñòàâëåíèõ
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â òàáëèöi 5.12. Áóäü-ÿêà ñèñòåìà âèãëÿäó

Uτ = Uyy + U (G1(τ)U +H1(τ)V ) ,

Vτ = D(τ)Vyy + V (G2(τ)U +H2(τ)V ) , (5.133)

ÿêà äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíó àëãåáðó Ëi, çâîäèòüñÿ, àáî äî ñèñòåì ç òà-

áëèöi 5.12, àáî äî ÄÑËÂ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, àáî äî ñèñòåì ðiâ-

íÿíü ðåàêöi¨-äèôóçi¨ ç òðèâiàëüíîþ àëãåáðîþ Ëi 〈Pt, Px〉, ïåðåòâîðåííÿ-
ìè âèãëÿäó

t = α2
1τ + α2, x = α1y + α3,

u = α4e
α5tfα6gα7U + α8V + α9e

α10tfα11gα12,

v = α13 exp
(
α14t+ α15e

α16t
)
fα17gα18V + α19e

α20tfα21gα22U + α23f
α24gα25,

äå ôóíêöi¨ f òà g ìîæóòü ïðèéìàòè òàêi çíà÷åííi:

τ, sin(τ + α26), sinh (α27 ln τ + α28τ) , cosh (α29 ln τ + α30τ) ,

à äîâiëüíi ñòàëi α ç iíäåêñàìè âèçíà÷àþòüñÿ â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó

ñèñòåìè (5.133).

Ðåçóëüòàò iíòåãðóâàííÿ ÑÂÐ (5.132) ó âèïàäêó d = 1 ïðåäñòàâëåíî

â òàáëèöi 2 [38].

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÄÑËÂ. Ç ñèñòåì, ïðåä-

ñòàâëåíèõ â òàáëèöi 5.12, íàéáiëüø çàãàëüíîþ ¹ ñèñòåìà ç âèïàäêó 3.

Ïðèïóñòèâøè β2γ1 6= 0 i çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ β2u → u, γ1v → v

äî ñèñòåìè ç âèïàäêó 3, îòðèìó¹ìî ÄÑËÂ

ut = uxx + u
(
βtku+ tlv

)
,

vt = d0vxx + v
(
tku+ γtlv

)
(5.134)

i âiäïîâiäíèé ¨é îïåðàòîð

X = 2t∂t + x∂x − 2(k + 1)u∂u − 2(l + 1)v∂v. (5.135)
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Òàáë. 5.12: Ñèìåòði¨ Ëi ÄÑËÂ (5.130)

d Ðåàêöiéíi äîäàíêè Áàçèñíi îïåðàòîðè ÌÀI

1. ∀ b1(t)u
2 ∂x, v∂v

b2(t)uv

2. ∀ 0 ∂x, v∂v, ∂u +
∫
b(t)dt v∂v

b(t)uv

3. d0 u
(
β1t

ku+ γ1t
lv
)

∂x, 2t∂t + x∂x − 2(k + 1)u∂u−
v
(
β2t

ku+ γ2t
lv
)

2(l + 1)v∂v

4. d0 βtku2 ∂x, 2t∂t + x∂x − 2(k + 1)u∂u, v∂v

tkuv

5. d0 0 ∂x, 2t∂t + x∂x − 2(k + 1)u∂u, v∂v,

tkuv ∂u +
∫
tkdt v∂v

6. d0 0 ∂x, 2t∂t + x∂x−
v
(
tku+ tl exp

(
βtk+1

)
v
)

2 ((k + 1)u+ β(k + 1)2) ∂u−
2
(
l + 1 + β(k + 1)tk+1

)
v∂v

7. d0 0 ∂x, 2t∂t + x∂x−
v
(
t−1u+ tl exp

(
β ln2 t

)
v
)

4β∂u − 2 (l + 1 + 2β ln t) v∂v

8. d0 t−1 cos−2 (k ln t) u2 2t∂t + x∂x − 2k(k + 2 tan(k ln t)u)∂u−
v
(

β t−1

cos2(k ln t)
u+ tl

cosβ(k ln t)
v
)

2 (l + 1 + kβ tan(k ln t)) v∂v, ∂x

9. d0 t−1 cos−2 (k ln t) u2 2t∂t + x∂x − 2k(k + 2 tan(k ln t)u)∂u−
β t−1 cos−2 (k ln t) uv 2kβ tan(k ln t) v∂v, ∂x, v∂v

10. d0 t−1 cosh−2 (k ln t) u2 2t∂t +x∂x + 2k(k+ 2 tanh(k ln t)u)∂u−
v
(

β t−1

cosh2(k ln t)
u+ tl

coshβ(k ln t)
v
)

2 (l + 1− kβ tanh(k ln t)) v∂v, ∂x

11. d0 t−1 cosh−2 (k ln t) u2 2t∂t +x∂x + 2k(k+ 2 tanh(k ln t)u)∂u+

β t−1 cosh−2 (k ln t) uv 2kβ tanh(k ln t) v∂v, ∂x, v∂v

12. d0 t−1 ln−2 t u2 ∂x, 2t∂t + x∂x + 2(−1 + 2 ln−1 t u)∂u+

v
(
β t−1 ln−2 t u+ tl ln−β t v

)
2
(
β ln−1 t− l − 1

)
v∂v

13. d0 t−1 ln−2 t u2 ∂x, v∂v, 2t∂t + x∂x+

β t−1 ln−2 t uv 2(−1 + 2 ln−1 t u)∂u + 2β ln−1 t v∂v

Ó òàáëèöi 5.12, β 6= 0, βi, γi (i = 1, 2), d0 > 0, k òà l � äîâiëüíi ñòàëi,

b(t), b1(t), b2(t) òà d(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨; k 6= −1 ó âèïàäêó 6 òàáëèöi 5.12.

Âèêîðèñòàâøè îïåðàòîð (5.135), ïîáóäóâàëè àíçàö

u =
ϕ(ω)

tk+1
, v =

ψ(ω)

tl+1
, ω =

x2

t
, (5.136)
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äå ϕ(ω) òà ψ(ω) � íîâi íåâiäîìi ôóíêöi¨. Ïiäñòàâèâøè àíçàö (5.136) â

ñèñòåìó(5.134), îòðèìó¹ìî òàêó ñèñòåìó ÇÄÐ :

4ωϕ′′ + (2 + ω)ϕ′ + ϕ (1 + k + βϕ+ ψ) = 0,

4d0ωψ
′′ + (2d0 + ω)ψ′ + ψ (1 + l + ϕ+ γψ) = 0. (5.137)

Ïðîiíòåãðóâàòè ñèñòåìó (5.137) â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå âäà¹òüñÿ.

Çðîáèâøè ïðèïóùåííÿ, ùî ôóíêöi¨ ϕ òà ψ ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè, òà âè-

êîíàâøè âiäïîâiäíi îá÷èñëåííÿ, ìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê

u =
1

x2tk
, v = −kt−kγ − kt1−kγ

(1 + kγ)x2
, (5.138)

ÄÑËÂ (5.134) ïðè âèêîíàííi äîäàòêîâèõ îáìåæåíü

l = −1 + kγ, β = −6 +
k

1 + kγ
, d0 = − 1

6(1 + kγ)
> 0.

Äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ îòðèìàíîãî ðîçâ'ÿçêó çàñòîñó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ

U = eα1tu, V = −e−α2tv äî ñèñòåìè (5.134) òà ¨¨ ðîçâ'ÿçêó (5.138). Îòæå,

ìà¹ìî ñèñòåìó

Ut = Uxx + U
(
α1 − βe−α1ttkU − eα2ttlV

)
,

Vt = d0Vxx + V
(
−α2 + e−α1ttkU − γeα2ttlV

)
(5.139)

(òóò β = 6− k/(1 + kγ), α1 òà α2 � äîâiëüíi ñòàëi) òà ðîçâ'ÿçîê

U =
eα1t

x2tk
, V = kt−kγ

(
1− 6d0

t

x2

)
e−α2t. (5.140)

ÄÑËÂ (5.139) ç íåâiä'¹ìíèìè ñòàëèìè α1, α2, β òà γ ¹ óçàãàëüíåííÿì

êëàñè÷íî¨ ñèñòåìè Ëîòêè�Âîëüòåðà

ut = d1uxx + u (a1 − b1u− c1v) ,

vt = d2vxx + v (−a2 + b2u− c2v) , (5.141)

ÿêà îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ âèäiâ òèïó õèæàê�æåðòâà. Äîñëiäæåííþ ñèñòåì

âèãëÿäó (5.141) ç çàëåæíèìè âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòàìè ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî
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ðîáiò (äèâ., íàïðèêëàä, [Nie L., Teng Z., Hu L., Peng J., Comput. Math.

Appl. 58 (2009), 436�448] òà öèòîâàíó òàì ëiòåðàòóðó).

Êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó (5.140) ïðè êîðåêòíî âèáðàíèõ çíà÷åííÿõ ñòà-

ëèõ ¹ íåâiä'¹ìíèìè òà îáìåæåíèìè â çàäàíié îáëàñòi. Çîêðåìà, ôóíêöi¨

U òà V ðîçâ'ÿçêó (5.140) ç k < − 1
γ ¹ íåâiä'¹ìíèìè òà îáìåæåíèìè â îáëà-

ñòi
{

(t, x) ∈
(

1
6d0
, t0

)
× (x0, 1)

}
, äå t0 > 1

6d0
òà x0 > 0 � äîâiëüíi ñòàëi.

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê (5.140) ìîæå îïèñóâàòè ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ äâîõ

âèäiâ òèïó õèæàê�æåðòâà, îñêiëüêè çàäîâîëüíÿ¹ áiîëîãi÷íî âìîòèâîâàíi

îáìåæåííÿ.

5.7.4 Ñèìåòði¨ Ëi íåëiíiéíî¨ òðèêîìïîíåíòíî¨ ñèñòåìè

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

Â ðîáîòi [Aoki K., Shida M., Shigesada N., Theor. Popul. Biol. 50 (1996),

1�17] çàïðîïîíîâàíî ñèñòåìó íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

Ft = DFxx + rfF (1− (F + C)/K) ,

Ct = DCxx + rcC (1− (F + C)/K) + e(F + C)H,

Ht = DHxx + rhH (1−H/L)− e(F + C)H,

(5.142)

äëÿ îïèñó ïðîöåñó âçà¹ìîäi¨ ïåðâiñíèõ ôåðìåðiâ ç ìèñëèâöÿìè-çáèðà÷à-

ìè. Ó ñèñòåìi (5.142), F (t, x), C(t, x) òàH(t, x) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨,

âñi iíøi ïàðàìåòðè ñèñòåìè ¹ äîâiëüíèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè. Ôóíêöiÿ

F (t, x) � êîíöåíòðàöiÿ ïîïóëÿöi¨ ïåðâiñíèõ ôåðìåðiâ, C(t, x) � êîíöåí-

òðàöiÿ ïîïóëÿöi¨ îöiëiâiçîâàíèõ ôåðìåðiâ (converted farmers), H(t, x) �

êîíöåíòðàöiÿ ïîïóëÿöi¨ ìèñëèâöiâ-çáèðà÷iâ. Ñòàëà D ¹ êîåôiöi¹íòîì äè-

ôóçi¨; ñòàëi rf , rc, òà rh � êîåôiöi¹íòè, ùî âiäïîâiäàþòü çà ïðèðîäíié

ïðèðiñò; K òà L � êîåôiöi¹íòè, ùî âiäïîâiäàþòü çà ìàêñèìàëüíó êiëü-

êiñòü ôåðìåðiâ òà ìèñëèâöiâ-çáèðà÷iâ, ÿêi ïðîæèâàþòü íà îáìåæåíié òå-

ðèòîði¨; êîåôiöi¹íò e âiäïîâiäà¹ çà ïåðåõiä ìèñëèâöiâ-çáèðà÷iâ äî ôåðìå-

ðiâ.

Ñèñòåìó (5.142) ìîæíà óçàãàëüíèòè, ïðèïóñòèâøè, ùî êîåôiöi¹íòè

äèôóçi¨ ¹ ðiçíèìè äëÿ òðüîõ ïîïóëÿöié (äàíå ïðèïóùåííÿ ¹ ïðèðîäíiì),
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òà ââiâøè íîâi ïàðàìåòðè e1 i e2 çàìiñòü ñòàëî¨ e. Îòðèìàíà ñèñòåìà (äèâ.

(1) [80]) ïiñëÿ ñïðîùåííÿ ìà¹ âèãëÿä

ut = d1uxx + u(1− u− a1v),

vt = d2vxx + a2v(1− u− a1v) + uw + a1vw,

wt = d3wxx + a3w(1− w)− a4uw − a5vw.

(5.143)

Äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñèñòåì âèãëÿäó (5.143) âæèâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ ÔÌÇ

(ôåðìåðè�ìèñëèâöi-çáèðà÷i). Äîñëiäæåííþ ñèñòåìè ÔÌÇ (5.143) ïðè-

ñâÿ÷åíî ðîáîòó [80]. Çîêðåìà, â ñòàòòi [80] áóëî çäiéñíåíî îïèñ ñèìåòði¨

Ëi ñèñòåìè ÔÌÇ, ïîáóäîâàíî ¨¨ òî÷íi ðîçâ'ÿçêó (â òîìó ÷èñëi ïëîñêî-

õâèëüîâi) òà äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòèâîñòi. Â ñèñòåìè (5.143), ïàðàìåòðè

d1, d2, d3 òà a4 ¹ äîäàòíèìè ÷èñëàìè, âñi iíøi ïàðàìåòðè ïðèïóñêàþòüñÿ

íåâiä'¹ìíèìè. Øëÿõîì ñèìåòðiéíîãî àíàëiçó ñèñòåìè (5.143), îòðèìàíî

òåîðåìó:

Òåîðåìà 5.26. Ñèñòåìà ÔÌÇ (5.143) äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíó àëãåáðó

Ëi ëèøå ó âèïàäêàõ, ïðåäñòàâëåíèõ â òàáëèöi 5.13.

Äëÿ ïîáóäîâè òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ÔÌÇ âèêîðèñòà¹ìî ðåçóëü-

òàò ç âèïàäêó 4 òàáëèöi 5.13. Îòæå, ìà¹ìî ñèñòåìó

ut = uxx + u(1− u− a1v), a1 6= 0,

vt = vxx + v(1− u− a1v) + uw + a1vw,

wt = dwxx + a3w(1− w)− a4uw − a1a4vw,

(5.144)

òà ¨¨ ÌÀI 〈∂t, ∂x, −a1u∂u + u∂v〉. Ðîçãëÿíå äâi ñóòò¹âî ðiçíi ëiíiéíi êîì-
áiíàöi¨ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨ Ëi ñèñòåìè (5.144):

X = ∂t + α∂x − βa1u∂u + βu∂v (5.145)

òà

X = ∂x − βa1u∂u + βu∂v, (5.146)

äå α òà β 6= 0 � äîâiëüíi ñòàëi.
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Òàáë. 5.13: Ñèìåòði¨ Ëi ñèñòåìè ÔÌÇ (5.143)

Ðåàêöiéíi äîäàíêè Îáìåæåííÿ Áàçèñíi îïåðàòîðè ÌÀI

1. u(1− u)

a2v(1− u) + uw

−a4uw

a2 6= 0 ∂t, ∂x, I = v∂v + w∂w

2. u(1− u)

uw

a3w(1− w)− a4uw

a3 6= 0 ∂t, ∂x,

X∞ = P (t, x)∂v,

Pt = d2Pxx

3. u(1− u)

uw

−a4uw

∂t, ∂x, I, X
∞

4. u(1− u− a1v)

v(1− u− a1v) + uw + a1vw

a3w(1−w)−a4uw−a1a4vw

d1 = d2

a1 6= 0

∂t, ∂x,

Q1 = −a1u∂u + u∂v

5. u(1− u)

v(1− u) + uw

a3w(1− w)− a4uw

d1 = d2

a3 6= 0

∂t, ∂x,

u∂v, Q2 = et(u− 1)∂v

6. u(1− u)

v(1− u) + uw

−a4uw

d1 = d2 ∂t, ∂x, u∂v, I, Q2

7. u(1− u)

a4v(1− u) + uw

−a4uw

d2 = d3 ∂t, ∂x, e
a4tw∂v, I

8. u(1− u)

uw

−a4uw

d2 = d3 ∂t, ∂x,

w∂v − a4w∂w, I, X∞
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Ïðîäîâæåííÿ òàáëèöi 5.13

Reaction terms Restrictions Lie symmetries

9. u(1− u− a1v)

v(1− u− a1v) + uw + a1vw

−a4uw − a1a4vw

d1 = d2 = d3

a1 6= 0

∂t, ∂x, Q1,

et
(
a4−1
a1

u+ (a4 − 1)v+

w + 1−a4
a1

)(
∂u − 1

a1
∂v

)
10. u(1− u)

a2v(1− u) + uw

−uw

d1 = d2 = d3

a2 6= 0, a2 6= 1

∂t, ∂x, I,

u∂v + (a2 − 1)(u− 1)∂w

11. u(1− u)

v(1− u) + uw

−uw

d1 = d2 = d3 ∂t, ∂x,

u∂v, we
t∂v, I, Q2

12. u(1− u)

uw

−uw

d1 = d2 = d3 ∂t, ∂x, w∂v − w∂w,
u∂v + (1− u)∂w,

ue−t(∂v − ∂w), I, X∞

Àíçàö, ÿêèé âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó (5.145), ìà¹ âèãëÿä

u = e−βa1tU(ω), ω = x− αt,
v = V (ω)− 1

a1
e−βa1tU(ω),

w = W (ω),

(5.147)

äå U, V òà W � íîâi øóêàíi ôóíêöi¨. Ïiäñòàâèâøè àíçàö (5.147) â ñè-

ñòåìó (5.144), îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ÇÄÐ

U ′′ + αU ′ + U (1 + a1β − a1V ) = 0,

V ′′ + αV ′ + V (1− a1V + a1W ) = 0,

dW ′′ + αW ′ + a3W (1−W )− a1a4VW = 0.

(5.148)

Àíçàö, ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó (5.146), i ðåäóêîâàíà ñèñòåìà ÇÄÐ

ìàþòü âèãëÿä

u = U(t)e−βa1x, v = V (t)− e−βa1x

a1
U(t), w = W (t) (5.149)
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òà

U ′ + U(a1V − 1− β2a2
1) = 0,

V ′ + V (a1V − a1W − 1) = 0,

W ′ +W (a3W + a1a4V − a3) = 0.

(5.150)

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðîiíòåãðóâàòè ñèñòåìè (5.148) òà (5.150) íå

âäà¹òüñÿ. Ïðîòå ìè çíàéøëè ðîçâ'ÿçêè öèõ ñèñòåì ïðè âèêîíàííi äîäà-

òêîâèõ ïðèïóùåíü. Íàâåäåíî äåÿêi ç íèõ.

Ñèñòåìà (5.144) ç d = 1, a4 = 1 + a1 + a3, a3 6= 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

u = e−βa1tU(ω), ω = x− 5
√

1 + a1√
6

t,

v =
1

4a1

(
1− tanh

[√
1 + a1

2
√

6
ω

])2

− 1

a1
e−βa1tU(ω),

w = 1− 1

4

(
1− tanh

√
1 + a1

2
√

6
ω

)2

,

äå ôóíêöiÿ U ¹ äîâiëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ëiíiéíîãî ÇÄÐ

U ′′ + αU ′ + U

(
1 + a1β −

1

4

(
1− tanh

[√
1 + a1

2
√

6
ω

])2
)

= 0. (5.151)

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.151) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨

êîìáiíàöi¨ ãiïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêöié. Çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (5.151)

îòðèìàíî ç âèêîðèñòàííÿì àíçàöó (5.147).

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ÔÌÇ (5.144) ç a3 = 1, ÿêèé âiäïîâiäà¹ àíçàöó

(5.149), ìà¹ âèãëÿä

u =
δ2 exp

(
(1 + β2a2

1)t− βa1x
)

(1− δ1 + δ1et)
1+a1

1+a1a4

,

v =
1 + a1

a1(1 + a1a4)

δ1e
t

1− δ1 + δ1et
−
δ2 exp

(
(1 + β2a2

1)t− βa1x
)

a1 (1− δ1 + δ1et)
1+a1

1+a1a4

,

w =
1− a4

1 + a1a4

δ1e
t

1− δ1 + δ1et
. (5.152)
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Êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó (5.152) ¹ íåâiä'¹ìíèìè íà iíòåðâàëi x ∈ (0,+∞)

ïðè âèêîíàííi îáìåæåíü

β =

√
1− a4

a1(1 + a1a4)
, a4 < 1, δ1 > 1, δ2 <

1 + a1

1 + a1a4
,

òà ìàþòü òàêó àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó

u→ δ2δ
− 1+a1

1+a1a4
1 e−βa1x, v → 1 + a1

a1(1 + a1a4)
− δ2

a1
δ
− 1+a1

1+a1a4
1 e−βa1x,

w → 1− a4

1 + a1a4

ïðè t→∞.
Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê (5.152) îïèñó¹ âèïàäîê, êîëè âñi òðè ïîïó-

ëÿöi¨ ñïiâiñíóþòü, ïðè öüîìó, ðîçïîäië äâîõ ïîïóëÿöié ¹ íåîäíîðiäíèì.

5.8 Ñèìåòði¨ Ëi òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äåÿêèõ íåëiíiéíèõ

åâîëþöiéíèõ ñèñòåì òà ðiâíÿíü

ç äâîìà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè

5.8.1 Ñèìåòði¨ Ëi òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äåÿêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ áàçîâàíèõ

íà ðiâíÿííÿõ õåìîòàêñèñó

Â 1970 ðîöi áóëà îïóáëiêîâàíà ðîáîòà [Keller E.F., Segel L.A., J. Theor.

Biol. 26 (1970), 399�415], ÿêà ïîêëàëà ïî÷àòîê àêòèâíîìó äîñëiäæåííþ

íîâîãî òèïó íåëiíiéíèõ ñèñòåì ÄÐ×Ï â ìàòåìàòèöi. Öi ñèñòåìè â ëiòå-

ðàòóði íàçèâàþòüñÿ ñèñòåìàìè õåìîòàêñèñó àáî ìîäåëÿìè Êåë¹ð�Çå åëü

(çà ïðiçâèùàìè àâòîðiâ). Íà ñüîãîäíiøíié äåíü ¹ âåëèêà êiëüêiñòü òàêèõ

ñèñòåì. Òóò ìè ðîçãëÿäà¹ìî îäèí ç ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ, ÿêèé ðîçãëÿäàâ-

ñÿ â íèçöi ðîáiò ïî÷èíàþ÷è ç ðîáîòè [Nagai T., Adv. Math. Sci. Appl. 5

(1995), 581�601]

Nt(t, x, y) = d14N(t, x, y)− χ0∇.(N(t, x, y)∇P (t, x, y)),

0 = 4P (t, x, y) + αN(t, x, y)− βP (t, x, y).
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Òóò N(t, x, y) òà P (t, x, y) ¹ øóêàíèìè ôóíêöiÿìè (ùiëüíiñòü àáî ãóñòèíè

ïîïóëÿöié, êëiòèí, õiìi÷íèõ ðå÷îâèí òîùî), d1 � âiäîìèé äîäàòíié êîå-

ôiöi¹íòè äèôóçi¨, α òà β õàðàêòåðèçóþòü êiíåòèêó ïðîöåñó (íàïðèêëàä,

õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨), χ0 � êîåôiöi¹íò õåìîòàêñè÷íî¨ ÷óòëèâîñòi (÷àñòî � öå

äîäàòíà ñòàëà, àëå ìîæå áóòè íåíóëüîâà ôóíêöiÿ). Íàãîëîñèìî, ùî òà-

êi ñèñòåìè íå ìàþòü ëiíiéíèõ àíàëîãiâ, îñêiëüêè χ0 6= 0, òàêîæ ââåäåíî

ñòàíäàðòíi ïîçíà÷åííÿ 4 = ∂2
x + ∂2

y , ∇ = (∂x, ∂y).

Ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ìàñøòàáíèìè ïåðåòâîðåííÿìè öÿ ñèñòå-

ìà çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè, ÿêà ìiñòèòü ëèøå îäèí ïàðàìåòð. Áiëüøå òîãî,

ÿêùî βd1/α = ε� 1, òî ÷ëåíîì βP ìîæíà çíåõòóâàòè. Ó òàêîìó âèïàä-

êó îòðèìàíà íåëiíiéíà ñèñòåìà

ρt(t, x, y) = 4ρ(t, x, y)−∇(ρ(t, x, y)∇S(t, x, y)),

0 = 4S(t, x, y) + ρ(t, x, y)

äîïóñêà¹ íåñêií÷åííî-âèìiðíó àëãåáðó Ëi ïîðîäæåíó îïåðàòîðàìè

G∞1 = f1(t)
∂

∂x
+ xf ′1(t)

∂

∂S
, G∞2 = f2(t)

∂

∂y
+ yf ′2(t)

∂

∂S
,

X∞S = g(t)
∂

∂S
, Pt =

∂

∂t
, J12 = −x ∂

∂y
+ y

∂

∂x
,

D = 2t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
− 2ρ

∂

∂ρ
,

äå f1(t), f2(t) òà g(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.

Â ðîáîòi [29], áåðó÷è âñå öå äî óâàãè, ìè ðîçãëÿíóëè âiäïîâiäíi ïî÷à-

òêîâi òà êðàéîâi çàäà÷i, äëÿ ÿêèõ âñòàíîâèëè óìîâè, êîëè öi çàäà÷i äîïó-

ñêàþòü íåñêií÷åííî-âèìiðíi ìàêñèìàëüíi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi (ÌÀI).

Òåîðåìà 5.27. Âñåìîæëèâi ÌÀI, ÿêi äîïóñêà¹ çàäà÷à Êîøi

ρt = 4ρ−∇(ρ∇S),

0 = 4S + ρ,

t = 0: S = φ, ρ = −φxx(x), (5.153)
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Òàáë. 5.14: MAI çàäà÷i Êîøi (5.153).

φ(x) MAI

G∞1 , f1(0) = f ′1(0) = 0,

1 ∀ G∞2 , f ′2(0) = 0,

X∞S , g(0) = 0

G∞1 , f ′1(0) = 0,

2 0 G∞2 , f ′2(0) = 0,

X∞S , g(0) = 0,

J12, D

λ1x, G∞1 + b6D, f1(0) = 0, f ′1(0) = b6λ1,

3 G∞2 + b5J12, f ′2(0) = b5λ1,

λ1 6= 0 b1G
∞
1 +X∞S + b1a6D, g(0) = b1λ1f1(0),

f1(0) 6= 0, f ′1(0) = a6λ1

λ2x
2 + λ0, G∞1 , f ′1(0) = 2λ2f1(0),

4 λ2 6= 0 G∞2 , f ′2(0) = 0,

X∞S , g(0) = 0

â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó ôóíêöi¨ φ(x) (ç òî÷íiñòþ äî çñóâiâ âiäíîñíî

çìiííî¨ x) íàâåäåíi ó òàáëèöi 5.14.

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó f2(t) = const 6= 0, òîáòî G∞2 = ∂y, çàäà÷à

Êîøi (5.153) ðåäóêó¹òüñÿ äî îäíîâèìiðíî¨

ρt = ρxx − (ρSx)x,

0 = Sxx + ρ,

t = 0: ρ = −φxx(x), S = φ(x). (5.154)

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i áóëî âñòàíîâëåíî àíàëîã òåîðåìè ïðî ðîç'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi äëÿ êëàñè÷íîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨.

Òåîðåìà 5.28. Òî÷íèé ðîç'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (5.154) ó âèïàäêó äâi÷i äè-

ôåðåíöiéîâàíî¨ ôóíêöi¨ φ(x) ç âëàñòèâiñòþ φ(x) = o(x2), x → ∞ ìà¹
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âèãëÿä

S(t, x) = −2 ln

(
1√
4πt

∫ +∞

−∞
p(ξ)e−

(x−j(t)−ξ)2
4t dξ

)
+ x ·

∫ t

0

θ(τ) dτ + A(t),

ρ(t, x) = −1

t
·
∫ +∞
−∞ p′(ξ)(x− j(t)− ξ) e−

(x−j(t)−ξ)2
4t dξ∫ +∞

−∞ p(ξ)e−
(x−j(t)−ξ)2

4t dξ

− 1

2t2
·

∫ +∞
−∞ p(ξ)(x− j(t)− ξ)e−

(x−j(t)−ξ)2
4t dξ∫ +∞

−∞ p(ξ)e−
(x−j(t)−ξ)2

4t dξ

2

,

äå p(ξ) = e−
1
2φ(ξ), A(0) = 0.

Îñêiëüêè íàâåäåíèé âèùå ðîçâ'ÿçîê ìiñòèòü ôóíêöi¨ θ(t) òà A(t),

òî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ùîäî éîãî ¹äèíîñòi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ öüîãî äî-

ñòàòíüî íàêëàñòè áiîëîãi÷íî âìîòèâîâàíi óìîâè ïðî éîãî îáìåæåíiñòü òà

óìîâó
∫ +∞
−∞ |S(t, x)|dx < 0 ïðè ∀t > 0, ÿêà îçíà÷à¹ îáìåæåíiñòü ðåñóðñiâ.

Ó öüîìó âèïàäêó ðîç'ÿçîê ñòà¹ ¹äèíèì

S(t, x) = −2 ln

(
1√
4πt

∫ +∞

−∞
p(ξ)e−

(x−ξ)2
4t dξ

)
,

ρ(t, x) = −1

t
·
∫ +∞
−∞ p′(ξ)(x− ξ)e−

(x−ξ)2
4t dξ∫ +∞

−∞ p(ξ)e−
(x−ξ)2

4t dξ

− 1

2t2
·

∫ +∞
−∞ p(ξ)(x− ξ)e−

(x−ξ)2
4t dξ∫ +∞

−∞ p(ξ)e−
(x−ξ)2

4t dξ

2

.

Ó ðîáîòi [29] íàâåäåíî ïðèêëàä ïî÷àòêîâî¨ óìîâè, êîëè âèùåíàâåäåíi

ôîðìóëè âåäóòü äî ðîç'ÿçêó â åëåìåíòàðíèõ ôóíêöiÿõ òà ïðîâåäåíî àíà-

ëiç öüîãî ðîçâ'ÿçêó. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî âèïàäîê áiëüø ñêëàäíî¨ ðåäóêöi¨

çàäà÷i Êîøi (5.153).

Ðîçãëÿíüìî çàäà÷ó Íîéìàíà â îáëàñòi Ω = {(x, y) : − ∞ < x <

+∞, 0 < y < π} âèãëÿäó

ρt(t, x, y) = 4ρ(t, x, y)−∇(ρ(t, x, y)∇S(t, x, y)),
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0 = 4S(t, x, y) + ρ(t, x, y),

t = 0: S = ϕ(x, y), ρ = −4ϕ(x, y),

y = 0: ρy = q1(t), Sy = q2(t),

y = π : ρy = 0, Sy = 0, (5.155)

äå ϕ(x, y), q1(t) òà q2(t) � äîâiëüíi ãëàäêi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 5.29. MAI çàäà÷i Íîéìàíà (5.155) íå çàëåæèòü âiä âèãëÿäó

ôóíêöié q1(t) òà q2(t). ßêùî ïî÷àòêîâèé ïðîôiëü ϕ(x, y) ¹ äîâiëüíîþ

ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ, òî çàäà÷à äîïóñêà¹ íåñêií÷åííî-âèìiðíó ÌÀI ïîðî-

äæåíó îïåðàòîðàìè

G∞1 = f1(t)
∂

∂x
+ xf ′1(t)

∂

∂S
, X∞S = g(t)

∂

∂S
, (5.156)

äå f1(0) = f ′1(0) = 0 òà g(0) = 0. ßêùî ïî÷àòêîâèé ïðîôiëü

ϕ(x, y) = λ2 x
2 + λ1x+ µ(y),

äå µ(y) � äîâiëüíà ãëàäêà ôóíêöiÿ, òî âèùåíàâåäåíà àëãåáðà Ëi ðîçøè-

ðÿ¹òüñÿ îïåðàòîðîì

G∞1 + bX∞S ,

äå f ′1(0)
2f1(0) = λ2, b

g(0)
f1(0) = λ1, f1(0) 6= 0.

Íå iñíó¹ iíøèõ âèãëÿäiâ ôóíêöi¨ ϕ(x, y), ÿêi âåäóòü äî ðîçøèðåííÿ

ÌÀI (5.156) çàäà÷i Íîéìàíà (5.155).

Ó ðîáîòi [29] òàêîæ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Íîéìàíà íà êðóçi òà êiëü-

öi, ÿêi ¹ òèïîâèìè ïðèêëàäàìè îáìåæåíî¨ îáëàñòi, òà çîâíiøíüîãî êðóãà.

Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ âñiõ öèõ îáëàñòåé öÿ çàäà÷à ïðè äîâiëüíié ôóí-

êöi¨ ϕ(x, y) äîïóñêà¹ íåñêií÷åííî-âèìiðíó ÌÀI. Òàêîæ iäåíòèôiêîâàíå

îñîáëèâèé âèïàäîê

ϕ(x, y) = ψ(x2 + y2) + h0 arctan
y

x
,
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êîëè âiäïîâiäíà ÌÀI äîïóñêà¹ ïîäàëüøå ðîçøèðåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ âiä-

ïîâiäíèõ òåîðåì áóëî âèêîðèñòàíî êðèòåðié iíâàðiàíòíîñòi çàïðîïîíîâà-

íèé â ðîáîòi [Cherniha R., King J.R., Symmetry 7 (2015), 1410�1435].

Âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåíi ñèìåòði¨ Ëi íàâåäåíî ïðèêëàäè ðåäóêöi¨

çàäà÷ Íîéìàíà òà òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ äëÿ îêðåìèõ âèïàäêiâ

êðàéîâèõ óìîâ.

5.8.2 Ñèìåòði¨ Ëi òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâíÿíü ç ãðàäi¹íòíîþ äèôóçi¹þ

Ó âiäîìié ðîáîòi [Perona P, Malik J., IEEE Trans. Pattern Anal. Mach.

Intell. 12 (1990), 629�639] áóëî çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ÿêà

ìîäåëþ¹ ïðîöåñ ðîçïiçíàâàííÿ iìiäæiâ (îáðàçiâ). Ìîäåëü áàçó¹òüñÿ íà

(1+2)-ìó íåëiíiéíîìó ðiâíÿííi äèôóçi¨ ç êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨, ÿêèé çà-

ëåæèòü âiä ãðàäi¹íòó øóêàíî¨ ôóíêöi¨. Ó ðîáîòi [15] íàìè ðîçãëÿíóòî

êëàñ ðiâíÿíü ç ãðàäi¹íòíîþ äèôóçi¹þ

ut = ∇. (D (Ω)∇u) +Q(u), (5.157)

Ω = |∇u|2, aD, Q ¹ äîâiëüíèìè ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè. Çîêðåìà ó âèïàäêó

Q = 0 òà

D(Ω) = exp

(
− Ω

D0

)
, D(Ω) =

(
1 +

Ω

D0

)−1

îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ç öèòîâàíî¨ âèùå ñòàòòi (òóò D0 � äîäàòíà ñòàëà).

Çàóâàæèìî, ùî ìîäåëü ¹ ñóòò¹âî äâîâèìiðíîþ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííè-

ìè, îñêiëüêè áóäü-ÿêèé îáðàç ¹ ùîíàéìåíøå äâîâèìiðíèé.

Ðiâíÿííÿ (5.157) ìiñòèòü äîâiëüíi ôóíêöi¨ (D òà Q), òî äëÿ âè÷åð-

ïíîãî îïèñó ñèìåòðié Ëi íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ñêëàäíó êëàñèôiêàöiéíó

çàäà÷ó. Ç öi¹þ ìåòîþ áóëî ñïî÷àòêó âñòàíîâëåíî ãðóïó ïåðåòâîðåíü åêâi-

âàëåíòíîñòi E (äèâ. òåîðåìó 4 â [15]). Çàóâàæèìî, ùî âiäðàçó áóëî âñòà-
íîâëåíî, ùî âèïàäîê ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.157) ïðè Q(u) = const ¹ îñî-

áëèâèì, òîìó ðîçãëÿäàâñÿ îêðåìî. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ïåðåòâîðåííÿ òà

âiäîìèé àëãîðèòì äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷, áóëî äîâåäåíî òàêi òåî-

ðåìè.
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Òàáë. 5.15: ÌÀI ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.157): D 6= Ω−1. Êîæíà ÌÀI ïîðîäæåíà îïåðàòî-

ðàìè îñíîâíî¨ àëãåáðè ALie4 òà ïîäàíèìè â îñòàííié êîëîíöi òàáëèöi.

D(Ω) Q(u) Îáìåæåííÿ Ëi¨âñüêi îïåðàòîðè

1. ∀ u−1 X5 = 2t∂t + x1∂x1
+ x2∂x2

+ u∂u

2. ∀ u X5 = et∂u

3. Ωk ε1e
−u X5 = 2(k + 1)t∂t + x1∂x1

+ x2∂x2
+

2(k + 1)∂u

4. Ωk ε1u
m m 6= 0, 1, 2 X5 = 2t∂t + m−2k−1

m−2k−1+k(m+1)×

(x1∂x1
+ x2∂x2

)− 2(k+1)
m−2k−1+k(m+1) u∂u

5. Ωk ε1u
2k+1 + ε2u k 6= − 1

2 ,
1
2 X5 = e−2kε2t(∂t + ε2u∂u)

6. Ω
1
2 ε1u

2 X5 = t∂t − u∂u, X6 = t2∂t − (2tu+ ε1)∂u

7. Ω
1
2 ε1u

2 + ε2 ε1ε2 = −1 X5 = e−2t(∂t + 2(u− ε1)∂u),

X6 = e2t(∂t − 2(u+ ε1)∂u)

8. Ω
1
2 ε1u

2 + ε2 ε1ε2 = 1 X5 = cos(2t)∂t + 2(sin(2t)u+ ε1 cos(2t))∂u,

X6 = sin(2t)∂t − 2(cos(2t)u− ε1 sin(2t))∂u

9. Ωk ε2u X5 = x1∂x1 + x2∂x2 +
(
1 + 1

k

)
u∂u,

X6 = e−2kε2t (∂t + ε2u∂u), X7 = eε2t∂u

Òåîðåìà 5.30. Îñíîâíà àëãåáðà iíâàðiàíòíîñòi äëÿ êëàñó ðiâíÿíü (5.157)

ïðè Q(u) 6= const ¹ 4-âèìiðíà àëãåáðà Ëi ç áàçîâèìè îïåðàòîðàìè

X1 = ∂t, X2 = ∂x1
, X3 = ∂x2

, X4 = x2∂x1
− x1∂x2

.

Òåîðåìà 5.31. Âñi ìàêñèìàëüíi àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi (ðîçìiðíîñòi

5 i âèùå) ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.157)(ïðè Q(u) 6= const) òà âiäïîâiäíi ïàðè

ôóíêöié (D,Q) íàâåäåíi â òàáëèöÿõ 5.15 òà 5.16. Êîæíå iíøå ðiâíÿííÿ

ç íåòðèâiàëüíîþ ñèìåòði¹þ Ëi çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü

ç E çâîäèòüñÿ äî îäíîãî ç ïîäàíèõ ó öèõ òàáëèöÿõ. Ó òàáëèöÿõ ââåäåíî

ïîçíà÷åííÿ ε1 = ±1, ε2 = ±1 òà k 6= 0, λ 6= 0, m äëÿ äîâiëüíèõ ñòàëèõ.

Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà ïîìiòèòè, ùî ïåðåòâîðåííÿ

τ =
1

2ε2k
e2ε2kt, x1 = x1, x2 = x2, w = e−ε2tu, (5.158)
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Òàáë. 5.16: ÌÀI ðiâíÿíü âèãëÿäó (5.157): D = Ω−1. Êîæíà ÌÀI ïîðîäæåíà îïåðàòî-

ðàìè îñíîâíî¨ àëãåáðè ALie4 òà ïîäàíèìè â îñòàííié êîëîíöi òàáëèöi.

Q(u) MAI

1. ∀ X5 = x1∂x1
+ x2∂x2

2. λu−1 + ε2u X5 = x1∂x1
+ x2∂x2

, X6 = e2ε2t(∂t + ε2u∂u)

3. λu−1 X5 = x1∂x1 + x2∂x2 , X6 = 2t∂t + u∂u

4. λu X5 = x1∂x1 + x2∂x2

X6 = e2λt(∂t + λu∂u), X7 = eλt∂u

ÿêå íå íàëåæèòü äî ãðóïè E , çâîäèòü ðiâíÿííÿ (5.157) ç íåëiíiéíîñòÿìè
ïîäàíèìè ó âèïàäêàõ 5 òà 9 âiäïîâiäíî äî ðiâíÿííÿ, ùî âèíèêà¹ ó âèïàä-

êó 4 òàáëèöi 5.15 ïðè m = 2k+ 1 òà äî ðiâíÿííÿ ç íóëüîâèì ðåàêòèâíèì

÷ëåíîì wτ = ∇·
(
|∇w|2k∇w

)
. Òàêîæ ëîêàëüíà çàìiíà (5.158) ïðè k = −1

çâîäèòü ðiâíÿííÿ (5.157) ç íåëiíiéíîñòÿìè ïîäàíèìè ó âèïàäêàõ 2 i 4

îñòàííüî¨ òàáëèöi âiäïîâiäíî äî ðiâíÿííÿ, ùî âèíèêà¹ ó âèïàäêó 3 òà äî

ðiâíÿííÿ ç íóëüîâèì ðåàêòèâíèì ÷ëåíîì wτ = ∇ ·
(
|∇w|−2∇w

)
.

Â ðîáîòi òàêîæ áóëî îêðåìî ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ (5.157) ïðè Q(u) =

0, ÿêå ¹ íàéâàæëèâiøèì ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü. Çîêðåìà áóëî âñòàíîâ-

ëåíî, ùî âèïàäîê ðiâíÿííÿ Ïåðîíà�Ìàëiêà äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ

ðîçïiçíàâàííÿ îáðàçiâ âåäå äî 6-âèìiðíî¨ ÌÀI ç áàçîâèìè îïåðàòîðàìè

X1, X2, X3, X4, X5 = ∂u, X6 = 2t∂t + x1∂x1
+ x2∂x2

+ u∂u.

Òàêîæ îêðåìî ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ

ut = ∇ ·
(
|∇u|2k∇u

)
, (5.159)

ÿêå òàêîæ âàæëèâå äëÿ çàñòîñóâàíü (çîêðåìà, ïðè k = −1 ¹ ãðàíè÷íèì

âèïàäêîì ðiâíÿííÿ Ïåðîíà�Ìàëiêà). Äëÿ ðiâíÿííÿ (5.159) ïîáóäîâàíî

íèçêó òî÷íèõ ðîç'ÿçêiâ (ðàäiàëüíî-ñèìåòðè÷íèõ) øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ

çíàéäåíèõ ñèìåòðié Ëi. Íàïðèêëàä, ïðè äîâiëüíîìó k 6= −1, −1/3 ðiâ-
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íÿííÿ (5.159) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

u =

∫ (
−kω2 + C1ω

−2k/(2k+1)

2(k + 1)(3k + 1)

) 1
2k

dω + C2, ω = t−
1

2(k+1)

√
x2

1 + x2
2.

Î÷åâèäíî, ùî iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ìîæå áóòè ÿâíî îá÷èñëåíèé ïðè

ñòàëié C1 = 0, à ó âèïàäêó C1 6= 0 òîäi, êîëè k íàáóâà¹ ïåâíèõ çíà÷åíü.

Çîêðåìà, ìîæíà iäåíòèôiêóâàòè âiäîìi â ëiòåðàòóði ðîçâ'ÿçêè ïðè ïåâíèõ

çíà÷åííÿõ k 6= −1, −1/3.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè k = −1/3 íàìè âñòàíîâëåíî, ùî ðiâíÿííÿ (5.159)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ç iíøîþ ñòðóêòóðîþ

u = ± 2√
C2e−

2t
3λ − 2(3λ)−3(x2

1 + x2
2)

2

.

Òàêîæ âñòàíîâëåíî öiêàâèé ôàêò äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïðè k = −1,

òîáòî

ut = ∇ ·
(
|∇u|−2∇u

)
. (5.160)

Îòæå, ç áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî (1+1)-âèìiðíîãî ðiâíÿííÿ òåïëî-

ïðîâiäíîñòi ìîæíà ïîáóäóâàòè ðàäiàëüíî-ñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê u(t, r)

(òóò r =
√
x2

1 + x2
2) ðiâíÿííÿ (5.160) (ïðèíàéìíi ó íåÿâíîìó âèãëÿäi).
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6 Òåîðiÿ àëãåáð Ëi

6.1 Ðåàëiçàöi¨, äåôîðìàöi¨ òà äèôåðåíöiàëüíi

iíâàðiàíòè àëãåáð Ãàëiëåÿ

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç g n-âèìiðíó àëãåáðó Ëi íàä ïîëåì R. Âiäêðèòó ìíî-

æèíó â Rm ïîçíà÷èìî ÿê M , à àëãåáðó Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ, ùî äiþòü

íà öié ìíîæèíi ïîçíà÷èìî Vect(M). Ó êîîðäèíàòíié ôîðìi âåêòîðíi ïî-

ëÿ ìàþòü âèãëÿä ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó

ç àíàëiòè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè, à äîáóòîê Ëi çàäà¹òüñÿ ¨õ êîìóòàòîðîì.

Ïîâíó ãðóïó àâòîìîðôiçìiâ àëãåáðè g ïîçíà÷èìî Aut(g), à âíóòðiøíi

àâòîìîðôiçìè ïîçíà÷èìî Int(g).

Íà âiäìiíó âiä çîáðàæåííÿ àëãåáðè Ëi, ïîíÿòòÿ ðåàëiçàöi¨ âèçíà÷à¹-

òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Ðåàëiçàöi¹þ àëãåáðè Ëi g âåêòîðíèìè ïîëÿìè íà M íàçèâà¹òüñÿ

ãîìîìîðôiçì R : g → Vect(M). Ðåàëiçàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ, ÿêùî

kerR = {0}.
Çàçâè÷àé ïðÿìèé ìåòîä êëàñèôiêàöi¨ ðåàëiçàöié àëãåáðè Ëi âèìà-

ãà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ ñêëàäíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òà âèâ÷åííÿ íååêâiâàëåíòíîñòi îòðèìàíèõ ðåàëi-

çàöié.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðåàëiçàöié àëãåáðè Ãàëiëåÿ áóëî çàñòîñîâàíî ïðèí-

öèïîâî iíøèé àëãåáðè÷íèé ïiäõiä çàïðîïîíîâàíèé Øèðîêîâèì ç ñïiâàâ-

òîðàìè [SIGMA 11 (2015), 066, 17 pp.], ùî îñíîâàíèé íà âiäïîâiäíîñòi

ïiäàëãåáðè òà òðàíçèòèâíî¨ ðåàëiçàöi¨ äàíî¨ àëãåáðè Ëi.

Êîåôiöi¹íòè ξik(x) ïîðîäæóþ÷î¨ ðåàëiçàöi¨ àëãåáðè Ëi, ùî âiäïîâiä-

à¹ ðåãóëÿðíié äi¨ âiäïîâiäíî¨ ëîêàëüíî¨ ãðóïè Ëi âiäíîâëþþòüñÿ ç êîì-

ïîíåíò äèôåðåíöiàëüíèõ 1-ôîðì âèêîðèñòîâóþ÷è äóàëüíiñòü âåêòîðíèõ

ïîëiâ òà äèôåðåíöiàëüíèõ ôîðì ωji (x)ξik(x) = δjk.

Â ñâîþ ÷åðãó, êîìïîíåíòè äèôåðåíöiàëüíèõ 1-ôîðì ωji (x) îá÷èñëþ-
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þòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

ωji (x) =
(
A(1)(x1)A(2)(x2) · · ·A(i−1)(xi−1)

)j
i
, i = 2, 3, . . . , n, ωj1 = δj1.

Íåîáõiäíi ìàòðèöi A(l), l = 1, 2, . . . , n ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíüȦ(l)(t) = −adelA
(l)(t),

A(l)(0) = I.

Ðåøòà íååêâiâàëåíòíèõ ðåàëiçàöié çàäàíî¨ àëãåáðè Ëi íå âiäïîâiäà-

þòü ðåãóëÿðíié äi¨ ëîêàëüíî¨ ãðóïè òà áóäóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðîåêöi¨

ïîðîäæóþ÷î¨ ðåàëiçàöi¨ íà ïiäïðîñòið êîîðäèíàò, ÿêi âiäïîâiäàþòü ëiíié-

íîìó äîïîâíåííþ äî äåÿêî¨ Aut(g)-íååêâiâàëåíòíî¨ ïiäàëãåáðè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç h = 〈em+1, . . . , en〉 äåÿêó ïiäàëãåáðó àëãåáðè g =

〈e1, . . . , en〉, òà êîìïëåìåíòàðíèé ïðîñòið äî íå¨ {e1, . . . , em}, òîäi äëÿ êî-
æíîãî i = 1, . . . , n ìè îòðèìà¹ìî áàçèñíi åëåìåíòè ó âèãëÿäi

ei = ξ1
i (x1, x2, . . . , xm)∂1 + ξ2

i (x1, x2, . . . , xm)∂2 + · · ·

+ ξmi (x1, x2, . . . , xm)∂m + ξm+1
i (x1, x2, . . . , xn)∂m+1

+ ξm+2
i (x1, x2, . . . , xn)∂m+2 + · · ·+ ξni (x1, x2, . . . , xn)∂n.

Ðåàëiçàöiÿ ñïðîåêòîâàíà íà ïðîñòið êîîðäèíàò x1, x2, . . . , xm äîáðå

âèçíà÷åíà òà ìà¹ âèãëÿä

prh(ei) = ξ1
i (x1, x2, . . . , xm)∂1 + ξ2

i (x1, x2, . . . , xm)∂2 + · · ·

+ ξmi (x1, x2, . . . , xm)∂m.

Êiëüêiñòü íåîáõiäíèõ çìiííèõ m = dim(g)− dim(h) ñïiâïàäà¹ ç ðîç-

ìiðíiñòþ ïðîñòîðó ëiíiéíîãî äîïîâíåííÿ äî h à ñïðîåêòîâàíà ðåàëiçà-

öiÿ R(h) íàçèâà¹òüñÿ ðåàëiçàöi¹þ, ùî âiäïîâiäà¹ ïiäàëãåáði h. Çîêðåìà,

öå îçíà÷à¹, ùî ïîðîäæóþ÷à ðåàëiçàöiÿ âiäïîâiäà¹ íóëüîâié ïiäàëãåáði

h0 = 〈0〉 òà R(h0) çàâæäè ðåàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ n = dim(g) çìií-

íèõ. Ðåàëiçàöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü íåòðàíçèòèâíié äi¨ ãðóïè Ëi áóäóþòüñÿ
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ç òðàíçèòèâíèõ ìåòîäîì çàìiíè äîâiëüíîãî ïàðàìåòðà, ùî ïàðàìåòðèçó¹

âiäïîâiäíó ïiäàëãåáðó, äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ äîäàòêîâî¨ çìiííî¨.

Ðîçãëÿíåìî ïîâíó àëãåáðó Ãàëiëåÿ, ùî çàäà¹òüñÿ êîìóòàöiéíèìè ñïiâ-

âiäíîøåííÿìè: [Jij, Jkl] = δilJjk + δjkJil − δikJjl − δjlJik, i, j, k, l =

1, 2, . . . , n; [Pi, Jjk] = δijPk− δikPj; [T,Gi] = −Pi; [Gi, Jjk] = δijGk− δikGj;

[D,Gi] = Gi; [D,Pi] = −Pi; [D,T ] = −2T ; [S, Pi] = Gi; [D,S] = 2S;

[T, S] = D; [Z,Gi] = −Gi; [Z, Pi] = −Pi; [Gi, Pj] = δijM ; [Z,M ] = −2M.

Íàéìåíøèìè ìîæëèâèìè àëãåáðàìè Ãàëiëåÿ ¹ íàñòóïíi:

• òðèâèìiðíà àëãåáðà Ëi ðåäóêîâàíî¨ êëàñè÷íî¨ ãðóïè Ãàëiëåÿ îäíî-

âèìiðíîãî ïðîñòîðó AḠ1(1);

• ÷îòèðèâèìiðíà àëãåáðà Ëi êëàñè÷íî¨ ãðóïè Ãàëiëåÿ AG1(1) ç îïåðà-

òîðîì ìàñè M ;

• ÷îòèðèâèìiðíà àëãåáðà Ëi ðåäóêîâàíî¨ ðîçøèðåíî¨ ãðóïè Ãàëiëåÿ

îäíîâèìiðíîãî ïðîñòîðó AḠ2(1).

Íàñòóïíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè AḠ1(1) íååêâiâàëåíòíi âiäíîñíî âíóòði-

øíiõ àâòîìîðôiçìiâ: 〈0〉, 〈P 〉, 〈G〉, 〈T 〉, 〈T+αG〉, 〈P, G〉, 〈P, T 〉, 〈P, T+

αG〉, 〈P, G, T 〉 (α > 0).

Çîâíiøíié àâòîìîðôiçì G̃ = T , T̃ = G, P̃ = −P , çàäà¹ åêâiâàëåí-
òíiñòü ïàð (〈T 〉, 〈G〉) i (〈P, T 〉, 〈P,G〉).

Â òàáëèöi 6.1 íàâåäåíî ðåàëiçàöi¨ Rhk.p àëãåáðè AḠ1(1), ùî âiäïîâiä-

àþòü ïiäàëãåáðàì hk.p, ðàçîì ç âiäïîâiäíèìè êîìïëåìåíòàðíèìè ïðîñòî-

ðàìè.

Îñêiëüêè ïiäàëãåáðè hα1.2 òà hα2 ïàðàìåòðèçîâàíi, òî ìè ìà¹ìî äâi

äîäàòêîâi íåòðàíçèòèâíi ðåàëiçàöi¨

Rh
x3
1.2

: P = ∂1, G = ∂2, T = x2∂1 − x3∂2;

Rh
x2
2

: P = 0, G = ∂1, T = −x2∂1.

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì áóäó¹ìî ðåàëiçàöi¨ ðåøòè àëãåáð Ãàëiëåÿ, à ñà-

ìå ÷îòèðèâèìiðíèõ òà ï'ÿòèâèìiðíèõ. Ðåçóëüòàò êëàñèôiêàöié ðåàëiçàöié

÷îòèðèâèìiðíèõ àëãåáð Ëi íàâåäåíî ó òàáëèöÿõ 6.2 òà 6.3. Êëàñèôiêàöiÿ

ðåàëiçàöié ï'ÿòèâèìiðíèõ àëãåáð Ãàëiëåÿ íàâåäåíà ó ðîáîòi [8].
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Êîìïëåìåíòàðíèé

áàçèñ
Ðåàëiçàöiÿ

{P, T,G} R(h0) : P = ∂1, G = −x2∂1 + ∂3, T = ∂2

{G,T} Rh1.1 : P = 0, G = ∂1, T = ∂2

{P,G} Rhα1.2
: P = ∂1, G = ∂2, T = x2∂1 − α∂2

Rh
x3
1.2

: P = ∂1, G = ∂2, T = x2∂1 − x3∂2
{G} Rhα2

: P = 0, G = ∂1, T = −α∂1
Rh

x2
2

: P = 0, G = ∂1, T = −x2∂1

Òàáë. 6.1: Ðåàëiçàöi¨ àëãåáðè AḠ1(1).

Äåôîðìàöi¨ àëãåáð Ëi âèíèêàþòü â ìàòåìàòè÷íèõ òåîðiÿõ êîëè íå-

îáõiäíà êëàñèôiêàöiÿ íåiçîìîðôíèõ ñòðóêòóð àáî ââåäåííÿ àíàëiòè÷íî¨

ñòðóêòóðè íà ìíîãîâèäi òàêèõ ñòðóêòóð. Ó ôiçèöi äåôîðìàöi¨ çàñòîñî-

âóþòüñÿ äëÿ êâàíòóâàííÿ àáî îá'¹äíàííÿ òåîðié ç ðiçíèìè ñèìåòðiÿìè â

îäíó ìîäåëü.

Âèêîðèñòîâó¹ìî ïîíÿòòÿ îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ äåôîðìàöi¨ ââåäåíå Ãåð-

ñòåíõàáåðîì ó 1964 ðîöi. Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Ëi g = (V, [ , ]) íàä âåêòîð-

íèì ïðîñòîðîì V , ¨¨ äåôîðìàöi¹þ ¹ îäíîïàðàìåòðè÷íà ñiì'ÿ àëãåáð Ëi

gt = (V, [ , ]t), t ∈ R, äå [x, y]t = [x, y] + tϕ1(x, y) + t2ϕ2(x, y) + · · · ,
ϕi : V × V → V � áiëiíiéíå, àíòèñèìåòðè÷íå òà çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi

ßêîái.

Çàäà÷à ïîáóäîâè âñiõ ìîæëèâèõ äåôîðìàöié çàäàíî¨ àëãåáðè Ëi âè-

ìàãà¹ âèâ÷åííÿ âiäïîâiäíî¨ àëãåáðè êîãîìîëîãié. Àëå äëÿ àëãåáðè Ãà-

ëiëåÿ öüîãî ìîæíà óíèêíóòè ñêîðèñòàâøèñü içîìîðôiçìîì àëãåáð Ãàëi-

ëåÿ òà âiäîìèõ íèçüêîðîçìiðíèõ àëãåáð, à òàêîæ âiäîìèìè êîíòðàêöiÿìè

íèçüêîðîçìiðíèõ àëãåáð i àëãåáð Ãàëiëåÿ òà Ïóàíêàðå.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîíòðàêöiþ Iíüîíþ�Âiãíåðà ç àëãåáðè Aα
3.4 äî A3.1

çàäàíó ìàòðèöåþ
(

q 0 0
1

1−α 1 0

0 0 q

)
, äå q � ïàðàìåòð êîíòðàêöi¨, ìè ìîæåìî

îòðèìàòè äåôîðìàöiþ àëãåáðè Ãàëiëåÿ AḠ
q
1(1) = 〈P,G, T 〉 ç íîâèì q-

ïàðàìåòðèçîâàíèì äîáóòêîì [·, ·]q [P, T ]q = qP , [G, T ]q = P +αqG, q ∈ R.
Àíàëîãi÷íî áóäó¹òüñÿ äåôîðìàöiÿ AḠq̃

1(1) ç äîáóòêîì [·, ·]q̃ âèçíà÷å-
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Êîìïëåìåíòàðíèé

áàçèñ
Ðåàëiçàöiÿ

{M, P, T, G} Rh0 : M = ∂1, P = −∂2, T = ∂3, G = x2∂1 + x3∂2 + ∂4

{M, T, G} Rh1.1 : M = ∂1, P = x3∂1, T = ∂2, G = −x2x3∂1 + ∂3

{M, P, T} Rhα1.2
: M = ∂1, P = ∂2, T = ∂3, G = −x2∂1 − x3∂2 − α∂3

Rh
x4
1.2

: M = ∂1, P = ∂2, T = ∂3, G = −x2∂1 − x3∂2 − x4∂3
{M, P, G} R

hβ1.3
: M = ∂1, P = −∂2, T = −

(
1
2x

2
3 + β

)
∂1 − x3∂2, G = x2∂1 + ∂3

Rh
x4
1.3

: M = ∂1, P = −∂2, T = −
(
1
2x

2
3 + x4

)
∂1 − x3∂2, G = x2∂1 + ∂3

{P, T, G} Rh1.4 : M = 0, P = −∂1, T = ∂2, G = x2∂1 + ∂3

{T, G} Rh2.1 : M = 0, P = 0, T = ∂1, G = ∂2

{P, T} Rh2.2 : M = 0, P = −∂1, T = ∂2, G = x2∂1

{P, G} Rhα2.3
: M = 0, P = −∂1, T = −x2∂1 − α∂2, G = ∂2

Rh
x3
2.3

: M = 0, P = −∂1, T = −x2∂1 − x3∂2, G = ∂2

{M, G} R
hβ2.4

: M = ∂1, P = x2∂1, T =
(
1
2x

2
2 − β

)
∂1, G = ∂2

Rh
x3
2.4

: M = ∂1, P = x2∂1, T =
(
1
2x

2
2 − x3

)
∂1, G = ∂2

{T} Rh3.1 : M = 0, P = 0, T = ∂1, G = 0

{G} Rhα3.2
: M = 0, P = 0, T = −α∂1, G = ∂1

Rh
x2
3.2

: M = 0, P = 0, T = −x2∂1, G = ∂1

Òàáë. 6.2: Ðåàëiçàöi¨ êëàñè÷íî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ AG1(1).

íèì ñïiââiäíîøåííÿìè [P,G]q̃ = −2q̃G, [P, T ]q̃ = 2q̃T , [G, T ]q̃ = P , q̃ ∈ R.
Âèêîðèñòîâóþ÷è êîíòðàêöiþ, ùî ïîâ'ÿçó¹ ïàðó àëãåáð A2.1 ⊕ A1 i

A3.1 ìîæíà ïîáóäóâàòè äåôîðìàöiþ AḠq̂
1(1) àëãåáðè Ãàëiëåÿ AḠ1(1) ç

q̂-ïàðàìåòðèçîâàíèì äîáóòêîì [·, ·]q̂, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

[P,G]q̂ = q̂P , [G, T ]q̂ = P , q̂ ∈ R.
Öåé ïiäõiä òà âêëàäåííÿ àëãåáð Ãàëiëåÿ ó ïàðàìåòðèçîâàíi ñåði¨ äî-

çâîëèâ ïîáóäóâàòè ðÿä íîâèõ äåôîðìàöié, ó òîìó ÷èñëi äåôîðìàöi¨ àë-

ãåáð Ãàëiëåÿ ñêií÷åíî¨ àëå íå ôiêñîâàíî¨ ðîçìiðíîñòi [8].

Çàóâàæèìî, ùî àíàëiçóþ÷è îòðèìàíi ðåàëiçàöi¨ íèçüêîðîçìiðíèõ àë-

ãåáð Ãàëiëåÿ òà ¨õ äåôîðìàöi¨ áóëî ïîêàçàíî, ùî ðÿä ôiçè÷íî öiêàâèõ

ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñòåì, òàêèõ ÿê ðiâíÿííÿ Êàâàõàðè, Êîðòåâåãà äå�Ôðiçà,

Áþðãåðñà òà ðåàêöi¨ äèôóçi¨ à òàêîæ óçàãàëüíåíà ñèñòåìà �ðìàêîâà, çà-
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Êîìïëåìåíòàðíèé

áàçèñ
Ðåàëiçàöiÿ

{P, T, G, D} Rh0 : P = ∂1, T = ∂2, G = −x2∂1 + ∂3, D = x1∂1 + 2x2∂2 − x3∂3 + ∂4

{T, G, D} Rh1.1 : P = 0, T = ∂1, G = ∂2, D = 2x1∂1 − x2∂2 + ∂3

{P, G, D} Rh1.2 : P = ∂1, T = x2∂1, G = ∂2, D = x1∂1 − x2∂2 + ∂3

{P, T, D} Rh1.3 : P = ∂1, T = ∂2, G = −x2∂1, D = x1∂1 + 2x2∂2 + ∂3

{P, T, G} Rh1.4 : P = ∂1, T = ∂2, G = −x2∂1 + ∂3, D = x1∂1 + 2x2∂2 − x3∂3
{P, T, D} Rh1.5 : P = ∂1, T = ∂2, G = −x2∂1 − e3x3∂2, D = x1∂1 + 2x2∂2 + ∂3

{G, D} Rh2.1 : P = 0, T = 0, G = ∂1, D = −x1∂1 + ∂2

{T, D} Rh2.2 : P = 0, T = ∂1, G = 0, D = 2x1∂1 + ∂2

{T, G} Rh2.3 : P = 0, T = ∂1, G = ∂2, D = 2x1∂1 − x2∂2
{T, D} Rh2.4 : P = 0, T = ∂1, G = −e3x2∂1, D = 2x1∂1 + ∂2

{P, G} Rh2.5 : P = ∂1, T = x2∂1, G = ∂2, D = x1∂1 − x2∂2
{P, T} Rh2.6 : P = ∂1, T = ∂2, G = −x2∂1, D = x1∂1 + 2x2∂2

{D} Rh3.1 : P = 0, T = 0, G = 0, D = ∂1

{G} Rh3.2 : P = 0, T = 0, G = ∂1, D = −x1∂1
{T} Rh3.3 : P = 0, T = ∂1, G = 0, D = 2x1∂1

Òàáë. 6.3: Ðåàëiçàöi¨ ðåäóêîâàíî¨ ðîçøèðåíî¨ àëãåáðè Ãàëiëåÿ AḠ2(1).

äà÷à ïðî öåíòðàëüíó ñèëó òà êëàñè÷íà çàäà÷à Êåïëåðà, iíâàðiàíòíi âiä-

íîñíî íèçüêî ðîçìiðíèõ àëãåáð Ãàëiëåÿ àáî ¨õ äåôîðìàöié, äåòàëüíiøà

iíôîðìàöiÿ ìiñòèòüñÿ ó ðîáîòi [8].

Ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íó ðåäóêîâàíó àëãåáðó Ãàëiëåÿ AḠ1(1) îäíîâè-

ìiðíîãî ïðîñòîðó, ùî ïîðîäæåíà îïåðàòîðàìè P , G òà T ç íåíóëüîâèìè

êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì [G, T ] = P , ¨ ¨ ðåàëiçàöi¨ íàâåäåíî íèæ÷å

ó òàáëèöi.
Ïiäàëãåáðà Ðåàëiçàöiÿ

{P, T,G} h0=〈0〉 Rh0
: P=∂1, G=− x2∂1+∂3, T=∂2

{G, T} h1.1=〈P 〉 Rh1.1
: P=0, G=∂1, T=∂2

{P,G} hα=0
1.2 =〈T+αG〉 Rh0

1.2
: P=∂1, G=∂2, T=x2∂1

hα=x3
1.2 =〈T+αG〉 Rh

x3
1.2

: P=∂1, G=∂2, T=x2∂1 − x3∂2

{G} hα≥0
2 =〈P, T+αG〉 Rhα2 : P=0, G=∂1, T=− α∂1

hα=x2
2 =〈P, T+αG〉 Rh

x2
2

: P=0, G=∂1, T=− x2∂1

Äëÿ îïèñó äåôîðìàöié öi¹¨ àëãåáðè ìè êîðèñòó¹ìîñü âçà¹ìíîþ îáåð-
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íåíiñòþ êîíòðàêöié òà äåôîðìàöié. ÀëãåáðàAḠ1(1) íàëåæèòü çàìèêàí-

íþ îðáiò óñiõ òðèâèìiðíèõ àëãåáð çà âèíÿòêîì Àáåëåâî¨ òà àëãåáðè A3.3.

Òàêèì ÷èíîì ìè ìîæåìî ñêîíñòðóþâàòè ïîðîäæóþ÷i ðåàëiçàöi¨ äåôîð-

ìîâàíèõ àëãåáð.

Àëãåáðà Ðåàëiçàöiÿ

AḠ
q
1(1) P=∂1, G=∂2, T= (qx1+x2) ∂1+αqx2∂2+∂3

AḠ
q1

1 (1) P=2q1x1∂1+∂2, G=∂1, T=q1x
2
1∂1+x1∂2+e

2q1x2∂3

AḠ
q2

1 (1) P=− q2 cos(q2x1) tan(q2x2)∂1+q2 sin(q2x1)∂2+
cos q2x1

cos q2x2
∂3,

G= sin(q2x1) tan(q2x2)∂1+ cos(q2x1)∂2− sin q2x1

q2 cos q2x2
∂3,

T=∂1

AḠ
q3

1 (1) P=∂1, G= (q3x1−x2) ∂1+∂3, T=∂2

AḠ
q4

1 (1) P=∂1, G=∂2, T= (q4x1+x2) ∂1+q4x2∂2+∂3

AḠ
q5

1 (1) P=∂1, G=∂2, T= (bq5x1+x2) ∂1+q5 (bx2−q5x1) ∂2+∂3

Äëÿ îïèñó äèôåðåíöiàëüíèõ iíâàðiàíòiâ ââàæà¹ìî, ùî íàáið çìií-

íèõ {x1, x2, x3} ìiñòèòü îäíó íåçàëåæíó çìiííó t òà äâi çàëåæíi çìiííi

{u1, u2}. Îñêiëüêè óñi ðåàëiçàöi¨ ïîðîäæóþ÷i, òî iíâàðiàíòiâ íóëüîâîãî ïî-
ðÿäêó íå iñíó¹ (îêðiì âèçíà÷íèêiâ Ëi Ldet), à áàçèñ äèôåðåíöiàëüíèõ iíâà-

ðiàíòiâ ìîæå áóòè îáðàíèé ÿê óíiâåðñàëüíèé iíâàðiàíò ïîðÿäêó îäèí I1.

Îïåðàòîð iíâàðiàíòíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ ìà¹ âèãëÿä D = λ(t, u1, u2)
d
dt ,

äå êîåôiöi¹íò λ çíàõîäèìî ó íåÿâíié ôîðìi ϕ(t, u1, u2, λ) = 0, äå ϕ �

iíâàðiàíò ïðîäîâæåíèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ P , T i G.

Ó òàáëèöi f(u̇1) = arctanh2u̇1+bq+q2

γ òà γ =
√

4bq + (bq + q2)2. Äå-

òàëüíiøå äàíà àëãåáðà ðîçãëÿíóòà ó ðîáîòi [43].

Òàêîæ áóëî îòðèìàíî íîâi ïîðîäæóþ÷i ðåàëiçàöi¨ òà äåôîðìàöi¨ ôi-

çè÷íî âàæëèâèõ êîíôîðìíî¨ àëãåáðè òà äâîõ àëãåáð äå Ñiòòåðà, öi ðå-

çóëüòàòè îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòi [73].

Âàæëèâîþ äëÿ çàñòîñóâàíü ¹ çàäà÷à âñòàíîâëåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

ðåàëiçàöi¨ òi¹¨ ñàìî¨ àëãåáðè Ëi, öå ïèòàííÿ äåòàëüíî äîñëiäæåíî ó ðîáî-

òàõ [44, 45].

231



Àëãåáðà Áàçèñ äèô. iíâàðiàíòiâ D Ldet

AḠ
q
1(1) (α−1)q−u̇1

(α−1)2q2−u̇2 ,
(α−1)qu̇2e(α−1)qu2

u̇1
e(q+u̇1)u2 d

dt
tu1u2

AḠ
q1
1 (1) u̇1e

2q1u1−u2, q1u22+e2q1u1(u̇2−2q1u̇1u2) e2q1u1 d
dt

e2q1u1

AḠ
q2
1 (1) 1

q22
arctan( u̇1

cos(q2u1)
)− u2, q2u̇2+sin(q2u1)

q2
√
u̇21+cos2(q2u1)

d
dt

−1
cos(q1u2)

AḠ
q3
1 (1) q3u̇2

u̇1
, (q3−u̇1)e−q3u2

q3u̇1
eq3u2 d

dt
-1

AḠ
q4
1 (1) 2u2u̇1−1

u̇1
,
u̇22e

2q4u2

u̇1
eq4u2 d

dt
1

AḠ
q5
1 (1) −γu2 + 2f(u̇1),

(u̇1+u̇2+bq+q2)e
− (bq+q2)f(u̇1)

γ√
−bq+(bq+q2)u̇1+u̇21

ebq5u2 d
dt

1

6.2 Äîïóñòèìi ïàðè êîíòðàêöi¨ øåñòèâèìiðíèõ

íiëüïîòåíòíèõ àëãåáð Ëi

Ðîçãëÿíåìî n-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið V íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷è-

ñåë òà ìíîæèíó Ln âñiõ ìîæëèâèõ äóæîê Ëi íà V . Îòîòîæíèìî µ ∈ Ln
ç àëãåáðîþ Ëi g = (V, µ). Ln ¹ àëãåáðè÷íîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîãîâèäó

V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ V áiëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ç V × V ó V . Ãðóïà GL(V ) äi¹ íà

Ln íàñòóïíèì ÷èíîì:

(U · µ)(x, y) = U
(
µ(U−1x, U−1y)

)
∀ U ∈ GL(V ), µ ∈ Ln, x, y ∈ V.

Ïîçíà÷èìî îðáiòó µ ∈ Ln ïiä äi¹þ GL(V ) ÷åðåç O(µ) òà ¨¨ çàìèêàííÿ ó

òîïîëîãi¨ Çàðiñüêîãî íà Ln ÷åðåç O(µ).

Àëãåáðà Ëi g0 = (V, µ0) íàçèâà¹òüñÿ êîíòðàêöi¹þ àëãåáðè Ëi g =

(V, µ), ÿêùî µ0 ∈ O(µ).

Äëÿ ÿâíèõ îá÷èñëåíü òà çàñòîñóâàíü êîíòðàêöié çàôiêñó¹ìî áàçèñ

{e1, . . . , en} ïðîñòîðó V òà ñêîðèñòà¹ìîñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiä-

íiñòþ ìiæ äóæêîþ Ëi µ ∈ Ln òà òåíçîðîì ñòðóêòóðíèõ ñòàëèõ (ckij). Ó

öüîìó âèïàäêó ïîíÿòòÿ ìàòðèöi êîíòðàêöi¨ Uε (U : (0, 1] → GL(V )) òà

ïàðàìåòðèçîâàíèé íàáið íîâèõ äóæîê Ëi [x, y]ε âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì

[x, y]ε = Uε
−1[Uεx, Uεy] for all ε ∈ (0, 1], x, y ∈ V,

i êîíòðàêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
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ßêùî ãðàíèöÿ lim
ε→+0

[x, y]ε = lim
ε→+0

Uε
−1[Uεx, Uεy] =: [x, y]0 iñíó¹ äëÿ

óñiõ x, y ∈ V , òîäi [·, ·]0 äîáðå âèçíà÷åíà äóæêà Ëi i g0 = (V, [·, ·]0) íàçè-
âà¹òüñÿ êîíòðàêöi¹þ àëãåáðè Ëi g.

Äëÿ äîâåäåííÿ âiäñóòíîñòi êîíòðàêöi¨ âiä ôiêñîâàíî¨ àëãåáðè g äî

àëãåáðè Ëi g0 âèêîðèñòîâóþòüñÿ íåîáõiäíi óìîâè êîíòðàêöi¨, à ñàìå íàáið

âåëè÷èí, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ îäíîçíà÷íî òà ¹ íàïiâiíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî

êîíòðàêöié. Íàáið òàêèõ âåëè÷èí äîñèòü âåëèêèé, àëå ÷àñòèíà ç íèõ íå

ïðàöþ¹ ó âèïàäêó íiëüïîòåíòíèõ àëãåáð Ëi. Íàâåäåìî ïåðåëiê íåîáõiäíèõ

óìîâ, ÿêèé ¹ äîñòàòíiì äëÿ øåñòèâèìiðíèõ íiëüïîòåíòíèõ àëãåáð Ëi.

Òåîðåìà 6.1. ßêùî àëãåáðà Ëi g0 ¹ êîíòðàêöi¹þ àëãåáðè Ëi g, òî âè-

êîíóþòüñÿ óìîâè:

1) dimO(g0) < dimO(g), äå O(g) îðáiòà ïiä äi¹þ ãðóïè GL(V ) íà

ìíîãîâèäi Ln;

2) nAi(g0) ≥ nAi(g), äå nAi(g) ìàêñèìàëüíà ðîçìiðíiñòü Àáåëåâîãî iäå-

àëó;

3) dim gl0 ≤ dim gl, l = 1, 2, 3, äå g1 = [g, g], g2 = [g1, g], g3 = [g2, g];

4) dimZ(g0) ≥ dimZ(g), äå Z(g) ïîçíà÷à¹ öåíòð g;

5) dimCg(g
′) ≤ dimCg(g0

′), òóò Cg(g
′) ¹ öåíòðàëiçàòîðîì ïîõiäíî¨

àëãåáðè;

6) ÿêùî s(g) ¹ ïiäàëãåáðîþ g, òî iñíó¹ ïiäàëãåáðà s(g0) â g0 òàêî¨ ñàìî¨

ðîçìiðíîñòi, òàêà ùî s(g0) ¹ êîíòðàêöi¹þ s(g);

7) íåõàé g çàäà¹òüñÿ ñòðóêòóðîþ s, ùî íàëåæèòü äî ñòiéêî¨ çà Áî-

ðåëåì çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè S, òîäi g0 òàêîæ ïîâèííà çàäàâà-

òèñü ñòðóêòóðîþ â S.

ßêùî äàíèé íàáið óìîâ çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ ïàðîþ êîìïëåêñíèõ íiëü-

ïîòåíòíèõ øåñòèâèìiðíèõ àëãåáð Ëi, òî òàêà ïàðà íàïåâíå äîïóñêà¹ êîí-

òðàêöiþ.
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Â äàíié ðîáîòi áóëî âèêîðèñòàíî êëàñèôiêàöiþ òà íóìåðàöiþ êîì-

ïëåêñíèõ íiëüïîòåíòíèõ øåñòèâèìiðíèõ àëãåáð Ëi îòðèìàíó Ìàãíiíèì

[J. Geom. Phys. 3 (1986), 119�144].

Íàéïîòóæíiøîþ íåîáõiäíîþ óìîâîþ òåîðåìè 6.1 ¹ ïåðøà (ðîçìið-

íiñòü îðáiòè), îñêiëüêè ñàìå ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äîâîäèòü âiäñóòíiñòü êîíòðà-

êöié äëÿ áiëüøå íiæ ïîëîâèíè ïàð. Ðîçìiðíiñòü îðáiòè çàäà¹ íàñòóïíèé

ïîðÿäîê íà ìíîãîâèäi êîìïëåêñíèõ øåñòèâèìiðíèõ àëãåáð Ëi:

28 = dimO(g6.20);

27 = dimO(g6.19) = dimO(g6.18);

26 = dimO(g6.17) = dimO(g6.15) = dimO(g6.13);

25 = dimO(g6.16) = dimO(g6.14) = dimO(g6.12) = dimO(g6.9);

24 = dimO(g6.11) = dimO(g6.10) = dimO(g6.5) = dimO(g5.6 ⊕ g1);

23 = dimO(g6.8) = dimO(g6.4) = dimO(g5.5 ⊕ g1);

22 = dimO(g6.7) = dimO(g6.2);

21 = dimO(g6.6) = dimO(g5.4 ⊕ g1) = dimO(g5.3 ⊕ g1);

20 = dimO(g3 ⊕ g3);

19 = dimO(g6.1) = dimO(g4 ⊕ 2g1);

18 = dimO(g6.3);

17 = dimO(g5.2 ⊕ g1);

15 = dimO(g5.1 ⊕ g1);

12 = dimO(g3 ⊕ 3g1).

Ðîçãëÿíåìî ðîçìiðíîñòi ìàêñèìàëüíèõ àáåëåâèõ iäåàëiâ äëÿ àëãåáð

Ëi, ùî çàëèøèëèñü ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ïåðøî¨ íåîáõiäíî¨ óìîâè, îòðèìà-

¹ìî:

nAi = 4 äëÿ àëãåáð g6.19, g6.17, g6.15, g6.14, g6.13, g6.12, g6.11, g6.10, g6.9,

g6.8, g6.7, g6.5, g6.4, g6.3, g6.2, g6.1, g5.6⊕g1, g5.4⊕g1, g5.3⊕g1, g5.1⊕g1, g3⊕g3;

nAi = 5 äëÿ àëãåáð g6.16, g6.6, g5.5 ⊕ g1, g5.2 ⊕ g1, g4 ⊕ 2g1, g3 ⊕ 3g1.

Äàëi îá÷èñëèìî ðîçìiðíîñòi ïåðøèõ òðüîõ ÷ëåíiâ íèæíüîãî öåí-
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òðàëüíîãî ðÿäó äëÿ àëãåáð ÿêi âñå ùå ïîòðåáóþòü äîäàòêîâîãî äîñëi-

äæåííÿ, îòðèìà¹ìî:

dim g1 = 4 äëÿ àëãåáð g6.16 i g6.14;

dim g1 = 3 äëÿ àëãåáð g6.13, g6.6 i g6.3;

dim g1 = 2 äëÿ àëãåáð g6.2, g6.1, g5.3 ⊕ g1 i g3 ⊕ g3.

dim g2 = 2 äëÿ àëãåáð g6.11, g6.8, g6.5, g5.6 ⊕ g1, g5.5 ⊕ g1 i g5.4 ⊕ g1;

dim g2 = 1 äëÿ àëãåáð g6.10, g6.9 i g4 ⊕ 2g1;

dim g3 ⊕ g3
2 = 0;

dim g6.15
3 = 1 i dim g6.16

3 = 2;

dim g6.5
3 = 0 i dim gg5.5⊕g1

3 = 1.

Íàñòóïíèé êðîê ç âèçíà÷åííÿ äîïóñòèìèõ ïàð àëãåáð âèêîíà¹ìî îá-

÷èñëþþ÷è ðîçìiðíîñòi öåíòðiâ, îòðèìà¹ìî:

dimZ = 1 äëÿ àëãåáð g6.11, g6.10 i g6.2;

dimZ = 2 äëÿ àëãåáð g6.14, g6.8, g6.5, g6.4, g6.1, g5.6⊕g1, g5.3⊕g1, g5.1⊕g1

i g3 ⊕ g3;

dimZ = 3 äëÿ àëãåáð g6.3, g5.4 ⊕ g1 i g5.2 ⊕ g1.

Îá÷èñëèìî ðîçìiðíîñòi öåíòðàëiçàòîðiâ ïîõiäíèõ àëãåáð:

dimCg(g
′) = 5 äëÿ àëãåáð g6.11, g6.7, g6.4 i g6.2;

dimCg(g
′) = 4 äëÿ àëãåáð g6.8 i g5.4 ⊕ g1.

Íåîáõiäíà óìîâà ïîâ'ÿçàíà ç ïiäàëãåáðàìè çàñòîñîâó¹òüñÿ ó òðüîõ

âèïàäêàõ, à ñàìå äëÿ ïàð (g6.18, g6.15), (g6.18, g6.13) òà (g6.17, g6.9). Äëÿ äîâå-

äåííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ï'ÿòèâèìiðíîþ ïiäàëãåáðîþa 〈e2, e3, e4, e5, e6〉 àëãå-
áðè g6.18. Öÿ ïiäàëãåáðà içîìîðôíà g5.1 òà êîíòðàêòó¹ äî àáåëåâî¨ àëãåáðè

àáî àëãåáðè g3 ⊕ 2g1, àëå æîäíà ç öèõ òðüîõ ïiäàëãåáð íå ¹ ïiäàëãåáðîþ

g6.15 àáî g6.13. Àíàëîãi÷íî i äëÿ ïiäàëãåáðè 〈e2, e3, e4, e5, e6〉 àëãåáðè g6.17,

ùî içîìîðôíà g3⊕2g1 òà êîíòðàêòó¹ äî Àáåëåâî¨ àëãåáðè, àëå g6.9 íå ìà¹

ïiäàëãåáð g3 ⊕ 2g1 àáî 5g1.

Êðèòåðié, ùî ñòîñó¹òüñÿ ñòðóêòóð ñòiéêèõ çà Áîðåëåì çàñòîñîâó¹-

òüñÿ äî íàñòóïíèõ ïàð: (g6.17, g6.12), (g5.6 ⊕ g1, g6.4), (g5.6 ⊕ g1, g3 ⊕ g3),

(g6.8, g3 ⊕ g3), (g6.7, g3 ⊕ g3), (g5.3 ⊕ g1, g3 ⊕ g3). Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàä-
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êó ãðóïè GLn áîðåëiâñüêi ïiäãðóïè óòâîðþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ íèíüî-

àáî âåðõíüî-òðèêóòíèõ ìàòðèöü. Íàâåäåìî âñi íåîáõiäíi äëÿ äîâåäåííÿ

ñòðóêòóðè ñòiéêi çà Áîðåëåì.

Äëÿ g6.17 ðîçãëÿíåìî ñòðóêòóðó [〈e2, e3, e4, e5, e6〉, 〈e4, e5, e6〉] ⊆ 〈0〉,
äëÿ g6.12 ìè îòðèìà¹ìî [〈e2, e3, e4, e5, e6〉, 〈e4, e5, e6〉] ⊆ 〈e6〉 6= 〈0〉.

Òi ñàìi ñòðóêòóðè ïiäõîäÿòü i äëÿ âèïàäêiâ (g5.3 ⊕ g1, g3 ⊕ g3) òà

(g5.6 ⊕ g1, g6.4).

Äëÿ ïàð (g5.6⊕g1, g3⊕g3) i (g6.7, g3⊕g3) ïåðøà ñòðóêòóðà òà ñàìà, àëå

äðóãà äëÿ g3 ⊕ g3 ìà¹ âèãëÿä [〈e2, e3, e4, e5, e6〉, 〈e3, e5, e6〉] ⊆ 〈e6〉 6= 〈0〉.
Îñòàòî÷íî, âiäñóòíiñòü êîíòðàêöi¨ ó ïàði (g6.8, g3 ⊕ g3) äîâîäèòüñÿ

ñòðóêòóðîþ [〈e1, e3, e4, e5, e6〉, 〈e3, e5, e6〉] ⊆ 〈0〉 äëÿ g6.8.

Çàãàëüíèé ðåçóëüòàò äîñëiäæåíü îôîðìëåíî ó âèãëÿäi äâîõ òàáëèöü,

ÿêi íàâåäåíî ó ðîáîòi [7].

6.3 Íàáëèæåííÿ ôóíêöié íà íåêóái÷íèõ ðåøiòêàõ

Îñíîâíîþ ìåòîþ ¹ ðîçðîáêà íåîáõiäíîãî iíñòðóìåíòàðiþ äëÿ àíàëîãó

äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ àëå íå ç ïîâíîþ ñèñòåìîþ åêñïîíåíò

íà êóái÷íèõ ðåøiòêàõ, à ç îðáiò-ôóíêöiÿìè (C-, S- òà E-) íà íåêóái÷íèõ

ðåøiòêàõ ïîðîäæåíèõ ôóíäàìåíòàëüíèìè îáëàñòÿìè íàïiâïðîñòèõ ãðóï.

Iñíó¹ ñiì êîìïàêòíèõ íàïiâïðîñòèõ ãðóï ðàíãó òðè SU(2)×SU(2)×
SU(2), SU(3)×SU(2), O(5)×SU(2), G(2)×SU(2), SU(4), O(7) òà Sp(6)

ç âiäïîâiäíèìè àëãåáðàìè Ëi A1 × A1 × A1, A2 × A1, C2 × A1, G2 × A1,

A3, B3 òà C3.

Äëÿ îçíà÷åííÿ C-, S- òà E-ôóíêöié ðîçãëÿíåìî äiéñíèé åâêëiäiâ

ïðîñòið Rn íàòÿãíóòèé íà ïðîñòi êîðåíi α ïðîñòî¨ ãðóïè/àëãåáðè Ëi G.

Çðó÷íî òàêîæ ââåñòè áàçèñ ôóíäàìåíòàëüíèõ âàã: ω-áàçèñ.

Ðåøiòêîþ âàã P ¹ óñi ìîæëèâi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ω-áàçèñó ç öiëèìè

êîåôiöi¹íòàìè. Ó ðåøiòöi P âèçíà÷à¹ìî êîíóñ ãîëîâíèõ âàã P+ òà ñòðîãî

äîäàòíiõ âàã P++

P ⊃ P+ = Z≥0ω1 + · · ·+ Z≥0ωn ⊃ P++ = Z>0ω1 + · · ·+ Z>0ωn.
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Ãðóïîþ Âåéëÿ W (G) ïðîñòî¨ ãðóïè Ëi G ¹ ñêií÷åíà ãðóïà â Rn ïî-

ðîäæåíà äçåðêàëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè âiäíîñíî (n−1)-âèìiðíèõ ãiïåð-

ïëîùèí, ùî îðòîãîíàëüíi äî ïðîñòèõ êîðåíiâ i ìiñòÿòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò

rix = rαix = x− 2〈x, αi〉
〈αi, αi〉

αi = x− 〈x, α̌i〉αi, x ∈ Rn.

Òîäi îðáiò-ôóíêöi¨ ìîæíà âèçíà÷èòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

C-ôóíêöiÿ Cλ(x), λ ∈ P+ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Cλ(x) :=
∑
µ∈Wλ

e2πi〈µ,x〉, x ∈ Rn, (6.1)

äå Wλ îðáiòà ãðóïè Âåéëÿ, ïîðîäæåíà òî÷êîþ λ.

ßêùî ó (6.1) ìè îáìåæèìîñü îðáiòîþ ïàðíî¨ ïiäãðóïèWeλ (ïiäãðóïà

ïàðíî¨ êiëüêîñòi âiäîáðàæåíü), òî ìè îòðèìà¹ìî îçíà÷åííÿ E-ôóíêöi¨

Eλ(x), λ ∈ Pe = P+ ∪ riP+

Eλ(x) :=
∑
µ∈Weλ

e2πi〈µ,x〉, x ∈ Rn.

Îçíà÷åííÿ S-ôóíêöi¨ Sλ(x), λ ∈ P++ ìàéæå òàêå ñàìå, àëå çíàê

êîæíîãî ç äîäàíêiâ âèçíà÷à¹òüñÿ êiëüêiñòþ âiäîáðàæåíü p(µ) íåîáõiäíèõ

ùîá îòðèìàòè µ ç λ

Sλ(x) :=
∑
µ∈Wλ

(−1)p(µ)e2πi〈µ,x〉 x ∈ Rn.

Çâè÷àéíî æ µ ìîæíà îòðèìàòè ç λ íå ¹äèíèì ÷èíîì, ïðîòå ïàðíiñòü

êiëüêîñòi íåîáõiäíèõ âiäîáðàæåíü çáåðiãà¹òüñÿ i îçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì.

Äëÿ äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ôóíêöié φ(x)

òà ψ(x) îçíà÷èìî íåïåðåðâíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê

〈φ(x), ψ(x)〉 :=

∫
F

φ(x)ψ(x)dx.

〈Cλ(x), Cλ′(x)〉 = |Wλ| · |F | · δλλ′, 〈Sλ(x), Sλ′(x)〉 = |W | · |F | · δλλ′,
òóò |W | ïîçíà÷à¹ ïîðÿäîê ãðóïè Âåëÿ, |Wλ| ðîçìiðíiñòü îðáiòè, à |F | �
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îá'¹ì ôóíäàìåíòàëüíî¨ îáëàñòi. Àíàëîãi÷íå ñïiââiäíîøåííÿ ìà¹ ìiñöå i

äëÿ E-ôóíêöié.

Òàêèì ÷èíîì, êîæåí íàáið îðáiò ôóíêöié óòâîðþ¹ îðòîãîíàëüíèé

áàçèñ ó Ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði äâi÷i iíòåãðîâíèõ ôóíêöié L2(F ), à ôóí-

êöi¨ çàäàíi íà F ìîæóòü áóòè ðîçíêëàäåíi ó ëiíiéíi êîìáiíàö¨¨ C-, S- àáî

E-ôóíêöié.

f(x) =
∑

λ∈P+ cλCλ(x), cλ = |Wλ|−1|F |−1〈f(x), Cλ(x)〉;
f(x) =

∑
λ∈P++ cλSλ(x), cλ = |W |−1|F |−1〈f(x), Sλ(x)〉;

f(x) =
∑

λ∈Pe cλEλ(x), cλ = |We λ|−1|Fe|−1〈f(x), Eλ(x)〉.
Âiäïîâiäíi äèñêðåòíi ïåðåòâîðåííÿ ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ íå-

ïåðåðâíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f(x) ìiæ çàäàíèìè çíà÷åííÿìè

íà äåÿêié ðåøiòöi. Iñíþòü îäíîòèïíi øëÿõè ïîáóäîâè ðåøiòîê íà ôóí-

äàìåíòàëüíèõ îáëàñòÿõ óñiõ íàïiâïðîñòèõ àëãåáð Ëi, à ñàìå: ðåøiòêà

FM ⊂ F çàëåæèòü âií íàòóðàëüíîãî ÷èñëà M òà ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê

FM =
{
s1

M ω̌1 + · · ·+ sn
M ω̌n | s1, . . . , sn ∈ Z≥0,

∑n
i=1 simi ≤M

}
.

Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ òàêîæ ¹ òå, ùî îðáiò-ôóíêöi Cλ(x), Eλ(x) i

Sλ(x) ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ó âiäïîâiäíèõ êîîðäè-

íàòàõ.

Ðîçãëÿíåìî àíàëîã äèñêðåòíîãî Ôóð'¹ àíàëiçó äëÿ ôóíêöié, ùî çà-

äàíi íà àïåðiîäè÷íèõ ðåøiòêàõ ç âiääàëåíèì ïîðÿäêîì (êâàçiêðèñòàëàõ).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Rd äiéñíèé Åâêëiäiâ ïðîñòið ñêií÷åíî¨ ðîçìiðíî-

ñòi d, à ÷åðåç Dr(R
d) óñi íàáîðè òî÷îê Λ ⊂ Rd äëÿ ÿêèõ âiäñòàíü ìiæ

òî÷êàìè |x− y| ≥ r > 0 ∀x, y ∈ Λ.

Îçíà÷èìî íà Dr(R
d) ëîêàëüíó òîïîëîãiþ. Äâà íàáîðè Λ1 i Λ2 ç

Dr(R
d) ¹ `áëèçüêèìè' ÿêùî, äëÿ ÿêîãîñü âåëèêîãî R òà ìàëîãî ε, ìà¹

ìiñöå Λ1 ∩BR ⊂ Λ2 +Bε, òà Λ2 ∩BR ⊂ Λ1 +Bε.

Äëÿ ìíîæèíè Λ ∈ Dr(R
d) ¨¨ ëîêàëüíà îáîëîíêà öå

X(Λ) = {t+ Λ : t ∈ Rd} ⊂ Dr(R
d),

òîáòî óñi çñóâè Λ òà ¨õ çàìèêàííÿ ó ëîêàëüíié òîïîëîãi¨.
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Äi¨ çñóâiâ Λ íà åëåìåíòàõ ç ïðîñòîðó Rd ïiäíiìàþòüñÿ äî çñóâiâ íà on

X(Λ). Ëîêàëüíà îáîëîíêà X(Λ) � êîìïàêòíà i Rd-äiÿ íà íié íåïåðåðâíà.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ F : X(Λ) −→ C. Ç íå¨ îçíà÷èìî ôóíêöiþ

f : Rd −→ C äå f(t) = F (t+ Λ).

ßêùî F íåïåðåðâíà, òî ïîçíà÷èìî äëÿ óñiõ t1, t2 ∈ Rd, t1 +Λ i t2 +Λ

� áëèçüêi =⇒ F (t1 +Λ) i F (t2 +Λ) � áëèçüêi =⇒ f(t1) i f(t2) � áëèçüêi.

Òîáòî íåïåðåðâíiñòü F ïîðîäæó¹ íåïåðåâíiñòü f .

Ôóíêöiÿ f : Rd −→ C íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíîþ âiäíîñíî íàáîðó

òî÷îê Λ ∈ Dr(R
d) àáî Λ-ëîêàëüíîþ, ÿêùî äëÿ óñiõ ε′ > 0 iñíó¹ R òà

ε, òàêi, ùî, ÿêùî t1, t2 ∈ Rd çàäîâîëüíÿþòü óìîâó, ùî t1 + Λ i t2 + Λ ¹

(R, ε)-áëèçüêèìè, òîäi |f(t1)− f(t2)| < ε′.

Çàâäÿêè ëîêàëüíîñòi îáåðíåíå òåæ âèêîíó¹òüñÿ.

Íåõàé Λ ∈ Dr(R
d) i f : Rd → C ¹ ëîêàëüíîþ âiäíîñíî Λ. Îçíà÷èìî

F : {t+ Λ : t ∈ Rd} −→ C (òàê, ùî F öå ôóíêöiÿ íà ÷àñòèíi Dr(R
d))

êîëè F (t + Λ) = f(t). Òîäi F íåïåðåâíà íà {t + Λ : t ∈ Rd} âiäíîñíî
ëîêàëüíî¨ òîïîëîãi¨.

Äëÿ êîæíî¨ Λ-ëîêàëüíî¨ ôóíêöi¨ f iñíó¹ ¹äèíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

F íà ëîêàëüíié îáîëîíöi, ÷è¹ îáìåæåííÿ äî îðáiòè Λ ¹ f . Êîæíà íåïå-

ðåðâíà ôóíêöiÿ íà ëîêàëüíié îáîëîíöi Λ âèíèêà¹ ñàìå òàêèì ÷èíîì.

ßêùî íà X(Λ) çàäàíî Rd-iíâàðiàíòíó éìîâiðíiñíó ìiðó µ, òî äiÿ

Rd íà X(Λ) ïîðîäæó¹ óíiòàðíó äiþ T ç Rd íà L2(X(Λ), µ). À ñàìå, äëÿ

óñiõ F ∈ L2(X(Λ), µ) i óñiõ t ∈ Rd, TtF � ôóíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

TtF (Γ) = F (−t + Γ) òà 〈F | G〉 :=
∫

X(Λ)

FGdµ ìè òàêîæ ìà¹ìî 〈TtF |

TtG〉 = 〈F | G〉.
Rd ←−(||) Rd ×Rd (⊥)−→ Rd

∪

←−(1− 1) L̃ (dense image)−→
Äå L̃ ðåøiòêà ó Rd×Rd îði¹íòîâíà òàê, ùî ïðîåêöi¨ íà Rd ¹ 1− 1 òà

ùiëüíà âiäïîâiäíî.
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Ëiâîðó÷ Rd öå ôiçè÷íèé ïðîñòið (äî ÿêîãî íàëåæèòü Λ).

Ïðàâîðó÷ Rd öå âíóòðiøíié ïðîñòið (âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ êîíòðî-

ëþ ïðîåêöi¨ L̃ íà ôiçè÷íèé ïðîñòið).

L ïîçíà÷à¹ îáðàç L̃ ïiñëÿ ïðîåêöi¨ íà ôiçè÷íèé ïðîñòið. Îñêiëüêè öÿ

ïðîåêöiÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà, òî L i L̃ ïîäiáíi ãðóïè, îòæå L ¹ âiëüíîþ

Àáåëåâîþ ãðóïîþ ðàíãó 2d, òîáòî ìà¹ Z-áàçèñ ç 2d åëåìåíòiâ.

Îáåðåìî ïiäïðîñòið Ω ó âíóòðiøíüîìó ïðîñòîði. Öå âiêíî ìà¹ áó-

òè êîìïàêòíèì, ñïiâïàäàòè iç çàìèêàííÿì âíóòðiøíüî¨ ÷àñòèíè òà ìàòè

ãðàíèöþ ìiðè íóëü. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ìè îçíà÷à¹ìî

Λ = Λ(Ω) = {x : x̃ ∈ L̃, x′ ∈ Ω}.

Ìíîæèíè âèãëÿäó t+ Λ(Ω), t ∈ Rd, íàçèâàþòüñÿ ìíîæèíàìè ïåðå-

ðiçiâ òà ïðîåêöié àáî ìîäåëüíèìè ìíîæèíàìè. Çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî

(x, y) ∈ Rd ×Rd ìè âèçíà÷à¹ìî Λ(x,y) = x+ Λ(−y + Ω).

ßêùî (x, y) = (x′, y′)modL̃, òî x + Λ(−y + Ω) = x′ + Λ(−y′ + Ω).

Îòæå öi ìîäåëüíi ìíîæèíè ïàðàìåòðèçîâàíi òîðîì ðîçìiðíîñòi 2d (Rd×
Rd)/L̃ =: T .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (x, y)L êëàñ êîíãðóåíòíîñòi (x, y)modL̃.

Iñíó¹ ïðèðîäíÿ ìiðà Õààðà íà θT on T iíâàðiàíòíà âiäíîñíî Rd-äi¨.

Íåõàé f � Λ-ëîêàëüíÿ ôóíêöiÿ, à ¨¨ ðîçøèðåííÿ F ∈ L2(X(Λ), µ) �

íåïåðåðâíå. Ìè îòðèìà¹ìî F̃ ∈ L2(T, θ), äå F̃ ((t, 0)L) = F̃ (β(t + Λ)) =

F (t+ Λ) = f(t), òà ìîæåìî çàïèñàòè

F̃ (·) =
∑
k∈L◦

ak, e2πi〈k̃|·〉, äå L◦ äóàëüíèé äî L.

Ðîçêëàäîì Ôóð'¹ ëîêàëüíî¨ ôóíêöi¨ f ¹

f(t) = F (t+ Λ) = F̃ ((t, 0)L) =
∑
k∈L◦

ak e
2πi〈k̃|(t,0)〉 =

∑
k∈L◦

ak e
2πi〈k|t〉.

Íà æàëü, ìè íå êîíòðîëþ¹ìî âñþ ôóíêöiþ F̃ , îñêiëüêè âîíà âiäîìà

íàì ëèøå íà (Rd, 0)L. Ùîþ îá÷èñëèòè ak, âèõîäÿ÷è ëèøå ç f , ìè âèêîðè-

ñòîâó¹ìî àíàëîã åðãîäè÷íî¨ òåîðåìè Áiðãêîôà äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

G̃ íà T ,
∫
T

G̃(x) dθT (x) = limR→∞
1

volBR

∫
BR

G̃((t, 0)L)dt.
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Îòæå

ak = lim
R→∞

1

volBR

∫
BR

e−2πi〈k̃|(t,0)〉F̃ ((t, 0)L) dt = lim
R→∞

1

volBR

∫
BR

e−2πi〈k|t〉f(t) dt.

Âèêîðèñòîâó¹ìî F ((t, 0)L) = f(t) i k̃ = (k, k′), òîáòî 〈k̃ | (t, 0)〉 =

〈k, t〉+ 〈k′, 0〉 = 〈k, t〉.
Äëÿ äèñêðåòèçàöi¨ ïî÷íåìî ç òîðó T òà çàóâàæèìî ïðèðîäí¹ ðîçøè-

ðåííÿ ïåðåòâîðåííÿ (·)′ äî ðàöiîíàëüíî¨ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè L:
QL ←−(1− 1) QL̃ −→ QL′

x ← x̃ = (x, x′) → x′

Âââàæà¹ìî ùî ó R2d çàäàíî ñòàíäàðòíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê 〈·|·〉 òà
îçíà÷èìî äóàëüíó ðåøiòêó: L̃◦ = {Y ∈ Rd × Rd : 〈Y | x̃〉 ∈ Z äëÿ âñiõ

x̃ ∈ L̃.
Òîäi L̃◦ ¹ Z-ìîäóëåì òîãî æ ðàíãó ùî i L̃, à ñàìå 2d. Ðîçãëÿíåìî

ñõåìó ïåðåðiçiâ òà ïðîåêöié ó ÿêié L̃◦ ¹ ðåøiòêîþ:

Rd ←−(||) Rd ×Rd (⊥)−→ Rd

∪

L◦ ←−(1− 1) L̃◦ (dense image)−→ (L◦)′ .

Òî÷êè äàíèõ ç Rd â ÿêèõ îá÷èñëþ¹òüñÿ íàøà ôóíêöiÿ îòðèìóþòüñÿ

ïðîåêöi¹þ íà ôiçè÷íèé ïðîñòið ïiäõîäÿ÷îãî íàáîðó ïðåäñòàâíèêiâ ç êî-

ïðîñòîðó L̃N çà ìîäóëåì L̃. Âiäïîâiäíi ÷àñòîòè k îáèðàþòüñÿ ç äóàëüíî¨

ðåøiòêè L◦. Âèáið çíà÷åíü k äëÿ ÿêèõ îá÷èñëþþòüñÿ êîåôiöi¹íòè ak ïî-

õîäèòü ç âèáîðó ïiäõîäÿ÷èõ ïðåäñòàâíèêiâ L̃◦ çà ìîäóëåì L̃N
◦
. Êëþ÷îâîþ

¹ äóàëüíiñòü 〈· , ·〉 : L̃◦/L̃◦N × L̃N/L̃ −→
1
NZ/Z.

Îñíîâíi çóñèëëÿ ïîòðiáíî äîêëàñòè äî ïîáóäîâè òî÷îê äàíèõ, àëå

ÿêùî öå çðîáëåíî îäèí ðàç, òî òi ñàìi òî÷êè òà ÷àñòîòè ïðàöþâàòèìóòü

äëÿ óñiõ ìàéæåïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié äëÿ äàíîãî êâàçiêðèñòàëó. Ïîáóäî-

âàíi àïðîêñèìàíòè íå ëèøå ëîêàëüíî íàáëèæóþòü ôóíêöiþ, âîíè òàêîæ

¹ ãëîáàëüíèìè àïðîêñèìàíòàìè äëÿ f íà óñüîìó ïðîñòîði Rd.

Áiëüøå äåòàëåé òà ïðèêëàäè íàâåäåíî ó ðîáîòi [74].
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6.4 Êëàñèôiêàöiÿ ðåàëiçàöié ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð Ëi

âåêòîðíèõ ïîëiâ íà êîëi

Ðîçãëÿíóòî ñêií÷åííîìiðíi ïiäàëãåáðè â àëãåáði Ëi ãëàäêèõ äîòè÷íèõ âå-

êòîðíèõ ïîëiâ íà êîëi i êóñî÷íî-ãëàäêi ãëîáàëüíi ïåðåòâîðåííÿ êîëà íà

ñåáå. Çíàéäåíèé êàíîíi÷íèé âèä âñiõ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðåàëiçàöié àë-

ãåáð. Ïîêàçàíî, ùî âñi iíøi ðåàëiçàöi¨ ãëàäêèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ çâîäèòüñÿ

äî íèõ çà äîïîìîãîþ çàçíà÷åíèõ ïåðåòâîðåíü.

Íà êîëi S1 ââåäåìî ïàðàìåòð θ ∈ R, 0 ≤ θ < 2π. Òîäi äîòè÷íi

âåêòîðíi ïîëÿ íà S1 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi v(θ) d
dθ , äå v(θ) �

ãëàäêà äiéñíà ôóíêöiÿ íà êîëi [Ïðåññëè À., Ñèãàë Ã., Ìèð, Ìîñêâà,

1990]. Iíàêøå, ìîæíà ââàæàòè, ùî θ ∈ R, à v(θ) � ãëàäêà 2π-ïåðèîäè÷íà

ôóíêöiÿ íà ïðÿìî¨. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîëÿ êëàñó C1 (ç íåïåðåðâíî-

äèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè v(θ)).

Ââåäåìî òàêîæ êëàñ ïåðåòâîðåíü f : S1 → S1, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

� âîíî ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ êîëà íà ñåáå;

� f(θ) íåïåðåðâíà â áóäü-ÿêié òî÷öi θ ∈ S1;

� íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiþþòüñÿ ó âñiõ òî÷êàõ, çà âèíÿòêîì ñêií÷åíîãî

¨õ ÷èñëà;

� â òî÷êàõ ðîçðèâó ïîõiäíî¨ lim
θ→θ0

f ′(θ) = ±∞;

� ïðè ïåðåõîäi äî íîâî¨ êîîðäèíàòi θ̃ = f(θ) îïåðàòîð ç êëàñó C1

ïåðåõîäèòü â îïåðàòîð ç òîãî æ êëàñó.

Òàêi ïåðåòâîðåííÿ íàçâåìî ïåðåòâîðåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ïîëiâ. Ðåà-

ëiçàöi¨ àëãåáð âåêòîðíèìè ïîëÿìè íàçâåìî íååêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî íå

ìîæíà çà äîïîìîãîþ êîìïîçèöié ïåðåòâîðåíü f çâåñòè îäíó ðåàëiçàöiþ

â iíøó.

Î÷åâèäíî, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïîêëàñòè, ùî f(0) = 0.

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî f(θ) ìîíîòîííà íà âñüîìó ïðîìiæêó 0 ≤ θ < 2π,
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i, çàëåæíî âiä ñòóïåíÿ âiäîáðàæåííÿ deg f = ±1, ìîíîòîííî óáèâà¹ àáî

çðîñòà¹.

Íàñ öiêàâëÿòü âñi íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ àë-

ãåáð Ëi äîòè÷íèìè âåêòîðíèìè ïîëÿìè ç ôóíêöiÿìè v(θ) ∈ C.
Â ðîáîòi [Strigunova M.S., Tr. MIAN. 236 (2002), 338�342.] äîâîäè-

òüñÿ, ùî (ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó) ¹ âñüîãî òðè àëãåáðè � îäíîìiðíà,

äâîâèìiðíà íåêîìóòàòèâíó i òðèâèìiðíà, ÿêà içîìîðôíà sl(2,R), ùî ñêëà-

äàþòüñÿ ç àíàëiòè÷íèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ íà êîëi. Òàì íàâåäåíi ðåàëiçàöi¨

âiäïîâiäíèõ àëãåáð.

Íàìè ïîáóäîâàíi âñi íååêâiâàëåíòíi ðåàëiçàöi¨ àëãåáð. Ïðè öüîìó, ìè

íå îáìåæó¹ìîñÿ âèìîãîþ àíàëiòè÷íîñòi, ÿê öå ìà¹ ìiñòî â äàíié ðîáîòi.

1. Ðåàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð. Ñïî÷àòêó îïèñó¹òüñÿ ñòðóêòóðà

äâîâèìiðíèõ êîìóòàòèâíèé àëãåáð. Äëÿ öüîãî âåñü âiäðiçîê [0, 2π] ðîçáè-

âà¹òüñÿ íà iíòåðâàëè ç êiíöåâèìè âèðîäæåíèìè òî÷êàìè, íà ÿêèõ ôóí-

êöiÿ w(θ) ïðîïîðöiéíà ôóíêöi¨ v(θ) ç íåíóëüîâèìè ðiçíèìè êîåôiöi¹íòè

ïðîïîðöiéíîñòi. Áóäåìî i äàëi òàêå ñïiââiäíîøåííÿ ðåàëiçàöié äâîõ îäíî-

âèìiðíèõ êîìóòàòèâíèé àëãåáð ïîçíà÷àòè ÿê < e1 >∼< e2 >. ßêùî

êiëüêiñòü âèðîäæåíèõ òî÷îê ôóíêöi¨ v(θ) íåñêií÷åííî, òî ÷èñëî íååêâi-

âàëåíòíèõ ðåàëiçàöié âåêòîðíîãî ïîëÿ W íåñêií÷åííî.

Äàëi çíàõîäÿòüñÿ ðåàëiçàöi¨ äâîâèìiðíî¨ íåêîìóòàòèâíî¨ àëãåáðè âå-

êòîðíèìè ïîëÿìè âèãëÿäó

x = v(θ)
d

dθ
, y = w(θ)

d

dθ
.

Áàçèñíi åëåìåíòè öi¹¨ àëãåáðè x, y çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíîìó

ñïiââiäíîøåííþ [x, y] = y. Ïî-ïåðøå, äîâîäèòüñÿ, ùî êiëüêiñòü îñîáëè-

âèõ òî÷îê θn ôóíêöi¨ w(θ) ñêií÷åíà êiëüêiñòü. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

êîìïîçèöiÿìè ïåðåòâîðåíü åêâiâàëåíòíîñòi i îáåðòàííÿ êîëà ìîæíà äî-

ìîãòèñÿ òîãî, ùîá θk = 2πk
n , k = 0, 1, . . . , n − 1. Ðîçãëÿíåìî iíòåðâàë

4k = (θk, θk+1). Òîäi ìà¹ ìiñöå

243



Òåîðåìà 6.2. Áóäü-ÿêà ðåàëiçàöiÿ äâîâèìiðíî¨ íåêîììóòàòèâíî¨ àëãå-

áðè A2.2 âåêòîðíèõ ïîëiâ íà êîëi åêâiâàëåíòíà ôîðìi

An
2.2 =

〈
σn(θ)(1− cos(nθ))

d

dθ
,

1

n
sin(nθ)

d

dθ

〉
, (6.2)

äå ôóíêöiÿ σn(θ) äîðiâíþ¹ àáî 1 àáî −1 íà íàïiââiäêðèòèõ iíòåðâàëàõ[
2πk
n ,

2π(k+1)
n

)
, k = 0, . . . , n− 1.

Àíàëiç, ñòîñîâíî äëÿ iíøèõ ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð ïðèçâîäèòü äî íàñòó-

ïíîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 6.3. Iñíóþòü íàñòóïíi ðåàëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçíèõ àëãåáð Ëi Ak.i =

〈e1, . . . , ek〉 âåêòîðíèõ ïîëiâ íà êîëi (k ≤ 5):

A3.1 = 3A1, äå e1 ∼ e2 ∼ e3;

A3.5, äå e2 ∼ e1, 〈e1, e3〉 óòâîðþþòü ðåàëiçàöi¨ An
2.2 àëãåáðè A2.2 â òåî-

ðåìi 6.2;

4A1, äå e1 ∼ e2 ∼ e3 ∼ e4;

A4.5 (q = p = 1), äå e2 ∼ e1, e3 ∼ e1, 〈e1, e4〉 = An
2.2;

5A1, äå e1 ∼ e2 ∼ e3 ∼ e4 ∼ e5;

A5.7 (q = p = r = 1), äå e2 ∼ e1, e3 ∼ e1, e4 ∼ e1, 〈e1, e5〉 = An
2.2

2. Ðåàëiçàöi¨ àëãåáð ç íåíóëüîâèì ôàêòîðîì Ëåâi.

Ñòîñîâíî àëãåáð ç íåíóëüîâèì ôàêòîðîì Ëåâi, îòðèìàíî òàêèé ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà 6.4. Âñi ìîæëèâi ðåàëiçàöi¨ àëãåáð ç íåíóëüîâèì ôàêòîðîì

Ëåâi âè÷åðïó¹òüñÿ íàñòóïíèìè ðåàëiçàöiÿìi àëãåáðè sl(2,R) âåêòîðíèõ

ïîëiâ íà êîëi:〈
σn(θ)(1− cos(nθ))

d

dθ
,

1

n
sin(nθ)

d

dθ
,
σn(θ)

n2
(1 + cos(nθ))

d

dθ

〉
. (6.3)

äå σn(θ) = ±1 - êîíñòàíòè íà íàïiââiäêðèòèõ iíòåðâàëàõ
[

2πk
n ,

2π(k+1)
n

)
,

k = 0, . . . , n− 1.

Çíàéäåíî ðåêóðåíòíi i ÿâíi êîìáiíàòîðíi ôîðìóëè äëÿ ïiäðàõóíêó

êiëüêîñòi ðåàëiçàöié àëãåáð (6.2) i (6.3) äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷è-

ñëà n.
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7 Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ, ó÷àñòü â êîíôåðåíöiÿõ,

íàóêîâå ñïiâðîáiòíèöòâî òîùî

Ðåçóëüòàòè, ùî ââiéøëè â ïiäñóìêîâèé çâiò äîïîâiäàëèñü âèêîíàâöÿìè

ïðîåêòó íà ðÿäi ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ. Çàãàëîì, çà 2016�2019 ðî-

êè âèêîíàâöÿìè çðîáëåíî ïîíàä 80 íàóêîâèõ äîïîâiäåé íà ìiæíàðîäíèõ

êîíôåðåíöiÿõ. Ùîäî öiëî¨ íèçêè âèñâiòëåíèõ òóò äîñÿãíåíü ïðîâîäèòüñÿ

òiñíå íàóêîâå ñïiâðîáiòíèöòâî ç íàóêîâöÿìè ñâiòó (çîêðåìà, Àâñòði¨, Àí-

ãëi¨, Êàíàäè, Êiïðó, Ïîëüùi, ×åõi¨ òà ií.).

Çà çâiòíèé ïåðiîä ïðîâåäåíî äâà ìiæíàðîäíèõ ñåìiíàðè �Ñèìåòðiÿ i

iíòåãðîâíiñòü ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè� (Êè¨â, 2016, 2018). Ñïiëüíî

ç ôàêóëüòåòîì ìàòåìàòèêè i ñòàòèñòèêè Óíiâåðñèòåòó Êiïðó ïðîâåäåíî

8-é òà 9-é ìiæíàðîäíi ñåìiíàðè �Group Analysis of Di�erential Equations

and Integrable Systems� (Ëàðíàêà, Êiïð, 2016, 2018).

Ñïiëüíi äîãîâîðè ïðî íàóêîâå ñïiâðîáiòíèöòâî

1) ç Iíñòèòóòîì ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¹þ íàóê, Ïðàãà, ×åõiÿ;

2) ç ôàêóëüòåòîì ìàòåìàòèêè òà ñòàòèñòèêè óíiâåðñèòåòó Êiïðó, Íiêî-

ñiÿ, Êiïð;

3) ç ôàêóëüòåòîì ôiçèêè òà àñòðîíîìi¨ óíiâåðñèòåòó Ïàëåðìî, Ïàëåð-

ìî, Iòàëiÿ;

4) ç ôàêóëüòåòîì ìàòåìàòèêè óíiâåðñèòåòó Âiäíÿ, Âiäåíü, Àâñòðiÿ;

5) ç öåíòðîì ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü òà íåëiíiéíèõ ÿâèù, Íîâèé

Ñàä, Ñåðáiÿ;

6) ç öåíòðîì ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü óíiâåðñèòåòó Ìîíðåàëþ, Ìîí-

ðåàëü, Êàíàäà;

7) ç ôàêóëüòåòîì ìàòåìàòèêè òà ñòàòèñòèêè óíiâåðñèòåòó Ñàñêà÷åâà-

íþ, Ñàñêàòóí, Êàíàäà;

8) ç êàôåäðîþ ìàòåìàòèêè ×åñüêîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó;
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9) ç Iíñòèòóòîì áiîêiáåðíåòèêè ÏÀÍ, Ïîëüùà;

10) ç Íîòòií åìñüêèì óíiâåðñèòåòîì, Âåëèêîáðèòàíiÿ.

Ó ðàìêàõ öèõ äîãîâîðiâ ñïiâðîáiòíèêàìè âiääiëó çäiéñíåíî íèçêó

êîðîòêîòåðìiíîâèõ âiçèòiâ ó çàçíà÷åíi íàóêîâi öåíòðè.

Êîðîòêîòåðìiíîâi íàóêîâi âiçèòè

1. Iíñòèòóò ôiçèêè ×åñüêî¨ àêàäåìi¨ íàóê, Ïðàãà, ×åñüêà Ðåñïóáëiêà

(À.Ã. Íiêiòií, êîðîòêîòåðìiíîâi âiçèòè ïðîòÿãîì 2016�2019).

2. ×åñüêèé òåõíi÷íèé óíiâåðñèòåò ó Ïðàçi, ×åñüêà Ðåñïóáëiêà (Ì.Î.

Íåñòåðåíêî, À.Ã. Íiêiòií, êîðîòêîòåðìiíîâi âiçèòè ïðîòÿãîì 2016�

2019).

3. Óíiâåðñèòåò Êiïðó, Íiêîñiÿ, Êiïð (Î.Î. Âàí¹¹âà, Ð.Î. Ïîïîâè÷, êî-

ðîòêîòåðìiíîâi âiçèòè ïðîòÿãîì 2016�2019).

4. Óíiâåðñèòåò ì. Îïàâà, ×åõiÿ (Ð.Î. Ïîïîâè÷, êîðîòêîòåðìiíîâi âiçèòè

ïðîòÿãîì 2016�2019).

5. Iíñòèòóò áiîêiáåðíåòèêè ÏÀÍ, Ïîëüùà (Ð.Ì. ×åðíiãà, êîðîòêîòåð-

ìiíîâi ïî¨çäêè ïðîòÿãîì 2016�2019).

6. Óíiâåðñèòåò Ëií÷üîïiíãó, Øâåöiÿ (Ð.Î. Ïîïîâè÷, 2016, 2017).

7. Ìîíðåàëüñüêèé óíiâåðñèòåò, Êàíàäà (Ì.Î. Íåñòåðåíêî, 2017).

8. Îñòðàâñüêèé óíiâåðñèòåò, ×åõiÿ (Ð.Î. Ïîïîâè÷, 2017, 2018).

9. Íîòòií åìñüêèé óíiâåðñèòåò, Âåëèêîáðèòàíiÿ (Ð.Ì. ×åðíiãà, 2017).

10. Øâåéöàðñüêèé ôåäåðàëüíèé òåõíi÷íèé iíñòèòóò (Ð.Ì. ×åðíiãà, 2017).

11. Ìiæíàðîäíèé öåíò òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè, Òði¹ñò, Iòàëiÿ (Ð.Î. Ïîïî-

âè÷, 2019).

12. Óíiâåðñèòåò Öçiëiíü, Êèòàé (À.Ã. Íiêiòií, 2019).
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Ìiæíàðîäíi òà íàöiîíàëüíi âiäçíàêè, ãðàíòè, ñòèïåíäi¨, òîùî

1. Êàðàäæîâ Þ.À. îòðèìàâ ïðåìiþ Ïðåçèäåíòà Óêðà¨íè äëÿ ìîëîäèõ

â÷åíèõ (2016)

2. ×åðíiãà Ð.Ì. îòðèìóâàâ �ðàíò � 912563 FP7-PEOPLE-2012-IIF (ôà-

çà ïîâåðíåííÿ), 7 ðàìêîâà ïðîãðàìà �Ñ �Ðåäóêöiÿ òà òî÷íi ðîçâ'ÿçêè

ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ç ðóõîìèìè ìåæàìè ìåòîäàìè, áàçîâàíèìè íà ñè-

ìåòðiÿõ (BVPsymmetry)� (2016�2017)

3. Âàí¹¹âà Î.Î. îòðèìàëà Ïðåìiÿ äëÿ æiíîê â íàóöi âiä Ëîðåàëü (2018).

Ïåäàãîãi÷íà äiÿëüíiñòü

Ó 2019 ðîöi Â.Ì. Áîéêî ðîçðîáèâ i ïðî÷èòàâ êóðñ �Ïðîãðàìóâàííÿ:

ìîâà ðîçìiòêè LATEX� (3 êðåäèòè, 90 ãîäèí, ôiç.-ìàò. ôàêóëüòåò ÊÏI).

Êåðiâíèöòâî íàóêîâîþ ðîáîòîþ 4 ñòóäåíòiâ 2-ãî êóðñó.

Âèïóñêíèöÿ Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Áîðèñà Ãðií÷åíêà Î.Â. Ëî-

êàçþê (ó äàíèé ìîìåíò àñïiðàíòêà âiääiëó) � ïåðåìîæåöü Âñåóêðà¨íñüêî-

ãî êîíêóðñó ñòóäåíòñüêèõ íàóêîâèõ ðîáiò, 2018 (íàóêîâèé êîíñóëüòàíò

Â.Ì. Áîéêî).

10 ñòóäåíòiâ Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Áîðèñà Ãðií÷åíêà ó 2018�

2019 ðîêàõ ïðîõîäèëè âèðîáíè÷ó ïðàêòèêó â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè (âiä-

ïîâiäàëüíèé Â.Ì. Áîéêî).

Â.Ì. Áîéêî ó 2018�2019 ðîêàõ ÷ëåí ÄÅÊ (111 Ìàòåìàòèêà) ôàêóëü-

òåòó iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié òà óïðàâëiííÿ Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Áîðèñà Ãðií÷åíêà. Êåðiâíèöòâî êóðñîâèìè ðîáîòàìè 3 ñòóäåíòiâ.

Ó 2019 ðîöi Â.Ì. Áîéêî � ÷ëåí æþði ÌÀÍ (Êè¨âñüêå âiääiëåííÿ),

êåðiâíèê ñåêöiÿ ìàòåìàòèêè ïðè Êè¨âñüêîìó âiääiëåíi ÌÀÍ.
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Ïiäãîòîâêà êàäðiâ

êàíä. ôiç.-ìàò. íàóê

Ïî÷åêåòà Î.À. Ðîçøèðåíèé ãðóïîâèé àíàëiç 2016

óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Áþðãåðñà

íàóê. êåð. Ð.Î. Ïîïîâè÷

ä-ð ôiç.-ìàò. íàóê

Áîéêî Â.Ì. Óçàãàëüíåíi îïåðàòîðè Êàçiìiðà, 2018

ñèíãóëÿðíi ìîäóëi ðåäóêöi¨

òà ñèìåòði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

íàóê. êîíñ. Ð.Î. Ïîïîâè÷

Âèäàâíè÷à äiÿëüíiñòü, æóðíàë SIGMA

Ç 2005 ðîêó âèäà¹òüñÿ ìiæíàðîäíèé åëåêòðîííèé æóðíàë âiäêðèòî-

ãî äîñòóïó: Symmetry, Integrability and Geometry: Methods and Applicati-

ons (SIGMA), https://www.emis.de/journals/SIGMA/. Íà ñüîãîäíi iìïàêò-

ôàêòîð æóðíàëó çãiäíî Web of Sciences � 1,088, SJR çãiäíî SCOPUS �

0,513 (íàéâèùi ïîêàçíèêè ñåðåä ÷àñîïèñiâ, ùî âèäàþòüñÿ â Óêðà¨íi).

Ñóòò¹âî ðîçøèðåíî åëåêòðîííèé àðõiâ Óêðà¨íñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî

æóðíàëó, äå íà ñüîãîäíi âæå ðîçìiùåíî îíëàéí àðõiâ æóðíàëó çà 60 ðîêiâ

(âèêîíàâåöü Å.�. ôîí Äiõòåð), (äèâ. http://umj.imath.kiev.ua/)
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8 Ïóáëiêàöi¨

Ó ðàìêàõ ïðîåêòó ïiäãîòîâëåíî 1 çáiðíèê íàóêîâèõ ïðàöü [57], çàõèùåíi

äâi äèñåðòàöi¨ [12, 30] òà îïóáëiêîâàíî 77 íàóêîâèõ ðîáiò. Ïåðåëiê ïóáëi-

êàöié äîäà¹òüñÿ.

[1] Boyko V.M., Kunzinger M., Popovych R.O., Singular reduction modules

of di�erential equations, J. Math. Phys. 57 (2016), 101503, 34 pp.,

arXiv:1201.3223.

[2] Boyko V.M., Kunzinger M., Popovych R.O., Singular reduction modules

of di�erential equations, Abstract of International workshop in honor

of Wilhelm Fushchych �Symmetry and Integrability of Equations of

Mathematical Physics� (Kyiv, December 17�20, 2016), Abstract, Kyiv,

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, 2016.

[3] Boyko V.M., Popovych R.O. Algebraic approach and group classi�cation

of classes of linear ordinary di�erential equations, Book of Abstracts of

8th International Workshop �Group Analysis of Di�erential Equations

and Integrable Systems� (Larnaca, Cyprus, June 12�17, 2016), Nicosia,

University of Cyprus, 2016, p. 18.

[4] Vaneeva O., Karadzhov Yu., Sophocleous C., Group classi�cation of vari-

able coe�cient nonlinear Kolmogorov equations, Book of abstracts of the

8th Workshop �Group Analysis of Di�erential Equations and Integrable

Systems�, (June 12�17, 2016, Larnaca, Cyprus), Nicosia, University of

Cyprus, 2016, P. 37.

[5] Vaneeva O., Karadzhov Yu., Sophocleous C., Group analysis of a class of

nonlinear Kolmogorov equations, V. Dobrev (ed.), Springer Proceedings

in Mathematics & Statistics, Vol. 191, XI International Workshop �Lie

Theory and Its Application in Physics�, Springer, 2016, 349�360.

[6] �ãîð÷åíêî I.À., Âiäíîñíi äèôåðåíöiàëüíi iíâàðiàíòè äëÿ äâî- òà

òðèâèìiðíèõ àëãåáð, Abstract of International workshop in honor

of Wilhelm Fushchych �Symmetry and Integrability of Equations of
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Mathematical Physics� (Kyiv, December 17�20, 2016), Abstract, Kyiv,

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, 2016.

[7] Nesterenko M., Po�sta S., Contraction admissible pairs of complex six-

dimensional nilpotent Lie algebras, Lie Theory and Its Applications

in Physics (June 2015, Varna, Bulgaria), Editor V. Dobrev, Springer

Proceedings in Mathematics & Statistics, Vol. 191, Springer, Berlin,

2016, 8 pages.

[8] Nesterenko M., Po�sta S., Vaneeva O., Realizations of Galilei algebras,

J. Phys. A: Math. Theor. 49 (2016), 115203, 22 pages.

[9] Nesterenko M., Po�sta S., Vaneeva O., On realizations of Galilei algebras,

Book of abstracts of the 8th Workshop �Group Analysis of Di�erenti-

al Equations and Integrable Systems�, (June 12�17, 2016, Larnaca,

Cyprus), Nicosia, University of Cyprus, 2016, P. 30.

[10] Nesterenko M., Po�sta S., Vaneeva O., Realizations of Galilei algebras,

Abstract of International workshop in honor of Wilhelm Fushchych

�Symmetry and Integrability of Equations of Mathematical Physics�

(Kyiv, December 17�20, 2016), Abstract, Kyiv, Institute of Mathematics
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