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ÐÅÔÅÐÀÒ

Çâiò ïî ÍÄÐ: 109 ñ., 86 äæåðåë

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ � ñèñòåìè, ùî îïèñóþòü íåïåðåðâíi òà ãðàò÷àñòi ñè-

ñòåìè ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, êâàíòîâi ãiááñiâñüêè ñèñòåìè, íåðiâíîâàæíi ñòî-

õàñòè÷íi ñèñòåìè, ñèñòåìà Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, ùî

âçà¹ìîäi¹ ç çàðÿäæåíèìè ÷àñòèíêàìè â íàáëèæåííi Äàðâiíà, â ÿêîìó ëàãðàí-

æiàí òà ãàìiëüòîíiàí ÷àñòèíîê âiäùåïëåíi âiä åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, ñêëà-

äíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ÿêi îïèñóþòü êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ àëüòåðíàòèâíèõ

ñóáñòàíöié.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ � ìåòîäè íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó, òåîði¨ îïå-

ðàòîðiâ, òåîði¨ äèíàìi÷íèõ òà ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ.

Â ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèöüêî¨ ðîáîòè îòðèìàíi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

ïðîâåäåíèé äåòàëüíèé ìàòåìàòè÷íèé îïèñ ñó÷àñíèõ ìåòîäiâ ìîäåëåé êâàí-

òîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ;

ìåòîäîì íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïóàññîíiâñüêîãî àíàëiçó äîâåäåíî òåîðå-

ìó ïðî åêñïîíåíöiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äåÿêèõ iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ Ëåáåãà-

Ïóàññîíà, ÿêà ñïðîùó¹ ïîáóäîâó ðîçêëàäiâ Ìàé¹ðà äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïî-

òåíöiàëiâ;

ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü Áîãîëþáîâà-Áîðíà-Ãðiíà-Êiðêâóäà-Éîâåíà

çà äîïîìîãîþ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ Ïóàññîíà;

äîâåäåíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρR, ùî âiäïîâiäà¹ ôi-

íiòíîìó ïîòåíöiàëó çáiãà¹òüñÿ äî ρ çà íîðìîþ ïðîñòîðó Ðþåëëÿ Eξ;

ââåäåíà ìîäåëü êîìiðêîâîãî ãàçó, ÿêà ¹ ïðîìiæíîþ ìiæ ìîäåëÿìè ãðà-

ò÷àñòèõ ãàçiâ i íåïåðåðâíèìè ñèñòåìàìè ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè;

äîâåäåíi òåîðåìè, ÿêi ñòâåðäæóþòü, ùî òèñê òà âiëüíà åíåðãiÿ êîìið-

êîâîãî ãàçó àïðîêñèìóþòü âiäïîâiäíi òåðìîäèíàìi÷íi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíèõ

ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì ç äîâiëüíîþ íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íiñòþ;

ïîáóäîâàíî ðîçêëàä Ìàé¹ðà ó ôîðìi Áðiäæåñà-Ôåäåðáóøà äëÿ ñèñòåìè

òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ÿêi âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ íåiíòåãðîâàíîãî ïîòåíöià-

ëó âçà¹ìîäi¨;

ïîáóäîâàíî íîâi ðîçêëàäè äëÿ òåðìîäèíàìi÷ííèõ ïîòåíöiàëûâ ñòàòèñòè-

÷íî¨ ìåõàíiêè, ÿêi äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêðàùèòè ðåçóëüòàòè ðàäióñ çáiæíîñòi

ðîçêëàäó Ìàé¹ðà;

çàïðîïîíîâàíå íîâå êîðîòêå äîâåäåííÿ çáiæíîñòi âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ
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ïîëiìåðíèõ ðîçêëàäiâ êàíîíi÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ãðàòêîâèõ êëàñè-

÷íèõ òà êâàíòîâèõ ãiááñiâñüêèõ ñèñòåì îñöèëÿòîðiâ, ÿêi âçà¹ìîäiþòü çàâäÿêè

ïàðíîìó òà òåðíàðíîìó ïîòåíöiàëàì, à òàêîæ íåðiâíîâàæíèõ ñòîõàñòè÷íèõ

ñèñòåì îñöèëÿòîðiâ, ÿêi âçà¹ìîäiþòü çàâäÿêè ïàðíîìó ïîòåíöiàëó ç ãiááñiâ-

ñüêèìè ïî÷àòêîâèìè êîðåëÿöiéíìè ôóíêöiÿìè;

çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè âïîðÿäêîâàíîãî óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-

Çàëüöáóðãà, ùî îïèñó¹ ðiâíîâàãó ó ãðàòêîâèõ êëàñè÷íèõ òà êâàíòîâèõ ñèñòå-

ìàõ îñöèëÿòîðiâ ç ñóïåðñòiéêèìè áàãàòî-÷àñòèíêîâèìè ïîòåíöiàëàìè, à òàêîæ

åâîëþöiþ ó ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåìàõ ãðàòêîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç ïàðíèìè ïîòåí-

öiàëàìè âçà¹ìîäi¨ òà ãiááñiâñüêèìè ïî÷àòêîâèìè ñòàíàìè;

äëÿ ðiâíÿííÿ ðóõó ÷àñòèíîê ç àïðîêñèìîâàíèì ãàìiëüòîíiàíîì Äàðâiíà,

ùî óçàãàëüíþ¹ ãàìiëüòîíiàí Êóëîíà, äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íà ñêií-

÷åíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi ç äîïîìîãîþ òåîðåì Êîøi òà Ëÿïóíîâà. Ðîçâ'ÿçêè

ïðåäñòàâëåíi ÿê ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ àáî ÷àñó àáî ïî÷àòêîâèõ äàííèõ, ùî íå

äîïóñêàþòü çiòêíåííÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè;

çíàéäåíi ïåðiîäè÷íi òà îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà íà ïðÿ-

ìié äâîõ òà òðüîõ íåãàòèâíèõ îäíàêîâèõ òî÷êîâèõ çàðÿäiâ â ïîëi äâîõ òà òðüîõ

òî÷êîâèõ ôiêñîâàíèõ ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíèõ çîâíiøíiõ çàðÿäiâ. Ïðè öüî-

ìó âèêîðèñòàíi òåîðåìè Çiãåëÿ, Ìîçåðà òà Âàéíñòàéíà;

äëÿ n ≥ 3 òî÷êîâèõ ïëîùèííèõ çàðÿäiâ ej < 0, j = 1, ..., n − 1, en > 0

çíàéäåíî òî÷íi ðîçâÿ'çêè òèïó Ëàãðàíæà ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà. Äëÿ n > 3 âñi

íåãàòèâíi çàðÿäè îäíàêîâi òà ìàþòü ðiâíi ìàñè. Öi ðîçâ'ÿçêè îïèñóþòü ðóõ

íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ óçäîâæ êåïëåðîâèõ îðáiò íàâêîëî íåðóõîìîãî äîäàòíüîãî

çàðÿäó òàêèì ÷èíîì, ùî ¨õ êîîðäèíàòè çáiãàþòüñÿ ç âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî

áàãàòîêóòíèêà;

äëÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñêëàäíèõ êîíôëiêòíèõ ñèñòåì âèâåäåíi óíi-

âåðñàëüíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ, îäåðæàíi óìîâè çàáåçïå÷åííÿ ïðiîðèòåòó ó

çàäàíîìó ðåãiîíi, äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðiâíîâàæíèõ (êîìïðîìiñíèõ) ñòàíiâ òà

öèêëi÷íèõ îðáiò;

ïîáóäîâàíî íèçêó ìîäåëåé êîíôëiêòó ñêëàäíèõ ñèñòåì òà äîñëiäæåíî

ïîâåäiíêó ¨õ òðà¹êòîðié;

ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñèñòåìè êîíôëiêòó â òåðìiíàõ ïàð iìîâiðíiñíèõ ìið, ïî-

êàçàíî, ùî êîæíà òðà¹êòîðiÿ ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì, çàäàíèì ïàðîþ ìið çái-

ãà¹òüñÿ äî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó, ÿêèé ôiêñó¹òüñÿ íîðìîâàíèìè êîìïîíåíòàìè

êëàñè÷íîãî ðîçêëàäó Ãàíà-Æîðäàíà;
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äàíî îïèñ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòó

àñîöiéîâàíî¨ ç ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü íåñêií÷åíîãî ðàíãóâ â òåðìiíàõ

íåñêií÷åíèõ äîáóòêiâ ðîçêëàäiâ Õàíà - Æîðäàíà äèñêðåòíèõ çàðÿäiâ;

ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñïåêòðàëüíî¨ ìiðè iç êâàçiòî÷êîâèì ñïåêòðîì. Äîâåäå-

íî, ùî â ïðîöåñàõ êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ôiçè÷íèìè ñèñòåìàìè ãðàíè÷íi

ñòàíè ç ÷èñòî òî÷êîâèì âèíèêàþòü ëèøå ïðè ïåðåõîäàõ iç ïî÷àòêîâèõ ñòàíiâ,

ÿêi çàäàíi ìiðàìè ç êâàçiòî÷êîâèì ñïåêòðîì;

ðîçâèíóòî ìåòîäè ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó äëÿ îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè çáóðåíèõ ñèíãóëÿðíèìè êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè;

ðîçðîáëåíî íîâèé åôåêòèâíèé ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ iñòîòíî íåêîìïà-

êòíèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåñêií÷åííîìiðíèìè âå-

êòîðíèìè ìiðàìè Ðàäîíà â ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði, ùî ãðóíòó¹òüñÿ

íà âïðîâàäæåííi íàëåæíèõ ìåòðè÷íèõ ñòðóêòóð òà äîâåäåííi òåîðåìè ïðî

ïîâíîòó âiäïîâiäíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ;

ïîáóäîâàíà òåîðiÿ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷èñëåííîþ êiëü-

êiñòþ ïëàñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi¨. Äîñëiäæåííÿ áóëè ìîòèâîâàíi òèì ôàêòîì,

ùî ó íåêîìïàêòíîìó âèïàäêó îñíîâíà âàðiàöiéíà çàäà÷à öi¹¨ òåîði¨ ¹, âçàãàëi

êàæó÷è, íåðîçâ'ÿçíîþ. Äëÿ âåëüìè çàãàëüíîãî ÿäðà çíàéäåíî ïîñòàíîâêè âà-

ðiàöiéíèõ çàäà÷, äóàëüíèõ äî îñíîâíî¨, àëå òåïåð âæå çàâæäè ðîçâ'ÿçíèõ. �õíi

ðîçâ'ÿçêè ïðèâîäÿòü äî ïðèðîäíîãî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ âíóòði-

øíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ. Äàíî îïèñ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

¨õíiõ ïîòåíöiàëiâ òà âiäïîâiäíèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò, âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi

¹äèíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi, âèäiëåíî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi;

ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði âèâ÷åíî âàðiàöiéíó çàäà÷ó Ãàóññà ïðî

ìiíiìóì åíåðãié çà íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ â êëàñè÷íié òà ìàæîðàíòíèõ

ïîñòàíîâêàõ. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi òà/àáî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿç-

êiâ, äîñëiäæåíî ïèòàííÿ ¹äèíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi, äàíî îïèñ âàãîâèõ ðiâíî-

âàæíèõ ïîòåíöiàëiâ òà âiäïîâiäíèõ âàãîâèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò, âèäiëåíî

õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi;

â Rn, n > 2, îòðèìàíî êîíñòðóêòèâíèé òà ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçêè âàðià-

öiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà âiäíîñíî ÿäðà Ðiñà ïîðÿäêó α ∈ (1, n) äëÿ ñêií÷åííîãî

÷èñëà íåïåðåòèííèõ êîìïàêòíèõ (n−1)-ðîçìiðíèõ ëiïøèöåâèõ ìíîãîâèäiâ Γi,

i ∈ I, áåç êðàþ. Öå ñòàëî ìîæëèâèì äÿêóþ÷è äîâåäåíié òåîðåìi ïðî åêâiâà-

ëåíòíiñòü ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i íàëåæíié çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà�

Ñëîáîäåöüêîãî H(1−α)/2(Γ), äå Γ :=
∪

i∈I Γi.
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ÒÅÐÌÎÄÈÍÀÌI×ÍI ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ, ÐIÂÍßÍÍßÊIÐÊÂÓÄÀ - ÇÀËÜ-

ÖÁÓÐÃÀ, ÐIÂÍßÍÍß ÁÎÃÎËÞÁÎÂÀ, ÍÀÄÑÒIÉÊÈÏÎÒÅÍÖIÀËÈ, ÐÎÇ-

ÊËÀÄÈ ÌÀÉ�ÐÀ, ÊÎÌIÐÊÎÂÈÉ ÃÀÇ, ÑÈÑÒÅÌÀ ÌÀÊÑÂÅËËÀ - ËÎ-

ÐÅÍÖÀ, ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÀ ÒÅÎÐIß, ÄÈÍÀÌI×ÍÀ ÑÈÑÒÅÌÀ ÊÎÍÔËI-

ÊÒÓ, ÊÂÀÇIÒÎ×ÊÎÂÈÉ ÑÏÅÊÒÐ, ÑÈÍÃÓËßÐÍÈÉ ÑÏÅÊÒÐ, ÒÅÎÐIß

ÑÈÍÃÓËßÐÍÈÕ ÇÁÓÐÅÍÜ,ØÊÀËÀÑÎÁÎËÅÂÑÜÊÈÕÏÐÎÑÒÎÐIÂ, ÄÈ-

ÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍI ÐIÂÍßÍÍß ÍÅËIÍIÉÍÎ� ÄÈÍÀÌIÊÈ, ÖÈÊËI×ÍI ÎÐ-

ÁIÒÈ, ω -IÍÂÀÐIÀÍÒÍI ÑÒÀÍÈ, ÂÅÊÒÎÐÍI ÌIÐÈ ÐÀÄÎÍÀ ÍÅÑÊIÍ-

×ÅÍÍÎ� ÐÎÇÌIÐÍÎÑÒI, ÂÀÐIÀÖIÉÍÀ ÇÀÄÀ×À ÃÀÓÑÑÀ, �ÌÍIÑÒÜ ÊÎÍ-

ÄÅÍÑÀÒÎÐÀ



7

ÇÌIÑÒ

Âñòóï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1 Äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ìåòîäàìè

íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.1. Ïðîñòîðè êîíôiãóðàöié, ìiðè, óìîâè íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨. . . . .16

1.2. Åêñïîíåíöiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äåÿêèõ iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ

Ëåáåãà-Ïóàññîíà òà éîãî çàñòîñóâàííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3. Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè çà

äîïîìîãîþ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ

Ëåáåãà-Ïóàññîíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3.1. Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié

ðiâíîâàæíèõ ñèñòåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3.2. Ðiâíÿííÿ BBGKY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4. Àïðîêñèàöi¨ íåïåðåðâíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.4.1. Àïðîêñèìàöiÿ ôiíiòíèìè ïîòåíöiàëàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.4.2. Ìîäåëü êîìiðêîâîãî ãàçó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.5. Íîâi ðîçêëàäè äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.5.1. Ðîçêëàä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà äëÿ ñèñòåì ç ïîñèëåíî

íàäñòiéêîþ âçà¹ìîäi¹þ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.5.2. Ïðî íîâó ôîðìó çàïèñó ðîçêëàäiâ Ìàé¹ðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.6. Óïîðÿäêîâàíå ãðàòêîâå ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà . . . . . . . . . 37

2 Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ðóõó çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê ç

àïðîêñèìîâàíèì ãàìiëüòîíiàíîì Äàðâiíà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.1. Ëîêàëüíà äèíàìiêà çàðÿäiâ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ. . . . . . . . . . . . . . . .40

2.2. Ãëîáàüíà äèíàìiêà çàðÿäiâ i ðiâíîâàãà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3 Äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó . . . . . . . . . . . . . 49

3.1. Ïîáóäîâà ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2. Çàñòîñóâàííÿ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ äî ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

ç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ñïåêòðó . . . 68

3.3. Iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ñòàíiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4 Ïðîáëåìà ùiëüíèõ âêëàäåíü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5 Åêñòðåìàëüíi çàäà÷i òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåñêií÷åííîìiðíèìè

âåêòîðíèìè ìiðàìè Ðàäîíà. Òåîðiÿ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé

êîíäåíñàòîðiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5.1. Ïîçíà÷åííÿ, îçíà÷åííÿ, âiäîìi ôàêòè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77



8

5.2. Íåñêií÷åííîìiðíi âåêòîðíi ìiðè Ðàäîíà, àñîöiéîâàíi

ç êîíäåíñàòîðàìè; ¨õíi åíåðãi¨ òà ïîòåíöiàëè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.3. Âíóòðiøíÿ ¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .82

5.4. Òåîðåìà ïðî ñèëüíó ïîâíîòó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.5. Äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i . . . . .84

5.6. Äóàëüíi âàðiàöiéíi çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .85

6 Âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà ó ¨¨ êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

6.2. Ïðî ¹äèíiñòü ðîçâÿ'çêiâ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà . . . . . . . . . . . . . . .90

6.3. Îïèñ f -âàãîâèõ ïîòåíöiàëiâ ðîçâÿ'çêiâ çàäà÷i Ãàóññà . . . . . . . . . . . . 91

6.4. Äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Ãàóññà.

Íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà f -âàãîâèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò . . 92

6.5. Êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà . . . . . . . . . . . . . . . . 94

7 Âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà â ìàæîðàíòíié ïîñòàíîâöi �. Ðàõìàíîâà 96

8 Âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà ç ÿäðîì Ðiñà íàä ëiïøèöåâèìè

ìíîãîâèäàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

Âèñíîâêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

Ïåðåëiê ïîñèëàíü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103



9

ÂÑÒÓÏ

Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ äîñëiäæåííÿ, ÿêi

ïîâ'ÿçàíi íå òiëüêè ç ôiçè÷íîþ ïðèðîäîþ òië, ùî íàñ îòî÷óþòü, à é òàêi, ùî

îïèñóþòü áiîëîãi÷íi, åêîëîãi÷íi, åêîíîìi÷íi òà iíøi ñèñòåìè. Äîñëiäæåííÿ ïî

öèõ íàïðÿìêàõ ïðîâîäÿòüñÿ â óñiõ ðîçâèíåíèõ êðà¨íàõ ñâiòó, ñåðåä ÿêèõ ìî-

æíà âèäiëèòè Íiìå÷÷èíó, Iòàëiþ, Ôðàíöiþ, Ðîñiþ, ÑØÀ. Â Óêðà¨íi, êðiì Ií-

ñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍÓ ìîæíà âiäçíà÷èòè Õàðêiâñüêèé ôiçèêî-òåõíi÷íèé

iíñòèòóò òà Õàðêiâñüêèé óíiâåðñèòåò.

Äîñëiäæåííÿ, ùî ïðîâîäèëèñÿ âèêîíàâöÿìè òåìè ó 2011-2015 ðîêàõ áóëè

ïðèñâÿ÷åíi íàñòóïíèì ôóíäàìåíòàëüíèì íàïðÿìêàì:

1)Äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ìåòîäàìè íåñêií÷åí-

íîâèìiðíîãî àíàëiçó.

2) Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà ç áàãàòî-÷àñòèíêîâèìè ïîòåí-

öiàëàìè âçà¹ìîäi¨.

3) Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ðóõó çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê ç àïðîêñèìîâàíèì ãà-

ìiëüòîíiàíîì Äàðâiíà.

4) Äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó.

5) Ïðîáëåìà ùiëüíèõ âêëàäåíü ó øêàëi Ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðiâ.

6) Ðîçðîáöi íîâîãî åôåêòèâíîãî ïiäõîäó äî äîñëiäæåííÿ iñòîòíî íåêîìïà-

êòíèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåñêií÷åííîìiðíèìè âå-

êòîðíèìè ìiðàìè Ðàäîíà ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði.

7) Çàâåðøåííþ ïîáóäîâè òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷è-

ñëåííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè ó ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíîìó ïðîñòîði âiäíîñíî âåëüìè çàãàëüíîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà.

8) Äîñëiäæåííþ äîáðå âiäîìî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ïðî ìiíiìóì åíåðãié

çà íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ ÿê â êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi, òàê i â ìàæîðàíòíié

ïîñòàíîâöi �. Ðàõìàíîâà.

9) Êîíñòðóêòèâíîìó òà ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçàííþ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ïðî

ìiíiìóì åíåðãié Ðiñà çà íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ íàä ìíîãîâèäàìè Ëiïøèöÿ.

Ðåçóëüòàòè ç ðîçâèíåííÿ ïåðøèõ äâîõ íàïðÿìêiâ âèêëàäåíi â ïåðøîìó

ðîçäiëi çâiòó. Çîêðåìà, äîâåäåíî òåîðåìó ïðî åêñïîíåíöiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ

äåÿêèõ iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà, ÿêà ñïðîùó¹ ïîáóäîâó ðîçêëàäiâ

Ìàé¹ðà äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ [2].

Çàïðîïîíîâàíèé íîâèé ìåòîä äîâåäåííÿ ðiâíÿíü Áîãîëþáîâà-Áîðíà-Ãðiíà-
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Êiðêâóäà-Éîâåíà(BBGKY) Ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü BBGKY çà äîïî-

ìîãîþ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ Ïóàññîíà [3].

Äîñëiäæåíà íåñêií÷åííà ñèñòåìà òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, âçà¹ìîäiÿ â ÿêèõ

âèçíà÷à¹òüñÿ ñòiéêèì äâî÷àñòèíêîâèì ïîòåíöiàëîì ϕ ç íåñêií÷åííèì ðàäió-

ñîì äi¨. Ââåäåíà ïîñëiäîâíiñòü ôiíiòíèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨ ϕR, ÿêà ïîòî-

÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî ϕ ïðè R → ∞. Äîâåäåíî, ùî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü

êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρR çáiãà¹òüñÿ äî ρ çà íîðìîþ ïðîñòîðó Ðþåëëÿ Eξ [5].

Äëÿ íåïåðåðâíèõ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè

ç ïîñèëåíî íàäñòiéêîþ âçà¹ìîäi¹þ ââåäåíà ìîäåëü êîìiðêîâîãî ãàçó, ÿêà ¹

ïðîìiæíîþ ìiæ ìîäåëÿìè ãðàò÷àñòèõ ãàçiâ i íåïåðåðâíèìè ñèñòåìàìè ñòà-

òèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè [6].

Ñiì'ÿ àïðîêñèìîâàíèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì,

ùî âðàõîâóþòü òiëüêè òàêi êîíôiãóðàöi¨ â Rd, äëÿ ÿêèõ äëÿ çàäàííîãî ðîçáè-

òòÿ Rd íà íåïåðåòèííi ãiïåðêóáèêè îá'¹ìîì ad ó êîæíîìó êóáèêó ìiñòèòüñÿ

íå áiëüøå îäíi¹¨ ÷àñòèíêè. Äîâåäåíî, ùî öi ôóíêöi¨ ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ äî

êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè ïðè a → 0 äëÿ äîâiëüíèõ çíà-

÷åíü îáåðíåíî¨ òåìïåðàòóðè β i àêòèâíîñòi z. Öåé ðåçóëüòàò äîâåäåíèé äëÿ

ïàðíîãî i áàãàòî÷àñòèíêîâîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ [7].

Äëÿ ìîäåëi êîìiðêîâîãî ãàçó, ÿêà àïðîêñèìó¹ íåïåðåðâíó ñèñòåìó äîâå-

äåíî, ùî âiëüíà åíåðãiÿ çáiãà¹òüñÿ äî âiëüíî¨ åíåðãi¨ êëàñè÷íîãî ãàçó, ÿêùî

ðîçìiðè êîìiðîê ïðÿìóþòü äî íóëÿ [8].

Ïîáóäîâàíî ðîçêëàä Ìàé¹ðà ó ôîðìi Áðiäæåñà-Ôåäåðáóøà äëÿ ñèñòåìè

òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ÿêi âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ íåiíòåãðîâàíîãî ïîòåíöià-

ëó âçà¹ìîäi¨ [4].

Ïîáóäîâàíî íîâi ðîçêëàäè äëÿ òåðìîäèíàìi÷ííèõ ïîòåíöiàëiâ ñòàòèñòè-

÷íî¨ ìåõàíiêè, ÿêi äàþòü ìîæëèâiñòü ïîêðàùèòè ðåçóëüòàòè äëÿ ðàäióñó çái-

æíîñòi ðîçêëàäó Ìàé¹ðà [9].

Çàïðîïîíîâàíå íîâå êîðîòêå äîâåäåííÿ çáiæíîñòi âèñîêîòåìïåðàòóðíèõ

ïîëiìåðíèõ ðîçêëàäiâ êàíîíi÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ãðàòêîâèõ êëàñè-

÷íèõ òà êâàíòîâèõ ãiááñiâñüêèõ ñèñòåì îñöèëÿòîðiâ, ÿêi âçà¹ìîäiþòü çàâäÿêè

ïàðíîìó òà òåðíàðíîìó ïîòåíöiàëàì, à òàêîæ íåðiâíîâàæíèõ ñòîõàñòè÷íèõ

ñèñòåì îñöèëÿòîðiâ, ÿêi âçà¹ìîäiþòü çàâäÿêè ïàðíîìó ïîòåíöiàëó ç ãiááñiâ-

ñüêèìè ïî÷àòêîâèìè êîðåëÿöiéíìè ôóíêöiÿìè [10].

Çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè âïîðÿäêîâàíîãî óçàãàëüíåíîãî ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-

Çàëüöáóðãà, ùî îïèñó¹ ðiâíîâàãó ó ãðàòêîâèõ êëàñè÷íèõ òà êâàíòîâèõ ñèñòå-
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ìàõ îñöèëÿòîðiâ ç ñóïåðñòiéêèìè áàãàòî-÷àñòèíêîâèìè ïîòåíöiàëàìè, à òàêîæ

åâîëþöiþ ó ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåìàõ ãðàòêîâèõ îñöèëÿòîðiâ ç ïàðíèìè ïîòåí-

öiàëàìè âçà¹ìîäi¨ òà ãiááñiâñüêèìè ïî÷àòêîâèìè ñòàíàìè [11].

Ó äðóãîìó ðîçäiëi äëÿ ðiâíÿííÿ ðóõó ÷àñòèíîê ç àïðîêñèìîâàíèì ãà-

ìiëüòîíiàíîì Äàðâiíà, ùî óçàãàëüíþ¹ ãàìiëüòîíiàí Êóëîíà, äîâåäåíî iñíóâà-

ííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi ç äîïîìîãîþ òåîðåì Êîøi

òà Ëÿïóíîâà. Ðîçâ'ÿçêè ïðåäñòàâëåíi ÿê ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ àáî ÷àñó àáî

ïî÷àòêîâèõ äàííèõ, ùî íå äîïóñêàþòü çiòêíåííÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè [12]. Çíà-

éäåíi ïåðiîäè÷íi òà îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà íà ïðÿìié äâîõ

òà òðüîõ íåãàòèâíèõ îäíàêîâèõ òî÷êîâèõ çàðÿäiâ â ïîëi äâîõ òà òðüîõ òî-

÷êîâèõ ôiêñîâàíèõ ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíèõ çîâíiøíiõ çàðÿäiâ. Ïðè öüîìó

âèêîðèñòàíi òåîðåìè Çiãåëÿ, Ìîçåðà òà Âàéíñòàéíà [13]. Äëÿ n ≥ 3 òî÷êîâèõ

ïëîùèííèõ çàðÿäiâ ej < 0, j = 1, ..., n−1, en > 0 çíàéäåíî òî÷íi ðîçâÿ'çêè òè-

ïó Ëàãðàíæà ðiâíÿíü ðóõó Êóëîíà. Äëÿ n > 3 âñi íåãàòèâíi çàðÿäè îäíàêîâi

òà ìàþòü ðiâíi ìàñè. Öi ðîçâ'ÿçêè îïèñóþòü ðóõ íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ óçäîâæ

êåïëåðîâèõ îðáiò íàâêîëî íåðóõîìîãî äîäàòíüîãî çàðÿäó òàêèì ÷èíîì, ùî ¨õ

êîîðäèíàòè çáiãàþòüñÿ ç âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà [14].

Òðåòié ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi ìîäåëåé ñêëàäíèõ äèíàìi÷íèõ ñè-

ñòåì êîíôëiêòó, äîñëiäæåííþ ¨õ âëàñòèâîñòåé òà âëàñòèâîñòåé ¨õ òðà¹êòî-

ðié. Ìåòîäàìè àíàëiçó ñèñòåì ðiçíèöåâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íåëiíié-

íî¨ äèíàìiêè äîñëiäæåíî ìîäåëü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè, ÿêà

îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ òðüîìà ïðèðîäíèìè ñóáñòàíöiÿìè: ïîïóëÿöi¹þ áiîëî-

ãi÷íîãî âèäó, íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì (ðåñóðñ iñíóâàííÿ), òà íåãàòèâíèìè

ôàêòîðàìè äëÿ iñíóâàííÿ (iíôåêöiÿ). Âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü îñíîâíèõ ôàç

ñïiâiñíóâàííÿ ñóáñòàíöié òðiàäè: ñòàíó äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè (íåðóõîìî¨ òî-

÷êè), öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, ïåðiîäè÷íî îñöèëþþ÷èõ òðà¹êòîðié, òà åâîëþöié

áëèçüêèõ äî õàîòè÷íèõ. Íà êîíòóðíèõ ìîäåëÿõ ïîêàçàíî iñíóâàííÿ áiôóðêà-

öiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ïåðåõîäó ìiæ ðiçíèìè ôàçàìè. Ðîçðîáëåíî íîâèé

ìåòîä ïåðåäáà÷åííÿ ïîøèðåííÿ iíôåêöi¨ â áiîëîãi÷íîìó ñåðåäîâèùi íà îñíîâi

ìîäåëi "iíôåêöiÿ-ùåïëåííÿ".

Ïîáóäîâàíà ìîäåëü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòó ìiæ àëüòåðíàòèâíèìè

ñòèõiÿìè òèïó "Âîãîíü-Âîäà" ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî âïëèâó. Öÿ ìîäåëü

îïèñó¹ êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ àëüòåðíàòèâíèõ ñòèõié ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó

çîâíiøíüîìó ïiäæèâëåííi (àíàëîã ñîíÿ÷íî¨ ðàäiàöi¨) òà âíóòðiøíüîìó ïåðåìi-

øóâàííi (àíàëîã âiòðó). Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ îðáiò. Â çàãàëüíîìó
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âèïàäêó âñòàíîâëåíà çáiæíiñòü òðà¹êòîðié ñèñòåìè äî ω -ãðàíè÷íèõ öèêëi-

÷íèõ îðáiò. Ïðîâåäåíî êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè ñèñòåì

ç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Îäåðæàíi êîìï'þòåðíi âàðiàíòè ìîäåëi îïèñóþòü öèêëi÷íó ñèñòåìó "âîãîíü-

âîäà" òà ïóëüñóþ÷ó ñèñòåìó "iíôåêöiÿ-ùåïëåííÿ ÿê â äèñêðåòíîìó ÷àñi, òàê

i â íåïåðåðâíîìó.

Â êîíòåêñòi äèíàìi÷íî¨ êàðòèíè âçà¹ìîäiþ÷èõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì ââåäå-

íî ïîíÿòòÿ ñïåêòðàëüíî¨ ìiðè iç êâàçi-òî÷êîâèì ñïåêòðîì [15]. Ïîêàçàíî, ùî

ïðè êîíôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ ç òî÷êîâèìè ìiðàìè ëèøå êâàçi-òî÷êîâi ñèíãóëÿð-

íî íåïåðåðâíi ñïåêòðàëüíi ìiðè ìîæóòü òðàíñôîðìóâàòèñÿ â ìiðè ç ÷èñòî

òî÷êîâèì ñïåêòðîì.

Ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ñïåêòðó òà éîãî âëàñòèâîñòåé äëÿ ìið,

ÿêi, çîêðåìà, ìîæóòü âèíèêíóòè ÿê ãðàíè÷íi ñòàíè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîí-

ôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ ïîáóäîâîþ íåñêií÷åííîãî äî-

áóòêó iìîâiðíiñíèõ ìið òà ñïåêòðàëüíîþ âëàñòèâiñòþ ìiðè ìàòè ñòðóêòóðíó

ïîäiáíiñòü. Äîñëiäæåíà òîíêà ñòðóêòóðà ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèõ ìið ïîáó-

äîâàíèõ çà äîïîìîãîþ çãîðòîê Áåðíóëi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç íåçàëåæíèìè

Q̃-ñèìâîëàìè.

Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñèñòåìè êîíôëiêòó â òåðìiíàõ ïàð iìîâiðíiñíèõ ìið òà

ïîáóäîâàíî äåêiëüêà ìîäåëåé ñèñòåì êîíôëiêòó. Çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî êî-

æíà òðà¹êòîðiÿ ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì, çàäàíèì ïàðîþ ìið µ, ν, çáiãà¹òüñÿ äî

ðiâíîâàæíîãî ñòàíó, ÿêèé ôiêñó¹òüñÿ íîðìîâàíèìè êîìïîíåíòàìè µ+, ν+ êëà-

ñè÷íîãî ðîçêëàäó Ãàíà-Æîðäàíà çàðÿäó ω = µ− ν.

Âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið íà âiäðiçêó. Ïîêàçàíî, ùî

äîâiëüíà ñòðóêòóðíî ïîäiáíà ìiðà íà [0, 1] ¹ îáðàç-ìiðîþ íåñêií÷åíîãî ïðÿ-

ìîãî äîáóòêó äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äèñêðåòíèõ éìîâiðíiñíèõ ìið. Äåòàëüíî

âèâ÷åíî òîíêó ñòðóêòóðó éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ i ìið â çàãàëüíîìó ïiäõîäi

ïðåäñòàâëåíü â òåðìiíàõ Q-ñèìâîëiâ.

Äîñëiäæåíî ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòó

àñîöiéîâàíî¨ ç ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü íåñêií÷åíîãî ðàíãó. Äàíî îïèñ

öèõ ñòàíiâ â òåðìiíàõ íåñêií÷åíèõ äîáóòêiâ ðîçêëàäiâ Õàíà - Æîðäàíà äèñ-

êðåòíèõ çàðÿäiâ.

ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçâèíóòî ìåòîäè ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó äëÿ îïå-

ðàòîðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè çáóðåíèõ ñèíãóëÿðíèìè êâàäðàòè÷íèìè ôîð-

ìàìè. Â øêàëi ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ïðîâåäåíà êëàñèôiêàöiÿ ñèíãóëÿðíèõ
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çáóðåíü i ïîáóäîâàíà ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ çáóðåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòî-

ðiâ. Â òåðìiíàõ ¹ìíîñòi êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè âñòàíîâëåíî êðèòåðié ùiëüíîñòi

ó ïðîñòîði Ñîáîëåâà ïiäïðîñòîðó iç ôóíêöié çîñåðåäæåíèõ íà äîïîâíåíi äî

ìíîæèíè íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà.

Â ï'ÿòîìó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíî òà îáãðóíòîâàíî íîâi åôåêòèâíi ìåòî-

äè äîñëiäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåêîìïàêòíèìè

êëàñàìè íåñêií÷åííîìiðíèõ âåêòîðíèõ ìið Ðàäîíà, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåí-

ñàòîðàìè. Äëÿ ïîäîëàííÿ òðóäíîùiâ, âèêëèêàíèõ íåñêií÷åííîþ ðîçìiðíiñòþ

âåêòîðíèõ ìið òà ¨õíüîþ øèðîêîþ íåêîìïàêòíiñòþ, ðîçðîáëåíî ïðèíöèïîâî

íîâèé ïiäõiä ó ïîðiâíÿííi ç ðàíiøå âiäîìèìè, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà âïðîâàäæåí-

íi íàä âåêòîðíèìè ìiðàìè íàëåæíèõ ìåòðè÷íèõ ñòðóêòóð òà ìà¹ ó ñâî¨é îñíî-

âi íàñòóïíi äâi äîâåäåíi ó çâiòíèé ïåðiîä òåîðåìè. Ïåðøà ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà ìíîæèíà âñiõ íåñêií÷åííîìiðíèõ âå-

êòîðíèõ ìið Ðàäîíà, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåíñàòîðîì, óòâîðþ¹ íàïiâìåòðè÷íèé

ïðîñòið, içîìåòðè÷íèé äî íàëåæíèì ÷èíîì âèçíà÷åíîãî íàïiâìåòðè÷íîãî ïðî-

ñòîðó ñêàëÿðíèõ ìið. Äðóãà òåîðåìà âèäiëÿ¹ òîïîëîãi÷íi ïiäïðîñòîðè íàïiâ-

ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó íåñêií÷åííîìiðíèõ âåêòîðíèõ ìið, ÿêi çà ïåâíèõ âåëüìè

çàãàëüíèõ ïðèïóùåíü âèÿâëÿþòüñÿ ïîâíèìè, à iíäóêîâàíà íà íèõ ñèëüíà òî-

ïîëîãiÿ ¹ ñèëüíiøîþ íiæ øèðîêà. Äèâ. [67,74,75,78,80].

ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ iñòîòíî íå-

êîìïàêòíèõ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåñêií÷åííîìiðíèìè

âåêòîðíèìè ìiðàìè Ðàäîíà, çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíî-

ñòi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ó êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi ïðî ìiíiìóì åíåðãié âå-

êòîðíèõ ìið çà íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ, ùî íàâiòü â ñåíñi äîñòàòíiõ óìîâ

ñêëàäàëî âiäêðèòó ïðîáëåìó ïðîòÿãîì êiëüêîõ äåñÿòèëiòü. Äèâ. [74,75,78,80].

Øîñòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé çàâåðøåííþ ïîáóäîâè òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ì-

íîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷èñëåííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨

ñòðóêòóðè ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði âiäíîñíî âåëüìè çàãàëüíîãî äî-

äàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà. Ïiä êîíäåíñàòîðîì ðîçóìi¹òüñÿ ç÷èñëåííèé, ëîêàëü-

íî ñêií÷åííèé íàáið äîâiëüíèõ ìíîæèí, êîæíié ç ÿêèõ ïðèïèñàíî çíàê +1 àáî

−1 òà çàìèêàííÿ ïëàñòèí ïðîòèëåæíîãî çíàêó âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Äî-

ñëiäæåííÿ áóëè ìîòèâîâàíi òèì äîáðå çíàíèì ôàêòîì, ùî ó íåêîìïàêòíîìó

âèïàäêó îñíîâíà âàðiàöiéíà çàäà÷à òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ

¹, âçàãàëi êàæó÷è, íåðîçâ'ÿçíîþ i öåé ôåíîìåí ìà¹ ìiñöå íàâiòü çà âåëüìè ïðè-

ðîäíèõ ïðèïóùåíü (ñêàæiìî, äëÿ ÿäåð Íüþòîíà, Ãðiíà àáî Ðiñà â åâêëiäîâîìó
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ïðîñòîði òà çàìêíåíèõ äâîõïëàñòèííèõ êîíäåíñàòîðiâ). Òîìó áóëî âàæëèâî

çíàéòè ïîñòàíîâêè âàðiàöiéíèõ çàäà÷, äóàëüíèõ äî îñíîâíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà-

÷i (i ÿêi, îòæå, ìîãëè á ñëóãóâàòè íîâèìè åêâiâàëåíòíèìè îçíà÷åííÿìè ¹ìíî-

ñòåé êîíäåíñàòîðiâ), àëå âæå çàâæäè ðîçâ'ÿçíèõ � íàâiòü äëÿ íåçàìêíåíèõ

êîíäåíñàòîðiâ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí.

Äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðî-

ñòîði, ùî çàäîâîëüíÿ¹ âiäîìó óìîâó B. Fuglede óçãîäæåíîñòi ìiæ ñèëüíîþ

òà øèðîêîþ òîïîëîãiÿìè íàä ïðîñòîðîì ìið Ðàäîíà çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ,

çàäà÷i ç áàæàíèìè âëàñòèâîñòÿìè ïîñòàâëåíî òà ðîçâ'ÿçàíî. �õíi ðîçâ'ÿçêè

ïðèâîäÿòü äî ïðèðîäíîãî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ðiâ-

íîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ. Äàíî îïèñ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ¨õíiõ

ïîòåíöiàëiâ òà âiäïîâiäíèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò, âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ¨õíüî¨

¹äèíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi, âèäiëåíî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi.

Òàêi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè òà ïðåäñòàâëÿþòü iíòåðåñ íàâiòü äëÿ êîíäåí-

ñàòîðiâ çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí, ùî ðàíiøå âæå äîñëiäæóâàëèñÿ â

ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði. Îäíàê ç òîþ æ ñàìîþ çàãàëüíiñòþ àíàëîãi÷íó òå-

îðiþ áóëî ïîáóäîâàíî äëÿ êîíäåíñàòîðiâ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí.

Öå âèìàãàëî îñìèñëåííÿ âiäïîâiäíèõ ïîíÿòü íåñêií÷åííîìiðíèõ âåêòîðíèõ

ìið, îçíà÷åííÿ íàëåæíèì ÷èíîì ¨õíiõ åíåðãié i ïîòåíöiàëiâ òà ðîçâèòêó íî-

âèõ åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ. Äèâ. [67,78].

Ñüîìèé ðîçäië ìiñòèòü ðåçóëüòàòè ç âèâ÷åííÿ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ó

ìàæîðàíòíié ïîñòàíîâöi �. Ðàõìàíîâà ïðî ìiíiìóì åíåðãié ç âåðõíiìè êðàéî-

âèìè óìîâàìè çà íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ f , äå ìiíiìóì ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàä

êëàñîì óñiõ äîäàòíèõ ìið Ðàäîíà, ùî çîñåðåäæåíi íà çàäàíié íåêîìïàêòíié

çàìêíåíié ìíîæèíi A i çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi íîðìóâàííÿ òà êðàéîâi óìîâè.

Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, âèâ÷åíî âëà-

ñòèâîñòi ¨¨ íåïåðåðâíîñòi ó øèðîêié òà ñèëüíié òîïîëîãiÿõ, êîëè êðàéîâi óìîâè

òà ìíîæèíà A çìiíþþòüñÿ îäíî÷àñíî, äàíî îïèñ f -âàãîâîãî ïîòåíöiàëó ðiâíî-

âàæíî¨ ìiðè òà âèäiëåíî éîãî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi. Òàêi ðåçóëüòàòè ¹

íîâèìè íàâiòü äëÿ êëàñè÷íèõ ÿäåð, ùî iñòîòíî äëÿ ìîæëèâèõ çàñòîñóâàíü äî

çàäà÷ êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ôóíêöié òà iíäóñòðiàëüíî¨ ìàòåìàòèêè. Äèâ. [68].

Ðåçóëüòàòè âîñüìîãî ðîçäiëó ñòîñóþòüñÿ êîíñòðóêòèâíîãî òà ÷èñåëüíî-

ãî ðîçâ'ÿçàííÿ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ïðî ìiíiìóì åíåðãié Ðiñà çà íàÿâ-

íîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ íàä ìíîãîâèäàìè Ëiïøèöÿ. Ñóìiñíî ç H. Harbrecht òà

W.L. Wendland â Rn, n > 2, îòðèìàíî êîíñòðóêòèâíèé òà ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê
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âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ïðî ìiíiìóì åíåðãié âiäíîñíî ÿäðà Ðiñà |x − y|α−n,

1 < α < n, çà íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà íåïåðåòèííèõ

êîìïàêòíèõ (n − 1)-ðîçìiðíèõ ëiïøèöåâèõ ìíîãîâèäiâ Γi, i ∈ I, áåç êðàþ.

Öå ñòàëî ìîæëèâèì äÿêóþ÷è äîâåäåíié òåîðåìi ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ïî÷à-

òêîâî¨ çàäà÷i íàëåæíié çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà�Ñëîáîäåöüêîãî

H−ε/2(Γ), äå ε := α−1 i Γ :=
∪

i∈I Γi. Ó âèïàäêó äâîõ ìíîãîâèäiâ åêâiâàëåíòíà

çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ

ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ çàñòîñîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä,

ùî âèêîðèñòîâó¹ ðîçáèòòÿ Áóáíîâà�Ãàëåðêiíà ç êóñêîâî-ïîñòiéíèìè ãðàíè-

÷íèìè åëåìåíòàìè. Äèâ. [69, 73, 76, 79]. Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíi òóò ðåçóëü-

òàòè ÷èñåëüíî ïðîiëþñòðóâàëè àíàëiòè÷íî âñòàíîâëåíèé Í.Â. Çîðié åôåêò

âòðàòè ÷àñòèíè çàðÿäó íà íåñêií÷åííîñòi ïðè äîñÿãíåííi ðiâíîâàæíîãî ñòàíó.
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1 ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÑÊËÀÄÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÍÎ� ÌÅÕÀÍIÊÈ

ÌÅÒÎÄÀÌÈ

ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÂÈÌIÐÍÎÃÎ ÀÍÀËIÇÓ

1.1 Ïðîñòîðè êîíôiãóðàöié, ìiðè, óìîâè íà ïîòåíöiàë âçà-

¹ìîäi¨

Íåõàé σ � öå ìiðà Ëåáåãà â Rd. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(Rd), áîðåëiâñüêó σ-

àëãåáðó âiäêðèòèõ ìíîæèí â Rd, à ÷åðåç Bc(Rd) óñi ïiäìíîæèíè, ùî ìàþòü

êîìïàêòíå çàìèêàííÿ. Êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið Γ := ΓRd áóäå ñêëàäàòèñÿ

ç óñiõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Rd, òîáòî

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣ |γ ∩ Λ| <∞, äëÿ âñiõ Λ ∈ Bc(Rd)
}
, (1.1)

äå |A| ¹ ÷èñëî, ùî îçíà÷à¹ êiëüêiñòü òî÷îê â A. Öå äîñèòü ïðèðîäíå âèçíà-

÷åííÿ ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü, îñêiëüêè â îáìåæåíîìó îá'¹ìi íå ìîæå çíà-

õîäèòèñÿ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê. ßêùî ÷àñòèíêè ñèñòåìè íå ìàþòü

iíøèõ õàðàêòåðèñòèê (êðiì êîîðäèíàò, â ÿêèõ âîíè çîñåðåäæåíi), òî ôàçîâèé

ïðîñòið ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç êîíôiãóðàöiéíèì ïðîñòîðîì Γ. ßêùî æ êîæíà

÷àñòèíêà ñèñòåìè ìà¹ ùå iíøi õàðàêòåðèñòèêè, òàêi ÿê iìïóëüñ, ñïií, çàðÿä,

òîùî, òîäi ôàçîâèì ïðîñòîðîì ¹ òàê çâàíèé ìàðêîâàíèé êîíôiãóðàöiéíèé ïðî-

ñòið Γ̃. Ìè ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø ïðîñòèé ôàçîâèé ïðîñòið êëàñè÷íîãî òî÷êî-

âîãî ãàçó, êîæíà ÷àñòèíêà ÿêîãî â äîâiëüíié òî÷öi x ∈ γ ⊂ Rd ìà¹ iìïóëüñ

px = mvx ∈ Rd. Êîæíà òî÷êà γ̃ ∈ Γ̃ � öå íåñêií÷åííà ìíîæèíà ïàð (x, px), â

ÿêèõ x ∈ γ ∈ Γ, à px ∈ Rd:

Γ̃ :=
{
γ̃ = {(x, px)} | x ∈ γ, px ∈ Rd

}
. (1.2)

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó óñiõ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ïðîñòîðó Γ ÷åðåç Γ0.

Íàñïðàâäi Γ0 ¹ ïiäìíîæèíîþ Γ, àëå âîíà áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ñàìîñòiéíèé

êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið, â ÿêîìó íåçàëåæíèì ÷èíîì ìîæíà ââåñòè ñâîþ òî-

ïîëîãiþ. Âèçíà÷èìî ñïåðøó êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ

òî÷îê:

Γ(n) := {γ ∈ Γ | |γ| = n, n ∈ N} , Γ(0). (1.3)

ßêùî óñi òàêi êîíôiãóðàöi¨ çíàõîäÿòüñÿ â äåÿêié îáìåæåíié ìíîæèíi Λ ∈



17

Bc(Rd), òî âiäïîâiäíèé ïðîñòið áóäå:

Γ
(n)
Λ :=

{
γ ∈ Γ(n) | γ ⊂ Λ

}
. (1.4)

Â äîñëiäæåííi áàãàòüîõ òåðìîäèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íåñêií÷åííèõ

ñèñòåì âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rd íà åëåìåíòàðíi ãiïåðêó-

áèêè ç äîâæèíîþ ðåáåð a > 0, i öåíòðè ÿêèõ ðîçòàøîâàíi â òî÷êàõ r ∈ aZd ⊂
Rd:

∆a(r) := {x ∈ Rd | (ri − a/2) ≤ xi < (ri + a/2), i = 1, ..., d}. (1.5)

Áóäåìî ïèñàòè ∆ çàìiñòü ∆a(r), ÿêùî íå ìà¹ ïîòðåáè âêàçóâàòè, äå çíà-

õîäèòüñÿ öåíòð ãiïåðêóáèêà. Ïîçíà÷èìî òàêå ðîçáèòòÿ ÷åðåç ∆a. Äëÿ äîâiëü-

íîãî Λ ∈ Bc(Rd) i äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ∆a ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆a,Λ := {∆ ∈ ∆a |
∆ ∩ Λ ̸= ∅} ìiíiìàëüíå ïîêðèòòÿ Λ ãiïåðêóáèêàìè ∆ ∈ ∆a òàêèì ÷èíîì, ùî

Λ ⊆ Λa i lim
a→0

Λa = Λ. (1.6)

Çãiäíî ç iäåÿìè Ãiááñà ôiçè÷íèé ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ éìîâiðíiñíîþ

ìiðîþ, ÿêà áóäó¹òüñÿ ñïåðøó â äåÿêîìó îáìåæåíîìó îá'¹ìi ïðîñòîðó Rd â

çàëåæíîñòi âiä àíñàìáëþ (ìiêðîêàíîíi÷íîãî, êàíîíi÷íîãî àáî âåëèêîãî êàíî-

íi÷íîãî), ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ äëÿ êîíêðåòíî¨ çàäà÷i i ïîäàëüøîìó ãðàíè÷íî-

ìó òåðìîäèíàìi÷íîìó ïåðåõîäi. Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè ñòàòèñòè÷íî¨

ìåõàíiêè â ðàìêàõ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ i ïî÷íåìî öåé ðîçãëÿä ç

ñèñòåìè íåâçà¹ìîäiþ÷èõ òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê (iäåàëüíèé ãàç). Ñòàí iäåàëüíî-

ãî ãàçó â ðiâíîâàæíié ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi îïèñó¹òüñÿ ìiðîþ Ïóàññîíà πzσ

íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði Γ, äå z > 0 � öå àêòèâíiñòü (ôiçè÷íèé ïà-

ðàìåòð, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç ãóñòèíîþ ÷àñòèíîê â ñèñòåìi). Ìiðó πzσ ç ìiðîþ

iíòåíñèâíîñòi zσ ìè âèçíà÷èìî òðîõè íèæ÷å. Äëÿ öüîãî ñïåðøó ââåäåìî òàê

çâàíó ìiðó Ëåáåãà-Ïóàññîíà λzσ = λΛzσ íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié

ΓΛ, Λ ∈ Bc(Rd) (àáî Γ0 ) çà ôîðìóëîþ:∫
ΓΛ

F (γ)λzσ(dγ) :=
∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ

· · ·
∫
Λ

F ({x1, ..., xn})σ(dx1) · · · σ(dxn) =

=
∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ

· · ·
∫
Λ

Fn(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn, (1.7)

äëÿ âñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié F = {Fn}n≥0, Fn ∈ L∞(Λn) (àáî Fn ∈ L1(Rdn)).
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Ó âèïàäêó äâî÷àñòèíêîâîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ V2(x, y) = ϕ(|x−y|), äå
|x− y| � åâêëiäîâà âiäñòàíü ìiæ ÷àñòèíêàìè x, y ∈ Rd, ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ

âçà¹ìîäi¨:

U(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i<j≤n

ϕ(|xi − yj|). (1.8)

à åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè êîíôiãóðàöi¨ η i ÷àñòèíêàìè êîíôiãóðàöi¨

γ̄:

W (η; γ) :=
∑
x∈η,
y∈γ

ϕ(|x− y|). (1.9)

Îñíîâíèìè ôóíäàìåíòàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ

÷àñòèíîê ¹ âëàñòèâîñòi ñòiéêî¨, íàäñòiéêî¨ òà ïîñèëåíî íàäñòiéêî¨ âçà¹ìîäi¨.

Óìîâà ñòiéêîñòi ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ êîðåêòíîãî òåðìîäèíàìi÷íîãî îïèñó ñòàòè-

ñòè÷íèõ ñèñòåì ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê, iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ êî-

ðåëÿöiéíèõ ôóíêöié. Òàêà óìîâà ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíà ç äîïîìîãîþ ñè-

ñòåìè íåñêií÷åííîãî ÷èñëà íåðiâíîñòåé, êîæíà ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíié ñêií-

÷åííié ïiäñèñòåìi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç N ÷àñòèíîê, ÿêi ðîçòàøîâàíi ó òî÷êàõ

x1, ..., xN ïðîñòîðó Rd (äèâ. òàêîæ [18])íàñòóïíèì ÷èíîì:

Îçíà÷åííÿ 1.1. Âçà¹ìîäiÿ íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäñè-

ñòåìè ç êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê N ≥ 2 òà íàáîðîì êîîðäèíàò {x1, ..., xN} ∈ Rd

iñíó¹ êîíñòàíòà B ≥ 0 òàêà, ùî

U(x1, ..., xN) ≥ −BN. (1.10)

Îäíi¹þ ç íàéâàæëèâiøèõ óìîâ, ùî íàêëàäà¹òüñÿ íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨

ìiæ ÷àñòèíêàìè, ¹ óìîâà iíòåãðîâíîñòi íà íåñêií÷åííîñòi. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ

áóäü-ÿêèõ R > 0 ∫
|x|≥R

ϕ(|x|) dx < +∞. (1.11)

Óìîâè (1.10), (1.11) ¹ äîñòàòíiìè äëÿ ïîáóäîâè ìiðè Ãiááñà ñèñòåìè íå-

ñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê â îáëàñòi ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ β = (kBT )−1

òà z, äå T � òåìïåðàòóðà ñèñòåìè, z � àêòèâíiñòü, ÿêà áåçïîñåðåäíüî ïî-

â'ÿçàíà ç ãóñòèíîþ ñèñòåìè ÷àñòèíîê (äèâ. [18], ãëàâà 4), kB � êîíñòàíòà

Áîëüöìàíà, ùî çàáåçïå÷ó¹ ïåðåõiä âiä òåìïåðàòóðíî¨ äî åíåðãåòè÷íî¨ øêàëè.

Àëå äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè ìiðó Ãiááñà ó âèïàäêó ñèñòåìè íåñêií-

÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ β òà
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z, íåîáõiäíî íàêëàñòè äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà âçà¹ìîäiþ ìiæ ÷àñòèíêàìè.

Òàêîþ óìîâîþ ¹ óìîâà íàäñòiéêîñòi, ÿêó ââiâ Ðóåëü â ðîáîòi [19].

Îçíà÷åííÿ 1.2. ( [19]) Âçà¹ìîäiÿ íàçèâà¹òüñÿ íàäñòiéêîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêîãî ðîçáèòòÿ íà êóáè ∆a òà áóäü-ÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ = {x1, . . . , xn} ∈ Γ0

iñíóþòü òàêi êîíñòàíòè A > 0, B ≥ 0, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

U(γ) ≥
∑
∆∈∆a

[
A|γ∆|2 −B|γ∆|

]
. (1.12)

Ó öüîìó îãëÿäi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàê çâàíó ïîñèëåíî íàäñòié-

êó âçà¹ìîäiþ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Âçà¹ìîäiÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîñèëåíî íàäñòiéêîþ, ÿêùî iñíó¹

ðîçáèòòÿ ∆a0 i êîíñòàíòè A(a) > 0, B(a) ≥ 0, m ≥ 2 òàêi, ùî äëÿ äîâiëü-

íèõ 0 < a ≤ a0 i γ ∈ Γ0 âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà:

U(γ) ≥ A(a)
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

|γ∆|m −B(a)|γ|. (1.13)

Çàóâàæåííÿ 1.1. Íàäñòiéêi âçà¹ìîäi¨ áóëè ââåäåíi Ä. Ðþåëåì (äèâ. [17] àáî

[18], Ãë.3, § 3.2.9 i [19]). ß. Ì. Ïàðê (äèâ. [16]) âïåðøå âèêîðèñòàâ óìîâó

ïîñèëåíî¨ íàäñòiéêîñòi ç m > 2, ùîá äîâåñòè îáìåæåíiñòü åêñïîíåíòè âiä îïå-

ðàòîðà ëîêàëüíî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê äëÿ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷îãî

Áîçå ãàçó. Îçíà÷åííÿ 1.3 áóëî âïåðøå çàïðîïîíîâàíî â [20]. Íà âiäìiíó âiä

îçíà÷åííÿ Ïàðêà â íåðiâíiñòü (1.13) âêëþ÷à¹ âèïàäîê m = 2, àëå ç êîíñòàí-

òàìè, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà a. Ïîñèëåíî íàäñòiéêi âçà¹ìîäi¨ âêëþ÷àþòü

ïîòåíöiàëè, ÿêi íå ¹ iíòåãðîâíi â íóëi 0 ∈ Rd.

Óìîâè ñòiéêîñòi, íàäñòiéêîñòi òà ïîñèëåíî¨ íàäñòiéêîñòi, ñôîðìóëüîâàíi

â (1.10), (1.12) i (1.13), íàêëàäàþòü çàãàëüíi óìîâè íà õàðàêòåð åíåðãi¨ âçà-

¹ìîäi¨. Â ðàìêàõ íàáëèæåííÿ òàêèõ âçà¹ìîäié äâîõ÷àñòèíêîâèìè (ïàðíèìè)

ïîòåíöiàëàìè òðåáà çíàéòè íàéáiëüø îïòèìàëüíi äîñòàòíi óìîâè ¨õ âèêîíàí-

íÿ. Ïðèêëàäîì òàêèõ óìîâ, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòàíi â çâiòi ¹ íàñòóïíi:

(A): Óìîâè íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ Ðîçãëÿíåìî ïîòåíöiàëè çàãàëüíîãî

âèãëÿäó ϕ, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè íà R+\{0} i äëÿ ÿêèõ iñíóþòü

êîíñòàíòè r0 > 0, R > r0, φ0 > 0, φ1 > 0 i ε0 > 0 òàêi, ùî:

1) ϕ(|x|) ≡ −ϕ−(|x|) ≥ − φ1

|x|d+ε0
äëÿ |x| ≥ R;



20

2) ϕ(|x|) ≡ ϕ+(|x|) ≥ φ0

|x|s
, s ≥ d äëÿ |x| ≤ r0,

äå

ϕ+(|x|) := max{0;ϕ(|x|)}, ϕ−(|x|) := −min{0, ϕ(|x|)},

à

ϕ(|x|) = ϕ+(|x|) − ϕ−(|x|)

1.2 Åêñïîíåíöiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äåÿêèõ iíòåãðàëiâ çà

ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà òà éîãî çàñòîñóâàííÿ

Îäíèì iç ÿñêðàâèõ ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó íåñêií÷åííîâèìiðíî-

ãî ïóàññîíiâñüêîãî àíàëiçó ïðè äîñëiäæåííi íåñêií÷åííèõ ñèñòåì òî÷êîâèõ

÷àñòèíîê ¹ ðåçóëüòàò, ÿêèé áóäå ñôîðìóëüîâàíèé ó âèãëÿäi òåîðåìè 1.1.

Â ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó çâîäèòüñÿ äî àëãå-

áðà¨÷íèõ ïåðåòâîðåíü, íàïðèêëàä â ìîíîãðàôi¨ Ðþåëÿ [18]. Öå òàêîæ ñëiäó¹

ç ðîáîòè [], ïðîòå âèìàãà¹ ùå äîäàòêîâî ïåâíi êîìáiíàòîðíi ïåðåñóìóâàííÿ.

Ìè æ ñòàâèìî çà ìåòó ïðîäåìîíñòðóâàòè iíøèé âàðiàíò äîâåäåííÿ ôîðìó-

ëè (1.18). Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ¹ íàäçâè÷àéíî êîðèñíèì ïðè

âèâ÷åííi îêðåìèõ ïèòàíü ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, à ñàìå äëÿ çðó÷íîñòi îá-

÷èñëåííÿ äåÿêèõ êîìáiíàòîðíèõ ôîðìóë. Â äàíié ðîáîòi áóäóòü âèêîðèñòàíi

ìàòåìàòè÷íi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ Ïóàññîíà (â îáìåæåíîìó îá'¹-

ìi ìè ¨¨ íàçâàëè ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà). Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ìiðà Ïóàññî-

íà âèçíà÷à¹òüñÿ íà ïðîñòîði ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié åâêëiäîâîãî

ïðîñòîðó Rd i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè ïîáóäîâi ìiðè Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííèõ

ñèñòåì òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê.

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ôóíêöi¨ íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði ΓΛ, ùî ìàþòü

âèãëÿä:

Φ(γ) =

|γ|∑
k=1

∗∑
{γ1,...,γk}⊂γ

F (γ1)F (γ2) . . . F (γk), Φ(∅) = 1, (1.14)

äå ∗ â ìåæi ñóìè îçíà÷à¹, ùî ñóìóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ïî âñiõ k-íåïîðîæíiì

íåïåðåòèííèì ïiäìíîæèíàì γ, òîáòî

k∪
j=1

γj = γ, γi ∩ γj = ∅ äëÿ âñiõ i ̸= j, γi ̸= ∅, i, j ∈ {1, . . . , k} (1.15)
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Ôóíêöi¨ F : ΓΛ 7→ R àáî F : Γ0 7→ R ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ÿê íå-

ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié {Fn}n≥0 òàê, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨

êîíôiãóðàöi¨ γ = {x1, . . . , xn} ∈ (Rd)⊗n ìàòèìåìî:

F (γ) = F ({x1, . . . , xn}) = Fn(x1, . . . , xn) = F (xπ(1), . . . , xπ(n)), (1.16)

F (∅) = F0 ∈ R, π ∈ Pn, à Pn � ¹ ìíîæèíîþ ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ.

Òåîðåìà 1.1. [2] Íåõàé ôóíêöiÿ Φ ìà¹ âèãëÿä (1.14), à ôóíêöi¨ Fn, çàäàíi

ôîðìóëîþ (1.16), çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi îöiíêè:∫
Λ

. . .

∫
Λ

Fn(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn ≤ cnCΛn!, (1.17)

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä Λ. Òîäi áóäå ñïðàâäæóâàòèñü ðiâíiñòü:∫
ΓΛ

Φ(γ)λzσ(dγ) = e

∫
ΓΛ\{∅}

F (γ)λzσ(dγ)

(1.18)

äëÿ 0 < z < 1/2c.

Îäíèì iç ÿñêðàâèõ ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 1.1 ¹ ïðåäñòàâëåííÿ

âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó âèãëÿäi åêñïîíåíòè. Äàíèé ðåçóëüòàò ¹ íàäçâè-

÷àéíî âàæëèâèì äëÿ ïîáóäîâè òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ (çîêðåìà òèñêó)

ïðè ïåðåõîäi äî íåñêií÷åííîãî îá'¹ìó.

Òèñê ñèñòåìè ¹ ôóíêöi¹þ âiä àêòèâíîñòi z òà îáåðíåíîãî çíà÷åííÿ òåì-

ïåðàòóðè β = 1
kT , äå T � òåìïåðàòóðà ñèñòåìè, à k � ñòàëà Áîëüöìàíà.

Îá÷èñëþ¹ìî òèñê çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè:

p(z, β) = lim
Λ↑Rd

pΛ(z, β) := lim
Λ↑Rd

1

βσ(Λ)
logZΛ(z, β), (1.19)

äå ZΛ(z, β) � öå âåëèêà ñòàòèñòè÷íà ñóìà. Àíàëiòè÷íèé çàïèñ âåëèêî¨ ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ñóìè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi iíòåãðàëó çà ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà ïî

âñiì ìîæëèâèì êîíôiãóðàöiÿì ÷àñòèíîê âiä ôàêòîðà Áîëüöìàíà:

ZΛ(z, β) :=

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (1.20)

äå ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè

U(γ) =


0, äëÿ |γ| = 0 ∨ 1;∑
{x,y}⊂γ

ϕ(|x− y|) :=
∑

{x,y}⊂γ

ϕxy, äëÿ |γ| ≥ 2.
(1.21)
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Çàïèñ âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè ó âèãëÿäi (1.20) áóâ âiäîìèé ùå ç ðîáiò

Ð. À. Ìiíëîñà, ß. Ã. Ñiíàÿ òà ¨õ ó÷íiâ (1967-1968 ð.ð.), ÿêi ó ñâî¨õ äîñëiäæåí-

íÿõ çîñåðåäæóâàëè óâàãó íà âèâ÷åííi òåîði¨ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ, âëàñòèâîñòÿõ

êîíôiãóðàöiéíèõ ïðîñòîðiâ, à òàêîæ âïåðøå ðîçâèíóëè êîíòóðíó òåõíiêó äëÿ

àíàëiçó òà îöiíîê éìîâiðíîñòi ðiçíèõ êîíôiãóðàöié ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ñè-

ñòåìè ÷àñòèíîê.

Äëÿ òîãî, ùîá çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1.1 ç F (γ) = ΦT (γ) íåîáõiäíî îöiíèòè

ΦT (γ). Îöiíêè äëÿ òàêèõ ôóíêöié ìîæíà çíàéòè â ðîáîòi [18]:∫
Λ

. . .

∫
Λ

|ΦT ({x1, . . . , xn})|dx2 . . . dxn ≤ (n− 1)!e−2βB(e2βB+1C(β))n−1 (1.22)

Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 1.1 ç CΛ = σ(Λ)C (β)−1e−4βB−1 i c = e2βB+1C(β)

äëÿ òîãî, ùîá ïðåäñòàâèòè âåëèêó ñòàòèñòè÷íó ñóìó ó âèãëÿäi:

ZΛ(z, β) = e

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ)

(1.23)

Îñòàííÿ ðiâíiñòü òà îöiíêà (1.22) äîâîäÿòü iñíóâàííÿ òà àíàëiòè÷íiñòü

òèñêó. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (1.19), îòðèìó¹ìî:

pΛ(z, β) =
1

βσ(Λ)
logZΛ(z, β) =

1

βσ(Λ)

∫
ΓΛ\{ø}

ΦT (γ)λzσ(dγ) =

=
1

βσ(Λ)

∞∑
n=1

zn

n!

∫
Λ

. . .

∫
Λ

|ΦT ({x1, . . . , xn})|dx1 . . . dxn (1.24)

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî iñíóâàííÿ òà àíàëiòè÷íiñòü òèñêó ¹ íàñëiäêîì iñíó-

âàííÿ iíòåãðàëiâ âiä ôóíêöié ΦT ({x1, . . . , xn}) ïî x2, . . . , xn.

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ ãóñòèíè íåñêií÷åííî¨

ñèñòåìè òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê [18]:

ρ = z +
∞∑
n=2

zn

(n− 1)!

∫
Rd

. . .

∫
Rd

|ΦT ({x1, . . . , xn})|dx2 . . . dxn. (1.25)
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1.3 Ïîáóäîâà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè

çà äîïîìîãîþ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ iíòåãðàëiâ çà ìi-

ðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà

1.3.1 Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ðiâ-

íîâàæíèõ ñèñòåì

Çàïèøåìî âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρΛ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñèñòåìi,

ùî çíàõîäèòüñÿ â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈ Bc(Rd):

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ). (1.26)

Äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íà ΓΛ ¹ óìîâà ñòié-

êîñòi (1.10) ïðè |γ| = N . Öÿ óìîâà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îöiíêè:

1 ≤ ZΛ ≤ eze
βBσ(Λ) (1.27)

òà

0 ≤ ρΛ(η) ≤ Z−1
Λ eze

βBσ(Λ). (1.28)

Öi îöiíêè ¹ íàñëiäêîì óìîâè ñòiéêîñòi i âèçíà÷åííÿ iíòåãðàëó çà ìiðîþ Ëåáåãà-

Ïóàññîíà. Àëå îöiíêà (1.28) íå äà¹ ïiäñòàâ çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié ρΛ(η) ìà¹ òåðìîäèíàìi÷íó ãðàíèöþ ïðè Λ ↑ Rd.

Îäíèì ç ìåòîäiâ ïîáóäîâè êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ïðè íåñêií÷åííîìó îá'-

¹ìi ¹ ìåòîä ðiâíÿíü. Òðåáà îòðèìàòè ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρ i çíàéòè ¨õ

ðîçâ'ÿçîê. Îòðèìà¹ìî ñïåðøó òàêi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρΛ, òîáòî ó ñêií-

÷åííîìó îá'¹ìi. Âèäiëèìî äëÿ öüîãî â êîíôiãóðàöi¨ η äåÿêó òî÷êó x ∈ η i

ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ η(x̂) := η\{x}. Òîäi âèðàç (1.26) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âè-

ãëÿäi:

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βW (x;γ)e−βU(η(x̂)∪γ)λzσ(dγ). (1.29)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ó âèïàäêó ïàðíîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ åíåðãiÿ âçà-

¹ìîäi¨ äâîõ êîíôiãóðàöié çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.9). Òîäi åêñïîíåíòó â (1.29)

ìîæíà çïèñàòè ó âèãëÿäi:

e−βW (x;γ) =
∏
y∈γ

[
(e−βϕ(|x−y|) − 1) + 1

]
. (1.30)
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Äàëi äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ φ ∈ C(Rd) i äîâiëüíîãî γ ∈ ΓΛ ñïðà-

âåäëèâà ïðîñòà êîìáiíàòîðíà ôîðìóëà:∏
y∈γ

[1 + φ(y)] =
∑
ξ⊆γ

∏
y∈ξ

φ(y) (1.31)

Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ:

K(x; ξ) :=


∏

y∈ξ(e
−βϕ(|x−y|) − 1), |ξ| ≥ 1,

1, ξ = ∅
(1.32)

Òîäi âèðàç (1.29) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

∑
ξ⊆γ

K(x; ξ)e−βU(η(x̂)∪γ)λzσ(dγ). (1.33)

Çàñòîñó¹ìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (1.33) ðiâíiñòü (äèâ. [3]):

∫
ΓX

G(γ)
∑
η⊆γ

H(η, γ\η)λσ(dγ) =

∫
ΓX

∫
ΓX

G(η∪γ)H(η, γ)λσ(dγ)λσ(dη). (1.34)

ç ΓΛ çàìiñòü Γ0 i

G(γ) = e−βU(η(x̂)∪γ), (1.35)

H(ξ, γ\ξ) = K(x; ξ) ≡ K(x; ξ)11ΓΛ
(γ\ξ).

Òîäi

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

K(x; ξ)e−βU(η(x̂)∪ξ∪γ)λzσ(dγ)λzσ(dξ). (1.36)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíîãî ôóíêöiîíàëó (1.26), îòðèìà¹ìî îñòà-

òî÷íå ñïiââiäíîøåííÿ:

ρΛ(η) = ze−βW (x;η(x̂))

∫
ΓΛ

K(x; ξ)ρΛ(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ). (1.37)

Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi áóëà âèêîðèñòàíà ðiâíiñòü:∫
ΓΛ

z−|ξ|f(ξ)λzσ(dξ) =

∫
ΓΛ

f(ξ)λσ(dξ), (1.38)

ÿêà âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà çà ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà.
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Ôîðìàëüíî òàêå ñàìå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè i äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòå-

ìè â óñüîìó ïðîñòîði Rd:

ρ(η) = ze−βW (x;η(x̂))

∫
Γ0

K(x; ξ)ρ(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ), η ∈ Γ0. (1.39)

ßêùî iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè îáîõ ðiâíÿíü (1.37), (1.39), i ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(1.37) â äåÿêîìó ñåíñi ïðÿìó¹ äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.39) ïðè Λ ↑ Rd, òî âií

âiäïîâiäà¹ ñiì'¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ìiðè Ãiááñà. ßêùî òàêèé ðîçâ'ÿçîê ¹

¹äèíèì ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ z, β, òî âiäïîâiä-

íà ìiðà Ãiááñà áóäå âiäïîâiäàòè ¹äèíîìó ãiááñiâñüêîìó ñòàíó. ßêùî æ äåêiëü-

êà ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ z, β, òîäi

öi ðîçâ'ÿçêè áóäóòü âiäïîâiäàòè ðiçíèì ãiááñiâñüêèì ñòàíàì i òîäi êàæóòü,

ùî â ñèñòåìi â îêîëi öèõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé

ïåðåõiä.

1.3.2 Ðiâíÿííÿ BBGKY

Åâîëþöiÿ ñòàíó ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Áîãîëþáîâà, ÿêå ÿâëÿ¹

ñîáîþ íåñêií÷åííó ñèñòåìè iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ êîðåëÿöié-

íèõ ôóíêöié. Äàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè, ñåðåä ÿêèõ îñîáëèâó

ðîëü âiäiãðà¹ ïåðøèé ðîçâ'ÿçîê � ðîçïîäië Ãiááñà, ùî âèçíà÷à¹ ðiâíîâàæíèé

ñòàí ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì â îñíîâi ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ëåæàòü ðiâíÿííÿ

Áîãîëþáîâà, ÿêi ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷àþòü ÷åðåç ñòàöiîíàðíèé òà íåñòàöiî-

íàðíèé ðîçâ'ÿçêè ðiâíîâàæíèé òà íåðiâíîâàæíèé ñòàí ñòàòèñòè÷íî¨ ñèñòåìè.

Ðiâíÿííÿ Áîãîëþáîâà ðîçãëÿäàþòü ÿê àáñòðàêòíî åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ â

äåÿêîìó âèçíà÷åíîìó ôóíêöiîíàëüíîìó ïðîñòîði. Ùîá âèçíà÷èòè åâîëþöiþ

ñòàíó, ñëiä ïîáóäóâàòè äëÿ íèõ åâîëþöiéíèé îïåðàòîð. Âèíèêà¹ ïðîáëåìà:

îïåðàòîð â ðiâíÿííÿõ Áîãîëþáîâà ¹ íåîáìåæåíèé, à ôóíêöiîíàëüíèé ïðîñòið

ïîâèíåí ìàòè â ñîái ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó íåñêií÷åííèõ ñèñòåì. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó

öi¹¨ ïðîáëåìè â ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi áóëà ñòâîðåíà ïðîöåäóðà òåðìîäèíàìi-

÷íîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó � ñïåðøó áóäóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè, ùî îïèñóþòü ñòàí

ñêií÷åííèõ ñèñòåì, à äàëi ÷èñëî ÷àñòèíîê i îá'¹ì ïîñóäèíè ñïðÿìîâóþòü äî

íåñêií÷åííîñòi ïðè ñòàëié ãóñòèíi. Îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè îïèñóâàòèìóòü ñòàí

íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè.

Äëÿ òîãî, ùîá çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íåðiâíîâà-

æíî¨ ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê, òðåáà ðîçãëÿíóòè ¨õ â êîíôiãóðàöiéíî-

ìó ïðîñòîði ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðàöié Γ̃, âèçíà÷åíîìó â (1.2). Äëÿ äîâiëüíî¨
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êîíôiãóðàöi¨ γ̃ ∈ Γ̃ ç γ ∈ Γ0 ãàìiëüòîíiàí ñêëàäà¹òüñÿ ç êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨

÷àñòèíîê êîíôiãóðàöi¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ¨õ âçà¹ìîäi¨:

H(γ̃) = Ek(γ̃) + U(γ), Ek(γ̃) =
∑
x∈γ

p2x
2m

. (1.40)

Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó ñèñòåìó â äåÿêié îáìåæåíié îáëàñòi Λ ⊂ Rd. Âà-

æëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñèñòåìè ¹ ïîâåäiíêà ÷àñòèíîê ïîáëèçó ãðàíèöi ∂Λ

ïîñóäèíè Λ. Çàäàìî òàêi ãðàíè÷íi óìîâè çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî çîâíiøíüîãî

ïîëÿ uΛ(x), x ∈ Λ:

uΛ(x) :=

+∞, ÿêùî x ∈ ∂Λ,

0, ÿêùî x ∈ Λδ,
(1.41)

äå îáëàñòü Λδ ìiñòèòü òî÷êè x ∈ Λ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà âiäñòàíi d ≥ δ >

0 âiä ∂Λ. Â îáëàñòi Λ\Λδ ôóíêöiÿ uΛ(x) ¹ ãëàäêîþ ïîçèòèâíîþ ôóíêöi¹þ.

Ãàìiëüòîíiàí òàêî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä:

HΛ(γ̃) = Ek(γ̃) + UΛ(γ), UΛ(γ) := U(γ) +
∑
x∈γ

uΛ(x), γ ∈ ΓΛ. (1.42)

Âèâiä ðiâíÿíü BBGKY. Â ðàìêàõ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ âèðàç

äëÿ ùiëüíîñòi ìiðè Ãiááñà áóäå ìàòè âèãëÿä:

DΛ(γ̃, N) =
1

ZΛ

1

N !
eβµN−βE(γ̃), N = |γ̃|, (1.43)

äå µ � õiìi÷íèé ïîòåíöiàë, à ZΛ � âåëèêà ñòàòèñòè÷íà ñóìà, ùî âèðàæà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ:

ZΛ =
∑
N≥0

1

N !

∫
Γ̃
(N)
Λ

dγ̃eβµN−βE(γ̃), dγ̃ := (dσ̃)N := (dσ ⊗ dp)N . (1.44)

Åâîëþöiÿ ùiëüíîñòi ìiðè Ãiááñà îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ëióâiëÿ:

∂

∂t
DΛ(t; γ̃) = {HΛγ̃, D(t; γ̃)}P = (1.45)

=
∑
x∈γ

[∇xH
Λ(γ̃) · ∇pxDΛ(t; γ̃) −∇pxH

Λ(γ̃) · ∇xDΛ(t; γ̃)],

äå {·, ·}P � öå äóæêè Ïóàññîíà, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äðóãîþ ñòði÷êîþ ðiâíÿííÿ

(1.45), à ∇x(∇px) � ãðàäi¹íò çà çìiííîþ x(px). Òðåáà òàêîæ çàäàòè ïî÷àòêî-

âèé ðîçïîäië:

DΛ(t; γ̃)|t=0 = D0
Λ(γ̃). (1.46)
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Âèõîäÿ÷è ç âèãëÿäó ãàìiëüòîíiàíó (äèâ. (1.40) � (1.42)), ãðàíè÷íi óìîâè

äëÿ ôóíêöié DΛ(t; γ̃) ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

DΛ(t; γ̃)|∀x∈γ,x∈∂Λ = DΛ(t; γ̃)|∀x∈γ,p(α)x =±∞,α=1,d
= 0. (1.47)

Åâîëþöiÿ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëóD0
Λ(γ̃) îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ëió-

âiëÿ (1.45) i âèçíà÷à¹òüñÿ åâîëþöi¹þ ïî÷àòêîâî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ = {x̃1, . . . , x̃N},
N = |γ|, àáî íà ìîâi ïóàññîíiâñüêèõ ïîëiâ:

γ̃(x̃) =
N∑
i=1

δ(x̃− x̃i) = δ(x− xi)δ(px − pxi
). (1.48)

Ñòàí ñèñòåìè ÷àñòèíîê â ìîìåíò ÷àñó t áóäå âèçíà÷àòèñü êîíôiãóðàöi¹þ

γ̃t = {x1(t), . . . , xN(t)}, γ̃t(x̃) =
N∑
i=1

δ(x̃− x̃i(t)), x̃i(t) = x̃i(t, γ̃), (1.49)

äå òî÷êè êîíôiãóðàöi¨ x̃i(t) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü Ãàìiëüòîíà:

dpxi
(t)

dt
= −∂H

Λ(γ̃t)

∂xi(t)
,
dxi(t)

dt
=
∂HΛ(γ̃t)

∂pxi
(t)

. (1.50)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Tt îïåðàòîð çñóâó âçäîâæ òðà¹êòîði¨ ÷àñòèíîê. Òîäi

Ttγ̃ = γ̃t. (1.51)

Çàóâàæèìî, ÿêùî Γ̃Λ ç Λ ∈ Bc ¹ ôàçîâèì ïðîñòîðîì ñèñòåìè ÷àñòèíîê,

åâîëþöiÿ ôàçîâèõ òî÷îê γ̃ ∈ Γ̃Λ ÿêèõ îïèñó¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü Ãàìiëüòîíà

(1.50) ç ãàìiëüòîíiàíîì (1.42), òîäi ìiðà

µtDΛ
(dγ̃) := DΛ(t; γ̃)λσ̃(dγ̃), t ≥ 0 (1.52)

¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî çñóâiâ Tt:∫
Γ̃Λ

F (γ̃)µtDΛ
(dγ̃) =

∫
Γ̃Λ

F (Ttγ̃)µ0DΛ
(dγ̃) (1.53)

äëÿ ôóíêöié F , äëÿ ÿêèõ iíòåãðàëè â (1.53) ïðèéìàþòü ñêií÷åííå çíà÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ ¹ íàñëiäêîì âiäîìî¨ òåîðåìè Ëióâiëÿ òà âèçíà÷åííÿ ìiðè λσ̃.

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü íåðiâíîâàæíié äèíàìiöi, âèçíà÷à-

þòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

ρΛ(t; η̃) =

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃), (1.54)



28

äå σ̃ � ìiðà Ëåáåãà â Rd⊗Rd, òîáòî dσ̃ = dxdpx. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíÿííÿ

(1.54). Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ëióâiëÿ òà ñïiââiäíîøåííÿ:

∇xH
Λ(γ̃) :=

∇xU
Λ(η) + ∇xW (η; γ), ÿêùî x ∈ η,

∇xU
Λ(γ) + ∇xW (η; γ), ÿêùî x ∈ γ,

(1.55)

∇pxH
Λ(γ̃) =

1

m
px, x ∈ η ∪ γ, (1.56)

îòðèìó¹ìî:

∂

∂t
ρΛ(t; η̃) =

∑
x∈η

[
∇xU

Λ(η) · ∇pxρΛ(t; η̃) − 1

m
px · ∇xρΛ(t; η̃)

]
+ (1.57)

+
∑
x∈η

∫
Γ̃Λ

∑
y∈γ

∇xϕ(|x− y|) · ∇pxDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃)+

+

∫
Γ̃Λ

∑
x∈γ

∇xH
Λ(η̃ ∪ γ̃) · ∇pxDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃)−

−
∫
Γ̃Λ

∑
x∈γ

∇pxH
Λ(η̃ ∪ γ̃) · ∇xDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃).

Çàñòîñó¹ìî äî 2-ãî, 3-ãî i 4-ãî äîäàíêiâ ðiâíÿííÿ (1.57) ôîðìóëó Ìåê-

êå, ÿêà ìà¹ ìiñöå òàêîæ íà ïðîñòîði Γ̃Λ äëÿ ìiðè λσ̃. Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åí-

íÿ (1.54) òà ãðàíè÷íi óìîâè (1.47), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ Áîãîëþáîâà-Áîðíà-

Ãðiíà-Êiðêâóäà-Iâîíà:

∂

∂t
ρΛ(t; η̃) =

∑
x∈η

[
∇xU

Λ(η) · ∇pxρΛ(t; η̃) − 1

m
px · ∇xρΛ(t; η̃)

]
+ (1.58)

+
∑
x∈η

∫
Λ

∫
Rd

∇xϕ(|x− y|) · ∇pxρΛ(t; η̃ ∪ {(y, py)})dydpy.

Ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü BBGKY. Ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó,

ïîäiáíó äî ôîðìóëè (1.26), çàïèøåìî ñïåðøó òâiðíèé ôóíêöiîíàë äëÿ ïîñëi-

äîâíîñòi ôóíêöié ρΛn(t; x̃1, . . . , x̃n):

FΛ(t; j) =
∞∑
n=0

1

n!

∫
Λn

∫
Rdn

(dx̃)nρΛn(t; x̃1, . . . , x̃n)j(x̃1) · · · j(x̃n) =

=

∫
Γ̃Λ

ρΛ(t; η̃)
∏
x̃∈η̃

j(x̃)λσ̃(dη̃) (1.59)
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Ïiäñòàâèìî ó öþ ôîðìóëó âèçíà÷åííÿ (1.54) i çàñòîñó¹ìî ðiâíiñòü (1.34), ÿêà

ñïðàâåäëèâà i äëÿ ìiðè λσ̃ íà ïðîñòîði Γ̃Λ ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðàöié γ̃ ç X =

Λ ⊗ Rd, G(η̃ ∪ γ̃) = DΛ(t, η̃ ∪ γ̃) i H(η̃, γ̃) = (
∏

x̃∈η̃ j(x̃)11Λ(γ). Â ðåçóëüòàòi

îòðèìó¹ìî:

FΛ(t; j) =

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃)
∑
η̃⊆γ̃

∏
x̃∈η̃

j(x̃)λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃)e<γ̃,log(1+j)>λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃) : e<γ̃,j> : λσ̃(dγ̃), (1.60)

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ ôîðìóëîþ

: e<γ,g> := exp[< γ, log(1 + g) >]. (1.61)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (1.53). Òîäi îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî íàñòóïíå ïðåä-

ñòàâëåííÿ äëÿ òâiðíîãî ôóíêöiîíàëó:

FΛ(t; j) =

∫
Γ̃Λ

: e<γ̃t;j> : DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃) = (1.62)

=

∫
Γ̃Λ

exp[< γt, log(1 + j) >]DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃)

i àâòîìàòè÷íî äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié:

ρΛ(t, η̃) =

∫
Γ̃Λ

:
∏
x̃∈η̃

γ̃t(x̃) : DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃). (1.63)

Çàëèøà¹òüñÿ ç'ÿñóâàòè, ÿêèì ÷èíîì âèçíà÷èòè åâîëþöiþ ïóàññîíiâñüêîãî

ïîëÿ, òîáòî ôóíêöiþ γ̃t (äèâ. (1.49)).

Äëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî äèôåðåíöiþâàííÿ ïî çìiííié t ôóíêöiîíàëó FΛ(t; j)

ó ôîðìóëi (1.60), âñòàâëÿþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ Ëióâiëÿ (1.45). Çàñòî-

ñó¹ìî çíîâó ôîðìóëó Ìåêêå i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè (1.55),(1.56):

∂FΛ(t; j)

∂t
=

=

∫
Γ̃Λ

∫
Λ

∫
Rd

[
∇xW

Λ
x (γ) · ∇pxDΛ(t; γ̃ ∪ {x})

]
: e<γ̃∪{x},j> : dx̃λσ̃(dγ̃)−

−
∫
Γ̃Λ

∫
Λ

∫
Rd

[
1

m
px · ∇xDΛ(t; γ̃ ∪ {x})

]
: e<γ̃∪{x},j> : dx̃λσ̃(dγ̃), (1.64)
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äå WΛ
x (γ) := W (x; γ) + uΛ(x). Âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íi óìîâè (1.47), âèêîíà¹ìî

iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè ïî çìiííié px ó ïåðøîìó äîäàíêó i ïî çìiííié x

� ó äðóãîìó äîäàíêó, äiþ÷è âiäïîâiäíèìè îïåðàòîðàìè ∇px i ∇x íà ôàêòîð

: exp[< γ̃ ∪ {x}, j >] :. Äàëi çíîâó çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Ìåêêå, ïîâåðòàþ÷èñü

äî ñóìóâàííÿ ïî òî÷êàõ êîíôiãóðàöi¨ γ̃ i çàìiíÿþ÷è öå ñóìóâàííÿ ââåäåí-

íÿì iíòåãðàëó âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîëÿ γ̃(x̃). Ïiñëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî ùå ðàç

iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè â öèõ iíòåãðàëàõ â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié,

òîáòî ïåðåêèäàþ÷è îïåðàòîðè ∇px i ∇x íà ïóàññîíiâñüêi ïîëÿ. Òîäi îñòàòî÷íî

îòðèìà¹ìî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ:

∂FΛ(t; j)

∂t
= −

∫
Γ̃Λ

λσ̃(dγ̃)DΛ(t; γ̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃

(
1

m
px · ∇xγ̃(x̃)−

− : ∇pxγ̃(x̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃′γ̃(x̃′) : ·(∇xϕ(|x−x′|)+∇xu
Λ(x))

)
δ

γ̃(x)
: e<γ̃,j> :, (1.65)

äå

: γ̃(x̃)γ̃(x̃′) := γ̃(x̃)γ̃(x̃′) − δ(x̃− x̃′),

ùî óñóâà¹ äîäàíîê ∇xϕ(|x− x′|) ïðè x− x′ = 0. Àíàëîãi÷íî, äèôåðåíöiþþ÷è

FΛ(t; j) ó ôîðìóëi (1.64), îòðèìà¹ìî âèðàç, ÿêèé ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ðiâíîñòi

(1.53) áóäå çáiãàòèñü ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (1.65), ÿêùî ôóíêöiÿ γ̃t(x̃), áóäå

çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ Âëàñîâà

∂γ̃t(x̃)

∂t
= − 1

m
px · ∇xγ̃t(x̃)+ (1.66)

+ : ∇pxγ̃t(x̃)

∫
Λ

∫
Rd

dx̃′γ̃′t(x̃
′) : ·(∇xϕ(|x− x′|) + ∇xu

Λ(x))

ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, ëåãêî ïåðåâiðèòè

áåçïîñåðåäíüî, ùî âèðàç (1.63) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.58).

1.4 Àïðîêñèàöi¨ íåïåðåðâíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì

1.4.1 Àïðîêñèìàöiÿ ôiíiòíèìè ïîòåíöiàëàìè

Ïðîáëåìà àïðîêñèìàöi¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íåñêií÷åííèõ ñèñòåì, âçà-

¹ìîäiÿ â ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîòåíöiàëîì ç íåñêií÷åííèì ðàäióñîì äi¨, êîðå-

ëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè, ùî âiäïîâiäàþòü ôiíiòíèì ïîòåíöiàëàì ¹ òåõíi÷íîþ.

Äóæå ÷àñòî âîíà äîïîìîãà¹ çíà÷íî ñïðîñòèòè äîâåäåííÿ äåÿêèõ âàæëèâèõ

ðåçóëüòàòiâ. Äëÿ îáìåæåíèõ ñèñòåì, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â äåÿêîìó êîíòåéíåði

Λ çáiæíiñòü êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρΛR äî ôóíêöié ρΛ ¹ íàñëiäêîì ïîòî÷êîâî¨
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çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ïîòåíöiàëiâ {ϕR} äî ïîòåíöiàëó ϕ i óìîâè ñòiéêîñòi

âçà¹ìîäi¨. Â òîé æå ÷àñ äëÿ ãðàíè÷íèõ(Λ ↑ Rd) ôóíêöié ρR i ρ òàêà çáiæíiñòü

íå ¹ î÷åâèäíîþ. Ñèòóàöiÿ òðîõè ñïðîùó¹òüñÿ â îáëàñòi ðåãóëÿðíîñòi òåðìî-

äèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ: àêòèâíîñòi z i îáåðíåíî¨ òåìïåðàòóðè β. Ó öüîìó

âèïàäêó êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü ðâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà,

àëå ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà KR íå çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âè, ùî çàáåçïå÷óþòü ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü äî âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðàK. Òîìó

ïðîáëåìà çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρR, ÿêi ïîáóäîâàíi

çà ïîòåíöiàëàìè ϕR, äî ôóíêöié ρ íå ¹ çîâñiì òðèâiàëüíîþ.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà (1.37) (àáî (1.39)) ìîæå áóòè çà-

ïèñàíà ó âèãëÿäi ¹äèíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (äèâ. [18])

ρ = zK̃ρ+ zδ, (1.67)

äå îïåðàòîð K̃ äi¹ íà äîâiëüíó ôóíêöiþ φ ∈ Eξ ó âiäïîâiäíîñòi ç ïðàâèëîì

(K̃φ)({x1}) =
∞∑
k=1

1

k!

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

k∏
i=1

(
e−βϕ(|yi−x1|) − 1

)
×

φ({y1, . . . , yk})dy1 · · · dyk ÿêùî |η| = 1 (η = {x1}); (1.68)

(K̃φ)(η) =
∑
x∈η

π̃(x; η \ {x})e−βW (x;η\{x})[φ(η \ {x})+

∞∑
k=1

1

k!

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

k∏
i=1

(
e−βϕ(|yi−x|) − 1

)
×

φ(η \ {x} ∪ {y1, . . . , yk})dy1 · · · dyk
]
, ÿêùî |η| ≥ 2, (1.69)

äå

π̃(x; η \ {x}) =
πW (x; η \ {x})∑

y∈η
πW (y; η \ {y})

, (1.70)

πW (x; η \ {x}) =

1 ÿêùî W (x; η \ {x}) ≥ −2B,

0 ó ðåøòi âèïàäêiâ,
(1.71)

ρ := {ρ(η; z, β)}η∈Γ0\∅, (1.72)

δ(η) =

1 ÿêùî |η| = 1,

0 ó ðåøòi âèïàäêiâ,
(1.73)
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Çàóâàæåííÿ 1.2. Îïåðàòîð K̃ = ΠK ó ïîçíà÷åííÿõ Ä. Ðþåëÿ [18], à (1.70),

(1.71) ¹ ðåàëiçàöiÿ îïåðàòîðà Π. Ïðè öüîìó îïåðàòîð

K : Eξ → Ee2βBξ, à îïåðàòîð K̃ : Eξ → Eξ.

Îïåðàòîð K̃ ¹ îáìåæåíèì îïåðàòîðîì ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Eξ.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.67) ìîæíà ïîäàòè ó ôîðìi çáiæíèõ ó ïðîñòîði Eξ

(òà òî÷êîâî çáiæíèõ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ Γ0 ) ðÿäiâ

ρ(η; z, β) =
∞∑
n=0

zn+1(K̃nδ)(η; z, β), (1.74)

ÿêùî âçà¹ìîäiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A), à çíà÷åíÿ àêòèâíîñòi z íàëåæèòü

êðóãó:

|z| ≤ e−2βBξe−ξC(β) (1.75)

Îïòèìàëüíèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà ξ ¹ ξ = C(β)−1, äå

C(β) =

∫
Rd

∣∣∣e−βϕ(|x|) − 1
∣∣∣ dx. (1.76)

Ïðåäñòàâèìî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ ó âèãëÿäi:

ϕ = ϕR + ∆ϕR, (1.77)

äå

ϕR(|x|) =

{
ϕ(|x|), for |x| ≤ R

0, for |x| > R,
∆ϕR(|x|) =

{
ϕ(|x|), for |x| ≥ R

0, for |x| < R.

(1.78)

Íåõàé R ≥ R0. Òîäi

∆ϕR ≤ 0. (1.79)

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü ïîòåíöiàëó ϕR ïîçíà÷èìî ÷åðåç

ρR(η; z, β). Î÷åâèäíî, ùî âîíè çàäîâiëüíÿþòü òàêèì ñàìèì ðiâíÿííÿì Êiðêâóäà-

Çàëüöáóðãà ç îïåðàòîðîì K̃R, ÿêèé äi¹ çà ôîðìóëàìè (1.68), (1.69) ç ïîòåíöi-

àëîì ϕR çàìñòü ϕ:

ρR = zK̃RρR + zδ, (1.80)

à éîãî ðîçâÿçêè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ðÿäîì

ρR(·; z, β) =
∞∑
n=0

zn+1
((
K̃R

)n

δ
)

(·; z, β). (1.81)

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ òåîðåìè.
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Òåîðåìà 1.2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ(|x|) ¹ íåïåðåðâíèì íà

R+ \ {0} i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (A). Òîäi, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü ïà-

ðàìåòðà z, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (1.75), ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-

Çàëüöáóðãà (1.80) äëÿ ρR ïðÿìó¹ äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.67) çà íîðìîþ

ïðîñòîðó Eξ:

lim
R→∞

∥ρ − ρR∥ξ = 0. (1.82)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ñëiäó¹ ç îöiíêè ðÿäó

ρ − ρR =
∞∑
n=0

zn+1(K̃n − K̃n
R)δ (1.83)

ó áàíàõîâîìó ïðîñüîði Eξ. Âîíî ïðèâåäåíî â ðîáîòi [5].

1.4.2 Ìîäåëü êîìiðêîâîãî ãàçó

Îçíà÷åííÿ 1.4. Äëÿ çàäàíîãî ðîçáèòòÿ ∆a ïðîñòîðó Rd ñèñòåìà êîìiðêîâîãî

ãàçó (ÊÃ) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì êîíôiãóðàöiéíèì ïðîñòîðîì

Γ̃(a) = Γ̃∆a
:=

{
γ ∈ Γ| |γ∆| = 0 ∨ 1 äëÿ âñiõ ∆ ∈ ∆a

}
, (1.84)

Ñiì'ÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ÊÃ âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî (1.26):

ρ
(a)
Λ (η̃) =

z|η̃|

Z
(a)
Λ

∫
Γ̃
(a)
Λ

e−βU(η̃∪γ̃)λ(a)zσ (dγ̃), η̃ ∈ Γ̃Λ, Λ ∈ Bc(∆a), (1.85)

Z
(a)
Λ =

∫
Γ̃
(a)
Λ

e−βU(γ̃)λ(a)zσ (dγ̃). (1.86)

Ïðàâó ÷àñòèíó (1.85) ìîæíà ïåðåïèñàòè çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëó çà ìiðîþ

λzσ íà ΓΛ:

ρ
(a)
Λ (η̃) = ρ

(a)
Λ (η) =

z|η|

Z
(a)
Λ

∫
ΓΛ\Λη

e−βU(η∪γ)
∏
∆∈∆a

χ∆
−(γ∆)λzσ(dγ), (1.87)

äå Λη := ∪
∆:∆∩η ̸=∅

∆, à

χ∆
−(γ) =

{
1, ÿêùî |γ∆| = 0 ∨ 1,

0, â iíøîìó âèïàäêó.
(1.88)

Äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ òèñêó i âiëüíî¨ åíåðãi¨ íà îäíó ÷àñòèí-

êó ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíi òåîðåìè.
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Òåîðåìà 1.3. [3] Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A). Òîäi

iñíóþòü ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó òèñêó

p(z, β) =
1

β
lim
l→∞

1

|Λl|
logZΛl

(z, β), (1.89)

i

p(a)(z, β) =
1

β
lim
l→∞

1

|Λl|
logZ

(a)
Λl

(z, β) (1.90)

i äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ a1 = a1(z, β, ε) > 0 òàêå, ùî:

|p(z, β) − p(a)(z, β)| < ε (1.91)

äëÿ âñiõ ïîçèòèâíèõ çíà÷åíü z, β i a ∈ (0, a1(z, β, ε)).

Òåîðåìà 1.4. [8] Íåõàé äâî÷àñòèíêîâèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ(|x|) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè (A) Òîäi iñíó¹ äåÿêå o ≤ v0 < ∞ òàêå, ùî äëÿ âñiõ v > v0

iñíó¹ ãðàíèöÿ

f (a)(v, β) = lim
N→∞
Λ↑Rd

f
(a)
Λ (N, β) := lim

N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZΛ(N, β) (1.92)

Ôóíêöiÿ f (a)(v, β) ¹ ìîíîòîííî íåïåðåðâíîþ âèïóêëîþ ôóíêöi¹þ âiä v.

Òåîðåìà 1.5. [8] Íåõàé äâî÷àñòèíêîâèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ(|x|) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè (A). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó

ðîçáèòòÿ a1 = a1(v, ε) > 0 òàêå, ùî óìîâà

|f(v, β) − f (a)(v, β)| < ε (1.93)

áóäå âèêîíóâàòèñü äëÿ âñiõ ïîçèòèâíèõ çíà÷åíü v, β i a ∈ (0; a1(v, ε)).

1.5 Íîâi ðîçêëàäè äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié

1.5.1 Ðîçêëàä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà äëÿ ñèñòåì ç ïîñèëåíî íàä-

ñòiéêîþ âçà¹ìîäi¹þ

Îäíèì iç ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì ¹ ðîçêëàä âåëè÷èí,

ùî ¨õ õàðàêòåðèçóþòü, çà ñòåïåíÿìè àêòèâíîñòi z. Òàêèé ðîçêëàä íàçèâàþòü

ðîçêëàäîì Ìàé¹ðà. Iñíóþòü ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà îá÷èñëþâàòè

êîåôiöi¹íòè òàêîãî ðîçêëàäó, îäíèì iç ÿêèõ ¹ ìåòîä Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà

[21]. Îñîáëèâiñòþ öüîãî ìåòîäó ¹ íîâà ôîðìà çàïèñó êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó,

àíàëiòè÷íèé âèãëÿä ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ âêëàäàìè âiä ãðàôiâ-äåðåâ íà âiäìiíó
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âiä ìàé¹ðiâñüêèõ ãðàôiâ. Àíàëiòè÷íèì âêëàäîì êîæíî¨ ëiíi¨, ùî ç'¹äíó¹ äâi

âåðøèíè x ∈ Rd i y ∈ Rd òàêîãî ãðàôà ¹ ïàðíèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ϕ(|x −
y|), ÿêèé ïîâèíåí áóòè iíòåãðîâàíèì. Â ìåòîäi Áðiäæåñà�Ôåäåðáóøà çíà÷íî

ñïðîùó¹òüñÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðÿäiâ â îáëàñòi ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà

àêòèâíîñòi.

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê, ÿêi âçà¹ìîäiþòü íå-

iíòåãðîâíèì â îêîëi íóëÿ ïîòåíöiàëîì. Òàêi ñèñòåìè ìîæíà ðîçãëÿäàòè â ðàì-

êàõ ìîäåëi òàê çâàíîãî êîìiðêîâîãî ãàçó, ÿêà áóëà ââåäåíà Î.Ë. Ðåáåíêîì [6]

ÿê àïðîêñèìàöiÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè ç ïîñèëåíî íàä-

ñòiéêèìè âçà¹ìîäiÿìè [20]. Ïîòåíöiàëè òàêèõ âçà¹ìîäié íå ¹ iíòåãðîâíèìè,

òîìó áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè ìåòîä Áðiäæåñà-Ôåäåðáóøà äî òàêèõ ñèñòå-

ìè íå ìîæíà. Ïîñèëåíî íàäñòiéêi ïîòåíöiàëè, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî íå çàäî-

âîëüíÿþòü öèì âèìîãàì. Òîìó ïîòðiáíî çàñòîñóâàòè äåÿêi ïðîìiæíi òåõíi÷íi

êîíñòðóêöi¨, ùîá êîðåêòíî ïîáóäóâàòè öåé ðîçêëàä.

Çáiæíiñòü ðîçêëàäó Ìàé¹ðà âèðàæà¹ íàñòóïíà òåîðåìà [4].

Òåîðåìà 1.6. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A). Òîäi iñíó¹

ãðàíèöÿ

lim
Λ↑Rd

1

σ(Λ)
logZΛ(z, β) = βp(z, β) =

∞∑
n=1

bn(β)zn (1.94)

äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü àêòèâíîñòi z, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íåðiâíiñòþ:

zβeβB1+1(∥φ∥1 + ∥u∥1) < 1, (1.95)

äå

∥f∥1 :=

∫
Rd

|f(x)|dx <∞. (1.96)

1.5.2 Ïðî íîâó ôîðìó çàïèñó ðîçêëàäiâ Ìàé¹ðà

Ó öüîìó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíà íîâà ôîðìà çàïèñó ðîçêëàäiâ Ìàé¹ðà

äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíi-

êè. Iäåÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîá ðîçäiëèòè äîäàòíþ i âiä'¹ìíó ÷àñòèíè ïîòåíöiàëó

âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè i âëàøòóâàòè ðîçêëàä òiëüêè çà ôóíêöiÿìè Óðñåë-

ëà âiä'¹ìíî¨ ÷àñòèíè, ÿêà iíòåãðó¹òüñÿ çà ìiðîþ Ãiááñà, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äîäà-

òíüîþ ÷àñòèíîþ ïîòåíöiàëó. Òàêèé çàïèñ äà¹ ìîæëèâiñòü ïîêðàùèòè ðàäióñ

çáiæíîñòi ðîçêëàäiâ Ìàé¹ðà i äîñëiäèòè äåÿêi íîâi âëàñòèâîñòi òåðìîäèíàìi-

÷íèõ ïîòåíöiàëiâ.
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Äëÿ ïîáóäîâè ðîçêëàäó, ÿêèé ìè õî÷åìî ðîçãëÿíóòè, ìè ñêîðèñòà¹ìî-

ñÿ ñòàíäàðòíîþ ïðîöåäóðîþ òiëüêè äëÿ åêñïîíåíòè âiä åíåðãi¨, ÿêà âðàõîâó¹

òiëüêè âiä'¹ìíó ÷àñòèíó ïîòåíöiàëó ϕ− (ϕ = ϕ+ +ϕ−) i çàïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi:

e−βU−(γ) =
∑
η⊂γ

F̃ (η), F̃ (∅) = 1, (1.97)

F̃ (η) =

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1) · · ·F (ηk), (1.98)

F ({x}) = 0 i F (η) = ΦT
−(η) äëÿ |η| ≥ 2, à âèðàç äëÿ ΦT

−(η) âiäðiçíÿþòüñÿ

âiä ôóíêöié Óðñåëà ΦT (η) òèì, ùî ó êîæíîìó çâ'ÿçíîìó ãðàôi, âíåñîê ÿêîãî

âõîäèòü ó âèçíà÷åííÿ ΦT
−(η), àíàëiòè÷íèé âèðàç Cxy, ÿêèé âiäïîâiäà¹ êîæíié

ëiíi¨ ãðàôà, òðåáà çàìiíèòè íà ôóíêöi¨ C−
xy := e−βϕ−

xy − 1. Òîäi âåëèêà

ñòàòèñòè÷íà ñóìà íàáóâà¹ âèãëÿäó:

ZΛ(z, β) = Z
(+)
Λ (z, β)

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

F̃ (η) µ+Λ(dγ), (1.99)

äå µ+Λ öå ìiðà Ãiááñà â Λ, ÿêà âiäïîâiäà¹ âçà¹ìîäi¨ ϕ+. Äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè

ðiâíîñòi (1.99) çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó:∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

F̃ (η) µ+Λ(dγ) =

∫
ΓΛ

F̃ (η) ρ(+)(η) λσ(dη), (1.100)

äå ρ(+)(η) ñiì'ÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ÿêi âiäïîâiäàþòü âçà¹ìîäi¨ ϕ+. Âðàõî-

âóþ÷è âèãëÿä ôóíêöi¨ F̃ (η) â (1.98), ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç â (1.100) ïðåäñòà-

âèìî ó âèãëÿäi:

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1) · · ·F (ηk)ρ
(+)(η) =

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

X(η1) · · ·X(ηk), (1.101)

äå ôóíêöi¨ X âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (3.21) ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨:

X(η) =

|η|∑
k=1

∗∑
{η1,...,ηk}⊂η

F (η1) · · ·F (ηk)ρ
(+),T (η1, . . . , ηk | η), (1.102)

äå ρ(+),T (η1, . . . , ηk | η) óçàãàëüíåíi çâ'ÿçíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ [22], ÿêi âiä-

ïîâiäàþòü âçà¹ìîäi¨ ϕ+. Âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ÿê çâè÷àéíi çâ'ÿçíi êîðåëÿöiéíi

ôóíêöi¨ ïî âiäíîøåííþ äî ïiäìíîæèí η1, ..., ηk êîíôiãóðàöi¨ η, òîáòî ¹ çâè-

÷àéíèìè çâ'ÿçíèìè êîðåëÿöiéíèìè ôóíêöiÿìè ó âèïàäêó êîëè êîæíà ç ïiä-

ìíîæèí η1, ..., ηk ìiñòèòü ïî îäíié òî÷öi. Âðàõîâóþ÷è (3.21) i Òåîðåìó 2.1
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ðîáîòè [2] îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü:∫
ΓΛ

F̃ (η) ρ(+)(η) λσ(dη) = e
∫
ΓΛ\{∅} X(γ)λzσ(dγ). (1.103)

Çãiäíî ôîðìóë (1.99)�(1.103) òà âèçíà÷åííÿ (1.89) îòðèìà¹ìî ðîçêëàä òèñêó

çà ñòåïåíÿìè z:

p(z, β) := p(+)(z, β) + kT
∞∑
n=2

zn

n!

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

Xn(x1, ..., xn)dx2 · · · dxn. (1.104)

Çáiæíiñòü ðîçêëàäó (1.104) ñëiäó¹ ç îöiíîê ôóíêöié ρ(+),T (η1, . . . , ηk | η)(äèâ.

[22]) i âíåñêiâ F (η) çâ'ÿçíèõ ãðàôiâ, ïîáóäîâàíèõ ç äîïîìîãîþ ôóíêöié C−
xy,

âèðiøàëüíîþ âëàñòèâiñòþ ÿêèõ ¹ óìîâè:

C−
xy = 0 ïðè |x− y| ≤ a0 i C−(β, a0) =

∫
Rd

C−
0xdx < ∞. (1.105)

1.5.3 Óïîðÿäêîâàíå ãðàòêîâå ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ïåðåõîäó äî òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi äëÿ êîðå-

ëÿöiéíèõ ôóíêöié âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ ãiááñiâñüêèõ ñèñòåì îñöè-

ëÿòîðíîãî òèïó ç îáåðíåíîþ òåìïåðàòóðîþ β ≥ 0, îäíîâóçëîâèì ôàçîâèì

ïðîñòîðîì ç ìiðîþ (Ω, e−βuP 0), ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ U(ωX), X ⊂ Zd òà

çîâíiøíiì ïîëåì u(ω), äå ωX = (ωx ∈ Ω, x ∈ X). Âîíè çàäàíi òàê

ρΛ(ωX) = Ξ−1
Λ χΛ(X)

∑
Y⊆Λ\X

z|X|+|Y |
∫

exp{−βU(ωX∪Y )}P (dωY ),

äå |Y | - ÷èñëî âóçëiâ â Y , χΛ -õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ãiïåð-êóáà Λ, z ∈ C
- àêòèâíiñòü, âåëèêà ñòàòèñòè÷íà ñóìà ΞΛ çáiãà¹òüñÿ ç ñóìîþ â ÷èñåëüíèêó

äëÿ X = ∅ òà

P (dωY ) =
∏
y∈Y

P (dωy), P (dωy) = e−βu(ωy)P 0(dωy),

Òåðìîäèíàìi÷íà ãðàíèöÿ âèìàãà¹ ðîçøèðåííÿ Λ äî Zd. Ïîòåíöiàëüíà åðåðãiÿ

âçà¹ìîäi¨ âèçíà÷åíà òàê

U(ωX) =
∑
Y⊆X

uY (ωY ), uy(ωy) = 0

äå uY (ωY ) = uY+a(ωY ), |Y | = k, a ∈ Zd - k-ïîðÿäêîèé (ê-îñöèëÿòîðíèé) òðàíñ-

ëÿöiéíèé ïîòåíöiàë. Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ�íåîáìåæåíà ôóíêöiÿ òà P 0(Ω) =
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∞ äëÿ îñöèëÿòîðíîãî òèïó ñèñòåì. Êëàñè÷íi ãðàòêîâi ñèñòåìè îñöèëÿòîðiâ

îïèñóþòüñÿ ω = q ∈ R = Ω, P 0(dq) = dq. Ó êâàíòîâîìó âèïàäêó Ω - ïðîñòið

íåïåðåðâíèõ òðàåêòîðié òà P 0(dω) = dqP β
q,q(dw), q ∈ R, äå P β

q,q(dw) - óìîâíà

ìiðà Âiíåðà. Ñòîõàñòè÷íi ãðàòêîâi ãðàäi¹íòíi ñèñòåìè îñöèëÿòîðiâ, øî âçà¹-

ìîäiþòü, îïèñóþòüñÿ P 0(dω) = dqPq(dw), q ∈ R, äå Pq(dw) - ìiðà Âiíåðà [23].

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî óìîâà ñóïåðñòiéêîñòi âèêîíó¹òüñ äëÿ äîäàòíüî¨ òà

âiä¹ìíî¨ ÷àñòèí ïîòåíöiàëiâ, òîáòî iñíó¹ íåâiä¹ìíà ôóíêöiÿ v íà Ω òàêà, øî

|u±Y (ωY )| ≤ JY
∑
y∈Y

v(ωy),

N0 =

∫
eβ(γv

1+ζ(ω)−u(ω))P 0(dω) <∞, ptζ ≥ 0, γ, β > 0

äå uY (ωY ) = u+Y (ωY ) − u−Y (ωY ), u± ≥ 0, ||J || = max
x

∑
x∈Y

JY < ∞, ñóìóâàííÿ

çäiéñíþ¹òüñÿ çà îáìåæåíèìè ïiäìíîæèíàìè Zd, ÿêi ìiñòÿòü x.

Ïîñëiäîâíiñòü ρ = {ρ(ωX ; z) = ρ(ωX), X ⊂ Zd, |X| < ∞} òåðìîäèíàìi-

÷íî¨ ãðàíèöi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié çàäîâîëüíÿþòü ÊÇ ðiâíÿííÿ (Êiðêâóäà-

Çàëüöáóðãà)

ρ = zKρ+ zα.

äå α(ωX) = δ|X|,1, δk,l = 1, k = l òà δk,l = 0, k ̸= l. ÊÇ îïåðàòîð âèçíà÷åíèé òàê

(KF )(ωX) =
∑
Y⊂Xc

∫
K(ωx|ωX\x;ωY )[F (ωX\x∪Y )−

∫
P (dωx)F (ωX∪Y )]P (dωY ),

äå ñóìóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ çà îáìåæåíèìè ïiäìíîæèíàìè Xc, iíòåãðóâàííÿ

çäiéñíþ¹òüñÿ çà äåêàðòiâñüêèì |Y |-êðàòíèì äîáóòêîì Ω|Y | ïðîñòîðó Ω, äëÿ

X = x ïåðøèé äîäàíîê â êâàäðàòíèõ äóæêàõ äëÿ Y = ∅ ¹ íóëåì òà

K(ωx|ωX\x;ω∅) = e−βW (ωx|ωX\x), W (ωx|ωX\x) = U(ωX) − U(ωX\x).

Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (X ∩ Y = ∅)

K(ωx|ωX\x;ωY ) = e−βW (ωx|ωX\x)Kx(ωX ;ωY ),

Kx(ωX ;ωY ) =
∑
n

∑
∪Yj=Y,Yj ̸=∅

n∏
j=1

(e−βW (ωX ;ωYj
|x) − 1),

äå ñóìóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ çà ìíîæèíàìè Yj, ÿêi ïîêðèâàþòü Y òà

W (ωX ;ωY |x) =
∑

x∈Z⊆X

uZ∪Y (ωZ∪Y ).
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Óïîðÿäêîâàíi ÊÇ îïåðàòîð òà ÊÇ ðiâíÿííÿ ¹ òàêi, ùî x âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê

ïåðøèé âóçîë (â ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïîðÿäêó) òà v(ωx) = max
y∈X

v(ωy).

Ìè øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ÊÇ ðiâíÿííÿ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Eξ,f ïîñëi-

äîâíîñòåé âèìiðíèõ ôóíêöié GX(ωX) ç íîðìîþ

||G||ξ,f = max
X

ξ−|X|ess sup
wX

exp{−
∑
x∈X

f(ωx)}|G(ωX)|,

f(ω) = γβv1+ζ(ω), ζ ≥ 0.

Ïîêëàäåìî

||J ||1 = max
x

∑
x∈Y

JY |Y |,

||J ||∗2 = max
x

∑
x∈Y

JY |Y |(N3ξ)∗(|Y |), N3 =

∫
e2f(ω)P (dω),

äå ξ∗(a) äîðiâíþ¹ ξa òà 1, ÿêùî, âiäïîâiäíî, ξ ≥ 1 òà ξ < 1.

Òåîðåìà 1.7. ßêùî ζ > 0 òà ||J ||1, ||J ||∗2 < ∞ òî íîðìà ||K||ξ,f óïîðÿäêî-

âàíîãî ÊÇ îïåðàòîðà K ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Eξ,f ¹ îáìåæåíà òà ðÿä

ρ =
∑
n≥0

zn+1Knα

âèçíà÷à¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê óïîðÿäêîâàíîãî ÊÇ ðiâíÿííÿ â Ef,ξ, ÿêèé ¹ ãîëî-

ìîðôíîþ ôóíêöi¹þ âiä z ó êðóçi |z| < ||K||−1
ξ,f .
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2 ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÐIÂÍßÍÜ ÐÓÕÓ

ÇÀÐßÄÆÅÍÈÕ ×ÀÑÒÈÍÎÊ Ç

ÀÏÐÎÊÑÈÌÎÂÀÍÈÌ

ÃÀÌIËÜÒÎÍIÀÍÎÌ ÄÀÐÂIÍÀ

2.1 Ëîêàëüíà äèíàìiêà çàðÿäiâ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ

Cèñòåìà (ÌË) Ìàêñâåëëà-Ëîðåíöà çàðÿäæåíèõ ðåëÿòèâiñòñüêèõ òà íåðå-

ëÿòèâiñòñüêèõ ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü ç åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì, ¹ ôóí-

äàìåìòîì ñó÷àñíî¨ ôiçèêè.

Åëåêòðîäèíàìi÷íà ÌË ñèñòåìà äèôðiâíÿíü ïîðîäæó¹òüñÿ ëàãðàíæià-

íîì, ÿêùî åëåêòðè÷íå òà ìàãíiòíå ïîëÿ âèðàæeíi â òåðìiíàõ åëåêòðîìàãíi-

òíèõ ïîòåíöiàëiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi Ëîðåíöà òà õâèëüîâèì ðiâíÿííÿì,

çà÷åïëåíi ç ðiâíÿííÿìè Íüþòîíà-Ëîðåíöà. Äîâåñòè iñíóâàííÿ ðîçâÿçêiâ öèõ

ðiâíÿíü âàæêî ÷åðåç òå, ùî ¨õ ïðàâi ÷àñòèíè ìiñòÿòü ìiðîçíà÷íi çàðÿä òà

ñòðóì, çàëåæíi âiä êîîðäèíàò òà øâèäêîñòåé ÷àñòèíîê, ÿêi ìîæóòü ñòèêà-

òèñü. ßê óíèêíóòè êàòàñòðîôi÷íèõ çiòêíåíü - ãîëîâíå ïèòàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨

òåîði¨.

ßêùî øâiäêîñòi ÷àñòèíîê ìàëi, òîäi ìîæíà ðîçêëàñòè âèùåçãàäàíèé ëà-

ãðàíæiàí â ðÿä çà ñòåïåíÿìè îáåðíåíî¨ øâèäêîñòi ñâiòëà . Éîãî íóëüîâå íàáëè-

æåííÿ çáiãà¹òüñÿ ç êóëîíiâñüêèì ëàãðàíæiàíîì. Äîäàíîê ç ïåðøîþ ñòåïåííþ

c−1 çáiãà¹òüñÿ ç ÷àñîâîþ ïîõiäíîþ ïîâíîãî çàðÿäó ñèñòåìè i ¹ íóëåì. Äîäà-

íîê ç c−2 çáiãà¹òüñÿ ç ëàãðàíæiàíîì Äàðâiíà, ùî ïîðîäæó¹ ñèëè çàëåæíi âiä

øâèäêîñòåé

Ëàãðàíæiàí Äàðâiíà ìà¹ âèãëÿä

L = L0 +
n∑

j=1

mj

2

∫
[v2j (t) + σ

v4j (t)

8c2
]dt, σ = 0, 1,

äå

L0 =
n∑

j ̸=k=1

ekej

∫
{−|xk(t) − xj(t)|−1 + (2c)−1[(vj(t), vk(t))|xk(t) − xj(t)|−1+

+|xk(t) − xj(t)|−3(vj(t), xk(t) − xj(t))(vk(t), xk(t) − xj(t))]}dt

òà σ = 0, 1 âiäïîâiäà¹ âèïàäêàì íåðåëÿòèâiñòñüêèõ òà ðåëÿòèâiñòñüêèõ ÷àñòè-

íîê. Âèðàç
v4j (t)

8c2 ¹ ðåçóëüòàò ðîçêëàäó (1− c−2v2j (t))
1
2 çà ñòåïåíÿìè c−2v2j (t). L

0
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âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä L0 íà íåîáìåæåíó êîíñòàíòó, ÿêà ôiãóðó¹ ó âèðàçi äëÿ L0

(äîäàíîê â ñóìi ç k = j).

Íåõàé

H0
n =

n∑
j=1

|pj|2

2mj
+ U(x(n)), U(x(n)) =

n∑
j ̸=k=1

ejek
|xj − xk|

, x(n) = (x1, ..., xn) ∈ R3n.

äå â ïîäâiéíié ñóìi j, k ïðîáiãàþòü ìíîæèíó 1, ..., n. Òîäi àïðîêñèìîâàíèé

ãàìiëüòîíiàí Äàðâiíà âèçíà÷åíèé â [24] ÿê

Hn(c−2) =
n∑

j=1

(pj, vj) − L, pj = mjvj

i

Hn(η) = Hn(η;x(n); p(n)) = H0
n − ησ

n∑
j=1

|pj|4

8m3
j

−

−η
n∑

j ̸=k=1

ejek
2mjmk|xj − xk|

[(pj, pk) + |xj − xk|−2(pj, xj − xk)(pk, xj − xk)].

Íàøà ìåòà, òåïåð, ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó ç àïðîêñèìîâàíèì

ãàìiëüòîíiàíîì Äàðâiíà ç êîìïëåêñíèìè çìiííèìè

ẋj =
∂Hn(η)

∂pj
, ṗj = −∂Hn(η)

∂xj
, j = 1, ..., n. (2.1)

Ùîá çáåðåãòè ïîçíà÷åííÿ, ÿêi ïðèéíÿòi âñþäè, ìè âèêîðèñòà¹ìî òàêi ïîçíà-

÷åííÿ (x, y ∈ Cn)

(x, y) =
n∑

j=1

xjy
∗
j , |x|2 = (x, x), xj, yj ∈ C,

(x, y)∗ = (x, y∗) =
n∑

j=1

xjyj, |x|2∗ = (x, x∗),

äå çiðî÷êà ó âåðõüîìó iíäåêñi îçíà÷à¹ êîìïëåêñíå ñïðÿæåííÿ. Íåõàé

Dm(r; ξ) = {xj : |xj − ξj| ≤ r, xj, ξj ∈ C, j = 1, ...,m}.

Ëîêàëüíà òåîðåìà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ (2.1) ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê [13]:

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé {al, bl ∈ R3 : |aj − al| ≥ r1, j, l = 1, ..., n} , |bj|0 ≤
r2, κ

−1
2 = (1 −

√
6κ)2 − 12κ2 > 0. Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (xj(t), pj(t)) (1) äëÿ

ïî÷àòêîâèõ äàííèõ (xj(0) = aj, pj(0) = bj) òàêèé, ùî

(xj(t); pj(t)) ∈ D3n(r; a) ×D3n(r; b), r = κr1
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òà pj(t), xj(t) ¹ ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè t â äèñêó |t| < T = r((n+ 1)M)−1,

M = max(M1,M2),

M1 = c1r
−2
1 + η(

r + r2
r1

)2(η1 + η2r1),

M2 = m−1
− (r + r2) + η[ση3(r + r2)

3 + η4
r + r2
r1

],

äå m− = min
s
ms òà ïîçèòèâíi êîíñòàíòè ηj, c1 íå çàëåæàòü âiä η, σ òà ¹

ïîçèòèâíèìè ïîëiíîìàìè
√
κ2, κ.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Íàñòóïíà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ

|xj(t) − xl(t)|0 ≥ |aj − al|0 − |xj(t) − aj|0 − |xl(t) − al|0 ≥ (1 − 2κ)r1.

Öå îçíà÷à¹ ùî çiòêíåííÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè âiäñóòíi ïðè κ < 1
2 . Óìîâà îáìå-

æåííîñòi κ2 áiëüø ñèëüíà: κ < 1√
6(1+

√
2),
. Ç íåðiâíîñòåé 6

64 <
1
9 âèïëèâà¹, ùî,

ïîêëàâøè κ = 1
8 , îòðèìó¹ìî κ

−1
2 > 2

9 .

Ðiâíÿííÿ Äàðâiíà ìà¹ âèãëÿä

−∂L(t)

∂xαj
+
d

dt

∂L(t)

∂vαj
=

3∑
β=1

n∑
k=1

Kj,α;k,β(x(n))v̇
β
k −Gj,α(x(n); v(n)) = 0, j ∈ (n),

(2.2)

Gj,α(x(n); v(n)) =
∂L(t)

∂xαj
− (

d

dt

∂L(t)

∂vαj
)(x(n); v(n)), x(n) = (x1, ..., xn)

äå â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ó äðóãîìó äîäàíêó âiäñóòíi ïðèñêîðå-

ííÿ çàðÿäiâ.

Ëîêàëüíà òåîðåìà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ íüîãî ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê [13]:

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé {al, bl ∈ R3 : |aj − al| ≥ r1, j, l = 1, ..., n} , |bj|0 ≤ r2, òà

R∗(c
2r1) =

n∏
l=1

m3
l −

3n−2∑
s=0

∑
jk ̸=jl

s∏
l=1

m
[
jl
3 ]

((3n− s)!)r′3n−s > 0

äå ñóìóâàííÿ ó äðóãié ñóìi âåäåòüñÿ çà iíäåêñàìè jk ∈ (3n), k = 1, ..., s,

r′ = (c2r1)
−1κ∗ē

2,
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κ∗ =
√
κ2(1 + κ0κ2), κ

−1
2 = (1 − 2

√
3κ)2 − 24κ2 > 0, κ0 = 2κ + 1. Òîäi

iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê (xj(t); vj(t)) ∈ R6n ðiâíÿííÿ Äàðâiíà äëÿ ïî÷àòêîâèõ äàííèõ

(xj(t0) = aj, vj(t0) = bj, t0 ≥ 0) òàêèé, ùî

(xj(t); vj(t)) ∈ D3n(r; a) ×D3n(r; b) = D6n(r; a, b); , r = κr1

òà xj(t), vj(t) ¹ ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè t â äèñêó |t − t0| < T = r((6n +

1)M)−1, M = max(M ′M ′′n(3n)!, κr1 + r2),

M ′ = (max(m+, r
′)3n−1R−1

∗ (c2r1), M ′′ = ē2r−2
1 [η0 + c−2η1(κr1 + r2)

2]

äå ηj ¹ ïîçèòèâíèìè ïîëiíîìàìè
√
κ2, κ òà íå çàëåæàòü âiä c.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Íàñòóïíà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ (2.1)

|xj(t) − xl(t)|0 ≥ |aj − al|0 − |xj(t) − aj|0 − |xl(t) − al|0 ≥ (1 − 2κ)r1.

Öå îçíà÷à¹ ùî çiòêíåííÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè âiäñóòíi ïðè κ < 1
2 . Óìîâà îáìå-

æåííîñòi κ2 áiëüø ñèëüíà: κ < 1
2
√
3(1+

√
2),
.

Öi òåîðåìè âèïëèâàþòü ç òåîðåìè Êîøi ïðî iñíóâàííÿ ãîëîìîðôíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ n-âèìiðíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü ç ãîëîìîðôíèì âå-

êòîðíèì ïîëåì [25]. Òåîðåìà Êîøi ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Íåõàé ñèñòåìà n-âèìiðíèõ çâè÷àéíèõ äèôðiâíÿíü

ẋj(t) = fj(x(n)), j = 1, ..., n, x(n) ∈ Rn, t ≥ t0

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿìè fj, ÿêi ¹ ãîëîìîðôíèìè ôóíêöiÿìè çìiííèõ xj â

Dn(r; ξ) òà ðiâíîìiðíî îáìåæåíi: |fj| ≤ M . Òîäi ðîçâ'ÿçîê xj(t) äëÿ ïî÷à-

òêîâèõ äàííèõ ξj = xj(t0) ¹ ãîëîìîðôíîþ ôóíêöi¹þ t ó äèñêó |t− t0| < T =

r((n+ 1)M)−1 òà íàëåæèòü Dn(r; ξ).

2.2 Ãëîáàüíà äèíàìiêà çàðÿäiâ i ðiâíîâàãà

Âàæëèâîþ çàäà÷îþ ìàòåìàòèêè ¹ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ðóõó

Íüþòîíà ñèñòåì áàãàòüîõ d-âèìiðíèõ ÷àñòèíîê (òië, çàðÿäiâ) ç ñèíãóëÿðíîþ

ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ U ó âèãëÿäi çáiæíèõ íà âñüîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi

ðÿäiâ. Öi ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåì N òië ç ìàñàìè mj, j = 1, ..., N ìàþòü âèãëÿä

mj
d2xj
dt2

= −
∂U(x(N))

∂xj
, (2.3)
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j = 1, ..., N, x(N) = (x1, ..., xN) ∈ RdN , xj = (x1j , ..., x
d
j).

Âàæëèâèì êëàñîì öèõ ñèñòåì ¹ òàêi, ùî ìàþòü ðiâíîâàæíi êîíôiãóðàöi¨ (ðiâ-

íîâàãó), â ÿêèõ ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ U 0 ÷àñòèííèõ äðóãèõ ïîõiäíèõ ïîòåí-

öiàëüíî¨ åíåðãi¨ íå ìà¹ íóëüoâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü, à ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ

¹ äiéñíî àíàëiòè÷íîþ ôóíêöi¹þ â íèõ. Êóëîíiâñüêi ëiíiéíi ñèñòåìè äâîõ òà

òðüîõ íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ e0 îäíàêîâî¨ ìàñè â ïîëi äâîõ çîâíiøíiõ òî÷êîâèõ

ôiêñîâàíèõ äîäàòíiõ çàðÿäiâ e′ ¹ ñàìå òàêi. Öåé âàæëèâèé ôàêò äîçâîëèâ

íàì ïîáóäóâàòè ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ïîáëèçó ðiâíîâàãè ðiâíÿíü ðóõó Êóëî-

íà öèõ íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ, ðîçòàøîâàíèõ íà òàêié ïðÿìié, ùî äîäàòíi çàðÿäè

ðîçòàøîâàíi ñèìåòðè÷íî íà ïåðïåíäèêóëÿði äî öi¹¨ ïðÿìî¨ [14]. Ìè çàñòîñóâà-

ëè òåîðåìè Ëÿïóíîâà(öåíòðàëüíó), Ìîçåðà, Âàéíñòàéíà(Weinstein) òà Çiãåëÿ,

ÿêi âèìàãàþòü çíàííÿ ñïåêòðó ìàòðèöi U 0. Ïåðøi äâi òåîðåìè, ÿêi ãàðàíòó-

þòü iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi çáiæíèõ ðÿäiâ, îáìåæóâàëè

çíà÷åííÿ e0
e′ ÷åðåç óìîâó íåðåçîíàíñíîñòi. Òåîðåìà Âàéíñòàéíà âñòàíîâëþ¹

iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâÿçêiâ áåç öi¹¨ óìîâè, àëå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà

òiëüêè äëÿ ñèñòåì çi ñòiéêîþ ðiâíîâàãîþ (U0 ¹ ïîçèòèâíî âèçíà÷åíîþ ìàòðè-

öåþ i ðiâíîâàãà ¹ ìiíiìóìîì ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨).

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äâîõ âiä¹ìíèõ çàðÿäiâ e0 íà ïðÿìié ó ïîëi äâîõ

äîäàòíiõ çàðÿäiâ e′ ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíèõ íà ïåðïåíäèêóëÿði äî íå¨ ìà¹

âèãëÿä

U(x(2)) = e20|x1 − x2|−1 − 2e0e
′(
√
x21 + b2)−1− (2.4)

2e0e
′(
√
x22 + b2)−1, xj ∈ R

Ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ¹ òàêèì ∂
∂xj
U(x(2)) = 0, j = 1, 2. Âðàõó¹ìî, ùî

∂

∂x1
|x1 − x2|−k = −k x1 − x2

|x1 − x2|k+2
,

∂

∂x1
(
√
x21 + b2)−k = −k x1

(
√
x21 + b2)k+2

.

Òîáòî

∂

∂xj
U(x(2)) = −e20

xj − xk
|x1 − x2|3

+ 2e0e
′ xj

(
√
x21 + b2)3

, j ̸= k = 1, 2

Âðåçóëüòàòi äëÿ ðiâíîâàãè x1 = x01 = a, x2 = x02 = −a âèíèêàþòü ðiâíîñòi

e0
(2a)3

=
e′

(
√
a2 + b2)3

.
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Äàëi
∂U(x(2))

∂x1∂x2
=
∂U(x(2))

∂x2∂x1
= −2e20|x1 − x2|−3.

Íåõàé U 0
1,2 ¹ öÿ ôóíêöiÿ â ðiâíîâàçi. Òîäi U

0
1,2 = − e20

4a3 = −u′. Äàëi

∂2

∂x2j
U(x(2)) =

2e20
|x1 − x2|3

+
2e0e

′

(
√
x2j + b2)3

−
6e0e

′x2j

(
√
x2j + b2)5

Íåõàé U 0
j,j ¹ öÿ ôóíêöiÿ â ðiâíîâàçi. Òîäi

U 0
1,1 = U 0

2,2 =
e20

4a3
+

2e0e
′

(
√
a2 + b2)3

− 6e0e
′a2

(
√
a2 + b2)5

Ç ðiâíîñòi ðiâíîâàãè âèïëèâà¹

(
e0
e′

)
1
3

1

2a
=

1√
a2 + b2

, a = (4 − η)−
1
2
√
ηb, η = (

e0
e′

)
2
3 < 4. (2.5)

ßê íàñëiäîê

U(x0(2)) = U(−a, a) =
e20
2a

− 2e0e
′

a
(
e0
e′

)
1
3 =

e20
2a

(1 − 4(
e′

e0
)
2
3 )

U 0
1,1 = U 0

2,2 = 2u′ − u∗, u∗ =
3e20
42a3

(
e0
e′

)
2
3 =

3u′

4
(
e0
e′

)
2
3

Íåõàé U 0 ¹ ìàòðèöåþ ç åëåìåíòàìè U 0
1,1, U

0
2,2, U

0
1,2 = U 0

2,1. �¨ âëàñíi çíà÷åííÿ

ζ1, ζ2 ëåãêî çíàõîäÿòüñÿ, ÿê êîðåíi λ = ζ1, ζ2 ðiâíÿííÿ

(2u′ − u∗ − λ)2 − u′2 = 0,

ζ1 = u′ − u∗, ζ2 = 3u′ − u∗.

Äâà âëàñíi çíà÷åííÿ ¹ âiä¹ìíèì òà ïîçèòèâíèì, ÿêùî 3u′ < u∗, u′ > u∗,

âiäïîâiäíî. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü Äàãðàíæà-

Äiðiõëå [26], áî äðóãèé âèïàäîê îçíà÷à¹, ùî ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ìà¹ ìiíiìóì

â ðiâíîâàçi.

Òåîðåìà 2.3. Ñèñòåìà äâîõ çàðÿäiâ íà ïðÿìié ç ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãii¹þ

(2.4) ìà¹ ðiâíîâàãó x0 = (−a, a) âèçíà÷åíó (2.5), ÿêùî e0
e′ < 8 òà ¹ ñòiéêîþÿ,

ÿêùî
e0
e′
<

8√
27

= (
4

3
)
3
2 .

ßêùî ¹ íåéòðàëüíiñòü e′ = e0, òî ðiâíîâàãà ñòiéêà.
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ßêùî 3u′ > u∗, u′ < u∗, òî îäèí êîðiíü ¹ äîäàòíié òà äðóãèé-âiä¹ìíèé.

ßêùî u′ = u∗ ÷è 3u′ = u∗, òî îäèí êîðiíü ¹ äîäàòíié ÷è âiä¹ìíèé, à iíøèé ¹

íóëåì.

Ëiíiéíà ÷àñòèíà âåêòîðíîãî ïîëÿ ó ðiâíîâàçi ìà¹ òàêi âëàñíi çíà÷åííÿ

±i
√
m−1(3u′ − u∗), ±i

√
m−1(u′ − u∗) if u′ > u∗. Äëÿ çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè

Ëÿïóíîâà ïîòðiáíî âèêëþ÷èòè ðåçîíàíñè ìiæ ζ1, ζ2, òîáòî
ζ2
ζ1

= k2, 1 < k ∈ Z.

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé e0
e′ <

8√
27

òà e0
e′ ̸=

8√
27

(k
2−3

k2−1)
3
2 , 1 < k ∈ Z+ ÷è 8√

27
< e0

e′ <

8. Òîäi ðiiâíÿííÿ (2.3) ïðè n = 2 òà (2.4) ìà¹ äâà ÷è îäèí ðîçâ'ÿçêè òàêi,

ùî êîæåí ç íèõ çàëåæèòü âiä äiéñíîãî ïàðàìåòðó cj äë äåÿêîãî j, j = 1, 2

÷è îäíîãî äiéñíîãî ïàðàìåòðó c. Öi ðîçâ'ÿçêè òà ¨õ ïåðiîäè τ1(c1), τ2(c2) or

τ(c) ¹ ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ öèõ ïàðàìåòðiâ â íóëi òà τ1(0) = 2π
√
m(u′(1 −

3
4(e0e′ )

2
3 ))−

1
2 , τ2(0) = 2π

√
m(u′(3− 3

4(e0e′ )
2
3 ))−

1
2 or τ(0) = 2π

√
m(u′(3− 3

4(e0e′ )
2
3 ))−

1
2 .

Íàñòóïíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Âåéíñòåéíà.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé e0
e′ <

8√
27
. Òîäi ðiâíÿííÿ (2.3) ïðè n = 2 òà (2.4) íà ðiâíi

åíåðãi¨ Eh = e20
2a(1 − 4( e′

e0
)
2
3 ) + h ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó h ìà¹ äâà ïåðiîäè÷íi

ðîçâ'ÿçêè ç ÷àñòîòàìè áëèçüêèìè äî m−1(3 − 3
4(e0e′ )

2
3 )u′, m−1(1 − 3

4(e0e′ )
2
3 )u′.

Íàñòóïíà òåîðåìà âiïîâiäà¹ âèïàäêó íåâiä¹ìíèõ êîðåíiâ i âèïëèâà¹ ç Òå-

îðåìè 1.1 ç [14].

Òåîðåìà 2.6. Íåõàé 8√
27
< e0

e′ < 8. Òîäi ðiâíÿííÿ (2.3) ïðè n = 2 òà (2.4)

ìà¹ îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi ¹ ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ â íóëi îäíîãî äiéñíîãî

ïàðàìåòðó òàêi, ùî ||x − x0||λ < ∞, ||ẋ||λ < ∞, äå λ <
√
m−1(u∗ − u′) òà

x0-ðiâíîâàãà.

Íàñòóïíà òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ìîçåðà.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé 8√
27
< e0

e′ < 8. Òîäi ðiâíÿííÿ (2.3) ïðè n = 2 òà (2.4)

ìà¹ îáìåæåíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi ¹ ãîëîìîðôíi ôóíêöi¨ â íóëi òðüîõ äiéñíèõ ïà-

ðàìåòðiâ cj, j = 1, 2, 3. ßêùî c3 = 0 öi ðîçâ'ÿçêè ¹ ïåðiäè÷íèìè ç ïåðiîäîì

τ(c1c2) ç Òåîðåìè 5.7.

Ðîçãëÿíåìî ïëîñêó ñèñòåìó n çàðÿäiâ, n− 1 ç ÿêèõ âiä¹ìíi i îäíàêîâi

U(x(n)) =
∑

1≤j<k≤n

ejek
|xj − xk|

,
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äå

x(n) = (x1, ..., xn) ∈ R2n, |x|2 = (x1)2 + (x2)2.

ej = −e0 < 0, j = 1, ..., n− 1, en > 0.

Ìè ïðåäñòàëÿ¹ìî êîîðäèíàòè çàðÿäiâ êîìïëåñíèìè ó âèãëÿäi

xj = (x1j + ix2j ; 0) = (zjq(t); 0) ∈ R3,

q(t) = eiu(t)r1(t), j = 1, ..., n− 1, xn = 0,

ïðè÷îìó êîîðäèíàòè âiä¹ìíèõ îäíàêîâèõ çàðÿäiâ zj çáiãiþòüñÿ ç êîîðäèíàòà-

ìè ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà ç öåíòðîì ó íóëi. Íàøà ñèñòåìà ìà¹ ðiâíîâàãó

äëÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ íåðóõîìîãî äîäàòíüîãî çàðÿäó en ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 2.8. Íåõàé

en = e0n = 2−
3
2e0

n−2∑
k=1

(
1 − cos

2πk

n− 1

)−1
2

,

äîäàòíié çàðÿä en ìà¹ êîîðäèíàòó zn = 0 òà âiä¹ìíi çàðÿäè ej = e0j = −e0 <
0, j = 1, ..., n− 1 ç ðiâíîþ ìàñîþ m ìàþòü êîîðäèíàòè zk, ÿêi çáiãàþòüñÿ ç

êîîðäèíàòàìè ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà ç öåíòðîì ó íóëi äëÿ n > 3 òà

z1 + z2 = 0 äëÿ n = 3. Íåõàé òàêîæ |zn − zj| = a. Òîäi òàêà êîíôiãóðàöiÿ ¹

ðiâíîâàãîþ â êóëîíiâñüêié ñèñòåìi öèõ çàðÿäiâ.

Ëåìà 2.1. Íåõàé zj òà çàðÿäè ej, j = 1, ..., n − 1 òi æ, ùî i â îñòàííié

òåîðåìi. Òîäi

−w2mjzj =
n∑

k=1,k ̸=j

ejek
zj − zk
|zj − zk|3

, w ∈ R

ÿêùî en > e0n òà

w2a3
m

e0
= en − e0n.

Ïðè äîâåäåííi öi¹¨ ëåìè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðiâíiñòü äëÿ êîîðäèíàò ïðà-

âèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà ç öåíòðîì ó íóëi

n−1∑
k=1

zk = 0.
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Òî÷íi ðîçâÿçêè ëàãðàíæîâîãî òèïó xk = zkq(t) ìàþòü âëàñòèâiñòü

|xj − xk| = |zj − zk||q|.

Ç ðiâíÿíü Êóëîíà äëÿ íèõ

mj
d2xj
dt2

=
n∑

k=1,k ̸=j

ejek
xj − xk
|xj − xk|3

, j = 1, ..., n,

âèïëèâà¹

mjzj
d2q

dt2
= q|q|−3

n∑
k=1,k ̸=j

ejek
zj − zk
|zj − zk|3

,

Íåõàé

q(t) = eiu(t)r(t), r(t) > 0.

Ç öüîãî òà îñòàííüî¨ Ëåìè îòðèìó¹ìî

e−iu(t)d
2q

dt2
+ w2r−2 =

d2r

dt2
+ i

(
2
dr

dt

du

dt
+
d2u

dt2
r

)
−

(
du

dt

)2

r + w2r−2 = 0,

Ìà¹ ìiñöå óìîâà äiéñíîñòi ðàäiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

2
dr

dt

du

dt
+
d2u

dt2
r = r−2 d

dt

(
r2
du

dt

)
= 0.

Âðåçóëüòàòi
du

dt
= r−2η,

d2r

dt2
− η2r−3 + w2r−2 = 0,

äå η ∈ R - ñòàëà. Îñòàíí¹ - öå ðiâíÿííÿ Êåïëåðà.

Çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè îïèñóþòü ðóõ íåãàòèâíèõ çàðÿäiâ óçäîâæ êåïëåðîâèõ

îðáiò íàâêîëî íåðóõîìîãî äîäàòíüîãî çàðÿäó òàêèì ÷èíîì, ùî ¨õ êîîðäèíàòè

çáiãàþòüñÿ ç âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà.
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3 ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÑÊËÀÄÍÈÕ

ÄÈÍÀÌI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÊÎÍÔËIÊÒÓ

3.1 Ïîáóäîâà ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó

Ðåçóëüòàòè ç ïîáóäîâè ðÿäà êîíêðåòíèõ ìîäåëåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîí-

ôëiêòó òà äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåíi â ðîáîòàõ [27, 29, 31, 34, 38].

Çîêðåìà, â ñòàòòÿõ [27,29] "Ìîäåëü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè"

òà "The con�ict triad dynamical system" äîñëiäæó¹òüñÿ ìîäåëü äèíàìi÷íî¨ ñè-

ñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè, ÿêà îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ òðüîìà ñóáñòàíöiÿìè:

ïîïóëÿöi¹þ áiîëîãi÷íîãî âèäó (æèòòÿ), íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì (ðåñóðñ

iñíóâàííÿ), òà íåãàòèâíèìè ôàêòîðàìè äëÿ iñíóâàííÿ (iíôåêöiÿ). Âñòàíîâëå-

íî íàÿâíiñòü îñíîâíèõ ôàç ñïiâiñíóâàííÿ ñóáñòàíöié òðiàäè: ñòàíó äèíàìi÷íî¨

ðiâíîâàãè (íåðóõîìî¨ òî÷êè), öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, ïåðiîäè÷íî îñöèëþþ÷èõ

òðàåêòîðié, òà åâîëþöié áëèçüêèõ äî õàîòè÷íèõ. Êîìï"þòåðíèì ìîäåëþâàí-

íÿì ïðîäåìîíñòðîâàíî iñíóâàííÿ áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ìiæ ðiçíè-

ìè ôàçàìè.

Ïiä êîíôëiêòíîþ òðiàäîþ ìè ðîçóìi¹ìî ôiçè÷íó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç òðüîõ ñóáñòàíöié (ïîçíà÷èìî ¨õ P,R,Q), ÿêi iñíóþòü ó ñïiëüíîìó

ïðîñòîði Ω i âçà¹ìîäiþòü ïåâíèì ÷èíîì. Ãëîáàëüíî, êîæíà ñóáñòàíöiÿ â ïî-

÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ÷èñëîì: P,R,Q � ó ïåâíîìó âèìiði

àáñîëþòíèì çíà÷åííÿ êiëüêîñòi âiäïîâiäíî¨ ñóáñòàíöi¨ â óñüîìó ïðîñòîði. Ñè-

ñòåìà ¹ ñêëàäíîþ, â òîìó ñåíñi, ùî êîæíà ñóáñòàíöiÿ ìà¹ áàãàòî êîìïîíåíò:

P = (P1, ..., Pn), R = (R1, ..., Rn), Q = (Q1, ..., Qn), Pi, Ri, Qi ≥ 0, i = 1, ..., n,

òîáòî, ðîçïîäiëåíà ïî îêðåìèì ðåãiîíàì Ωi, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ïðîñòið iñíó-

âàííÿ:

Ω =
n∪

i=1

Ωi, 2 ≤ n <∞.

Îòæå, P,R,Q ¹ âåêòîðàìè ç íåâiä"¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè, P,R,Q ∈ Rn
+. Äî-

ñëiäæó¹òüñÿ äèíàìiêà çìií êîæíî¨ êîìïîíåíòè Pi, Ri, Qi âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨

ìiæ ñóáñòàíöiÿìè â äèñêðåòíîìó ÷àñi.

Òàêèì ÷èíîì, åâîëþöiÿ âåêòîðiâ P,R,Q, çóìîâëåíà êîíôëiêòíîþ âçà¹-

ìîäi¹þ, ïîðîäæó¹ äåÿêó äèíàìi÷íó ñèñòåìó â äèñêðåòíîìó ÷àñi:

{PN ,RN ,QN} >−→ {PN+1,RN+1,QN+1}, N = 0, 1, ...
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Äëÿ ñïðîùåííÿ çàäà÷i ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî çìiíþþòüñÿ ëèøå êîîðäèíàòè

Pi, Ri, Qi, à ÷èñëà P,R,Q, ÿê l1-íîðìè âåêòîðiâ:

P =∥ P ∥1= P1 + · · · + Pn, R =∥ R ∥1, Q =∥ Q ∥1 .

âiä ÷àñó íå çàëåæàòü.

Âiäîáðàæåííÿ > âèçíà÷à¹òüñÿ çàêîíîì âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñóáñòàíöiÿìè. Âçà-

ãàëi öåé çàêîí íåâiäîìèé. Â öié ðîáîòi > ìè âèçíà÷à¹ìî åâðiñòè÷íî, çãiäíî

iíòóiòèâíîãî ðîçóìiííÿ ôiçè÷íî¨ ñóòi ñóáñòàíöié P,R,Q.

Äâîñòîðîííÿ ïàðíà âçà¹ìîçàëåæíiñòü, ïëþñ�ìiíóñ, ¹ àíàëîãîì äîáðå

âiäîìié ìîäåëi "æåðòâà � õèæàê". Òóò âèêîðèñòàíî äâà ðiçíèõ âàðiàíòà òà-

êî¨ âçà¹ìîäi¨: âçà¹ìîçàëåæíiñòü ïàðè: áiîëîãi÷íèé âèä (õèæàê) � æèòò¹âèé

ðåñóðñ (æåðòâà), òà âçà¹ìîçàëåæíiñòü ìiæ áiîëîãi÷íèì âèäîì (ÿê æåðòâîþ)

òà âiðóñíîþ iíôåêöi¹þ (ÿê õèæàêîì). Âçà¹ìîçàëåæíiñòü ìiíóñ�ìiíóñ ¹ ïðèí-

öèïîâî iíøîþ. Âîíà ìîäåëþ¹ êîíôëiêòíó áîðîòüáó íåïðèìèðåííèõ àëüòåð-

íàòèâíèõ ñóáñòàíöié òèïó: âiðóñ � ìåäè÷íèé àíòèäîò. Òóò ïðîòèëåæíîþ ñóá-

ñòàíöi¹þ äî âiðóñíî¨ iíôåêöi¨ âèñòóïà¹ ïðèðîäíèé æèòò¹âèé ðåñóðñ. Â ìîäåëi

ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ðåñóðñ ¹ íåâè÷åðïíèì, à iíôåêöiÿ � íåçíèùåííà.

Ïðè öüîìó, ïîñëiäîâíiñòü PN
i , N = 0, 1, ... ìîæíà òðàêòóâàòè, ÿê åâîëþ-

öiþ êiëüêîñòi ïåâíîãî áiîëîãi÷íîãî âèäó â ðåãiîíi Ωi ïiä âïëèâîì äâîõ ïðî-

òèëåæíèõ ÷èííèêiâ. Äèíàìiêà ïîïóëÿöi¨ PN
i ïîçèòèâíî çàëåæèòü âiä âèêîðè-

ñòàííÿ ðåñóðñíîãî ñåðåäîâèùà, òà íåãàòèâíî âiä äi¨ iíôåêöi¨. Òîìó â ìîìåíò

÷àñó N+1 ðåãiîíàëüíå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè PN+1
i çðîñòà¹ ïðè çáiëüøåíi RN

i , òà

ñïàäà¹ ïðè çðîñòàííi QN
i . Ó ñâîþ ÷åðãó, ðåãiîíàëüíi çìiíè æèòò¹âîãî ðåñóðñó

RN
i ¹ íåãàòèâíî çàëåæíèìè, ç îäíîãî áîêó, âiä iíòåíñèâíîñòi ¨õ âèêîðèñòàííÿ,

ÿê äæåðåëà äëÿ iñíóâàííÿ áiîëîãi÷íî¨ ïîïóëÿöi¨, à ç äðóãîãî � âïëèâîì ñóá-

ñòàíöi¨ Q, àëüòåðíàòèâíî¨ ïî ïðèðîäi äî R. Íàêiíåöü, åâîëþöiþ êîîðäèíàò

QN
i ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè, ÿê äèíàìi÷íó õàðàêòåðèñòèêó êîíöåíòðàöi¨ çàãðîç

iñíóâàííþ äëÿ áiîëîãi÷íîãî âèäó â êîæíîìó îêðåìîìó ðåãiîíi Ωi. Ëîêàëüíå

ïîøèðåííÿ iíôåêöi¨ QN+1
i çáiëüøó¹òüñÿ ïðè çðîñòàííi PN

i òà çìåíøåíi RN
i .

Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè PN
i , R

N
i , Q

N
i îïèñóþòü åâîëþöiþ ëîêàëüíèõ ÷è-

ñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê ñóáñòàíöié ó îêðåìèõ ðåãiîíàõ Ωi. Ñèìâîëi÷íî òðiéêó

ñóáñòàíöié P,R,Q ìîæíà àñîöiþâàòè ç ôiëîñîôñüêîþ òðiàäîþ: ëþäèíà, äî-

áðî, çëî, àáî, çãiäíî ìiôîëîãi¨, ç òðüîìà ñòèõiÿìè ïðèðîäè, ôëîðà i ôàóíà

çåìëi, âîäà òà âîãîíü.

Íåëiíiéíà äèíàìiêà âçà¹ìîçàëåæíîñòi âåëè÷èí PN
i , R

N
i , Q

N
i , i = 1, ..., n, N =

1, 2, ..., ùî òóò äîñëiäæó¹òüñÿ ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ. Òîìó âàæêî ñïîäiâàòèñÿ
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íà âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ (òåîðåì) ïðî ãëîáàëüíó ïîâåäiíêó óñi¹¨

ñèñòåìè. Òèì íå ìåíøå, ìè îäåðæó¹ìî ðÿä ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ

îêðåìèõ äâîñòîðîííiõ ëàíîê êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ç ïàðíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Äëÿ

ïîâíî¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè â ðîçäiëi 3 ïîáóäîâàíi êîìï'þòåðíi ìîäåëi. �õ àíàëiç

i äîñëiäæåííÿ ïðîÿâëÿ¹ ðÿä öiêàâèõ çàêîíîìiðíîñòåé.

Îäèí ç âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè ïîëÿãà¹ ó âñòàíîâëåíi ìàòåìàòè÷íî¨

êîðåêòíîñòi (ôàêòè÷íî çìiñòîâíîñòi) ïîáóäîâàíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëi-

êòíî¨ òðiàäè. À ñàìå, ïîêàçàíî, ùî ïðè íàëåæíîìó ïiäáîði ïàðàìåòðiâ âçà¹-

ìîäi¨ (öåé ïiäáið ¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ) êîìï'þòåðíi ìîäåëi ñêëàäíî¨ ñè-

ñòåìè íå "ðîçâàëþþòüñÿ" , òîáòî çíà÷åííÿ êîîðäèíàò çìiíþþòüñÿ â ôiçè÷íî

äîïóñòèìèõ ìåæàõ.

Äðóãèé âàæëèâèé ðåçóëüòàò íàøî¨ ðîáîòè ó òîìó, ùî ìîäåëüíi ðåàëiçà-

öi¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ïðîÿâëÿþòü òèïîâi çàêîíîìiðíîñòi

ñêëàäíèõ ñèñòåì, ÿêi âiäîìi i äîñèòü ïîâíî âiäîáðàæåíi â ëiòåðàòóði. À ñàìå,

âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü ðiçíèõ ôàç iñíóâàííÿ ñèñòåìè: ôàçà äèíàìi÷íî¨ ðiâ-

íîâàãè, ôàçà öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, øèðîêîãî ñïåêòðó öèêëi÷íèõ òðà¹êòîðié,

çîíà áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ìiæ ðiçíèìè ôàçàìè, ôàçà êâàçiõàîòè-

÷íî¨ ïîâåäiíêè.

Â ïîðiâíÿííi ç SIR-ìîäåëëþ íàøi ïîáóäîâè iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ ó äâîõ

àñïåêòàõ. À ñàìå, ìè ââîäèìî ðåãiîíàëiçàöiþ ïðîñòîðó iñíóâàííÿ. Òîìó êîì-

ï'þòåðíi ìîäåëi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïåðåäáà÷åííÿ ïîøèðåííÿ iíôå-

êöiéíîãî çàðàæåííÿ îêðåìî â êîæíîìó ç ðåãiîíiâ i âñòàíîâëåííÿ ðåãiîíiâ íàé-

áiëüø áåçïå÷íi äëÿ iñíóâàííÿ áiîëîãi÷íèõ ñïåöié. Iíøèì íîâèì ìîìåíòîì ðî-

áîòè ¹ ôîðìóëè äëÿ îïèñó êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨. Âîíè âðàõîâóþòü îäíî÷à-

ñíî, ÿê ñóòî êiëüêiñíi (åìïiðè÷íi) õàðàêòåðèñòèêè êîíôëiêòó, òàê i ñòàòèñòè-

÷íi äàíi.

Äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòíî¨ òðiàäè � öå ìîäåëü, ÿêà çàäà¹òüñÿ âçà¹-

ìîäi¹þ ìiæ òðüîìà ïðèðîäíèìè ñóáñòàíöiÿìè: ïîïóëÿöi¹þ áiîëîãi÷íîãî âèäó

÷è ñïåöi¨ (æèòòÿ), íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì (ðåñóðñ iñíóâàííÿ) òà íåãàòèâ-

íèìè ôàêòîðàìè äëÿ iñíóâàííÿ áiîëîãi÷íî¨ ñïåöi¨ (iíôåêöiÿ). Ó öié ìîäåëi

âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü îñíîâíèõ ôàç ñïiâiñíóâàííÿ ñóáñòàíöié òðiàäè: ñòàíó

äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè (íåðóõîìî¨ òî÷êè), öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, ïåðiîäè÷íî

îñöèëþþ÷èõ òðà¹êòîðié òà åâîëþöié, áëèçüêèõ äî õàîòè÷íèõ. Êîìï'þòåðíèì

ìîäåëþâàííÿì ïðîäåìîíñòðîâàíî iñíóâàííÿ áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ

ìiæ ðiçíèìè ôàçàìè.
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Âåëè÷èíè PN
i , N = 0, 1, ... ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê åâîëþöiþ êiëüêîñòi

ïåâíîãî áiîëîãi÷íîãî âèäó â ðåãiîíi Ω ïiä âïëèâîì äâîõ ÷èííèêiâ. Ëîêàëüíà

(ðåãiîíàëüíà) äèíàìiêà ïîïóëÿöi¨ PN
i ïîçèòèâíî çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi âè-

êîðèñòàíîãî ðåñóðñíîãî ñåðåäîâèùà, òà íåãàòèâíî � âiä äi¨ iíôåêöi¨. Òîìó â

ìîìåíò ÷àñó N + 1 ðåãiîíàëüíå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè PN+1
i çðîñòà¹ ïðè çáiëü-

øåííi RN
i , àëå ñïàäà¹ ïðè çðîñòàííi QN

i . Ñâî¹þ ÷åðãîþ, ðåãiîíàëüíi çìiíè

ðåñóðñó RN
i ¹ íåãàòèâíî çàëåæíèìè âiä äâîõ iíøèõ ñòîðií: ç îäíîãî áîêó, âiä

iíòåíñèâíîñòi ¨õ âèêîðèñòàííÿ ÿê äæåðåëà äëÿ iñíóâàííÿ áiîëîãi÷íî¨ ïîïóëÿ-

öi¨, à ç äðóãîãî � çãóáíèì âïëèâîì ñóáñòàíöi¨Q, àëüòåðíàòèâíî¨ ïî ïðèðîäi äî

R. Íàðåøòi, åâîëþöiþ êîîðäèíàò QN
i ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê äèíàìi÷íó õà-

ðàêòåðèñòèêó êîíöåíòðàöi¨ çàãðîç iñíóâàííþ äëÿ áiîëîãi÷íîãî âèäó â êîæíî-

ìó îêðåìîìó ðåãiîíi Ωi. Ëîêàëüíå ïîøèðåííÿ iíôåêöi¨ QN+1
i çáiëüøó¹òüñÿ

ïðè çðîñòàííi áiîëîãi÷íî¨ ïîïóëÿöi¨ PN
i òà çìåíøåííi RN

i . ßâíi ôîðìóëè óñiõ

âçà¹ìîçàëåæíîñòåé íàâåäåíî â ï. 8.2. Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè PN
i , R

N
i , Q

N
i

îïèñóþòü åâîëþöiþ ëîêàëüíèõ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê ñóáñòàíöié â îêðåìèõ

ðåãiîíàõ Ωi.

Ó ôiëîñîôñüêîìó àñïåêòi òðiéêó ñóáñòàíöié P,R,Q ìîæíà àñîöiþâàòè

ç òðiàäîþ: ëþäèíà, äîáðî, çëî, à çãiäíî ç ìiôîëîãi¹þ � ç òðüîìà ñòèõiÿìè

ïðèðîäè: çåìëÿ, âîäà òà âîãîíü.

Äèíàìiêà âçà¹ìîçàëåæíîñòåé âåëè÷èí PN
i , R

N
i , Q

N
i , i = 1, ..., n, N =

1, 2, ..., ùî òóò äîñëiäæó¹òüñÿ, ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ. Òîìó âàæêî ñïîäiâàòèñÿ

íà âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ (òåîðåì) ïðî ãëîáàëüíó ïîâåäiíêó óñi¹¨

ñèñòåìè. Äàëi íàâåäåíî íèçêó òî÷íèõ ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ îêðå-

ìèõ äâîñòîðîííiõ ëàíîê êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ç ïàðíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Äëÿ ïîâ-

íî¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè ïîáóäîâàíî êîìï'þòåðíi ìîäåëi. �õ àíàëiç i äîñëiäæåííÿ

âèÿâëÿþòü öiêàâi çàêîíîìiðíîñòi.

Âàæëèâèé ðåçóëüòàò ïîëÿãà¹ ó âñòàíîâëåííi ìàòåìàòè÷íî¨ êîðåêòíîñòi

(ôàêòè÷íî çìiñòîâíîñòi) ïîáóäîâàíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðià-

äè. À ñàìå, äàëi ïîêàçàíî, ùî ïðè íàëåæíîìó ïiäáîði ïàðàìåòðiâ âçà¹ìîäi¨

(öåé ïiäáið ¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ) êîìï'þòåðíi ìîäåëi ñêëàäíî¨ ñèñòåìè íå

ðîçâàëþþòüñÿ, òîáòî çíà÷åííÿ êîîðäèíàò çìiíþþòüñÿ ó ôiçè÷íî äîïóñòèìèõ

ìåæàõ. Iíøèé ðåçóëüòàò äîñëiäæåííÿ ìîäåëi ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî êîíêðåòíi

ðåàëiçàöi¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè âèÿâëÿþòü òèïîâi çàêîíî-

ìiðíîñòi ñêëàäíèõ ñèñòåì, ÿêi âiäîìi i äîñèòü ïîâíî âiäîáðàæåíi â ëiòåðàòóði.

À ñàìå, âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü ðiçíèõ ôàç iñíóâàííÿ ñèñòåìè: äèíàìi÷íî¨ ðiâ-
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íîâàãè, iñíóâàííÿ öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ òà øèðîêîãî ñïåêòðà öèêëi÷íèõ òðà-

¹êòîðié, íàÿâíiñòü çîíè áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ìiæ ðiçíèìè ôàçàìè,

ìîæëèâiñòü ïîâåäiíêè áëèçüêî¨ äî õàîòè÷íî¨.

Âiäîìèìè â ëiòåðàòóði òà íàéáiëüø áëèçüêèìè äî ìîäåëi êîíôëiêòíî¨

òðiàäè ¹ ðiçíi âàðiàíòè òàê çâàíî¨ SIR-ìîäåëi, ùî îïèñóþòü äèíàìiêó åïiäå-

ìi÷íîãî çàðàæåííÿ. Ó SIR-ìîäåëi êîíôëiêòíà òðiàäà çâè÷àéíî ïðåäñòàâëåíà

áåç ðåãiîíàëiçàöi¨ ïðîñòîðó iñíóâàííÿ. Óñÿ ïîïóëÿöiÿ áiîëîãi÷íîãî âèäó ïîäi-

ëÿ¹òüñÿ íà òðè ãðóïè: S ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü îñiá, ñïðèÿòëèâèõ äî çàðàæåííÿ,

I � iíôiêîâàíi òà çäàòíi ïåðåíîñèòè iíôåêöiþ, R � òi, ùî ïåðåáóâàþòü ïiä

çàõèñòîì àáî âæå âèäóæàëè. Åâîëþöiÿ çàçíà÷åíèõ ãðóï ó ÷àñi âèçíà÷à¹òüñÿ

âiäíîñíî ïðîñòèìè íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè:

Ṡ = −rSI, İ = rSI − aI, Ṙ = aI,

äå r, a > 0. Îñíîâíå ïèòàííÿ � öå äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè ïîøèðåííÿ iíôåêöi¨

I(t) çàëåæíî âiä çàäàíèõ êîåôiöi¹íòiâ r, a òà ñòàðòîâèõ çíà÷åíü S(0), I(0).

Ïîðiâíÿíî ç SIR-ìîäåëëþ íàøi ïîáóäîâè iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ ó äâîõ

àñïåêòàõ. Ìè ââîäèìî ðåãiîíàëiçàöiþ ïðîñòîðó iñíóâàííÿ, òîáòî ðîçáèòòÿ

ïðîñòîðó íà îêðåìi ðåãiîíè. Òîìó êîìï'þòåðíi ìîäåëi ìîæíà âèêîðèñòîâó-

âàòè äëÿ ïåðåäáà÷åííÿ ïîøèðåííÿ iíôåêöiéíîãî çàðàæåííÿ îêðåìî â êîæíî-

ìó ç ðåãiîíiâ i âñòàíîâëåííÿ íàéáiëüø áåçïå÷íèõ äëÿ iñíóâàííÿ áiîëîãi÷íèõ

ñïåöié ðåãiîíiâ. Iíøèì íîâèì ìîìåíòîì ¹ îðèãiíàëüíi ôîðìóëè äëÿ îïèñó

êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ (äèâ. (3.2), (3.3)). Âîíè âðàõîâóþòü îäíî÷àñíî ÿê ñóòî

êiëüêiñíi (åìïiðè÷íi) õàðàêòåðèñòèêè êîíôëiêòíèõ ñòîðií, òàê i ñòàòèñòè÷íi

äàíi. Âàæëèâî òàêîæ, ùî â ôîðìóëàõ (3.2), (3.3) çàêëàäåíî ïðèíöèï íåçíè-

ùåííîñòi äëÿ êîæíî¨ iç ïðèðîäíèõ ñóáñòàíöié.

Äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòíî¨ òðiàäè, ùî îïèñó¹ åâîëþöiþ òðüîõ îäíî-

÷àñíî âçà¹ìîäiéíèõ ñóáñòàíöié P,R,Q, ñèìâîëi÷íî çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

{PN ,RN ,QN} >−→ {PN+1,RN+1,QN+1}, N = 0, 1, ..., (3.1)

äå > � ñêëàäíà êîìïîçèöiÿ êîíôëiêòó, âèçíà÷åíà ôîðìóëàìè (3.2), (3.3). Ïðè-

ïóñêà¹ìî, ùî ñóáñòàíöi¨ P,R,Q ìàþòü ñïiëüíèé ïðîñòið iñíóâàííÿ Ω, ÿêèé

ïðèðîäíèì ÷èíîì ðîçêëàäåíî íà îêðåìi ðåãiîíè, Ω =
∪n

i=1 Ωi, n ≥ 2. Êîí-

ôëiêòíà òðiàäà � ñêëàäíà ñèñòåìà â òîìó ñåíñi, ùî êîæíà ç òðüîõ ñóáñòàíöié

ìà¹ âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó:

P = (P1, ..., Pn), R = (R1, ..., Rn), Q = (Q1, ..., Qn),
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åëåìåíòè ÿêî¨ Pi, Ri, Qi, i = 1, ..., n, âèçíà÷àþòü êiëüêiñíó õàðàêòåðèñòèêó

ïî÷àòêîâîãî (ïðè N = 0) ðîçïîäiëó ñóáñòàíöié ïî ðåãiîíàõ ïðîñòîðó iñíóâàí-

íÿ.

Ñóáñòàíöi¨ êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ìàþòü ðiçíó ôiçè÷íó ïðèðîäó. Òîìó êîí-

êðåòíi ôîðìóëè âçà¹ìîäi¨ êîæíî¨ ñóáñòàíöi¨ iç ïàðîþ, ùî ¨¨ äîïîâíþ¹, òîáòî

P ç ïàðîþ {R,Q}, R ç {P,Q} òà Q ç {P,R}, ¹ âiäìiííèìè îäíà âiä

îäíî¨. Óâåñü ìåõàíiçì âçà¹ìîäi¨, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â êîìïîçèöi¨ êîíôëiêòó >,
ðîçêëàäåíî íà äâi ÷àñòèíè: ôîðìóëè (3.2) � àëãîðèòì êiëüêiñíèõ çìií âå-

ëè÷èí Pi, Ri, Qi ïî ðåãiîíàõ Ωi òà (3.3) � ñòàòèñòè÷íèé çàêîí ïåðåðîçïîäiëó

éìîâiðíîñòåé ¾îêóïàöi¨¿ ñóáñòàíöiÿìè P,R,Q êîæíîãî ç ðåãiîíiâ.

Åâîëþöiþ êiëüêiñíèõ ðåãiîíàëüíèõ çìií âèçíà÷à¹ìî òàêèìè ðiâíÿííÿìè:

PN+1
i =

PN
i + d1(R

N
i −QN

i )

ZN
P

,

RN+1
i =

RN
i + 1/d3 ·QN

i /P
N
i

ZN
R

, (3.2)

QN+1
i =

QN
i + d2(R

N
i −QN

i )

ZN
Q

,

P 0
i = Pi, R

0
i = Ri, Q

0
i = Qi, N = 0, 1, ...,

äå ïàðàìåòðè d1, d2, d3 > 0 õàðàêòåðèçóþòü çàëåæíó âiä êîíêðåòíî¨ ìî-

äåëi øâèäêiñòü çìií ñóáñòàíöié P,R,Q çàâäÿêè ïðèðîäíèì âçà¹ìîçàëåæíî-

ñòÿì ìiæ íèìè. Íîðìóâàëüíi çíàìåííèêè ZN
P , Z

N
Q , Z

N
R ñòàáiëiçóþòü ãëîáàëüíó

êiëüêiñòü âiäïîâiäíî¨ ñóáñòàíöi¨ ó âñüîìó ïðîñòîði Ω, âîíè ìîæóòü äîäàòêîâî

çàëåæàòè âiä ÷àñó ÷åðåç çîâíiøíi îáñòàâèíè. Äëÿ ñïðîùåííÿ ââàæà¹ìî, ùî

ãëîáàëüíà ñóìàðíà êiëüêiñíà õàðàêòåðèñòèêà êîæíî¨ iç ñóáñòàíöié ¹ íåçìií-

íîþ, òîìó ïîêëàäà¹ìî

ZN
P = P =

n∑
i

Pi, Z
N
Q = Q =

n∑
i

Qi, Z
N
R = R =

n∑
i

Ri, N = 0, 1, ...

Ôîðìóëè (3.2) iíòåðïðåòó¹ìî òàêèì ÷èíîì. Íà êîæíîìó êðîöi êîíôëi-
êòíî¨ áîðîòüáè çðîñòàííÿ êiëüêîñòi áiîëîãi÷íîãî âèäó â i-ìó ðåãiîíi PN+1

i

ïðÿìî çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi PN
i â ïîïåðåäíié ìîìåíò N i ïðîïîðöiéíå, ç äå-

ÿêèì êîåôiöi¹íòîì, ðiçíèöi ìiæ âåëè÷èíîþ (ïîçèòèâíîãî) æèòò¹âîãî ðåñóðñó
RN

i òà äi¹þ íåãàòèâíîãî ôàêòîðà (çàãðîçàì çíèùåííÿ) ç áîêó QN
i . Ìîæå ñòà-

òèñÿ, ùî öÿ ðiçíèöÿ ìà¹ â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó N âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ. Òîäi PN
i

áóäå äîñèòü øâèäêî çìåíøóâàòèñÿ. Àëå äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà íå ðîçâàëèëà-
ñÿ, òîáòî ùîá æîäíà ç êîîðäèíàò PN

i , QN
i , R

N
i íå íàáóëà âiä'¹ìíîãî çíà÷åííÿ,
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òàêèé ïåðiîä ðîçâèòêó ìóñèòü áóòè íåäîâãèì. Àíàëîãi÷íî iíòåðïðåòó¹ìî çà-
ëåæíiñòü QN

i âiä öi¹¨ ñàìî¨ ðiçíèöi, àëå ç iíøèì êîåôiöi¹íòîì ïðîïîðöiéíîñòi.
Ñâî¹þ ÷åðãîþ, êiëüêiñíà çìiíà æèòò¹âîãî ðåñóðñó RN

i ¹ äóæå ÷óòëèâîþ äî
âiäíîøåííÿ QN

i /P
N
i . Çàçíà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà 1/d3 â ðîçãëÿíó-

òèõ äàëi ïðèêëàäàõ ¹ äîñèòü âåëèêèì. Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç ôîðìóëàìè
(3.2) óñi êîîðäèíàòè ôîðìàëüíî çðîñòàþòü. Àëå íàñïðàâäi çàâäÿêè íîðìó-
âàëüíèì çíàìåííèêàì ó öèõ ôîðìóëàõ ïðèñóòíÿ ñòèñêóâàëüíà ¾äèñèïàöiÿ¿
êiëüêîñòi êîæíî¨ iç êîíôëiêòíèõ ñóáñòàíöié. Öå àâòîìàòè÷íî çàáåçïå÷ó¹ çìåí-
øåííÿ óñiõ âåëè÷èí Pi, Ri, Qi íà êîæíîìó êðîöi êîíôëiêòíî¨ áîðîòüáè. Çâè-
÷àéíî, êîíêðåòíèé õàðàêòåð îïèñàíèõ çàëåæíîñòåé (çîêðåìà, ðîëi ïàðàìåòðiâ
âçà¹ìîäi¨) òà ¨õ ôiçè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ðåàëüíî¨
ìîäåëi äîñëiäæåííÿ.

Äðóãà ÷àñòèíà ìåõàíiçìó êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ > ìà¹ ìiæðåãiîíàëüíèé

÷èñòî éìîâiðíiñíèé (ñòàòèñòè÷íèé) õàðàêòåð. Äëÿ ¨¨ ìàòåìàòè÷íîãî çàïèñó

íåîáõiäíî ïåðåéòè äî íîðìîâàíèõ íà îäèíèöþ âåêòîðiâ:

p = (p1, ..., pn), r = (r1, ..., rn), q = (q1, ..., qn),

äå êîîðäèíàòè

pi := Pi/P, ri = Ri/R, qi := Qi/Q, i = 1, ..., n,

ìàþòü ñåíñ iìîâiðíîñòåé çíàéòè âiäïîâiäíó ñóáñòàíöiþ P, R ÷è Q â i-ìó ðå-

ãiîíi (àáî éìîâiðíiñòü ¾îêóïàöi¨¿ ðåãiîíó Ωi âiäïîâiäíîþ ñóáñòàíöi¹þ). Çàêîí

ïåðåðîçïîäiëó öèõ iìîâiðíîñòåé âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè, ÿêi ¹ ñòàòèñòè÷íè-

ìè àíàëîãàìè ðiçíèöåâèõ âàðiàíòiâ ðiâíÿíü Ëîòêè � Âîëüòåððè:

pN+1
i =

pNi (1 + a(rNi − qNi ))

zNp
,

rN+1
i =

rNi (1 − cpNi − bqNi )

zNr
, (3.3)

qN+1
i =

qNi (1 + c−1pNi − brNi )

zNq
,

p0i = pi, r
0
i = ri, q

0
i = qi, N = 0, 1, ...,

äå ïàðàìåòðè a, b, c > 0 õàðàêòåðèçóþòü iíòåíñèâíiñòü êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨.

Ïåðøà ç ôîðìóë (8.2.3) ïîêàçó¹, ùî ñòàòèñòè÷íî ïîïóëÿöiÿ ñóáñòàíöi¨

P ìàêñèìàëüíî ïåðåðîçïîäiëÿ¹òüñÿ â òîé ðåãiîí, äå ¹ íàéáiëüøà éìîâiðíiñòü

çíàéòè æèòò¹âèé ðåñóðñ òà ìiíiìàëüíà çàãðîçà iñíóâàííþ. Çãiäíî ç äðóãîþ
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ôîðìóëîþ éìîâiðíiñòü çíàéòè æèòò¹âèé ðåñóðñ R çìåíøó¹òüñÿ â òèõ ðåãiî-

íàõ, äå çðîñòà¹ ïîïóëÿöiÿ P (áî âîíà âèêîðèñòîâó¹ æèòò¹âèé ðåñóðñ), à òà-

êîæ òàì, äå âåëèêà êîíöåíòðàöiÿ iíôåêöi¨ Q; íàãàäà¹ìî, ùî ñóáñòàíöi¨ Q òà

R ¹ âçà¹ìíî àëüòåðíàòèâíèìè (ñóáñòàíöiþ Q ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê âiä'¹ì-

íèé, ïðîòèëåæíèé äî R ðåñóðñ). Çàâäÿêè òðåòié ôîðìóëi â (3.3) éìîâiðíiñòü

íåáåçïåêè (iíôåêöi¨) äëÿ iñíóâàííÿ ïîïóëÿöi¨ â i-ìó ðåãiîíi çáiëüøó¹òüñÿ ðà-

çîì iç çðîñòàííÿì ñàìî¨ ïîïóëÿöi¨ òà çìåíøó¹òüñÿ çàëåæíî âiä íàÿâíîñòi ïî-

çèòèâíîãî æèòò¹âîãî ðåñóðñó. Çíàìåííèêè â ôîðìóëàõ (3.3) çàáåçïå÷óþòü

ñòîõàñòè÷íiñòü âåêòîðiâ pN = (pN1 , ..., p
N
n ), rN = = (rN1 , ..., r

N
n ), qN =

(qN1 , ..., q
N
n ), N = 1, 2, ...

Äëÿ çàâåðøåííÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨ êîíôëiêòó > íåîáõiäíî ïåðåíîð-

ìóâàòè âåêòîðè pN+1, rN+1, qN+1, êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäàíi ôîðìóëàìè (3.3).

Öå îçíà÷à¹ ïåðåõiä äî îñòàòî÷íèõ êiëüêiñíèõ çíà÷åíü ñóáñòàíöié P, Q òà R

íà êîæíîìó N + 1 êðîöi â i-ìó ðåãiîíi:

PN+1
i = pN+1

i · P , QN+1
i = qN+1

i ·Q, RN+1
i = rN+1

i ·R. (3.4)

Òàêèì ÷èíîì, êîìïîçèöiÿ êîíôëiêòó, òîáòî âiäîáðàæåííÿ >, ÿêå ïîðî-
äæó¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòíî¨ òðiàäè (3.1), ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëàìè (3.2), (3.3), (3.4).

Ïðîâåäåíi âèùå ïîáóäîâè � öå ëèøå ïåðøèé êðîê ó ïîáóäîâi ìîäåëi äèíà-
ìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè. Ïîäàëüøà äiÿëüíiñòü ó ôîðìi êîìï'þòåð-
íîãî ìîäåëþâàííÿ âèÿâëÿ¹ íèçêó öiêàâèõ âëàñòèâîñòåé òà çàêîíîìiðíîñòåé
òðiàäè. Çîêðåìà äàëi âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè, ÿêà ¹ àòðàêòî-
ðîì, iñíóâàííÿ ëîêàëüíî ñòàáiëüíèõ ãðàíè÷íèõ ñòàíiâ, íàÿâíîñòi öèêëi÷íèõ
àòðàêòîðiâ, êðèòè÷íèõ áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê, êîëèâàëüíî¨ ïîâåäiíêè â åâîëþ-
öi¨ ñóáñòàíöié, áëèçüêî¨, ç îäíîãî áîêó, äî ïåðiîäè÷íî¨, à ç äðóãîãî � äî ìàéæå
õàîòè÷íî¨ (êâàçiõàîòè÷íî¨). Áåç ñóìíiâó, ïîäàëüøi äîñëiäæåííÿ ïðèâåäóòü äî
âñòàíîâëåííÿ çíà÷íî ãëèáøèõ ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü.

Ðîçãëÿíåìî äîêëàäíiøå äèíàìiêó äâîñòîðîííiõ ïàðíèõ âçà¹ìîäié. Âçà-
¹ìîçàëåæíîñòi ñóáñòàíöié P,R,Q â êîíôëiêòíié òðiàäi çãiäíî ç ðiâíÿííÿìè
(3.2), (3.3) ¹ íåëiíiéíèìè i äîñèòü ñêëàäíèìè. Àëå äâîñòîðîííi ïàðíi âçà¹ìî-
äi¨ ïðèïóñêàþòü äîñòàòíüî ïîâíèé ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç. Òóò âñòàíîâëåíî äâà
ðåçóëüòàòè äëÿ ñèòóàöié, ÿêi ïîçíà÷à¹ìî ÿê ïëþñ � ìiíóñ òà ìiíóñ � ìiíóñ
ìîäåëi.

Ó ìîäåëi ïëþñ � ìiíóñ àíàëiçó¹ìî äèíàìiêó çìií äâîõ ñóáñòàíöié P
òà R. Ïëþñ îçíà÷à¹, ùî P îäåðæó¹ ïîçèòèâíèé âïëèâ ç áîêó R, à ìiíóñ �
íåãàòèâíèé âïëèâ íà R ç áîêó P.

Íåõàé PN , N = 0, 1, ..., ïîçíà÷à¹ åâîëþöiþ êiëüêîñòi ñóáñòàíöi¨P (ôiêñî-
âàíîãî áiîëîãi÷íîãî âèäó) íà òåðèòîði¨ Ω â äèñêðåòíîìó ÷àñi. Îñêiëüêè ïðî-
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ñòið iñíóâàííÿ Ω ñêëàäà¹òüñÿ ç îêðåìèõ ðåãiîíiâ, Ω =
∪n

i=1 Ωi, 2 ≤ n < ∞,
òî â êîæåí ìîìåíò ÷àñó ïîâíà êiëüêiñòü PN ïåâíèì ÷èíîì ðîçïîäiëÿ¹òüñÿ ïî
öèõ ðåãiîíàõ: PN = PN

1 +· · ·+PN
n . Çàðàäè ñïðîùåííÿ ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïîâíà

êiëüêiñòü ñóáñòàíöi¨ íà óñié òåðèòîði¨ Ω ¹ ïîñòiéíîþ, PN = P = const. Öå
îçíà÷à¹, ùî ñåðåäíÿ øâèäêiñòü ïðèðîñòó òà çìåíøåííÿ ñóáñòàíöi¨ P (íàðî-
äæåííÿ òà çàãèáåëi áiîëîãi÷íîãî âèäó) äèíàìi÷íî âðiâíîâàæåíi. Òàêå ïðèïó-
ùåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äîñèòü ÷àñòî, ïðèíàéìíi ëîêàëüíî â ïåâíi ïåðiîäè ðîçâè-
òêó ñêëàäíî¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè. Îòæå, â ñïðîùåíié ìîäåëi äîñëiäæó¹ìî ëèøå
äèíàìiêó ïåðåðîçïîäiëó PN

i ïî ðåãiîíàõ. Ó ìîäåëi êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ïåðå-
ðîçïîäië âåëè÷èí PN

i çóìîâëåíèé äâîìà ôàêòîðàìè: ïîçèòèâíèì âïëèâîì ç
áîêó ñóáñòàíöi¨ R (âèêîðèñòàííÿì ðåñóðñíîãî ñåðåäîâèùà) òà íåãàòèâíèì
âïëèâîì ç áîêó Q (âiä çàãðîç, íàïðèêëàä, iíôåêöi¨). Ó ñèòóàöi¨, êîëè ãëî-
áàëüíèé âïëèâ îñòàííüîãî ôàêòîðà ¹ íåçíà÷íèì i íèì ìîæíà çíåõòóâàòè,
äâîñòîðîííÿ ïàðíà âçà¹ìîäiÿ ìiæ âåëè÷èíàìè PN , RN ìàòåìàòè÷íî äóæå
ñïðîùó¹òüñÿ. Ïðè öüîìó çàëåæíiñòü R âiä P ¹ ÷èñòî íåãàòèâíîþ (ñóáñòàíöiÿ
R ¾ñïàëþ¹òüñÿ¿ ÿê æèòò¹âèé ðåñóðñ äëÿ P). Àëå ïðèïóñêà¹ìî, ùî êiëü-
êiñòü R â Ω ¹ ñòàáiëüíîþ, RN = R = const. Öÿ óìîâà ñòàáiëüíîñòi îçíà÷à¹,
ùî R ïîñòiéíî âiäíîâëþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê çîâíiøíüîãî äæåðåëà, ÿêå òåïåð íå
ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Ïðèðîäíî, â êîæåí ìîìåíò ÷àñó R çà ïåâíèì çàêîíîì ðîçïî-
äiëÿ¹òüñÿ ïî ðåãiîíàõ: RN = RN

1 + · · · +RN
n .

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â äîñëiäæåííi äèíàìiêè çìií (ïåðåðîçïîäiëó) âåëè÷èí
PN
i , RN

i ïî ðåãiîíàõ Ωi çàâäÿêè ïëþñ � ìiíóñ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñóáñòàíöiÿìè P
òà R çà óìîâè íåçìiííîñòi ïîâíî¨ êiëüêîñòi P , R â óñüîìó ïðîñòîði Ω òà ¨õ
íåçàëåæíîñòi âiä òðåòüî¨ ñóáñòàíöi¨.

Âiäïîâiäíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòó:

{PN
i , R

N
i }

>−→ {PN+1
i , RN+1

i }, P 0
i = Pi, R

0
i = Ri (3.5)

¹ çíà÷íî ïðîñòiøîþ ïîðiâíÿíî ç ïîâåäiíêîþ ïîâíî¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè. Ïðè
êîíêðåòíîìó çàäàííi ïåðåòâîðåííÿ> äèíàìi÷íà ñèñòåìà (3.5) äà¹ ìîæëèâiñòü
ïðîâåñòè äîñèòü äåòàëüíèé àíàëiç. Òåîðåìà 3.1 äîñèòü ïîâíî îïèñó¹ ïîâåäiíêó
öi¹¨ ñèñòåìè.

Óâåäåìî íàéïðîñòiøèé âàðiàíò êîíêðåòíèõ ôîðìóë ïëþñ � ìiíóñ âçà¹-
ìîäi¨ ìiæ ñóáñòàíöiÿìè P òà R . Öi ôîðìóëè çàïèñó¹ìî â òåðìiíàõ êîîðäèíàò
ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ:

pN = (pN1 , ...p
N
i , ..., p

N
n ), rN = (rN1 , ..., r

N
i , ..., r

N
n )

ç îäèíè÷íîþ l1-íîðìîþ:

pNi :=
PN
i

P
, rNi :=

RN
i

R
,

äå íàãàäà¹ìî, ùî P,R ïîçíà÷àþòü ïîâíó êiëüêiñòü ñóáñòàíöié P, R â óñüîìó
ïðîñòîði Ω. À ñàìå, íà N + 1 êðîöi êîîðäèíàòè pN+1

i òà rN+1
i âèçíà÷àþòüñÿ
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iòåðàòèâíî çà ïðàâèëîì

pN+1
i =

pNi (1 + rNi )

zNp,r
, rN+1

i =
rNi (1 − pNi )

zNr,p
, N = 0, 1, ..., (3.6)

äå íîðìóâàëüíi çíàìåííèêè

zNp,r = 1 + (pN , rN), zNr,p = 1 − (pN , rN)

((·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê âRn) ãàðàíòóþòü ñòîõàñòè÷íiñòü âåêòîðiâ pN+1, rN+1.
Çàóâàæèìî, ùî ðiçíi çíàêè â ÷èñåëüíèêàõ ôîðìóë (3.6) ÿêðàç âèçíà÷à-

þòü ñóòü ïëþñ � ìiíóñ ìîäåëi. Ïëþñ îçíà÷à¹, ùî PN+1
i çðîñòà¹ çàëåæíî âiä

âåëè÷èíè RN
i , à ìiíóñ � çìåíøåííÿ R

N+1
i ïðè çáiëüøåííi PN

i . Ñòiéêiñòü ìîäåëi
çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íîðìóâàëüíèìè çíàìåííèêàìè.

Òåîðåìà 3.1. (ïëþñ-ìiíóñ ìîäåëü) Äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòó (3.5),
ÿêà çàäàíà ôîðìóëàìè (3.6), ìà¹ òðè õàðàêòåðíi ôàçè ïîâåäiíêè.

Ïåðøà ôàçà (ðiâíîâàæíèé ñòàí) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîìiðíèì ñòàðòî-
âèì ðîçïîäiëîì:

PN
i = P/n, RN

i = R/n, ∀N, i; p = (1/n, ..., 1/n), r = (1/n, ..., 1/n). (3.7)

Ðiâíîâàæíèé ñòàí (3.7) ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, àëå öÿ
òî÷êà íå ¹ àòðàêòîðîì.

Äðóãà ôàçà (iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî ãðàíè÷íîãî ñòàíó) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ çà
òàêî¨ óìîâè: õî÷à á äëÿ îäíîãî ôiêñîâàíîãî i

pi = 0, ri ̸= 0. (3.8)

Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà çáiãà¹òüñÿ äî ãðàíè÷íîãî íåðóõîìîãî ñòàíó:

p∞ = lim
N→∞

pN , r∞ = lim
N→∞

rN , p∞ ⊥ r∞. (3.9)

Òðåòÿ òèïîâà ôàçà (êâàçiõàîòè÷íà ïîâåäiíêà) âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâàìè

p ̸= r, ∀i, pi ̸= 0, ri ̸= 0. (3.10)

Ó öié ôàçi êîæíà ç êîîðäèíàò pNi , r
N
i , i = 1, ..., n êîëèâà¹òüñÿ â ìåæàõ

ìiæ íóëåì òà îäèíèöåþ. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó öi êîëèâàííÿ ïîçáàâëåíi
ÿâíî¨ çàêîíîìiðíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ó âèïàäêó ðiâíîìiðíîãî ñòàðòîâîãî ðîçïîäiëó ñóáñòàíöié P,
R ïî ðåãiîíàõ, Pi = P/n, Ri = R/n, ∀i, óñi êîîðäèíàòè ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ
p, r îäíàêîâi: pi = ri = 1/n. Òîäi ëåãêî ïîðàõóâàòè, ùî

(p, r) = 1/n = zp,r = zr,p.
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Òîìó çàâäÿêè ôîðìóëàì (3.6) äëÿ óñiõ N ìà¹ìî pNi = rNi = 1/n. Öå äîâîäèòü
íåðóõîìiñòü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (3.5) ó ñòàíi, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîìið-
íèì ñòàðòîâèì ðîçïîäiëîì P, R i ÿêèé ôiêñó¹òüñÿ îäíàêîâèìè êîîðäèíà-
òàìè âåêòîðiâ p, r. Òîé ôàêò, ùî öåé ðiâíîâàæíèé ñòàí íå ¹ îäíîòî÷êîâèì
àòðàêòîðîì, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ êîíòðïðèêëàäàìè: íåçíà÷íå âiäõèëåííÿ áóäü-ÿêî¨
êîîðäèíàòè pi àáî ri íà ε > 0 âiä çíà÷åííÿ 1/n ïðèâîäèòü ç ÷àñîì äî ùå
áiëüøèõ âiäõèëåíü (äèâ. ëåìó ??).

Ó ñòàíi äðóãî¨ ôàçè (ïðè âèêîíàííi óìîâè (3.8)) ñèñòåìà ïðè N → ∞
çáiãà¹òüñÿ äî íåðóõîìî¨ òî÷êè íà ãðàíèöi. Äëÿ äîâåäåííÿ ââîäèìî âåëè÷èíó

θN :=
∑
i

pNi r
N
i = (pN , rN),

ÿêà çâåòüñÿ ïîêàçíèêîì êîíôëiêòíîñòi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè â ìîìåíò ÷àñó N .
Ïðèïóñòiìî âèêîíàííÿ óìîâè (3.8). Íåõàé ëèøå îäíà ôiêñîâàíà êîîðäèíàòà
pi = 0, à ðåøòà êîîðäèíàò ri, pk ̸=i, rk ̸=i ¹ áiëüøèìè çà íóëü. Ïîêàæåìî, ùî
òîäi ïðè N → ∞ iñíóþòü ãðàíè÷íi âåêòîðè p∞, r∞ ç êîîðäèíàòàìè:

p∞i = 0, r∞i = 1, p∞k ≥ 0, r∞k = 0, k ̸= i.

Ñïðàâäi, ÿêùî pi = 0, à ri ̸= 0, òî çàâäÿêè òîìó, ùî 0 < θ ≡ ≡ θ0 < 1,
ïîñëiäîâíiñòü rNi = rN−1

i /(1 − θN−1), N = 1, 2, ... ìîíîòîííî çðîñòà¹. ×åðåç
îáìåæåíiñòü rNi < 1, i iñíó¹ ãðàíèöÿ r∞i = = limN→∞ rNi . Ïðè öüîìó, îñêiëüêè
rNi = ri ·

∏N
l=1 1/(1 − θl) < 1, iç çáiæíîñòi rNi ç íåîáõiäíiñòþ âèïëèâà¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü θN ìîíîòîííî ñïàäà¹. Îòæå, θN → 0. Ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî
r∞i = 1, ìîæíà ç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü.

Ïîêàæåìî, ùî rNk ̸=i → 0, N → ∞. Ïðèïóñòiìî, ùî öå íå òàê. Òîáòî ïðè-
ïóñòiìî, ùî iñíó¹ õî÷à á îäíà êîîðäèíàòà rNk ̸=i, ÿêà íå çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Òîäi
÷åðåç òå, ùî ïîêàçíèê êîíôëiêòíîñòi θN → 0, âiäïîâiäíà êîîðäèíàòà pNk ìó-
ñèòü ïðÿìóâàòè äî íóëÿ, ùîá çàáåçïå÷èòè ôàêò θN → 0. Àëå öå ïðèâîäèòü
äî ñóïåðå÷íîñòi iç ïðèïóùåííÿì, îñêiëüêè çàâäÿêè ôîðìóëàì (3.6) çáiæíiñòü
θN → 0 ìîæëèâà, ëèøå ÿêùî rNk < θN , áî pN+1

k = pNk (1 + rNk )/(1 + θN). Öå
îçíà÷à¹, ùî ç íåîáõiäíiñòþ rNk → 0 ðàçîì ç ïîêàçíèêîì êîíôëiêòíîñòi. Îòæå,
óñi êîîðäèíàòè rNk ̸=i ïðÿìóþòü äî íóëÿ. ßê íàñëiäîê, ëèøå îäíà ôiêñîâàíà
êîîðäèíàòà r∞i = 1. Çâiäñè òàêîæ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ êîîðäèíàò
p∞k , k ̸= i, ÿêi ìîæóòü ìàòè äîâiëüíi (íåíóëüîâi) çíà÷åííÿ, â ñóìi ðiâíi îäè-
íèöi. Î÷åâèäíî, ùî çíîâó çàâäÿêè θ∞ = 0 ãðàíè÷íèé ñòàí óñi¹¨ ñèñòåìè ¹
íåðóõîìèì.

ßêùî iñíó¹ êiëüêà êîîðäèíàò pi = 0 ç âiäïîâiäíèìè ri ̸= 0, òî, ïîâòîðþ-
þ÷è àíàëîãi÷íi ïðîâåäåíèì ìiðêóâàííÿ, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî óñi ïîñëiäîâíîñòi
rNi ìîíîòîííî çðîñòàòèìóòü i äîñÿãàòèìóòü ôiêñîâàíèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü
r∞i > 0, ÿêi â ñóìi äîðiâíþþòü îäèíèöi. Ïîñëiäîâíiñòü ïîêàçíèêiâ êîíôëi-
êòíîñòi θN ç íåîáõiäíiñòþ ìîíîòîííî ñïàäàòèìå äî íóëÿ, i âiäïîâiäíî ãðàíè-
÷íèé ñòàí ñèñòåìè áóäå òåæ íåðóõîìèì.
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàãàëüíó ñèòóàöiþ, õàðàêòåðíó äëÿ òðåòüî¨ ôàçè. Ââà-
æà¹ìî, ùî óñi ñòàðòîâi êîîðäèíàòè âiäìiííi âiä íóëÿ i ðiçíi. Òîäi 0 < θ < 1,
îòæå, ïî÷àòêîâi âåêòîðè p, r íå ¹ îðòîãîíàëüíèìè. Çîêðåìà, óíåìîæëèâëþ¹-
ìî pi = ri = 1 äëÿ ÿêîãîñü i. Ïîêàæåìî, ùî â öüîìó âèïàäêó óñi êîîðäèíàòè
îñöèëþþòü ó ìåæàõ íóëü � îäèíèöÿ (âçàãàëi áåç ÿâíî¨ çàêîíîìiðíîñòi).

ßê i âèùå, ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü ïîâíiñòþ âèïëèâà¹ ç
ôîðìóë (3.6). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïàðó êîîðäèíàò 0 ̸= pi ̸= ri ̸= 0. Ïðè-
ïóñòiìî, ùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

ri < pi < θ. (3.11)

Äàëi áóäå ïîêàçàíî, ùî óñi iíøi ìîæëèâi íåðiâíîñòi ìiæ ri, pi, θ ïîñëiäîâíî
ç'ÿâëÿòèìóòüñÿ ó ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. Çàðàäè ñêîðî÷åííÿ ïîçíà÷åíü iãíîðó¹-
ìî (íå ïèøåìî) â íàñòóïíèõ íåðiâíîñòÿõ ÷àñîâèé iíäåêñ N . Òàêîæ âèêîðèñòî-
âó¹ìî ôàêò ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè âåëè÷èí θN , pNi , r

N
i , à ñàìå, çàâäÿêè âèçíà÷åí-

íþ êîåôiöi¹íòà êîíôëiêòíîñòi, θN =
∑

i p
N
i · rNi âií çìiíþ¹òüñÿ ïîâiëüíiøå,

íiæ áóäü-ÿêà îêðåìà êîîðäèíàòà pNi , r
N
i . Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ñêií÷åííà

ñóìà äîáóòêiâ äèôåðåíöiàëiâ ∆pi∆ri ìà¹ äðóãèé ïîðÿäîê ìàëîñòi ïîðiâíÿíî
ç áóäü-ÿêèì îêðåìèì äèôåðåíöiàëîì ∆pi,∆ri.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ç (3.11) çàâäÿêè (3.6) âèïëèâà¹ ñïàäàííÿ êî-
îðäèíàòè pi òà çðîñòàííÿ ri. Öå íåìèíó÷å ïðèâîäèòü äî çìiíè (3.11) íà íåðiâ-
íîñòi

pi < ri < θ. (3.12)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çíîâó ôîðìóëè (3.6) áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî êîîð-
äèíàòà pi i äàëi ñïàäàòèìå, à ri � çðîñòàòèìå. Öå òðèâà¹ äîòè, äîêè çàìiñòü
(3.12) ç'ÿâëÿòüñÿ íåðiâíîñòi

pi < θ < ri. (3.13)

Çíîâó çàâäÿêè ôîðìóëàì (3.6) âîíè ïðèâîäÿòü äî òîãî, ùî êîîðäèíàòà pi
ïî÷íå çðîñòàòè, õî÷à ri ïðîäîâæó¹ çðîñòàòè. Öå, î÷åâèäíî, òðèâà¹ äîòè, äîêè
íåðiâíîñòi (3.13) íå çìiíÿòüñÿ íà

θ < pi < ri. (3.14)

Çàóâàæèìî, ùî ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íå âèïëèâà¹ ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ
êîåôiöi¹íòà êîíôëiêòíîñòi (âåêòîðè p, r íå ìîæóòü ñòàòè îðòîãîíàëüíèìè).
Öå ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî ç (3.14), (3.15) ç íåîáõiäíiñòþ âèïëèâà¹ çðîñòàííÿ
õî÷à á îäíi¹¨ ç êîîðäèíàò.

Çàâäÿêè íåðiâíîñòÿì (3.13) êîîðäèíàòà pi çðîñòàëà. Ïðè ïåðåõîäi äî
(3.14) öÿ êîîðäèíàòà, î÷åâèäíî, ïðîäîâæó¹ çðîñòàòè, à ri ïî÷íå ñïàäàòè. Öå
íåìèíó÷å ïðèâîäèòü äî íåðiâíîñòåé

θ < ri < pi. (3.15)
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Ç íèõ âèïëèâà¹, ùî pi âñå ùå ïðîäîâæó¹ çðîñòàòè, à ri � ñïàäàòè. Îòæå,
âèíèêàþòü íåðiâíîñòi

ri < θ < pi. (3.16)

Îñòàííi íåðiâíîñòi çóìîâëþþòü ïî÷àòîê ñïàäàííÿ pi, à ri ïðîäîâæóâà-
òèìóòü ñïàäàòè. Àëå öi çìiíè òðèâàþòü ëèøå äî ìîìåíòó çìiíè (3.16) íà
ñòàðòîâi íåðiâíîñòi (3.11).

Òàêèì ÷èíîì, âiäáóâñÿ ïîâíèé öèêë êîëèâàííÿ, ïðîòÿãîì ÿêîãî ïîñëiäîâ-
íî ðåàëiçóâàëèñÿ óñi ìîæëèâi âàðiàíòè íåðiâíîñòåé ìiæ âåëè÷èíàìè θ, ri, pi.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü âçà¹ìîïåðåõîäiâ ìiæ íåðiâíîñòÿìè
(3.11)� (3.16) ¹ âïîðÿäêîâàíîþ. Ó õîäi çìií íåðiâíîñòåé (3.11)� (3.16) iíêîëè
ìîãëè âèíèêíóòè i ðiâíîñòi, àëå çàâäÿêè ôîðìóëàì (3.6) öi ðiâíîñòi ç íåîáõi-
äíiñòþ ïåðåõîäèëè ó íåðiâíîñòi.

Ìè âñòàíîâèëè íàñòóïíèé âàæëèâèé ôàêò: æîäíà ç êîîðäèíàò ri, pi (ÿê
i ïîêàçíèê êîíôëiêòíîñòi) íå ìîæóòü íàáëèæàòèñÿ äî íóëÿ. Íàïðèêëàä, ÿê
òiëüêè ñèñòåìà ïåðåéøëà â ñòàí, êîëè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.11), â íàñòó-
ïíèé ìîìåíò êîîðäèíàòà ri ïî÷èíà¹ çðîñòàòè. Âçàãàëi, ÿêùî ÿêàñü ç êîîðäè-
íàò ri, pi ñòà¹ íàéìåíøîþ, âîíà íåìèíó÷å ïî÷èíà¹ çðîñòàòè çàâäÿêè ôîðìó-
ëàì (3.6).

Äëÿ êîæíî¨ ïàðè êîîðäèíàò ri, pi, i = 1, ..., n, êîæíà ç íåðiâíîñòåé (3.11)
� (3.16) âèêîíó¹òüñÿ â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó i ¨õíi âçà¹ìîïåðåõîäè íå ¹ ñèíõðîí-
íèìè. Òîìó iñíóâàííÿ çàêîíîìiðíèõ öèêëi÷íèõ êîëèâàíü äëÿ ïîâíî¨ ñèñòåìè
àáî íàáëèæåííÿ äî òàêî¨ ïîâåäiíêè ¹ ïðîáëåìàòè÷íèì. Öÿ ôàçà øâèäøå ïî-
äiáíà äî êâàçiõàîòè÷íî¨.

Iíøî¨ õàðàêòåðíî¨ ôàçè ïîâåäiíêè ó ñèñòåìè íå iñíó¹. Çîêðåìà, ó âèïàäêó,
ÿêùî îäíà àáî êiëüêà çi ñòàðòîâèõ êîîðäèíàò
ri = 0, à ðåøòà êîîðäèíàò íåíóëüîâi, çîêðåìà pi ̸= 0, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî pNi → 0, à ðåøòà íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò êîëèâà¹òüñÿ çãiäíî ç ñèòóàöi¹þ,
ÿêà õàðàêòåðíà äî òðåòüî¨ òèïîâî¨ ôàçè ïîâåäiíêè. Îòæå, ïî÷àòêîâà ñèñòå-
ìà ïåðåõîäèòü ó ñèñòåìó ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ êîîðäèíàò, àëå íîâî¨ ôàçè íå
âèíèêà¹.

Íàñòóïíà ëåìà ïîêàçó¹, ùî ðiâíîâàæíèé ñòàí (3.7) íå ¹ îäíîòî÷êîâèì
àòðàêòîðîì. Öèì çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè. �

Ñïðàâåäëèâà òàêà ëåìà. Íåçíà÷íå âiäõèëåííÿ òðà¹êòîði¨ äèíàìi÷íî¨ ñè-
ñòåìè (3.5) âiä ðiâíîâàæíîãî ñòàíó (3.7)

pi = 1/n→ pi,ε = 1/n+ εi, ri = 1/n→ ri,δ = 1/n+ δi,∑
i

εi = 0,
∑
i

δi = 0

ïðèâîäèòü äî ùå áiëüøèõ âiäõèëåíü ïðèíàéìíi äåÿêèõ êîîðäèíàò:

εi → ε′i > εi, δi → δ′i > δi.
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Äîâåäåííÿ íå ¹ òðèâiàëüíèì i  ðóíòó¹òüñÿ íà àíàëiçi çìií çíà÷åíü êî-
îðäèíàò pNi = rNi çàëåæíî âiä çàäàíîãî âiäõèëåííÿ âiä ðiâíîâàæíîãî ñòàíó.
Âèêîðèñòàííÿ êîíôëiêòíî¨ êîìïîçèöi¨ (ôîðìóëè (3.6)) ïîêàçó¹, ùî ëiíiéíà ïî
εi, δi ÷àñòèíà âiäõèëåííÿ äîâiëüíî¨ êîîðäèíàòè çìiíþ¹òüñÿ çãiäíî ç ôîðìóëà-
ìè

εi → ε′i = εi + 1/(n+ 1)δi, δi → δ′i = δi − 1/(n− 1)εi.

Öi ôîðìóëè âèçíà÷àþòüñÿ ìàòðèöåþ T ç åëåìåíòàìè t11 = t22 = = 1, t12 =
1/(n − 1), t21 = −1/(n − 1), ÿêà íå çàëåæèòü âiä çàäàíîãî âiäõèëåííÿ i ¹
ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîþ. Òîìó iòåðàöiÿ ôîðìóë (3.6) ïðèâîäèòü äî âiäõè-
ëåíü, ÿêi íå ïðÿìóþòü äî íóëÿ, êîëè N → ∞, â ÷îìó ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ
áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëåííÿìè.

�
Âèêëàäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ äîâîäÿòü, ùî â çàãàëüíié ñèòóàöi¨ äëÿ ðîç-

ãëÿäóâàíî¨ ñèñòåìè iñíóþòü íåñêií÷åííi â ÷àñi êîëèâàííÿ óñiõ ¨¨ êîîðäèíàò.
×è ìîæóòü öi êîëèâàííÿ áóòè öèêëi÷íèìè? Òîáòî, ÷è iñíóþòü öèêëè ñêií-
÷åííîãî ïåðiîäó (iç ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ êðîêiâ)? Òåîðåòè÷íî öå ìîæëèâî
ïðè ïåâíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ çíà÷åííÿìè êîîðäèíàò. Àëå íà öåé ìîìåíò
iñíóâàííÿ òî÷íèõ öèêëiâ â ìîäåëi ïëþñ � ìiíóñ ¹ âiäêðèòèì ïèòàííÿì.

Êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ ïiäòâåðäæó¹ òà iëþñòðó¹ òîé ôàêò, ùî ðiâíî-
âàæíà òî÷êà íå ¹ ïðèòÿãàëüíîþ (àòðàêòîðîì).

Àíàëîãi÷íi äî âèùå íàâåäåíèõ õàðàêòåðíi âëàñòèâîñòi ìà¹ äèíàìi÷íà ñè-
ñòåìà ç äâîñòîðîííüîþ êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ ìiæ áiîëîãi÷íèì âèäîì òà
iíôåêöiéíèì (âiðóñíèì) ñåðåäîâèùåì, ÿêié âiäïîâiäà¹ ìiíóñ � ïëþñ ìîäåëü.
ßêùî ââåñòè âåêòîð ïî÷àòêîâîãî ñòàòèñòè÷íîãî ðîçïîäiëó iíôåêöi¨ ïî ðåãiî-
íàõ Ωi,

q = (q1, ..., qi, ..., qn), qi :=
Qi

Q
,

äå Q = Q1 + · · ·+Qn, òî åâîëþöiÿ çìií êîîðäèíàò pNi , q
N
i (çà óìîâè Q =const

òà âiäñóòíîñòi âïëèâó ç áîêó ðåñóðñíî¨ ñóáñòàíöi¨ R) âèçíà÷à¹òüñÿ iòåðàòèâíî
ôîðìóëàìè, àíàëîãi÷íèìè äî (3.6), àëå ç ïðîòèëåæíèìè çíàêàìè â ÷èñåëüíè-
êàõ:

pN+1
i =

pNi (1 − qNi )

zNp,q
, qN+1

i =
qNi (1 + pNi )

zNq,p
, (3.17)

äå íîðìóâàëüíi çíàìåííèêè zNp,q = 1 − (pN ,qN), zNq,p = 1+ +(qN ,pN) âè-
çíà÷àþòüñÿ òàê, ùîá çàáåçïå÷èòè ñòîõàñòè÷íiñòü âåêòîðiâ pN ,qN . Òåïåð ðiçíi
çíàêè â ÷èñåëüíèêàõ ôîðìóë (3.17) ìàþòü òàêó iíòåðïðåòàöiþ: ìiíóñ � çìåí-
øåííÿ ïîïóëÿöi¨ â ïåâíîìó ðåãiîíi ÷åðåç iíôåêöiéíå çàðàæåííÿ, ïëþñ � çáiëü-
øåííÿ êîíöåíòðàöi¨ iíôåêöi¨ â ðåãiîíàõ iç áiëüøèìè ëîêàëüíèìè ïîïóëÿöiÿìè
áiîëîãi÷íîãî âèäó. Ôîðìàëüíî ïîïóëÿöiÿ â óñiõ ðåãiîíàõ íiáèòî çìåíøó¹òüñÿ,
à êîíöåíòðàöiÿ âiðóñó çðîñòà¹, õî÷ øâèäêiñòü òàêîãî çðîñòàííÿ çìåíøó¹òüñÿ
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÷åðåç çìåíøåííÿ ïîïóëÿöi¨. Àëå íàñïðàâäi öüîãî íå âiäáóâà¹òüñÿ, áî íîðìó-
âàëüíèé çíàìåííèê zNq,p ìàòåìàòè÷íî âiäïîâiäà¹ åôåêòó ïðèðîäíî¨ äèñèïàöi¨
äëÿ áàêòåðié, à çíàìåííèê zNp,q ó ïåðøié ôîðìóëi, íàâïàêè, âèêîíó¹ ðîëü íå-
ïåðåðâíîãî ïðèðîñòó áiîëîãi÷íî¨ ïîïóëÿöi¨, òî÷íiøå ¨¨ íåçíèùåííîñòi. ßâíi
ôîðìóëè êiëüêiñíèõ çìií öèõ ñóáñòàíöié ïî ðåãiîíàõ âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëà-
ìè (3.2), àëå âæå â óìîâàõ ïîòðiéíî¨ êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨.

Ïðîâåäåíèé âèùå àíàëiç ïàðíî¨ äâîñòîðîííüî¨ ïëþñ � ìiíóñ âçà¹ìîäi¨
ïîêàçó¹, ùî é òåïåð â ìiíóñ � ïëþñ ìîäåëi â çàãàëüíîìó âèïàäêó (êîëè
âñi ñòàðòîâi êîîðäèíàòè ðiçíi é âiäìiííi âiä íóëÿ) ïîâåäiíêà ñèñòåìè ìàòè-
ìå êîëèâàëüíèé õàðàêòåð áåç ÿâíî¨ çàêîíîìiðíîñòi. Çîêðåìà, êîîðäèíàòà pNi
çðîñòàòèìå, ÿêùî êîíöåíòðàöiÿ iíôåêöi¨ qNi ìåíøà çà ïîêàçíèê êîíôëiêòíî-
ñòi ñèñòåìè θN = (pN ,qN). Àëå íåðiâíiñòü qNi < θN íå ìîæå âèêîíóâàòèñü
îäíî÷àñíî â óñiõ ðåãiîíàõ. Òîìó iñíóâàòèìóòü iíøi êîîðäèíàòè pNk ̸=i, ÿêi íåìè-
íó÷å ñïàäàòèìóòü. Ç ÷àñîì öi òåíäåíöi¨ çìiíþþòüñÿ, ïðè÷îìó íå ñèíõðîííî
ïî ðiçíèõ ðåãiîíàõ. Äëÿ ÿêiñíîãî ïåðåäáà÷åííÿ â êîíêðåòíèõ ñèòóàöiÿõ òðåáà
ââåñòè äîäàòêîâi ïàðàìåòðè i äîñëiäæóâàòè ìîäåëü ó ïðàêòè÷íîìó ðåæèìi.
Ó çàãàëüíié ñèòóàöi¨ ñïîñòåðiãà¹ìî îïèñàíå â òåîðåìi 3.1 êâàçiõàîòè÷íå êîëè-
âàííÿ óñiõ âåëè÷èí θN , pNi , q

N
i , i = 1, ..., n, ïðè N → ∞.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìiíóñ � ìiíóñ ìîäåëü. �¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ñè-
òóàöiþ, ùî âiäïîâiäà¹ äâîñòîðîííié êîíôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ ìiæ ïàðîþ iíôå-
êöiÿ � àíòèäîò. Öå ÷èñòî àëüòåðíàòèâíà áîðîòüáà òèïó àáî � àáî, ÿêà îïèñó¹
òåíäåíöiþ âèòiñíåííÿ ñóïðîòèâíèêiâ îäèí îäíîãî â êîæíîìó ðåãiîíi. Ìàòåìà-
òè÷íi ôîðìóëè êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ r,q ó öüîìó
âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä

qN+1
i =

qNi (1 − rNi )

zN
, rN+1

i =
rNi (1 − qNi )

zN
, (3.18)

äå zN � íîðìóâàëüíèé çíàìåííèê: zN = 1 − θN , θN = (qN , rN). Çíàê ìi-
íóñ ó ÷èñåëüíèêàõ îáîõ ôîðìóë îçíà÷à¹ àëüòåðíàòèâíiñòü (ïîâíó íåïðèìè-
ðåííiñòü) ñóáñòàíöié. Íîðìóâàííÿ íà îäèíèöþ âåêòîðiâ qN+, rN+1 íà êîæíî-
ìó êðîöi êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ çàáåçïå÷ó¹ íåçíèùåííiñòü öèõ îïîíåíòiâ. Ií-
òó¨òèâíî ìîæíà çäîãàäàòèñÿ, ùî àëüòåðíàòèâíi ñóáñòàíöi¨, âiäøòîâõóþ÷èñü,
ïðîñòî ðîçïîäiëÿòüñÿ ïî ðiçíèõ ðåãiîíàõ. Öå ñïðàâäi òàê. Òî÷íèé õàðàêòåð
ïîâåäiíêè îïèñàíî â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 3.1. (ìiíóñ � ìiíóñ ìîäåëü). Ïðèïóñòiìî, ùî äëÿ çàäàíî¨ ïàðè
ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ q, r ∈ Rn

+, n > 1 ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ïîêà-
çíèê êîíôëiêòíîñòi θ = (q, r) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

0 < θ < 1.

Òîäi âèçíà÷åíà ôîðìóëàìè (3.18) òðà¹êòîðiÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëi-
êòó

{qN , rN} >−→ {qN+1, rN+1}, q0 = q, r0 = r, N = 0, 1, ...,
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ç íåîáõiäíiñòþ çáiãà¹òüñÿ äî íåðóõîìî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè:

q∞ = lim
N→∞

qN , r∞ = lim
N→∞

rN .

Ãðàíè÷íi âåêòîðè q∞, r∞ ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ êîíôëiêòíî¨ êîìïî-
çèöi¨:

q∞ = q∞>r∞, r∞ = r∞>q∞. (3.19)

Ïðè öüîìó ãðàíè÷íi âåêòîðè îðòîãîíàëüíi,

q∞ ⊥ r∞, (3.20)

ÿêùî q ̸= r, òà òîòîæíi, q∞ = r∞, ÿêùî ïî÷àòêîâi âåêòîðè ðiâíi: q = r.
Â îñòàííüîìó âèïàäêó êîîðäèíàòè ãðàíè÷íèõ âåêòîðiâ ðiâíîìiðíî ðîçïîäi-
ëåíi: q∞i = r∞i = 1/m äëÿ óñiõ i òàêèõ, ùî qi = ri ̸= 0, äå m ≤ n ïîçíà÷à¹
÷èñëî íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò ó ïî÷àòêîâèõ âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè ïðî êîí-
ôëiêò.

Çàçíà÷èìî, ùî ôîðìóëè (3.18) âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê äåÿêi âàðiàíòè âå-
êòîðíèõ ðiçíèöåâèõ àíàëîãiâ äîáðå âiäîìèõ ðiâíÿíü Ëîòêè � Âîëüòåððè ç
íåïåðåðâíèì ÷àñîì. Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî äèñêðåòíèé ÷àñ, îñêiëüêè ââà-
æà¹ìî ôiçè÷íó íåïåðåðâíiñòü íåiñíóþ÷îþ, à ìàòåìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü �
ëèøå çðó÷íèì iíñòðóìåíòîì òåîði¨. Âàðòî íàâåñòè ìîæëèâi âàðiàíòè ôîðìóë
(3.6), (3.17) ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì:

ṗ(x, t) =
p(θ + r)

mp,r + θ
, ṙ(x, t) =

r(θ − p)

mp,r − θ
,

äå p = p(x, t), r = r(x, t) ïîçíà÷àþòü ùiëüíîñòi ðîçïîäiëiâ âiäïîâiäíèõ ñóá-
ñòàíöié ó òî÷öi x ∈ Ω ó ìîìåíò íåïåðåðâíîãî ÷àñó t, mp,r := P · R, θ(t) =∫
Ω p(x, t)r(x, t)dx. Àëå ïèòàííÿ, ÷è ïîðîäæóþòü öi ðiâíÿííÿ êîðåêòíî âèçíà-
÷åíó äèíàìi÷íó ñèñòåìó, çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Iñíóþòü ðiçíi ôàçè ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ. Ç ôîðìóë (3.2)�(3.4) âèäíî, ùî
ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ñòàíó òðiàäè, â ÿêîìó óñi òðè ñóáñòàíöi¨ âðiâíîâàæåíi,
íå ìà¹ î÷åâèäíî¨ âiäïîâiäi, áî äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ¹ äî-
ñèòü ñêëàäíîþ. Õî÷à ó ôiçè÷íié ðåàëüíîñòi äëÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì ïîäiáíîãî
òèïó òàêi ñòàíè iíîäi iñíóþòü. Iäåòüñÿ ïðî äèíàìi÷íó ðiâíîâàãó ó ñêëàäíèõ
ïðîöåñàõ ç êiëüêîìà ñóïåðå÷ëèâèìè òåíäåíöiÿìè, êîëè ðiçíi àëüòåðíàòèâíi
ñóáñòàíöi¨ ñïiâiñíóþòü ó äîñèòü ôiêñîâàíèõ (âiäìiííèõ âiä íóëÿ) êiëüêîñòÿõ.
Çàçíà÷èìî, ùî íàÿâíiñòü òàêèõ ñòàíiâ íå âèïëèâà¹ ïðÿìî ç òåîðåì 3.1 òà 3.1,
äå òàêi ñòàíè iñíóþòü. Àëå ìîæíà ïðèïóñêàòè ìîæëèâiñòü ãàëüìóâàííÿ êîëè-
âàíü, ïðèòàìàííèõ ìîäåëÿì ç äâîñòîðîííüîþ ïëþñ-ìiíóñ âçà¹ìîäi¹þ çàâäÿêè
ñòàáiëiçàöi¨ ÷åðåç iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ êîìïðîìiñíèõ ðîçïîäiëiâ, óñòàíîâëå-
íèõ â òåîðåìi 3.1 äëÿ ìiíóñ�ìiíóñ ìîäåëåé.

Iñíóâàííÿ ñòàíó äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè âñòàíîâëåíî â òàêié òåîðåìi.



65

Òåîðåìà 3.2. Äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè (3.1), âèçíà-
÷åíî¨ ôîðìóëàìè (3.2)�(3.4), iñíó¹ ñòàí äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè. Òàêèé ñòàí
âèçíà÷à¹òüñÿ íåðóõîìîþ òî÷êîþ ç êîîðäèíàòàìè P eq

i , R
eq
i , Q

eq
i , i = 1, ..., n,

ÿêi äîðiâíþþòü ñåðåäíüîàðèôìåòè÷íèì çíà÷åííÿì ïî÷àòêîâèõ ðîçïîäiëiâ
ñóáñòàíöié P,R,Q ïî ðåãiîíàõ Ωi.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì P =const, R =const, Q =const,
òî êîîðäèíàòè êîæíîãî âåêòîðà íå ìîæóòü çáiëüøèòèñü àáî çìåíøèòèñü óñi
îäíî÷àñíî. Îòæå, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî õî÷ îäíà ç êîîðäèíàò çìiíþ¹òüñÿ, íà-
ïðèêëàä çáiëüøó¹òüñÿ, òî ç íåîáõiäíiñòþ ïîâèííà iñíóâàòè iùå õî÷à á îäíà ç
êîîðäèíàò, ÿêà çìåíøóâàòèìåòüñÿ. Àëå öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè çãiäíî ç ôîð-
ìóëàìè (3.2)�(3.4) óñi êîîðäèíàòè ðiâíîïðàâíi. Öå âèïëèâà¹ ç ñèìåòðè÷íîñòi
öèõ ôîðìóë âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê iíäåêñiâ êîîðäèíàò. Òîìó ñòàí, ïðè ÿêîìó

P eq
i = 1/n

n∑
k=1

Pk, Req
i = 1/n

n∑
k=1

Rk, Qeq
i =

= 1/n
n∑

k=1

Qk, i = 1, ..., n, (3.21)

¹ íåðóõîìèì. �
Öÿ òåîðåìà ìà¹ êîìï'þòåðíó iëþñòðàöiþ. ßêùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîíêðå-

òíî¨ ìîäåëi ñòàðòîâi êîîðäèíàòè Pi, Ri, Qi êîæíîãî âåêòîðà P,R,Q ïîêëàñòè
ðiâíèìè ñåðåäíüîàðèôìåòè÷íèì çíà÷åííÿì P eq

i , R
eq
i , Q

eq
i , òî âîíè íå çìiíþþ-

òüñÿ (¹ ïîñòiéíèìè) ïðè äîâiëüíîìó N ≥ 1, òîáòî òàêèé ñòàí ñèñòåìè áóäå
íåðóõîìèì. Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà (3.1) ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi äèíàìi÷íî¨ ðiâíî-
âàãè.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî iñíóâàííÿ îäíîòî÷êîâîãî àòðàêòîðà ôîðìóëþ-
¹ìî ÿê òåîðåìó, õî÷à ¨¨ äîâåäåííÿ íå ¹ ÷èñòî ìàòåìàòè÷íèì, à ñêîðiøå åâði-
ñòè÷íå.

Òåîðåìà 3.3. Ðiâíîâàæíèé ñòàí äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè
(3.1), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ñåðåäíüîàðèôìåòè÷íèìè çíà÷åííÿìè êîîðäèíàò
P eq
i , R

eq
i , Q

eq
i , i = 1, ..., n (äèâ. (3.21), ¹ îäíîòî÷êîâèì àòðàêòîðîì.

À â ïóáëiêàöiÿõ [31, 34, 38] Ïîáóäîâàíà íàéïðîñòiøà ìîäåëü äèíàìi÷íî¨
ñèñòåìè, ÿêà îïèñó¹ êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ àëüòåðíàòèâíèõ ñòèõié òèïó âî-
ãîíü - âîäà ïðè ñèñòåìàòè÷íîìó çîâíiøíüîìó ïiäæèâëåííi (àíàëîã ñîíÿ÷íî¨
ðàäiàöi¨) òà âíóòðiøíüîìó ïåðåìiøóâàííi (àíàëîã âiòðó). Â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó âñòàíîâëåíà çáiæíiñòü òðà¹êòîðié ñèñòåìè äî ω-ãðàíè÷íèõ öèêëi÷íèõ
îðáiò.

Òàê â ðîáîòi [34] ïîáóäîâàíà i äîñëiäæó¹òüñÿ ïîâåäiíêà ìàêñèìàëüíî
ñïðîùåíî¨ ìîäåëi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïîðîäæåíî¨ ïåðåòâîðåííÿì, ÿêå îïèñó¹
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êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ ìiæ àëüòåðíàòèâíèìè ñòèõiÿìè F òà W òèïó âîãíþ
òà âîäè ðîçïîäiëåíèìè ïîðöiÿìè ïî ñåêòîðàõ êîëà. Ïðèïóñêà¹òüñÿ äîäàòêîâî,
ùî F çàçíà¹ ñèñòåìàòè÷íîãî çîâíiøíüîãî âïëèâó (öå ïiäæèâëåííÿ ¹ àíàëîãîì
ñîíÿ÷íî¨ ðàäiàöi¨), à ðîçïîäiëW òðàíñôîðìó¹òüñÿ çà ïåâíèì çàêîíîì, ÿêèé ¹
àíàëîãîì ïåðåìiùåííÿ ó ïðîñòîði çà ðàõóíîê âiòðó. Ïðîñòið ðîçïîäiëó ñòèõié
F , W ¹ êîëîì ïîäiëåíèì íà n ≥ 2 ñåêòîðiâ (ðåãiîíiâ) ∆k, k = 1, ..., n. Âà-
ãà ïðèñóòíîñòi êîæíî¨ iç ñòèõié F , W â ðåãiîíi ∆k çàäà¹òüñÿ ñòàòèñòè÷íî. Â
ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, t = 0 ñòèõiÿì F , W ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïàðà
ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ p, r ∈ Rn

+, êîîðäèíàòè ÿêèõ pk, rk ≥ 0, k = 1, ..., n
ìàþòü ñìèñë éìîâiðíîñòåé çíàéòè F , W â ðåãiîíi ∆k:

pk := P(F ∈ ∆k), rk := P(W ∈ ∆k).

Åâîëþöiþ âåêòîðiâ p(t), r(t), t ≥ 0 â ÷àñi ìè çàäà¹ìî ñèñòåìîþ 2n çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dpk
dt

= p̃k(θ − r̃k),
drk
dt

= r̃k(θ − p̃k), k = 1, ..., n, (3.22)

ÿêi âèçíà÷àþòü çàêîí êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ F òà W . Âïëèâ çîâíiøíüîãî
ïiäæèâëåííÿ òà âíóòðiøíüîãî ïåðåìiøóâàííÿ ç òî÷íiñòþ äî íîðìóâàííÿ ìà¹
àäèòèâíèé õàðàêòåð:

p̃k =
pk + sk
zp

, r̃k =
rk + hk
zr

, (3.23)

äå sk, hk ≥ 0 - äåÿêi ôiêñîâàíi çíà÷åííÿ. Âåëè÷èíó θ := (p̃, r̃) ≡
∑n

k=1 p̃kr̃k
íàçèâà¹ìî ïîêàçíèêîì êîíôëiêòíîñòi ìiæ ñòèõiÿìè F,W â ìîìåíò ÷àñó t.
Íîðìóâàëüíi çíàìåííèêè zp, zr â (3.23) çàáåçïå÷óþòü ñòîõàñòè÷íiñòü âåêòîðiâ
â êîæåí ìîìåíò ÷àñó.

Åêâiâàëåíòíà ìîäåëü çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü:

ṗk =
pk(θ − rk) + sk

zp
, ṙk =

rk(θ − pk) + hk
zr

, k = 1, ..., n. (3.24)

Ìè ðîçáèâà¹ìî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ìîäåëi çàäàíî¨ ðiâíÿííÿìè (3.22)
íà äåêiëüêà åòàïiâ. Íà ïåðøîìó êðîöi ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó ç ÷èñòî
âíóòðiøíüîþ êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Íàñïðàâäi, ìè äîñëiäæó¹ìî äåÿêèé ðiçíèöåâèé âàðiàíò ñèñòåìè ó ôiêñî-
âàíi ìîìåíòè ÷àñó êðàòíi êóòó αn :

xk(tN +1) =
xk(tN) + sk(tN)

z(tN)
, k = 1, ..., n, , tN = αn ·N, N = 0, 1, ... (3.25)

äå ïîêëàäåíî, ùî âïëèâ çîâíiøíüîãî äæåðåëà âiäáóâà¹òüñÿ ïî çàêîíó

sk(tN) = s(αn · k + tN), αn :=
2π

n
, n ≥ 2, (3.26)
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äå s(t) - äîâiëüíà íåïåðåðâíà äîäàòíÿ ôóêöiÿ ïåðiîäó 2π, íàïðèêëàä s(t) =
s(1 + sin t), s > 0.

ßêùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó tN = 0 âåêòîð x = (x1, x2, ..., xn) áóâ
ñòîõàñòè÷íèé, òî, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, íîðìóâàëüíèé çíàìåííèê â (3.25) íå
áóäå çàëåæàòè âiä ÷àñó i éîãî ìîæíà çíàéòè:

z(tN) = z = 1 + s, s =
n∑

k=1

sk, sk = s(αk · k) (3.27)

Ïîçíà÷èìî

xNk := xk(tN), sNk := sk(tN) = s(αn · k + tN) ≡ sk+N .

Òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.25) íàáóâà¹ âèãëÿäó

xN+1
k ≡ xk(tN+1) =

xNk + sNk
1 + s

, x0k ≡ xk(t0) = xk, k = 1, ..., n, , N = 0, 1, ...

(3.28)
Iòåðóþ÷è öþ ñèñòåìó ìîæíà çíàéòè çíà÷åííÿ êîîðäèíàò xk(tN) äëÿ äî-

âiëüíîãî ìîìåíòó ÷àñó tN . Îòæå, ðiâíÿííÿ (3.28) çàäàþòü ó ïðîñòîði Rn äåÿêó
äèíàìi÷íó ñèñòåìó â äèñêðåòíîìó ÷àñi:

x0 ≡ x(t0)
T1−→ x1

T2−→ x2 −→ · · ·xN−1 TN−→ xN −→ · · · (3.29)

äå T1, T2, ... ïîçíà÷à¹ ïîñëiäîâíiñòü çàëåæíèõ âiä ÷àñó ïåðåòâîðåíü çàäàíèõ
ôîðìóëàìè (3.28). Çàâäÿêè (3.26) öÿ ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü öèêëi÷íî ïî-
âòîðþ¹òüñÿ ç ïåðiîäîì n, à ñàìå, ëåãêî çðîçóìiòè, ùî äëÿ êîæíîãî k =
1, ..., n, Tk = Tk+n = Tk+Nn, N = 0, 1, ... Íàñ öiêàâèòü ïîâåäiíêà âåêòîðà
xN ≡ x(tN) ïðè N → ∞. Ïîêàæåìî, ùî ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åí-
íÿõ êîîðäèíàò xk(t0) ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ x(tN) íàáëèæà¹òüñÿ äî îäíi¹¨ é
òi¹¨ æ öèêëi÷íî¨ òðà¹êòîði¨ ïåðiîäó n.

Òåîðåìà 3.4. Êîæíà òðà¹êòîðiÿ xN = x(tN) äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (3.29)
çàäàíî¨ ñèñòåìîþ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü (3.25) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði Rn äî ω-
ìíîæèíè Γ∞, iíâàðiàíòíî¨ âiäíîñíî óñiõ ïåðåòâîðåíü T1, ..., Tn. Ìíîæèíà
Γ∞ ñêëàäà¹òüñÿ iç n âåêòîðiâ,

Γ∞ = {Γ∞
j }nj=1.

Êîæåí âåêòîð Γ∞
j , j > 1 óòâîðþ¹òüñÿ j − 1-êðàòíèì öèêëi÷íèì çñóâîì

êîîðäèíàò ïåðøîãî âåêòîðà Γ∞
1 = (γ∞1 , ..., γ

∞
n ):

γ∞1 → γ∞2 , ..., γ
∞
k → γ∞k+1, ..., γ

∞
n → γ∞1 .

Êîîðäèíàòè âåêòîðà Γ∞
1 âèçíà÷àþòüñÿ íàáîðîì çíà÷åíü s1, ..., sn äæåðåëà

çîâíiøíüîãî âïëèâó çà ôîðìóëàìè:

γ∞1 =
s1 + s2z · · · + snz

n−1

zn − 1
, · · ·
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γ∞k =
sk + sk+1z · · · + sk−1z

n−1

zn − 1
≡ 1

zn − 1

n−1∑
j=0

s|k+j|nz
j, · · · (3.30)

γ∞n =
sn + s1z · · · + sn−1z

n−1

zn − 1
,

äå z = 1 + s, s = s1 + · · · + sn.
Ãðàíè÷íà ω-ìíîæèíà Γ∞ ¹ ïåðiîäè÷íîþ îðáiòîþ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

(3.29). Âîíà íå çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè x = x(t0) òðà¹êòîði¨ x(tN)
i ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ äæåðåëîì çîâíiøíüîãî ïiäæèâëåííÿ.

3.2 Çàñòîñóâàííÿ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ äî ìîäåëåé äèíàìi-
÷íèõ ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Äîñëiäæåí-
íÿ ñòðóêòóðè ñïåêòðó

Â ñòàòòÿõ [15, 28, 30] ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ñòðóêòóðè ñïåêòðó òà éî-
ãî âëàñòèâîñòåé äëÿ ìið, ÿêi, çîêðåìà, ìîæóòü âèíèêíóòè ÿê ãðàíè÷íi ñòàíè
äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Òàê â ðîáîòi [28] âñòàíîâëåíî
çâ'ÿçîê ìiæ ïîáóäîâîþ íåñêií÷åííîãî äîáóòêó iìîâiðíiñíèõ ìið òà ñïåêòðàëü-
íîþ âëàñòèâiñòþ ìiðè ìàòè ñòðóêòóðíó ïîäiáíiñòü. Â ïóáëiêàöi¨ [30] äîñëiäæå-
íà òîíêà ñòðóêòóðà ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèõ ìið ïîáóäîâàíèõ çà äîïîìîãîþ
çãîðòîê Áåðíóëi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç íåçàëåæíèìè Q̃-ñèìâîëàìè.

Íàðåøòi, â ðîáîòi [15] "Êâàçiòî÷êîâi ñïåêòðàëüíi ìiðè â òåîði¨ äèíàìi-
÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó"

â êîíòåêñòi äèíàìi÷íî¨ êàðòèíè âçà¹ìîäiþ÷èõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì ââåäåíî
ïîíÿòòÿ ñïåêòðàëüíî¨ ìiðè iç êâàçi-òî÷êîâèì ñïåêòðîì. Ïîêàçàíî, ùî ïðè êîí-
ôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ ç òî÷êîâèìè ìiðàìè ëèøå êâàçi-òî÷êîâi ñèíãóëÿðíî íåïå-
ðåðâíi ñïåêòðàëüíi ìiðè ìîæóòü òðàíñôîðìóâàòèñÿ â ìiðè ç ÷èñòî òî÷êîâèì
ñïåêòðîì.

Íåõàé A, B ïîçíà÷àþòü ãàìiëüòîíiàíè (îïåðàòîðè åíåðãi¨) äâîõ êîíôëi-
êòíî âçà¹ìîäiþ÷èõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì ó ôiêñîâàíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
ñòàíiâ H. Ðîçãëÿíåìî ñïåêòðàëüíi ìiðè ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ A, B â
ïðèïóùåííi, ùî âîíè ìàþòü ñïiëüíèé öèêëi÷íèé âåêòîð ψ ∈ H:

µ(∆) := (EA(∆)ψ, ψ)H, ν(∆) := (EB(∆)ψ, ψ)H,

äå EA, EB � âiäïîâiäíi ðîçêëàäè îäèíèöi îïåðàòîðiâ A,B, ∆ � áîðåëiâñüêi
ìíîæèíè.

Êîíôëiêòíà âçà¹ìîäiÿ ìiæ ôiçè÷íèìè ñèñòåìàìè âiäáóâà¹òüñÿ â ìîìåíòè
äèñêðåòíîãî ÷àñó t ≡ N = 0, 1, 2, ... i ïðèâîäèòü äî òðàíñôîðìàöi¨ ïî÷àòêîâî¨
ïàðè îïåðàòîðiâ â ïîñëiäîâíiñòü iíøèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ AN , BN .
Ìàòåìàòè÷íî öå çàïèñó¹ìî âiäîáðàæåííÿì:

{AN , BN} >−→ {AN+1, BN+1}, A0 = A, B0 = B,
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äå AN , BN ïîçíà÷àþòü îïåðàòîðè åíåðãi¨ â ìîìåíò t = N . Âiäîáðàæåííÿ >
ïîðîäæó¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó (êîíôëiêòó) â òåðìiíàõ âiäïîâiäíèõ ñïåêòðàëü-
íèõ ìið:

{µN , νN} >−→ {µN+1, νN+1}, µ0 = µ, ν0 = ν.

Äiÿ ïåðåòâîðåííÿ > (êîìïîçèöi¨ êîíôëiêòó) âçàãàëi íåâiäîìà i áóäó¹òüñÿ âè-
õîäÿ÷è ç êîíêðåòíî¨ çàäà÷i ÷è ìîäåëi. Ìè âèçíà÷à¹ìî ïåðåòâîðåííÿ> â òåðìi-
íàõ ìið, ãðóíòóþ÷èñü íà âiäîìèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ îïèñó êîíôëiêòíèõ
ïðîöåñiâ, íà àíàëîãàõ äèñêðåòíèõ âàðiàíòiâ ñèñòåì ðiâíÿíü Ëîòêè � Âîëüòåð-
ðè, òà ìîäåëÿõ òåîði¨ iãîð.

Íà ìiðè µ, ν íàêëàäåíî óìîâó ñòðóêòóðíî¨-ïîäiáíîñòi. Öÿ óìîâà ïðèâî-
äèòü äî óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ ñàìîïîäiáíîñòi, ÿêå â ìàòåìàòè÷íîìó êîíòåêñòi
áóëî ââåäåíå Õàò÷èíñîíîì. Ïî ñóòi, âëàñòèâiñòü ñòðóêòóðíî¨ ïîäiáíîñòi ìið
âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî öi ìiðè ¹ îáðàç-ìiðàìè íåñêií÷åíèõ ïðÿìèõ äîáóòêiâ ïî-
ñëiäîâíîñòåé äèñêðåòíèõ ìið, ÿêi âèâ÷àëèñÿ ùå Êàêóòíi.

Âíàñëiäîê öi¹¨ óìîâè, êîæíà ñòðóêòóðíî-ïîäiáíà ìiðà ìà¹ ëèøå îäíó êîì-
ïîíåíòó â ëåáåãîâîìó ðîçêëàäi: àáî ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíó, àáî ÷èñòî
òî÷êîâó, àáî ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíó.

Â ïðîöåñi êîíôëiêòíî¨ åâîëþöi¨

{µ0, ν0} >−→ {µ1, ν1} >−→ ...
>−→ {µN , νN} >−→ ...{µ∞, ν∞}

ñïåêòðàëüíèé òèï ìið âçàãàëi êàæó÷è çìiíþ¹òüñÿ. ßê ïðàâèëî, ãðàíè÷íi ìi-
ðè µ∞, ν∞ ¹ ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèìè, íåçàëåæíî âiä òèïó ïî÷àòêîâèõ ìið
µ, ν. Çàäà÷à ïðî iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ iíâàðiàíòíèõ ìið µ∞, ν∞ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ
îêðåìî.

Àëå iñíóþòü (åêçîòè÷íi) âèïàäêè, êîëè îäíà ç ãðàíè÷íèõ ìið, ñêàæi-
ìî µ∞, ¹ ÷èñòî òî÷êîâîþ, µ∞ = µ∞pp. Âæå äîâåäåíî, ùî ÷èñòî ñèíãóëÿðíî
íåïåðåðâíà ìiðà µ ∈ Msc ïðè êîíôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ ç iíøîþ ñèíãóëÿðíî
íåïåðåðâíîþ ìiðîþ ν ìîæå òðàíñôîðìóâàòèñÿ â ÷èñòî òî÷êîâó, {µ, ν} >,∞−→
{µ∞, ν∞}, µ∞ ∈ Mpp ïðè ïåâíèõ äîñèòü ñèëüíèõ óìîâàõ. Öi óìîâè ôîð-
ìóëþþòüñÿ, ÿê iñíóâàííÿ íàïðÿìêó øîêîâîãî ïðiîðèòåòó (îäíî¨ ìiðè íàä ií-
øîþ).

Âçàãàëi, ç òî÷êè çîðó çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿâèùå, êîëè ÿêàñü
âçà¹ìîäiÿ ìiæ ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèìè ñïåêòðàëüíèìè ìiðàìè ïðèâîäèòü
äî âèíèêíåííÿ ìiðè ç òî÷êîâèì íîñi¹ì (= ñïåêòðîì) ¹ íàäçâè÷àéíî öiêàâèì
åôåêòîì i çàñëóãîâó¹ íà ãëèáîêèé àíàëiç.

Â ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ íàñòóïíå ïèòàííÿ. ×è ìîæå âèíèêíóòè ÷èñòî
òî÷êîâà ñïåêòðàëüíà ìiðà ïðè êîíôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ îïåðàòîðiâ åíåðãi¨, îäèí
ç ÿêèõ ìà¹ ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíó ñïåêòðàëüíó ìiðó, à äðóãèé ÷èñòî
òî÷êîâó? Iíøèìè ñëîâàìè, ÷è iñíóþòü ñòðóêòóðíî-ïîäiáíi ìiðè µsc, νpp òàêi,
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ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

µsc
∞
> νpp = µ∞pp?

Òîáòî, ÷è ìîæå ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíà ìiðà òðàíñôîðìóâàòèñÿ â òî÷êîâó
ïðè êîíôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ ç ÿêîþñü òî÷êîâîþ ìiðîþ? Íà ïåðøèé ïîãëÿä öå
çäà¹òüñÿ íåìîæëèâèì, âèõîäÿ÷è ç àíàëiçó òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè íîñi¨â ñèí-
ãóëÿðíî íåïåðåðâíèõ òà ÷èñòî òî÷êîâèõ ìið.

Â öié ðîáîòi ââåäåíî ïîíÿòòÿ (ñèíãóëÿðíî¨) êâàçi-òî÷êîâî¨ ñïåêòðàëüíî¨
ìiðè. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ ïàðè ñòðóêòóðíî-ïîäiáíèõ ìið
µ = µsc, ν = νpp, ãðàíè÷íà ìiðà íàëåæèòü äî êëàñó ÷èñòî òî÷êîâèõ ìið,

µ∞ := µ
∞
> ν ∈ Mpp, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìiðà µ ¹ êâàçi-òî÷êîâîþ.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè äà¹ òàêà òåîðåìà. Âîíà ñòâåðäæó¹, ùî ñèí-
ãóëÿðíî íåïåðåðâíà ìiðà µ ∈ Msc ïiä äi¹þ êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ç ÷èñòî òî-
÷êîâîþ ìiðîþ ν ∈ Mpp ìîæå ïåðåéòè ó ÷èñòî òî÷êîâó, ëèøå ÿêùî µ ∈ Mqp.

Òåîðåìà 3.5. Äëÿ çàäàíî¨ ïàðè ñòðóêòóðíî-ïîäiáíèõ ìið µ ∈ Msc, ν ∈
Mpp ïðèïóñòèìî, ùî

µ∞ := µ
∞
> ν ∈ Mpp.

Òîäi ïî÷àòêîâà ìiðà µ ç íåîáõiäíiñòþ ¹ êâàçi-òî÷êîâîþ, µ ∈ Mqp. Áiëüø
çà òå äëÿ êîæíî¨ ñòðóêòóðíî-ïîäiáíî¨ ìiðè µ ∈ Mqp iñíó¹ ÷èñòî òî÷êîâà
ìiðà ν ∈ Mpp òàêà, ùî µ

∞ ∈ Mpp.

3.3 Iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ñòàíiâ.

Öÿ òåìà áóëà ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü â ðîáîòàõ [36, 37, 39], "Existence
theorems of the ω-limit states for con�ict dynamical systems" , "The Hahn-
Jordan decomposition for a charge as an equilibrium state of the con�ict dynami-
cal system" , "On dynamical system of con�ict with fair redistribution of vital
resources" .

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ðîçêëàä Ãàíà-Æîðäàíà äëÿ îïèñó ðiâíîâàæíèõ ñòà-
íiâ ñèñòåì êîíôëiêòó.

Ìè ââîäèìî ïîíÿòòÿ ñèñòåìè êîíôëiêòó â òåðìiíàõ ïàð iìîâiðíiñíèõ ìið
òà áóäó¹ìî äåêiëüêà ìîäåëåé ñèñòåì êîíôëiêòó. Çîêðåìà ïîêàçó¹ìî, ùî êî-
æíà òðà¹êòîðiÿ ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì, çàäàíèì ïàðîþ ìið µ, ν, çáiãà¹òüñÿ äî
ðiâíîâàæíîãî ñòàíó, ÿêèé ôiêñó¹òüñÿ íîðìîâàíèìè êîìïîíåíòàìè µ+, ν+ êëà-
ñè÷íîãî ðîçêëàäó Ãàíà-Æîðäàíà çàðÿäó ω = µ− ν.

Ñó÷àñíà ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ êîíôëiêòó  ðóíòó¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿõ Ëîòêè-
Âîëüòåððè,

ẋ1 = x1(r1 − a11x1 + a12x2), ẋ2 = x2(r2 + a21x1 − a22x2), (3.31)
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òà ¨õ ñïåöiàëiçîâàíèõ âåðñiÿõ âiäîìèõ ÿê ðiâíÿííÿ Ëàí÷åñòåðà òà ðiâíÿííÿ
Ðiõàðäñîíà. Â (3.31) ôóíêöi¨ xi(t) ïîçíà÷àþòü êiëüêiñòü áiîëîãi÷íîãî âèäó â
ìîìåíò ÷àñó t, à äiéñíi êîåôiöi¹íòè ri, aik ¹ ïàðàìåòðàìè çàäà÷i.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.31) ç ïî÷àòêó âèíèêíåííÿ ïðèçíà÷àëàñÿ äëÿ îïèñó
äèíàìiêè êiëüêiñíèõ çìií äâîõ áiîëîãi÷íèõ âèäiâ â ðåçóëüòàòi ¨õ ïðèðîäíî¨
ïîïóëÿöi¨, êîíôëiêòíî¨ áîðîòüáè òà åôåêòiâ ñàìîçíèùåííÿ âíàñëiäîê ïåðå-
íàñè÷åííÿ. Áàãàòî ïðèêëàäiâ òàêîãî ñîðòó, çîêðåìà, ðÿä ìîäåëåé ïîøèðåí-
íÿ åïiäåìié, ðîçãëÿíóòî â ìîíîãðàôi¨ Ìàðè "Ìàòåìàòè÷íà áiîëîãiÿ". Çãîäîì
âèÿâèëîñÿ, ùî öi ðiâíÿííÿ â ïåâíîìó ñåíñi ¹ óíiâåðñàëüíèìè. Âîíè ÷óäîâî
ïðàöþþòü íå ëèøå â ìàòåìàòè÷íié áiîëîãi¨, à ïðèäàòíi äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé
êîíôëiêòó òà îïèñó äèíàìi÷íî¨ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñèñòåì ðiçíî¨ ïðèðîäè,
â åêîëîãi¨, â ñîöiàëüíèõ íàóêàõ, â ïðîöåñàõ âçà¹ìîäi¨ ðiçíèõ ìîâ, â ðåëiãié-
íèõ, ïîëiòè÷íèõ i íàâiòü âiéñüêîâèõ êîíôëiêòàõ, çîêðåìà, â ïðîöåñàõ ãîíêè
îçáðî¹íü.

Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî ðiâíÿííÿ (3.31) îïèñóþòü äèíàìiêó êiëüêiñíèõ
çìií îïîíåíòiâ. Â çàñòîñóâàííÿõ ñàìå êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè êîíôëiêòóþ-
÷èõ ñòîðií ìàþòü âèðiøàëüíå çíà÷åííÿ. Iäåîëîãiÿ òåîði¨ êîíôëiêòiâ íà îñíîâi
ðiâíÿíü Ëîòêè-Âîëüòåððè ñïðÿìîâàíà íà çäîáóòòÿ ïåðåâàãè òà ïåðåìîãè äëÿ
îäíi¹¨ iç ñòîðií òà ìiíiìiçàöi¨ âòðàò, àáî, ùîíàéìåíøå, � ïîðÿòóíêó äëÿ ñòî-
ðîíè, ÿêà ïðîãðà¹. Ïðî âñòàíîâëåííÿ êîìïðîìiñó ìiæ îïîíåíòàìè ìîâà íå
éäåòüñÿ.

Áiëüø ãëèáîêå äîñëiäæåííÿ ÿâèùà êîíôëiêòó òà ñòâîðåííÿ äîñêîíàëi-
øî¨ òåîði¨ ïîòðåáó¹ ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó âåëè÷åçíî¨ êiëüêîñòi àêòiâ êîíôëi-
êòíî¨ áîðîòüáè, ÿêi ïîâòîðþþòüñÿ íåçëi÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ. Òàêèé àíàëiç
ìîæëèâèé ëèøå â òåðìiíàõ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, êîëè ñòàí ñèñòåìè êîíôëi-
êòó çàäà¹òüñÿ ðîçïîäiëàìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ïîâ'ÿçàíèõ ç îïîíåíòàìè â
â ïðîñòîði ¨õ iñíóâàííÿ. Ïåðåõiä âiä ðiâíÿíü Ëîòêè-Âîëüòåððè äî ðiâíÿíü â
òåðìiíàõ iìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ àíàëîãi÷íèé ïåðåõîäó âiä êëàñè÷íî¨ ôiçèêè
äî êâàíòîâî¨ â òåðìiíàõ ðiâíÿíü.

Òóò ïiä ñèñòåìîþ êîíôëiêòó ðîçóìi¹òüñÿ ñêëàäíà ôiçè÷íà ñèñòåìà, ÿêà
îïèñó¹ êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ äâîõ àëüòåðíàòèâíèõ ñòîðií â òåðìiíàõ iìîâið-
íiñíèõ ðîçïîäiëiâ íà ñïiëüíîìó ïðîñòîði iñíóâàííÿ. Íàâåäåìî ìàòåìàòè÷íå
îçíà÷åííÿ.

Íåõàé Ω ïîçíà÷à¹ êîìïàêò ç äåÿêîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, íà ÿêîìó
çàäàíà σ-àëãåáðà ïiäìíîæèí R. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M+(Ω) ñiìåéñòâî âñiõ σ-
àäèòèâíèõ äîäàòíèõ ìið íà R. Ïiäêëàñ iìîâiðíiñíèõ ìið ïîçíà÷à¹ìî M+

1 (Ω).
Êîæíó ïàðó ìið µ, ν ∈ M+

1 (Ω) íàçèâà¹ìî ñòàíîì ñèñòåìè êîíôëiêòó
ìiæ ïàðîþ îïîíåíòiâ, ðîçïîäiëè ÿêèõ íà Ω çàäàíi öèìè ìiðàìè. Äîâiëüíå
âiäîáðàæåííÿ {

µ
ν

}
>−→

{
µ′

ν ′

}
, µ, ν, µ′, ν ′ ∈ M+

1 (Ω) (3.32)
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íàçèâà¹ìî êîìïîçèöi¹þ êîíôëiêòó, à òðiéêó (Ω,M+
1 (Ω),>) � ñèñòåìîþ êîí-

ôëiêòó.
Çâè÷àéíî, âiäîáðàæåííÿ > çàäà¹òüñÿ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè â äèñêðå-

òíîìó ÷è íåïåðåðâíîìó ÷àñi (äèâ. íèæ÷å ) i ìàþòü äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi.
Ðiâíÿííÿ îïèñóþòü åâîëþöiþ çìií ðîçïîäiëiâ, çàäàíèõ ìiðàìè ω, ν íà ïðîñòî-
ði Ω âíàñëiäîê êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ïðîòèäiþ÷èõ ñòîðií. Çàìiñòü íàâåäåíèõ
âèùå ðiâíÿíü Ëîòêè-Âîëüòåððè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ âèäó:

µN+1 = µN(θN + 1 − νN), νN+1 = νN(θN + 1 − µN), (3.33)

µN+1 = µN(θN + 1) − τN , νN+1 = νN(θN + 1) − τN , (3.34)

äëÿ äèñêðåòíîãî ÷àñó N = 0, 1, ..., òà

µ̇ = µ(θ − ν), ν̇ = ν(θ − µ), (3.35)

µ̇ =
µθ − ν

z
, ν̇ =

νθ − µ

z
(3.36)

äëÿ íåïåðåðâíîãî ÷àñó t ≥ 0. Òóò θ = θ(µ, ν) � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ, ÿêà íàçèâà-
¹òüñÿ ïîêàçíèêîì (ãëîáàëüíî¨) êîíôëiêòíîñòi ìiæ îïîíåíòàìè, ìàòåìàòè÷íî
çàäà¹òüñÿ ÿê êâàäðàòè÷íà ôîðìà âiä ìið µ, ν, ¨¨ ÿâíèé âèãëÿä âèçíà÷à¹òüñÿ
êîíêðåòíîþ ìîäåëëþ. Ôóíêöiÿ τ = τ(µ, ν) íàçèâà¹òüñÿ ïîêàçíèêîì ëîêàëü-
íî¨ êîíôðîíòàöi¨ àáî îêóïàöi¨. Çíàìåííèê z â ðiâíÿííÿõ (3.34) íåîáõiäíèé äëÿ
íîðìóâàííÿ ìið íà îäèíèöþ.

Ðiâíîâàæíèì ñòàíîì ñèñòåìè êîíôëiêòó íàçèâà¹òüñÿ ïàðà ìið µ∞, ν∞ ∈
M+

1 (Ω), äëÿ ÿêî¨ ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿíü â îäíié iç ñèñòåì (3.33)�(3.36) òîòî-
æíî äîðiâíþ¹ íóëþ.

Â ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äîêëàäíî äåêiëüêà ìîäåëåé ñèñòåì êîíôëiêòó
ëèøå ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, õî÷à îñíîâíèé ðåçóëüòàò ¹ ñïðàâåäëèâèì i äëÿ
íåïåðåðâíîãî ÷àñó.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïàðó µ, ν ∈ M+
1 (Ω), µ ̸= ν. Çãiäíî êëàñè÷íîãî

ðåçóëüòàòà ç òåîði¨ ìiðè äëÿ çàðÿäó ω = µ − ν iñíó¹ ðîçêëàä Ãàíà ìíîæèíè
Ω íà äâi ÷àñòèíè:

Ω = Ω+ ∪ Ω−, Ω+ ∩ Ω− = ∅, (3.37)

òàêèé, ùî äëÿ ω ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä Æîðäàíà:

ω = ω+ − ω−, ω+(Ω−) = 0 = ω−(Ω+), (3.38)

äå êîìïîíåíòè ω+, ω− ∈ M+(Ω) âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè:

ω+(A) = ω+(A+) = sup
B⊆A

ω(B), A+ = A ∩ Ω+, A,B ∈ R,



73

ω−(A) = ω−(A−) = sup
B⊆A

−ω(B), A− = A ∩ Ω−.

Çâè÷àéíî, ðîçêëàä Ãàíà (3.37) íå ¹äèíèé, àëå äîäàòíi ìiðè ω+, ω− â (3.38)
ôiêñóþòüñÿ çàðÿäîì ω îäíîçíà÷íî. Íîðìóþ÷è ¨õ íà îäèíèöþ îäåðæó¹ìî äâi
iìîâiðíiñíi ìiðè ç M+

1 (Ω):

µ+ :=
ω+

ω+(Ω)
, ν− :=

ω−

ω−(Ω)
. (3.39)

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.6. Êîæíà òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè êîíôëiêòó, çàäàíà îäíi¹þ ç ñè-
ñòåì ðiâíÿíü (3.33)-(3.36) ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì µ, ν ∈ M+

1 (Ω), çáiãà¹òüñÿ
äî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó µ∞, ν∞ ∈ M+

1 (Ω). Ïðè öüîìó, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

µ∞ = µ+, ν∞ = ν−, (3.40)

äå µ+, ν− âèçíà÷åíi â (3.39).

Â ðîáîòi ìè âñòàíîâëþ¹ìî öþ òåîðåìó äëÿ äåêiëüêîõ ôiêñîâàíèõ ìîäå-
ëåé: êîëè µ, ν � äèñêðåòíi ìiðè, êóñêîâî ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi, àáñîëþòíî
íåïåðåðâíi íà âiäðiçêó [0, 1] òà àáñòðàêòíi íà êîìïàêòíié ìíîæèíi. Äîâåäåííÿ
äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó áóäå îïóáëiêîâàíå ïiçíiøå.

Çàóâàæèìî, ùî â ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ âæå äîñëiäæóâàëèñü ñèñòåìè êîí-
ôëiêòó ó âèïàäêó äèñêðåòíèõ ìið. Â òåðìiíàõ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ òàêi
ñèñòåìè âèâ÷àëèñÿ ðàíiøå. Çîêðåìà, â öèõ ðîáîòàõ äîâåäåíî iñíóâàííÿ íå-
ðóõîìèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê (ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ). Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ñèñòåì
êîíôëiêòó äî ìîäåëþâàííÿ ïðèðîäíèõ ïðîöåñiâ íàâåäåííi â ðîáîòi [27]. Âiä-
çíà÷èìî òàêîæ, ùî îïèñ ìíîæèíè ãðàíè÷íèõ òî÷îê ïî ñóòi çáiãà¹òüñÿ iç ðiâ-
íîâàæíèìè ñòàíàìè ç öi¹¨ ðîáîòè, àëå ðàíiøå öåé ðåçóëüòàò íå áóâ ÿâíî ñôîð-
ìóëüîâàíèé i äîâåäåíèé.
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4 ÏÐÎÁËÅÌÀ ÙIËÜÍÈÕ ÂÊËÀÄÅÍÜ

Öåé íàïðÿìîê ðîçâèíåíèé ó ïóáëiêàöiÿõ [32,35] òà ìîíîãðàôi¨ "Ìåòîä îñíàùå-
íèõ ïðîñòîðiâ ó òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ" [33].
Ïðîáëåìà ùiëüíîñòi âêëàäåííÿ ïiäïðîñòîðó ç îäíîãî ïðîñòîðó â iíøèé ìà¹
áàãàòî ðiçíèõ çàñòîñóâàíü. Ìè àíàëiçóâàëè öþ ïðîáëåìó ùîäî âêëàäåíü ó
øêàëi Ñîáîëåâñüêèõ ïðîñòîðiâ.

α-¹ìíiñòþ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

capα(K) = inf{∥φ∥2W 2
k

| φ ∈ C∞
0 , φ ≥ 1 íà K}. (4.1)

ßêùî Ω ⊂ Rn � âiäêðèòà ìíîæèíà, òî

capα(Ω) = sup{capα(K) | K ⊂ Ω} (4.2)

Ïîçíà÷èìî

M−k(Ω) :={ω ∈ W−k
2 | ⟨ω, φ⟩−k,k = 0, ∀φ ∈ W k

2 , suppφ ∈ Ω}
={ω ∈ W−k

2 |suppω ⊂ Ωc}.
(4.3)

Ðîçãëÿíåìî â W k
2 ïiäïðîñòið

Mk(Ω) = (Ik,−kM−k(Ω))cl,k (4.4)

Çà ÿêèõ óìîâ Mk(Ω) ¹ âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì â W k
2 (òîáòî Mk(Ω)cl ̸=

W k
2 ) i îäíî÷àñíî ùiëüíèì â L2?

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé k > n/2. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè Ω ⊂ Rn íóëüîâî¨
ìiðè Ëåáåãà,

λ(Ω) = 0, (4.5)

i òàêî¨ ùî
capk(Ω) > 0, (4.6)

ïiäïðîñòiðMk(Ω) ¹ âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì âW k
2 , òîáòî dim(W k

2⊖Mk(Ω)) >
0, i îäíî÷àñíî ùiëüíèì â L2.

Ñóòü äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó. Çãiäíî òåîðåìè Ñîáîëåâà ïðè k >
n/2 ïðîñòiðW k

2 ⊂ C(Rn). Òîìó äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Ω ôóíêöiîíàë lδy(φ) :=
φ(y), φ ∈ W k

2 ¹ íåïåðåðâíèìè íà W k
2 . Îòæå ìíîæèíà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

{ω = δy | y ∈ Ω}

íàëåæèòü äî ïðîñòîðó W−k
2 àëå ïiäïðîñòið N−k = (span{ω = δy y ∈ Ω})cl,−k

ìà¹ íóëüîâèé ïåðåòèí ç M−k(Ω). Áiëüø çà òå, ç (4.3) âèïëèâà¹, ùî

Nk(Ω) = Ik,−kN−k ⊥ Mk(Ω)
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Ðîçãëÿíåìî øêàëó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ óòâîðåíó iç ñîáîëåâèõ ïðîñòî-
ðiâ

...W−k
2 A L2(Rn, dx) A W k

2 ≡ W k
2 (Rn)...,

ÍåõàéK ∈ Rn � äîâiëüíà êîìïàêòíà ìíîæèíà. �¨ äîïîâíåííÿKc = Rn\K
ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Ω. Íàãàäà¹ìî, ùî ñîáîëåâñüêèé ïðîñòið

◦
W k

2(Ω) çà îçíà÷åí-

íÿì ¹ çàìèêàííÿì ìíîæèíè ôóíêöié C∞
0 (Ω) â W k

2 . Âçàãàëi
◦
W k

2(Ω) ¹ âëàñíèì

ïiäïðîñòîðîì â W k
2 , õî÷à

◦
W k

2(Rn) = W k
2 .

Ìè öiêàâèìîñÿ òàêèì ïèòàííÿì. Çà ÿêèõ óìîâ
◦
W k

2(Ω) ¹ ùiëüíèì â Wm
2 ,

m ≤ k − 1? Âiäïîâiäü îäåðæó¹ìî â òåðìiíàõ ¹ìíîñòi ìíîæèíè K.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé äëÿ êîìïàêòà K ⊂ Rn i äiéñíîãî öiëîãî α ≥ 1 α-

¹ìíiñòþ Cα(K) > 0. Òîäi ïiäïðîñòið Mα(Ω) =
◦
W α

2 (Ω), Ω = Rn \K ¹ ùiëü-
íèì â Wm

2 äëÿ öiëîãî m ≤ α− 1:

Wm
2 A

◦
W α

2 (Ω) (4.7)

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
Cm(K) = 0. (4.8)
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5 ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍI ÇÀÄÀ×I ÒÅÎÐI� ÏÎÒÅÍÖIÀËÓ
ÍÀÄ ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÌIÐÍÈÌÈ ÂÅÊÒÎÐÍÈÌÈ

ÌIÐÀÌÈ ÐÀÄÎÍÀ. ÒÅÎÐIß ÂÍÓÒÐIØÍIÕ
�ÌÍÎÑÒÅÉ ÊÎÍÄÅÍÑÀÒÎÐIÂ

Âèêëàäåíi ó öüîìó ïàðàãðàôi ðåçóëüòàòè ãðóíòóþòüñÿ íà ðîáîòàõ [67,78].
Çàâåðøåíî ïîáóäîâó òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷è-

ñëåííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè â ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîìó ïðîñòîði X âiäíîñíî âåëüìè çàãàëüíîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà κ.
Ïiä êîíäåíñàòîðîì ðîçóìi¹òüñÿ ç÷èñëåííèé, ëîêàëüíî ñêií÷åííèé íàáið A
äîâiëüíèõ ìíîæèí Ai ⊂ X, i ∈ I, êîæíié ç ÿêèõ ïðèïèñàíî çíàê +1 àáî −1
òà çàìèêàííÿ ïëàñòèí ïðîòèëåæíîãî çíàêó âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïî-
áóäîâàíà òåîðiÿ ¹ ëîãi÷íèì ïðîäîâæåííÿì ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü Í.Â. Çîðié
(äèâ., íàïðèêëàä, [63]); ùîäî ïiäãðóíòÿ òàêèõ äîñëiäæåíü, äèâ. òàêîæ ðåçóëü-
òàòè âiäîìîãî ÿïîíñüêîãî ìàòåìàòèêà M. Ohtsuka, âèêëàäåíi íèì ó ôóíäà-
ìåíòàëüíié ïðàöi [56].

Òåîðiÿ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ ¹ ïðèðîäíèì ðîçâèòêîì òà óçàãàëüíåííÿì
òåîði¨ ¹ìíîñòåé ìíîæèí, ïîáóäîâàíî¨ ó ðîáîòàõ O. Frostman [48], H. Cartan [43],
De la Vall�ee-Poussin [59] äëÿ êëàñè÷íèõ ÿäåð â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn, n > 2,
òà ïiçíiøå ðîçâèíåíî¨ âiäîìèì äàòñüêèì ìàòåìàòèêîì B. Fuglede [49] íà çà-
ãàëüíi ÿäðà â ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X. Îäíàê öi äâi òåîði¨ � äëÿ
ìíîæèí òà, ç äðóãîãî áîêó, äëÿ êîíäåíñàòîðiâ � âèÿâèëèñÿ ãëèáîêî âiäìií-
íèìè îäíà âiä iíøî¨.

Ùîá ïðîiëþñòðóâàòè öå, äîñèòü çàçíà÷èòè, ùî ó íåêîìïàêòíîìó âèïàä-
êó îñíîâíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à òåîði¨ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ ¹, âçàãàëi êà-
æó÷è, íåðîçâ'ÿçíîþ i öåé íåñïîäiâàíèé ôåíîìåí ìà¹ ìiñöå íàâiòü çà âåëüìè
ïðèðîäíèõ ïðèïóùåíü (ñêàæiìî, äëÿ ÿäåð Íüþòîíà, Ãðiíà àáî Ðiñà â Rn òà
ñòàíäàðòíîãî çàìêíåíîãî äâîõïëàñòèííîãî êîíäåíñàòîðà; äèâ. [60]� [62]), ùî
ñêëàäà¹ ïðèíöèïîâó âiäìiííiñòü âiä òåîði¨ ¹ìíîñòåé ìíîæèí (äèâ. [43, 49]).
Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i òåîði¨
¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïëàñòèí áóëî îòðèìàíî
â [64�66] (äèâ. òàêîæ íàâåäåíèé ó ðîçäiëi 5.5 ïðèêëàä 5.1).

Òîìó áóëî âàæëèâî çíàéòè ïîñòàíîâêè çàäà÷, äóàëüíèõ äî îñíîâíî¨ âà-
ðiàöiéíî¨ çàäà÷i òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ (i, îòæå, òàêèõ, ùî
íàäàâàëè á íîâi åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ¹ìíîñòi êîíäåíñàòîðà), àëå
òåïåð âæå çàâæäè ðîçâ'ÿçíèõ � íàïðèêëàä, íàâiòü äëÿ íåçàìêíåíèõ êîíäåí-
ñàòîðiâ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí. (Ïiä äóàëüíiñòþ âàðiàöiéíèõ çàäà÷
ðîçóìi¹òüñÿ ðiâíiñòü ¨õíiõ åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü.)

Äëÿ âñiõ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ÿäåð, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Fuglede [49]
óçãîäæåíîñòi ìiæ ñèëüíîþ òà øèðîêîþ òîïîëîãiÿìè íàä ïðîñòîðîì ñêàëÿð-
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íèõ ìið Ðàäîíà çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ, òàêi âàðiàöiéíi çàäà÷i ñôîðìóëüîâàíi
òà ðîçâ'ÿçàíi. �õíi ðîçâ'ÿçêè ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì äîáðå âiäîìîãî ïîíÿ-
òòÿ âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ. Îòðèìàíî îïèñ
öèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà âiäïîâiäíèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò, äîâåäåíî òåîðåìè ïðî
¨õíþ ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü, âèäiëåíî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi.

Òàêi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè òà ïðåäñòàâëÿþòü iíòåðåñ íàâiòü äëÿ êîíäåí-
ñàòîðiâ çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí, ùî âæå äîñëiäæóâàëèñÿ â ìàòåìà-
òè÷íié ëiòåðàòóði (îêðiì âèùåçãàäàíèõ ðîáiò Í.Â. Çîðié, äèâ., íàïðèêëàä,
[55, 56, 58]). Îäíàê ç òîþ æ ñàìîþ çàãàëüíiñòþ àíàëîãi÷íó òåîðiþ áóëî ïîáó-
äîâàíî äëÿ êîíäåíñàòîðiâ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí. Äëÿ ïîäîëàííÿ
òðóäíîùiâ, âèêëèêàíèõ íåñêií÷åííîþ ðîçìiðíiñòþ âåêòîðíèõ ìið òà ¨õíüîþ
øèðîêîþ íåêîìïàêòíiñòþ, ó çâiòíèé ïåðiîä áóëî ðîçðîáëåíî ïðèíöèïîâî íî-
âèé ïiäõiä ó ïîðiâíÿííi ç ðàíiøå âiäîìèìè, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà âïðîâàäæåííi
íàä âåêòîðíèìè ìiðàìè íàëåæíèõ íàïiâìåòðè÷íèõ ñòðóêòóð òà äîâåäåííi òå-
îðåìè ïðî ïîâíîòó ïåâíèõ íàïiâìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ.

5.1 Ïîçíà÷åííÿ, îçíà÷åííÿ, âiäîìi ôàêòè

Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φ(Y) ìíî-
æèíó âñiõ íàïiâíåïåðåðâíèõ çíèçó ôóíêöié ψ : Y → (−∞,∞], íåâiä'¹ìíèõ ó
âèïàäêó íåêîìïàêòíîñòi Y.

Íàäàëi X ïîçíà÷à¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið, ùî çàäîâîëüíÿ¹ àêñiî-
ìó âiääiëüíîñòi Õàóñäîðôà, à M = M(X) � ëiíiéíèé ïðîñòið óñiõ äiéñíèõ ìið
Ðàäîíà ν íà X, óñòàòêîâàíèé òîïîëîãi¹þ øèðîêî¨ (=ãðóáî¨) çáiæíîñòi, òîá-
òî òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà êëàñi C0(X) óñiõ äiéñíèõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié íà X ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (äèâ. [40]). Ïiä ÿäðîì κ íà X ìè ðîçóìi¹ìî
ôiêñîâàíèé åëåìåíò êëàñó Φ(X × X).

ßêùî ν, µ ∈ M, òî âçà¹ìíà åíåðãiÿ κ(ν, µ) òà ïîòåíöiàë κ(·, ν) âiäíîñíî
ÿäðà κ îçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ðiâíîñòÿìè

κ(ν, µ) :=

∫
κ(x, y) d(ν ⊗ µ)(x, y) òà κ(·, ν) :=

∫
κ(·, y) dν(y).

(Òóò i íàäàëi, ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ, ìè çàâæäè ââàæà¹ìî âiäïîâiäíèé îá'¹êò
ñïðàâà äîáðå âèçíà÷åíèì � ÿê ñêií÷åííå ÷èñëî àáî ±∞.) Ïðè ν = µ ìè
îòðèìó¹ìî åíåðãiþ κ(ν, ν) ìiðè ν. Íåõàé Eκ = Eκ(X) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ν ∈ M
ç −∞ < κ(ν, ν) <∞.

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè äîäàòíî âèçíà÷åíå ÿäðî κ, ùî îçíà÷à¹ éîãî ñèìå-
òðè÷íiñòü (κ(x, y) = κ(y, x) äëÿ âñiõ x, y ∈ X) òà íåâiä'¹ìíiñòü åíåðãi¨ κ(ν, ν)
äëÿ âñiõ ν ∈ M (çâè÷àéíî, ÿêùî âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ κ(ν, ν) ¹ äîáðå âèçíà-
÷åíèì). Òîäi ìíîæèíà Eκ óòâîðþ¹ ïåðåäãiëüáåðòîâèé ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì κ(ν, µ) òà íàïiâíîðìîþ ∥ν∥κ := ∥ν∥Eκ :=

√
κ(ν, ν) (äèâ. [49]). Òîïî-

ëîãiÿ íà Eκ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàïiâíîðìîþ ∥ · ∥κ, íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíîþ. Äîäà-
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òíî âèçíà÷åíå ÿäðî íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíèì, ÿêùî ñèëüíà
òîïîëîãiÿ ¹ âiääiëüíîþ (àáî, åêâiâàëåíòíî, ÿêùî ∥ · ∥κ ¹ íîðìîþ).

Íàãàäà¹ìî, ùî ìiðà ν > 0 íàçèâà¹òüñÿ çîñåðåäæåíîþ íà ìíîæèíi E ⊂ X,
ÿêùî E ν-âèìiðíà i ν = νE, äå νE := ν|E ïîçíà÷à¹ ñëiä ìiðè ν íà E. (Öi òà iíøi
ïîòðiáíi íàì ôàêòè òåîði¨ ìið Ðàäîíà òà iíòåãðóâàííÿ âèêëàäåíî, íàïðèêëàä,
â [40].) Íåõàé M+(E) � âèïóêëèé êîíóñ óñiõ íåâiä'¹ìíèõ ìið, çîñåðåäæåíèõ
íà E, i E+

κ (E) := M+(E) ∩ Eκ. Ââåäåìî òàêîæ ïîçíà÷åííÿ M+ := M+(X) i
E+
κ := E+

κ (X).

Îçíà÷åííÿ 5.1. Íàñëiäóþ÷è B. Fuglede [49], íàçâåìî (äîäàòíî âèçíà÷åíå)
ÿäðî κ óçãîäæåíèì, ÿêùî êîæíà ñèëüíî ôóíäàìåíòàëüíà óçàãàëüíåíà ïî-
ñëiäîâíiñòü â E+

κ çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî äî êîæíî¨ ç ¨¨ øèðîêèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê.
Óçãîäæåíå ÿäðî íàçèâà¹òüñÿ äîâåðøåíèì, ÿêùî âîíî ¹ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà-
÷åíèì.

Çàóâàæåííÿ 5.1. Íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåíi ïîñëiäîâíîñòi (àáî ôiëü-
òðè) â M çàìiñòü çâè÷àéíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, îñêiëüêè øèðîêà òîïîëîãiÿ, âçà-
ãàëi êàæó÷è, íå çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. Öi¹¨ íåçðó÷íîñòi ìî-
æíà óíèêíóòè, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ìåòðèçîâíèé òà çëi÷åííèé íà íåñêií÷åííîñòi
ïðîñòið X (ñêàæiìî, X = Rn).1

Îñêiëüêè íàøi äîñëiäæåííÿ ñòîñóþòüñÿ ñàìå äîâåðøåíèõ (÷è, áiëüø çà-
ãàëüíî, óçãîäæåíèõ) ÿäåð, âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî êëàñ òàêèõ ÿäåð ¹ äîñèòü
øèðîêèì i ìiñòèòü, çîêðåìà, âñi êëàñè÷íi ÿäðà òåîði¨ ïîòåíöiàëó. Äiéñíî, â
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn, n > 3, ÿäðî Íüþòîíà |x− y|2−n ¹ äîâåðøåíèì [43].
Äîâåðøåíèìè ¹ ÿäðà Ðiñà |x − y|α−n ïîðÿäêó 0 < α < n â Rn, n > 2 [44, 45],
òà çâóæåííÿ ëîãàðèôìi÷íîãî ÿäðà − log |x − y| â R2 íà âiäêðèòèé îäèíè-
÷íèé êðóã [54]. Íàðåøòi, ÿêùî D � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn, n > 2, ùî ¹
ðåãóëÿðíîþ â ñåíñi ðîçâ'ÿçóâàíîñòi êëàñè÷íî¨ çàäà÷i Äiðiõëå, òî ¨¨ (êëàñè÷íà)
ôóíêöiÿ Ãðiíà gD ¹ äîâåðøåíèì ÿäðîì íà X = D [43, 47,54].

Ç äðóãîãî áîêó, ÿê âèäíî ç îçíà÷åííÿ 5.1, ïîíÿòòÿ äîâåðøåíèõ (÷è, áiëüø
çàãàëüíî, óçãîäæåíèõ) ÿäåð ¹ âåëüìè åôåêòèâíèì â äîñëiäæåííi åêñòðåìàëü-
íèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä êëàñàìè (ñêàëÿðíèõ) äîäàòíèõ ìið. Äiéñíî,
òåîðiÿ ¹ìíîñòåé ìíîæèí áóëà ïîáóäîâàíà â [49] ñàìå äëÿ öèõ ÿäåð, ùî ñòàëî
ìîæëèâèì äÿêóþ÷è íàñòóïíié òåîðåìi (ïîð. ç íàøîþ òåîðåìîþ 5.3).

Òåîðåìà 5.1 (Fuglede [49]). ßäðî κ ¹ äîâåðøåíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ïðîñòið E+

κ ñèëüíî ïîâíèé òà ñèëüíà òîïîëîãiÿ íà E+
κ ñèëüíiøà çà øèðîêó.

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ó çâiòíèé ïåðiîä áóëî ïîêàçàíî, ùî ïîíÿòòÿ äîâåðøåíèõ
(÷è óçãîäæåíèõ) ÿäåð ¹ òàêîæ åôåêòèâíèì â åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ òåîði¨

1Íàãàäà¹ìî (äèâ. [41, ãëàâà 1, ðîçäië 9]), ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííèì íà

íåñêií÷åííîñòi , ÿêùî âií ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ÿê ç÷èñëåííå îá'¹äíàííÿ êîìïàêòíèõ ìíîæèí.
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ïîòåíöiàëó íàä êëàñàìè çíàêîçìiííèõ ìið Ðàäîíà, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåíñà-
òîðàìè çi ñêií÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí. Öå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ
ââåäåííÿì íàëåæíî¨ íàïiâìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè íàä âiäïîâiäíèì êîíóñîì âå-
êòîðíèõ ìið çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ òà äîâåäåííi òåîðåìè ïðî ïîâíîòó ïåâíèõ
íàïiâìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (äèâ. òåîðåìó 5.3).

5.2 Íåñêií÷åííîìiðíi âåêòîðíi ìiðè Ðàäîíà, àñîöiéîâàíi
ç êîíäåíñàòîðàìè; ¨õíi åíåðãi¨ òà ïîòåíöiàëè

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I+ òà I− çëi÷åííi, äèç'þíêòíi ìíîæèíè iíäåêñiâ i ∈ N,
I := I+

∪
I−, i íåõàé êîæíîìó i ∈ I îäíîçíà÷íî ñïiâñòàâëÿ¹òüñÿ íåïîðîæíÿ

ìíîæèíà Ai ⊂ X.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Óïîðÿäêîâàíèé íàáið A = (Ai)i∈I íàçèâà¹òüñÿ (I+, I−)-
êîíäåíñàòîðîì (àáî ïðîñòî êîíäåíñàòîðîì) â X, ÿêùî êîæíà êîìïàêòíà ïiä-
ìíîæèíà ïðîñòîðó X ïåðåòèíà¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ
ìíîæèí Ai òà

Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñiõ i ∈ I+, j ∈ I−. (5.1)

Íàçâåìî Ai, i ∈ I+, òà Aj, j ∈ I−, äîäàòíèìè òà âiä'¹ìíèìè ïëàñòè-
íàìè êîíäåíñàòîðà A, âiäïîâiäíî. Êîíäåíñàòîð íàçâåìî çàìêíåíèì, êîì-
ïàêòíèì àáî óíiâåðñàëüíî âèìiðíèì, ÿêùî êîæíà ç éîãî ïëàñòèí âîëîäi¹
âiäïîâiäíîþ âëàñòèâiñòþ. Íàçâåìî A ñêií÷åííèì, ÿêùî òàêîþ ¹ ìíîæèíà
I. Ïîçíà÷èìî A := (Ai )i∈I i çàóâàæèìî, ùî â ñèëó (5.1) A ¹ (çàìêíåíèì)
(I+, I−)-êîíäåíñàòîðîì. Òàêîæ ïîçíà÷èìî

A+ :=
∪
i∈I+

Ai, A− :=
∪
i∈I−

Ai.

Ïîçíà÷èìî M+(A) :=
∏

i∈I M+(Ai); òîäi µ = (µi)i∈I , äå µi ∈ M+(Ai),
i ∈ I, íàçèâà¹òüñÿ (äîäàòíîþ) âåêòîðíîþ ìiðîþ, àñîöiéîâàíîþ ç êîíäåíñà-
òîðîì A, à µi ∈ M+(Ai), i ∈ I, � ¨¨ i-êîìïîíåíòàìè. ßêùî u = (ui)i∈I �
âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ ç µi-âèìiðíèìè êîìïîíåíòàìè, òî ïîçíà÷èìî2

⟨u,µ⟩ :=
∑
i∈I

∫
ui dµ

i.

Òîïîëîãiþ äîáóòêó
∏

i∈I M+(Ai), äå êîæíèé M+(Ai) íàäiëåíèé iíäóêîâàíîþ
øèðîêîþ òîïîëîãi¹þ, íàçâåìî ïî àíàëîãi¨ øèðîêîþ.

Îñêiëüêè êîæíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X ìà¹ íåïîðîæíié ïå-
ðåòèí ùîíàéáiëüøå ç ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ Ai, òî äëÿ êîæíîãî φ ∈ C0(X)

2Òóò i íàäàëi, âèðàç
∑

i∈I ci ââàæà¹òüñÿ äîáðå âèçíà÷åíèì, ÿêùî òàêèì ¹ êîæíèé äîäàíîê ci, à ñóìà
íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó ñóìóâàííÿ. Òîäi, çà òåîðåìîþ Ðiìàíà, ñóìà ñêií÷åííà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ðÿä àáñîëþòíî çáiæíèé.
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ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü âåëè÷èí µi(φ) (äå µ ∈ M+(A) � ôiêñîâàíà ìiðà)
âiäìiííi âiä íóëÿ. Òîìó êîæíié (äîäàòíié) âåêòîðíié ìiði µ ∈ M+(A) ñòàâè-
òüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíà (çíàêîçìiííà) ñêàëÿðíà ìiðà Ðàäîíà Rµ ∈ M(X)
ç âëàñòèâiñòþ

Rµ(φ) =
∑
i∈I

αiµ
i(φ) äëÿ âñiõ φ ∈ C0(X),

äå

αi := signAi :=

{
+1, ÿêùî i ∈ I+,
−1, ÿêùî i ∈ I−.

ßê âèïëèâà¹ ç (5.1), äîäàòíà òà âiä'¹ìíà ÷àñòèíè ó ðîçêëàäi Õàíà�Æîðäàíà
ìiðè Rµ ìàþòü âiäïîâiäíî çîáðàæåííÿ

Rµ+ =
∑
i∈I+

µi òà Rµ− =
∑
i∈I−

µi.

Çàóâàæèìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ R : M+(A) → M(X) íå ¹, âçàãàëi êà-
æó÷è, ií'¹êòèâíèì, òîáòî ìîæóòü iñíóâàòè µ,µ′ ∈ M+(A) òàêi, ùî µ ̸= µ′,
àëå Rµ = Rµ′. (Âîíî ií'¹êòèâíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ.) Íàçâåìî µ,µ′ ∈ M+(A) R-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ¨õíi
R-îáðàçè ñïiâïàäàþòü.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî ç øèðîêî¨ çáiæíîñòi â M+(A) âèïëèâà¹ øèðîêà
çáiæíiñòü äëÿ âiäïîâiäíèõ R-îáðàçiâ. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ; â öüîìó ìîæíà
ïåðåêîíàòèñÿ ç äîïîìîãîþ âiäîìî¨ òåîðåìè Òiòöå�Óðèñîíà ïðî íåïåðåðâíå
ïðîäîâæåííÿ â íîðìàëüíèõ ïðîñòîðàõ.

Ó âiäïîâiäíîñòi äî åëåêòðîñòàòè÷íîãî òðàêòóâàííÿ êîíäåíñàòîðà A, íå-
õàé âçà¹ìîäiÿ ìiæ äîâiëüíèìè ìiðàìè (çàðÿäàìè) íà éîãî ïëàñòèíàõ Ai òà
Aj, i, j ∈ I, âèçíà÷à¹òüñÿ (ñêií÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ) ìàòðèöåþ (αiαj)i,j∈I .
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ µ,µ1 ∈ M+(A) âçà¹ìíó åíåðãiþ ïðèðîäíî îçíà÷èòè ôîð-
ìóëîþ

κ(µ,µ1) :=
∑
i,j∈I

αiαjκ(µi, µj1). (5.2)

Íåõàé κµ = (κiµ)i∈I ïîçíà÷à¹ âåêòîðíèé ïîòåíöiàë ìiðè µ ∈ M+(A) ç êîì-
ïîíåíòàìè

κiµ(x) :=
∑
j∈I

αiαjκ(x, µj), x ∈ X.

Ïðè µ = µ1 âåëè÷èíà κ(µ,µ1) âèçíà÷à¹ åíåðãiþ åëåìåíòà µ ∈ M+(A). Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç E+

κ (A) ìíîæèíó âñiõ µ ∈ M+(A) òàêèõ, ùî −∞ < κ(µ,µ) <
∞.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè (äèâ. [78, ëåìà 3.3]), ùî µ íàëåæèòü E+
κ (A) òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè
∑

i∈I ∥µi∥κ <∞. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî E+
κ (A) óòâîðþ¹ âèïóêëèé
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êîíóñ; öåé ôàêò, çâiñíî, íàäçâè÷àéíî êîðèñíèé ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi åêñòðåìàëü-
íèõ çàäà÷.

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [49]), ùî ïðèáëèçíî âñþäè (ïð. âñ.) îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiä-
íå òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ âñþäè, çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì ìíîæèíè íóëüîâî¨
âíóòðiøíüî¨ ¹ìíîñòi. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå çîáðàæåííÿ åíåðãié òà âåêòîð-
íèõ ïîòåíöiàëiâ µ,µ1 ∈ E+

κ (A) ÷åðåç åíåðãi¨ òà ïîòåíöiàëè ¨õíiõ êîìïîíåíòiâ
(äèâ. [78, íàñëiäîê 3.2]).

Ëåìà 5.1. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ µ,µ1 ∈ E+
κ (A) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

κ(µ,µ1) = κ(Rµ, Rµ1) =
∑
i,j∈I

αiαjκ(µi, µj). (5.3)

Áiëüø òîãî, κµ(x) ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì òà ñêií÷åííèì ïð. âñ. â X òà ìà¹
êîìïîíåíòè

κiµ(x) = αiκ(x,Rµ) =
∑
i,j∈I

αiαjκ(x, µj), i ∈ I. (5.4)

Ðÿäè â (5.3) òà (5.4) çáiãàþòüñÿ àáñîëþòíî, îñòàííié ïð. âñ. â X.

Çàóâàæèìî, ùî â ñèëó äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ÿäðà ç ñïiââiäíîøåííÿ (5.3)
âèïëèâà¹ íàñòóïíà íåðiâíiñòü, ÿêà "a priori" íå áóëà î÷åâèäíîþ:

κ(µ,µ) > 0 äëÿ âñiõ µ ∈ E+
κ (A). (5.5)

Çíàéäåíå ëåìîþ 5.1 ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ åíåðãiÿìè òà ïîòåíöiàëàìè µ òà
Rµ âëàñíå i äîçâîëèëî ðîçâèíóòè åôåêòèâíèé àíàëiç íà íåñêií÷åííîìiðíèõ
âåêòîðíèõ ìiðàõ, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåíñàòîðîì. Äiéñíî, ïðèìiíþþ÷è (5.3)
äî κ(Rµk, Rµt), äå µk, µt, k, t = 1, 2, � ôiêñîâàíi åëåìåíòè ç êëàñó E+

κ (A), òà
âðàõîâóþ÷è, ùî âiäïîâiäíi ðÿäè â (5.3) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèìè, ìè îòðèìó¹ìî
íàñòóïíó òåîðåìó (äèâ. [78, òåîðåìà 3.1]).

Òåîðåìà 5.2. Ìíîæèíà E+
κ (A) óòâîðþ¹ íàïiâìåòðè÷íèé ïðîñòið ç íàïiâ-

ìåòðèêîþ

∥µ1 − µ2∥E+
κ (A) :=

[∑
i,j∈I

αiαjκ(µi1 − µi2, µ
j
1 − µj2)

]1/2
, µ1,µ2 ∈ E+

κ (A), (5.6)

i öåé ïðîñòið ¹ içîìåòðè÷íèì äî éîãî R-îáðàçó, òîáòî

∥µ1 − µ2∥E+
κ (A) = ∥Rµ1 −Rµ2∥Eκ.

Öÿ íàïiâìåòðèêà ¹ ìåòðèêîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÿäðî κ ñòðîãî äîäà-
òíî âèçíà÷åíå, à âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Âñþäè äàëi E+
κ (A) òðàêòó¹òüñÿ ÿê íàïiâìåòðè÷íèé ïðîñòið ç íàïiâìåòðè-

êîþ (5.6). Îñêiëüêè E+
κ (A) òà éîãî R-îáðàç içîìåòðè÷íi, àíàëîãi÷íî òåðìiíî-

ëîãi¨ â Eκ òîïîëîãiþ íàïiâìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó E+
κ (A) íàçâåìî ñèëüíîþ.
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5.3 Âíóòðiøíÿ ¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà

Çàôiêñóâàâøè âåêòîðíîçíà÷íó ôóíêöiþ g = (gi)i∈I , äå âñi êîìïîíåíòè
gi : X → (0,∞) ¹ íåïåðåðâíèìè, òà ÷èñëîâèé âåêòîð a = (ai)i∈I ç ai > 0, îçíà-
÷èìî âíóòðiøíþ ¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà A (âiäíîñíî κ, a òà g) ôîðìóëîþ3

capκA := capκ(A, a,g) :=

[
inf

µ∈E+
κ (A,a,g)

κ(µ,µ)

]−1

,

äå
E+
κ (A, a,g) :=

{
µ ∈ E+

κ (A) : ⟨gi, µi⟩ = ai äëÿ âñiõ i ∈ I
}
. (5.7)

Ïàðàëåëüíî çi çàçíà÷åíîþ âèùå åëåêòðîñòàòè÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ (i, îòæå,
ìîæëèâèìè çàñòîñóâàííÿìè äî çàäà÷ iíäóñòði¨ � äèâ. "capacitors" â [53]), öå
ïîíÿòòÿ ìà¹ öiëó íèçêó ïîòóæíèõ çàñòîñóâàíü äî òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨, ãåîìå-
òðè÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié òà ñàìî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó (äèâ. ìîíîãðàôi¨ [51,55,58]
òà íàâåäåíi òàì öèòóâàííÿ).

Ïðè I = {1}, g1 = 1, a1 = 1 ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ¹ìíîñòi êîíäåíñàòî-
ðà çâîäèòüñÿ äî ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ¹ìíîñòi ìíîæèíè; âiäïîâiäíó âåëè÷èíó
ïîçíà÷èìî Cκ(·).

ßê âèïëèâà¹ ç (5.5), âèêîíó¹òüñÿ 0 6 capκA 6 ∞. Íåîáõiäíi òà (àáî)
äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá ìàâ ìiñöå íåâèðîäæåíèé âèïàäîê 0 < capκA <
∞, îòðèìàíi â [78] (äèâ. òàì ëåìè 6.2 òà 6.3 ïðè f = 0).

Çàäà÷à iñíóâàííÿ λA ∈ E+
κ (A, a,g) ç ìiíiìàëüíîþ â öüîìó êëàñi åíåðãi-

¹þ (íàçâåìî ¨¨ E+
κ (A, a,g)-çàäà÷åþ) ¹ îñíîâíîþ åêñòðåìàëüíîþ çàäà÷åþ òåîði¨

âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ. Âîíà ìà¹ ñåíñ ó âèïàäêó, ÿêùî E+
κ (A, a,g) ̸=

∅, ùî åêâiâàëåíòíî óìîâi

capκ(A, a,g) > 0. (5.8)

Íàçâåìî E+
κ (A, a,g)-çàäà÷ó ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî êëàñ S(A, a,g) âñiõ ¨¨ ðîçâ'ÿç-

êiâ λA íåïîðîæíié. Ðîçâ'ÿçîê E+
κ (A, a,g)-çàäà÷i (ÿêùî âií iñíó¹) ¹ ¹äèíèì ó

ñåíñi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ (äèâ. òàêîæ íàñòóïíèé çà íèì íàñëiäîê).

Ëåìà 5.2. Íåõàé λ, λ̂ ∈ S(A, a,g). Òîäi λ, λ̂ íàëåæàòü äî îäíîãî êëàñó
åêâiâàëåíòíîñòi â íàïiâìåòðè÷íîìó ïðîñòîði E+

κ (A), òîáòî ∥λ−λ̂∥E+
κ (A) =

0.

Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé λ, λ̂ ∈ S(A, a,g). Òîäi Rλ = Rλ̂, ÿêùî ÿäðî κ ñòðîãî
äîäàòíî âèçíà÷åíå, i λ = λ̂, ÿêùî, äî òîãî æ, âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ.

3ßê çàâæäè, òî÷íà íèæíÿ ìåæà íàä ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê +∞. Ìè òàêîæ ïîêëàäà¹ìî
1/0 = +∞.
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Ùîäî çàäà÷i iñíóâàííÿ, òî âîíà ¹ ëåãêî ðîçâ'ÿçíîþ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè
âèêîíó¹òüñÿ ñóêóïíiñòü íàñòóïíèõ óìîâ: êîíäåíñàòîð A ñêií÷åííèé i êîìïà-
êòíèé, à ÿäðî κ íåïåðåðâíå íà A+ × A−. Äiéñíî, òîäi êëàñ äîïóñòèìèõ ìið
E+
κ (A, a,g) êîìïàêòíèé ó øèðîêié òîïîëîãi¨, à ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ κ(µ,µ)
íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó íà E+

κ (A), i iñíóâàííÿ λ ∈ S(A, a,g) äîâîäèòüñÿ ç
äîïîìîãîþ äåêiëüêîõ ðÿäêiâ åëåìåíòàðíèõ âèêëàäîê (äèâ., íàïðèêëàä, [56]),
ùî âèêîðèñòîâóþòü ëèøå ñòðóêòóðó øèðîêî¨ òîïîëîãi¨. Îäíàê çàäà÷à iñíó-
âàííÿ ñòà¹ âåëüìè íåòðèâiàëüíîþ, ÿêùî õî÷à á îäíà ç íàâåäåíèõ òiëüêè ùî
óìîâ íå âèêîíó¹òüñÿ. Ñêàæiìî, êëàñ äîïóñòèìèõ ìið ïåðåñòà¹ áóòè øèðîêî
êîìïàêòíèì, ÿêùî õî÷à á îäíà ç ìíîæèí Ai íåêîìïàêòíà.

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó iñíóâàííÿ, ó çâiòíèé ïåðiîä áóëî çàïî÷àòêîâàíî
òà îáãðóíòîâàíî íîâèé ïiäõiä, ùî åôåêòèâíî âèêîðèñòîâó¹ ñòðóêòóðè îáîõ
òîïîëîãié íàä íàïiâìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì E+

κ (A) � ÿê øèðîêî¨, òàê i ñèëü-
íî¨. Ó îñíîâi òàêîãî ïiäõîäó ëåæèòü òåîðåìà ïðî ñèëüíó ïîâíîòó íàëåæíèõ
òîïîëîãi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó E+

κ (A).

5.4 Òåîðåìà ïðî ñèëüíó ïîâíîòó

Âñþäè äàëi, ÿêùî íå âêàçàíî iíøå, ââàæà¹ìî, ùî ÿäðî κ óçãîäæåíå
(äèâ. îçíà÷åííÿ 5.1) i àáî I− = ∅, àáî κ, g, a òà A çàäîâîëüíÿþòü íàñòó-
ïíi äâi óìîâè: ∑

i∈I

aig
−1
i,inf <∞, (5.9)

sup
x∈A+, y∈A−

κ(x, y) <∞, (5.10)

äå gi,inf := infx∈Ai
gi(x). Ïîçíà÷èâøè

E+
κ (A,6a,g) :=

{
µ ∈ E+

κ (A) : ⟨gi, µi⟩ 6 ai äëÿ âñiõ i ∈ I
}
, (5.11)

ðîçãëÿíåìî E+
κ (A,6 a,g) ÿê òîïîëîãi÷íèé ïiäïðîñòið íàïiâìåòðè÷íîãî ïðî-

ñòîðó E+
κ (A).

Òåîðåìà 5.3. Çà âêàçàíèõ âèùå óìîâ, íåõàé êîíäåíñàòîð A çàìêíåíèé. Òî-
äi íàïiâìåòðè÷íèé ïðîñòið E+

κ (A,6a,g) ¹ ïîâíèì. Áiëüø äåòàëüíî, ÿêùî
óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü (µs)s∈S ⊂ E+

κ (A,6 a,g) ñèëüíî ôóíäàìåíòàëü-
íà i µ ïîçíà÷à¹ îäíó ç ¨¨ øèðîêèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê (òàêà µ iñíó¹), òîäi
µ ∈ E+

κ (A,6a,g) i µs → µ ñèëüíî, òîáòî

lim
s∈S

∥µs − µ∥E+
κ (A) = 0.

Íåõàé òåïåð, êðiì óæå çàçíà÷åíîãî, ÿäðî κ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíå (îò-
æå, äîâåðøåíå), à âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî äèç'þíêòíi. ßêùî (µs)s∈S çáiãà¹-
òüñÿ ñèëüíî äî µ0 ∈ E+

κ (A), òîäi íàñïðàâäi µ0 ∈ E+
κ (A,6 a,g) i µs → µ0

òàêîæ øèðîêî.
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Çàóâàæåííÿ 5.3. Îñêiëüêè íàïiâìåòðè÷íèé ïðîñòið E+
κ (A,6a,g) ¹ içîìåòðè-

÷íèì äî éîãî R-îáðàçó, òåîðåìà 5.3 âèäiëÿ¹ ñèëüíî ïîâíi òîïîëîãi÷íi ïiäïðî-
ñòîðè ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó Eκ(X), ùî ñêëàäàþòüñÿ iç çíàêîçìiííèõ
ìið. Òàêèé ðåçóëüòàò ¹ öiêàâèì ñàì ïî ñîái îñêiëüêè, çãiäíî ç äîáðå âiäîìèì
ïðèêëàäîì H. Cartan [43], óâåñü ïðîñòið Eκ(X) ¹ ñèëüíî íåïîâíèì íàâiòü äëÿ
ÿäðà Êóëîíà |x− y|−1 â R3.

5.5 Äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ åêñòðåìàëüíî¨
çàäà÷i

Çà âêàçàíèõ âèùå ïîñòiéíèõ óìîâ, íåõàé êîíäåíñàòîð A çàìêíåíèé i âè-
êîíó¹òüñÿ óìîâà (5.8). Äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ åêñòðåìàëüíî¨
çàäà÷i òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ äàþòüñÿ íàñòóïíîþ òåîðå-
ìîþ (äèâ. [78, òåîðåìà 8.1] ïðè f = 0).

Òåîðåìà 5.4. Äëÿ êîæíîãî i ∈ I íåõàé ôóíêöiÿ gi
∣∣
Ai
àáî îáìåæåíà çâåðõó,

àáî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó íà ¨¨ ðiñò: iñíóþòü ri ∈ (1,∞) òà ωi ∈
Eκ(X) òàêi, ùî

gri(x) 6 κ(x, ωi) ïð. âñ. â Ai. (5.12)

ßêùî, êðiì òîãî, êîæíà ìíîæèíà Ai àáî êîìïàêòíà, àáî ìà¹ ñêií÷åííó
¹ìíiñòü

Cκ(Ai) <∞, (5.13)

òîäi êëàñ S(A, a,g) íåïîðîæíié i øèðîêî êîìïàêòíèé.

Çàóâàæåííÿ 5.4. Ñòîñîâíî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 5.4, çàóâàæèìî, ùî êîì-
ïàêòíà ìíîæèíà K ⊂ X ìîæå ìàòè íåñêií÷åííó ¹ìíiñòü; ¹ìíiñòü Cκ(K) ¹
íåîáõiäíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî ÿäðî κ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíå [49]. Ç iíøîãî
áîêó, íàâiòü äëÿ ÿäðà Íüþòîíà ìíîæèíè çi ñêií÷åííîþ ¹ìíiñòþ ìîæóòü áóòè
íåîáìåæåíèìè [54].

Ùîá äîâåñòè òåîðåìó 5.4, ìè ïîêàçó¹ìî, ùî êîæíà (ìiíiìiçóþ÷à) óçàãàëü-
íåíà ïîñëiäîâíiñòü (µs)s∈S ⊂ E+

κ (A, a,g) ç âëàñòèâiñòþ lims∈S ∥µs∥2E+
κ (A)

=[
capκA

]−1
¹ ñèëüíî ôóíäàìåíòàëüíîþ. Òîäi ç òåîðåìè 5.3 âèïëèâà¹, ùî äëÿ

äåÿêîãî γ ∈ E+
κ (A,6 a,g) âèêîíó¹òüñÿ µs → γ ñèëüíî i øèðîêî. Î÷åâèäíî,

ùî γ ¹ ðîçâ'ÿçêîì E+
κ (A, a,g)-çàäà÷i òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè γ ∈ E+

κ (A, a,g).
Ñïðàâåäëèâiñòü òàêîãî âêëþ÷åííÿ ÿêðàç i âäà¹òüñÿ äîâåñòè ïðè óìîâàõ íà
gi
∣∣
Ai
òà Ai, íàâåäåíèõ ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè 5.4.
Çàóâàæèìî, ùî öi óìîâè íà Ai ¹ iñòîòíèìè íå òiëüêè äëÿ äîâåäåííÿ òåî-

ðåìè 5.4, àëå i äëÿ ¨¨ ñïðàâåäëèâîñòi â öiëîìó. Öå âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî ïðè-
êëàäó (äèâ. [67, ïðèêëàä 5.3]) òà òîãî ôàêòó (äèâ. [60]), ùî ó âèïàäêó (5.15)
óìîâà (5.13) íå ñïðàâäæó¹òüñÿ.
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Ïðèêëàä 5.1. Ó R3 ðîçãëÿíåìî ÿäðî Êóëîíà κ(x, y) = |x− y|−1, i íåõàé I+ =
{1}, I− = {2}, g = 1, a = 1. Íåõàé A2 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê òiëî îáåðòàííÿ, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ x = (x1, x2, x3) ∈ R3 òàêèõ, ùî 2 6 x1 <∞ òà 0 6 x22+x23 6
ρ(x1), äå ρ(x1) → 0 ïðè x1 → ∞, i íåõàé A1 := {x ∈ R3 : |x| 6 1}. Ðîçãëÿíåìî
òàêi âèïàäêè:

ρ(r) = r−s, äå s ∈ [0,∞), (5.14)

ρ(r) = exp(−rs), äå s ∈ (0, 1], (5.15)

ρ(r) = exp(−rs), äå s > 1. (5.16)

Òîäi E+
κ (A, a,g)-çàäà÷à ¹ ðîçâ'ÿçíîþ â îáîõ âèïàäêàõ (5.14) i (5.16), àëå âîíà

¹ íåðîçâ'ÿçíîþ ó âèïàäêó (5.15); äèâ. [67].

Çàóâàæåííÿ 5.5. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôiçè÷íó òåðìiíîëîãiþ, çàçíà÷åíèé â öüî-
ìó ïðèêëàäi åôåêò íåðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ¹ìíîñòåé
êîíäåíñàòîðiâ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê âèòiê ÷àñòèíè çàðÿäó íà íåñêií÷åí-
íiñòü ïðè ñïðîái äîñÿãòè ðiâíîâàæíîãî ñòàíó ïîòåíöiàëiâ. Ó çâiòíèé ïåðiîä
öåé íåñïîäiâàíèé åôåêò, îòðèìàíèé Í.Â. Çîðié ÷èñòî àíàëiòè÷íèìè ìåòîäà-
ìè, áóâ ïðîiëþñòðîâàíèé ÷èñåëüíî â ñïiëüíié ðîáîòi Í.Â. Çîðié ç H. Harbrecht
òà W.L. Wendland (äèâ. [79, ðîçäië 10]).

5.6 Äóàëüíi âàðiàöiéíi çàäà÷i

Ó çâ'ÿçêó ç âiäìi÷åíèì â ïðèêëàäi 5.1 åôåêòîì íåðîçâ'ÿçíîñòi E+
κ (A, a,g)-

çàäà÷i âàæëèâî áóëî çíàéòè ïîñòàíîâêè çàäà÷, äóàëüíèõ äî íå¨ (i, îòæå, òà-
êèõ, ùî íàäàâàëè á íîâi åêâiâàëåíòíi îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ¹ìíîñòi êîíäåíñàòî-
ðà), àëå òåïåð âæå çàâæäè ðîçâ'ÿçíèõ � íàïðèêëàä, íàâiòü äëÿ íåçàìêíåíèõ
êîíäåíñàòîðiâ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí.

Ó ðîáîòi [67] ðîçãëÿäàëèñÿ åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ïðî ìiíiìóì åíåðãié íàä
ïåâíèìè ïiäêëàñàìè íàïiâìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó E+

κ (A), íàëåæíèì ÷èíîì âè-
çíà÷åíèõ. Çà ïîñòiéíèõ óìîâ, ñôîðìóëüîâàíèõ âèùå, öi âàðiàöiéíi çàäà÷i âè-
ÿâèëèñÿ äóàëüíèìè äî E+

κ (A, a,g)-çàäà÷i, àëå, íà âiäìiíó âiä íå¨, âæå çàâæäè
ðîçâ'ÿçíèìè. Ðîçâ'ÿçêè çàçíà÷åíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëü-
íåííÿì äîáðå âiäîìîãî ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨
ç ìíîæèíîþ (äèâ. [49]). Îòðèìàíî îïèñ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ¨õíiõ ïîòåíöiàëiâ òà
âiäïîâiäíèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò, äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ¨õíþ ¹äèíiñòü òà
íåïåðåðâíiñòü, âèäiëåíî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi. Âiäñèëàþ÷è äî ðîáî-
òè [67] çà öèìè ðåçóëüòàòàìè ó ¨õíüîìó ïîâíîìó îáñÿçi (äèâ., íàïðèêëàä, òå-
îðåìè 8.1, 8.2, 8.3, 10.1, 12.1, òâåðäæåííÿ 11.1, 11.2 òà íàñëiäêè 8.3, 9.1, 9.2,
10.1 â [67]), äëÿ çðó÷íîñòi ÷èòà÷à ìè íàâåäåìî ¨õ òóò ëèøå ó âèïàäêó, êîëè
ôîðìóëþâàííÿ ¹ ìàêñèìàëüíî ñïðîùåíèìè òà âiä÷óòíèìè.

Ïðèïóñòèìî äëÿ ïðîñòîòè, ùî Ai , i ∈ I, âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à
ÿäðî κ ¹ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíèì i, îòæå, äîâåðøåíèì.
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Òåîðåìà 5.5. Çà çàçíà÷åíèõ óìîâ ¹ìíiñòü capκ(A, a,g) àëüòåðíàòèâíî
îçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

capκ(A, a,g) = inf
µ∈Γκ(A,a,g)

κ(µ,µ), (5.17)

äå Γκ(A, a,g) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ µ ∈ E+
κ (A ) ç âëàñòèâiñòþ

aiκ
i
µ(x) > ci(µ)gi(x) ïð.âñ. â Ai, i ∈ I. (5.18)

Òóò ci(µ) ∈ R, i ∈ I, � äåÿêi çàëåæíi âiä µ êîíñòàíòè, ùî çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíiñòü ∑

i∈I

ci(µ) = 1. (5.19)

ßêùî, êðiì òîãî, 0 < capκA < ∞, òî âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (5.17)
âàðiàöiéíà çàäà÷à, äóàëüíà äî îñíîâíî¨, ¹ çàâæäè ðîçâ'ÿçíîþ, òîáòî iñíó¹
γ := γA ∈ Γκ(A, a,g) ç ìiíiìàëüíîþ â öüîìó êëàñi åíåðãi¹þ:

κ(γ,γ) = capκ(A, a,g).

Áiëüø òîãî, ðîçâ'ÿçîê γ äóàëüíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (5.17) òà ÷èñëà Ci :=
ci(γ), i ∈ I, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (5.18) òà (5.19) ïðè µ = γ,
âèçíà÷àþòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì òà çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

Ci =
αiκ(γi,γ)

capκA
= ” inf

x∈Ai

”
aiκ

i
γ(x)

gi(x)
, i ∈ I,

äå ïîçíà÷åííÿ ” inf
x∈Ai

” îçíà÷à¹, ùî òî÷íà íèæíÿ ìåæà ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàä

âñi¹þ ìíîæèíîþ Ai çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì ìíîæèíè âíóòðiøíüî¨ ¹ìíî-
ñòi íóëü.

Ìiðó γ = γA òà ÷èñëà Ci(A, a,g) := Ci, i ∈ I, ùî ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà-
÷åíi òåîðåìîþ 5.5 çà óìîâè 0 < capκA < ∞, íàçâåìî âíóòðiøíüîþ ðiâíîâà-
æíîþ ìiðîþ òà âíóòðiøíiìè ðiâíîâàæíèìè êîíñòàíòàìè, àñîöiéîâàíèìè
ç A (âiäïîâiäíî äî κ, a òà g).

Ó äîïîâíåííÿ äî ñïiââiäíîøåííÿ (5.18), âåêòîðíèé ïîòåíöiàë κγA
(·) âíó-

òðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè γA ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç∞X

òî÷êó Àëåêñàíäðîâà äëÿ îäíîòî÷êîâî¨ êîìïàêòèôiêàöi¨ ïðîñòîðó X.

Òåîðåìà 5.6. Íåõàé ÿäðî κ íåïåðåðâíå íà A+ × A− òà κ(·, y) → 0 ïðè
y → ∞X ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ìíîæèíàõ. Òîäi

aiκ
i
γA

(x) 6 Cigi(x) äëÿ âñiõ x ∈ supp γiA, i ∈ I,

i, îòæå,

aiκ
i
γA

(x) = Cigi(x) ïð. âñ. â Ai ∩ supp γiA, i ∈ I.
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Êðiì òîãî, âíóòðiøíÿ ðiâíîâàæíà ìiðà òà âíóòðiøíi ðiâíîâàæíi êîíñòàí-
òè ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè êîíäåíñàòîðà. Ùîá ñòðîãî ñôîðìóëþâàòè öþ
âàæëèâó âëàñòèâiñòü, ââåäåìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ.

Íà ìíîæèíi C = C(I+, I−) âñiõ (I+, I−)-êîíäåíñàòîðiâ â X ââåäåìî ñòðó-
êòóðó ÷àñòêîâî¨ âïîðÿäêîâàíîñòi ç äîïîìîãîþ âiäíîøåííÿ ≺, äåA ≺ A′ îçíà-
÷à¹, ùî Ai ⊂ A′

i äëÿ âñiõ i ∈ I. Òóò A′ = (A′
i)i∈I . Òîäi, î÷åâèäíî, capκA ¹

íåñïàäíîþ ôóíêöi¹þ êîíäåíñàòîðà, òîáòî

capκA 6 capκA
′, ÿêùî A ≺ A′.

Íåõàé An = (An
i )i∈I , äå n ∈ N, òà A � ôiêñîâàíi (I+, I−)-êîíäåíñàòîðè.

Áóäåìî ïèñàòè An ↑ A, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi äâi óìîâè: An ≺ An+1

äëÿ âñiõ n ∈ N òà
Ai =

∪
n∈N

An
i äëÿ âñiõ i ∈ I.

Òåîðåìà 5.7. Íåõàé àáî gi,inf > 0 äëÿ âñiõ i ∈ I, àáî ïðîñòið X çëi÷åííèé
íà íåñêií÷åííîñòi. ßêùî An, n ∈ N, óíiâåðñàëüíî âèìiðíi òà An ↑ A, òî

capκ(A, a,g) = lim
n∈N

capκ(An, a,g).

Ïðèïóñòèìî, êðiì òîãî, ùî 0 < capκ(A, a,g) <∞. Òîäi

γAn
→ γA ñèëüíî òà øèðîêî,

Ci(A, a,g) = lim
n∈N

Ci(An, a,g) äëÿ âñiõ i ∈ I.

Çàóâàæåííÿ 5.6. Òåîðåìà 5.7 çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi, ÿêùî (An)n∈N çàìiíèòè íà
÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó âñiõ êîìïàêòíèõ êîíäåíñàòîðiâK òàêèõ, ùî
K ≺ A. Áiëüø òîãî, òîäi ïðèïóùåííÿ, ùî àáî gi,inf > 0 äëÿ âñiõ i ∈ I, àáî X
¹ çëi÷åííèì íà íåñêií÷åííîñòi, ¹ çàéâèì.

Çàóâàæåííÿ 5.7. ßêùî ç÷èñëåííà ìíîæèíà iíäåêñiâ I çâîäèòüñÿ äî îäíîãî
åëåìåíòà, òîáòî I = {1}, òî íàâåäåíi âèùå òåîðåìè 5.5, 5.6, 5.7 ¹ äîáðå âiäî-
ìèìè (äèâ. òåîðåìè 4.1 òà 4.2 â [49]; òîäi, çâè÷àéíî, C1 = 1). Ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó ç÷èñëåííîãî I âëàñòèâîñòi âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè γA, àñîöi-
éîâàíî¨ ç êîíäåíñàòîðîì A, ¹ öiëêîì ïîäiáíèìè äî âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé
âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ. �äèíà ñóòò¹âà âiä-
ìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèêîíó¹òüñÿ

γiA(X) 6 ai capκA äëÿ âñiõ i ∈ I

i, íà âiäìiíó âiä òåîði¨ ¹ìíîñòåé ìíîæèí, íåðiâíiñòü ó öèõ ñïiââiäíîøåííÿõ
íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è, ðiâíiñòþ. Öå ñïðè÷èíåíî çãàäàíèì âèùå ôåíîìåíîì
íåðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ.
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Çàóâàæåííÿ 5.8. Iñòîòíî çàóâàæèòè, ùî âñi çãàäàíi âèùå óìîâè íà ÿäðî íå
¹ îáòÿæëèâèìè. Âîíè âèêîíóþòüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ ÿäåð Ðiñà |x− y|α−n (äå
0 < α < n) òà Ãðiíà gD (äå D � ðåãóëÿðíà âiäêðèòà ìíîæèíà, à gD � ¨¨
êëàñè÷íà ôóíêöiÿ Ãðiíà) â Rn, n > 2, ÿêùî åâêëiäîâà âiäñòàíü ìiæ A+ òà A−

¹ ñòðîãî äîäàòíîþ, à òàêîæ äëÿ çâóæåííÿ ëîãàðèôìi÷íîãî ÿäðà − log |x− y|
â R2 íà âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã.
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6 ÂÀÐIÀÖIÉÍÀ ÇÀÄÀ×À ÃÀÓÑÑÀ Ó ��
ÊËÀÑÈ×ÍIÉ ÏÎÑÒÀÍÎÂÖI

Ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó ãðóíòóþòüñÿ íà ðîáîòàõ [74, 78, 80]. Ó íüîìó ìè
ïðèòðèìó¹ìîñÿ òåðìiíîëîãi¨, îçíà÷åíü òà ïîçíà÷åíü, ïðèéíÿòèõ â ïîïåðåäíüî-
ìó ðîçäiëi 5.

6.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé κ � äîäàòíî âèçíà÷åíå ÿäðî íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X,
A = (Ai)i∈I � çàìêíåíèé êîíäåíñàòîð çi çëi÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí Ai ⊂ X
(äèâ. îçíà÷åííÿ 5.2), g = (gi)i∈I � âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ ç íåïåðåðâíèìè
êîìïîíåíòàìè gi : X → (0,∞), a = (ai)i∈I � ÷èñëîâèé âåêòîð ç ai > 0.
Íåõàé M+(A) =

∏
i∈I M+(Ai) � âèïóêëèé êîíóñ óñiõ äîäàòíèõ âåêòîðíèõ

ìið Ðàäîíà, óñòàòêîâàíèé òîïîëîãi¹þ øèðîêî¨ çáiæíîñòi, à E+
κ (A) � âèïóêëèé

êîíóñ óñiõ µ = (µi)i∈I ∈ M+(A) çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ κ(µ,µ), äå κ(µ,µ)
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.2).

Íåõàé f = (fi)i∈I � âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, äå fi : X → [−∞,∞],
i ∈ I, � çîâíiøíi ïîëÿ, ùî äiþòü íà çàðÿäè (ìiðè), çîñåðåäæåíi íà Ai. Òîäi f-
âàãîâèé âåêòîðíèé ïîòåíöiàë òà f-âàãîâà åíåðãiÿ ìiðè µ ∈ E+

κ (A) âiäïîâiäíî
îçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

Wµ := κµ + f ,

Gf(µ) := κ(µ,µ) + 2⟨f ,µ⟩.

Âñþäè äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ îäèí ç íàñòóïíèõ âèïàäêiâ:

I. fi ∈ Φ(X) äëÿ âñiõ i ∈ I;

II. fi = αiκ(·, τ) äëÿ âñiõ i ∈ I, äå τ ∈ Eκ(X) � ôiêñîâàíà ñêàëÿðíà çíàêî-
çìiííà ìiðà;

III. f = κζ, äå ζ ∈ E+
κ (A) � ôiêñîâàíà âåêòîðíà äîäàòíà ìiðà.

Íåõàé E+
f (A, a,g) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ µ ∈ E+

κ (A, a,g) ç Gf(µ) < ∞,
äå E+

κ (A, a,g) çàäàíî ñïiââiäíîøåííÿì (5.7). Âñþäè íàäàëi áóäåìî ââàæàòè
E+
f (A, a,g) ̸= ∅, ùî ðiâíîñèëüíî íåðiâíîñòi

Gf(A, a,g) := inf
µ∈E+

f (A,a,g)
Gf(µ) <∞. (6.1)

Çàóâàæèìî, ùî äÿêóþ÷è çàçíà÷åíîìó âèáîðó f , çàâæäè âèêîíó¹òüñÿGf(A, a,g) >
−∞ (äèâ. [78, íàñëiäîê 6.1]). Íåîáõiäíi òà (àáî) äîñòàòíi óìîâè, ïðè ÿêèõ
ìà¹ ìiñöå (6.1), äàþòüñÿ íàñòóïíèìè äâîìà òâåðäæåííÿìè (äèâ. [78, ëåìè 6.2
òà 6.3]).
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Ëåìà 6.1. ßêùî ìà¹ ìiñöå (6.1), òî íåîáõiäíî âèêîíó¹òüñÿ

Cκ

(
{x ∈ Ai : |fi(x)| <∞}

)
̸= 0 äëÿ âñiõ i ∈ I. (6.2)

ßêùî êîíäåíñàòîð A ñêií÷åííèé, òî óìîâè (6.1) i (6.2) ðiâíîñèëüíi.

Ëåìà 6.2. ßêùî æ êîíäåíñàòîð A íåñêií÷åííèé, òî íåõàé iñíóþòü êîí-
ñòàíòè M <∞ i δ > 0, îáî¹ íåçàëåæíi âiä i, äëÿ ÿêèõ

Cκ

(
{x ∈ Ai : |fi(x)| 6M}

)
> δ äëÿ âñiõ i ∈ I.

Òîäi óìîâà (5.9) äîñòàòíÿ äëÿ âèêîíàííÿ (6.1).

(Êëàñè÷íà) âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi óìîâ, ùî ãà-
ðàíòóþòü iñíóâàííÿ λ = λA,f ∈ E+

f (A, a,g) ç Gf(λ) = Gf(A, a,g), âèâ÷åííþ
ïèòàííÿ ¹äèíîñòi λ òà äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé åêñòðåìàëåé; äèâ., çîêðå-
ìà, [50,54,56,58].

Ïîðÿä ç ¨¨ î÷åâèäíîþ ôiçè÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ (i, îòæå, ìîæëèâèìè çà-
ñòîñóâàííÿìè äî çàäà÷ iíäóñòðiàëüíî¨ ìàòåìàòèêè), ¹ äîáðå âiäîìèìè ¨¨ çà-
ñòîñóâàííÿ äî çàäà÷i Äiðiõëå i, îòæå, çàäà÷i âèìiòàííÿ (äèâ. [54]), à òàêîæ
äî êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ôóíêöié (äèâ. ðîáîòè À.Î. Ãîí÷àðà, �. Ðàõìàíîâà,
E.B. Sa� òà ¨õ ïîñëiäîâíèêiâ òà ó÷íiâ).

Ó âèïàäêó, êîëè A ¹ ñêií÷åííèì, êîìïàêòíèì êîíäåíñàòîðîì, ÿäðî κ íå-
ïåðåðâíå íà A+×A−, à äëÿ çîâíiøíüîãî ïîëÿ f âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê I, âàðià-
öiéíà çàäà÷à Ãàóññà áóëà âñåái÷íî äîñëiäæåíà â òðàêòàòi [56]. Ïðè öüîìó iñíó-
âàííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó λ ëåãêî äîâîäèëîñÿ íà îñíîâi øèðîêî¨ êîìïàêòíîñòi êëàñó
E+
κ (A, a,g) òà øèðîêî¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó ôóíêöiîíàëà Ãàóññà Gf(·)
íàä E+

κ (A). Îäíàê öi ìiðêóâàííÿ âòðà÷àþòü ÷èííiñòü, ÿêùî íå âèêîíó¹òüñÿ
õî÷à á îäíå ç ïåðåëi÷åíèõ òiëüêè ùî ïðèïóùåíü íà A, κ òà f . Äiéñíî, êëàñ
E+
κ (A, a,g) íå ¹ øèðîêî êîìïàêòíèì, ÿêùî õî÷à á îäíà ç ïëàñòèí Ai, i ∈ I,
¹ íåêîìïàêòíîþ, à ôóíêöiîíàë Gf(·) íå ¹ øèðîêî íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó,
ÿêùî àáî ÿäðî κ íå ¹ íåïåðåðâíèì íà A+×A−, àáî æ äëÿ çîâíiøíüîãî ïîëÿ f
âèêîíó¹òüñÿ îäèí ç âèïàäêiâ II ÷è III.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ïðè çàãàëüíèõ óìîâàõ ó çâi-
òíèé ïåðiîä áóâ ðîçðîáëåíèé åôåêòèâíèé ïiäõiä, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà âïðîâà-
äæåííi òåîðåìîþ 5.2 íàëåæíî¨ íàïiâìåòðè÷íî¨ ñòðóêòóðè íàä êîíóñîì E+

κ (A)
òà äîâåäåííi òåîðåìîþ 5.3 ôàêòó ïîâíîòè íàïiâìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó E+

κ (A,6
a,g) ç óñïàäêîâàíîþ ç E+

κ (A) íàïiâìåòðèêîþ; òóò E+
κ (A,6a,g), ÿê i ðàíiøå,

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.11).

6.2 Ïðî ¹äèíiñòü ðîçâÿ'çêiâ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sf(A, a,g) ìíîæèíó (ìîæëèâî, ïîðîæíþ) âñiõ ðîçâ'ç-
êiâ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà.
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Ëåìà 6.3. ßêùî λ, λ̂ ∈ Sf(A, a,g), òî λ òà λ̂ íàëåæàòü îäíîìó êëàñó
åêâiâàëåíòíîñòi â E+

κ (A) (òîáòî ∥λ− λ̂∥E+
κ (A) = 0) i, îòæå,

Wλ(x) = Wλ̂(x) ïð. âñ. â X. (6.3)

Äiéñíî, ñòàíäàðòíi ìiðêóâàííÿ, ùî âèêîðèñòîâóþòü âèïóêëiñòü êëàñó
äîïóñòèìèõ ìið E+

f (A, a,g) òà ïðàâèëî ïàðàëåëîãðàìà, çàñòîñîâàíîãî äî Rλ
i Rλ̂, åëåìåíòiâ ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó Eκ(X) (äèâ. ëåìó 5.1), ïîêàçó-
þòü, ùî Rλ i Rλ̂ åêâiâàëåíòíi â Eκ(X), ùî â ñèëó òåîðåìè 5.2 ïðî içîìîð-
ôíiñòü íàïiâìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó E+

κ (A) òà éîãî R-îáðàçó äîâîäÿòü ïåðøå
òâåðäæåííÿ ëåìè 6.3. Îñêiëüêè òîäi κ(x,Rλ) = κ(x,Rλ̂) (äèâ. [49]), ñïiââiä-
íîøåííÿ (6.3) âèïëèâà¹ ç (5.4).

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî äîâiëüíi äâà ðîçâÿ'çêè âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà
ñïiâïàäàþòü, ÿêùî ÿäðî κ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíå, à ìíîæèíè Ai, i ∈ I,
ïîïàðíî äèç'þíêòíi.

6.3 Îïèñ f-âàãîâèõ ïîòåíöiàëiâ ðîçâÿ'çêiâ çàäà÷i Ãàóññà

Âiäñèëàþ÷è äî [78, ðîçäië 7] (äèâ. òàì òåîðåìè 7.1, 7.2, 7.3 òà íàñëiäêè
7.1, 7.2) çà âñåái÷íèì âèâ÷åííÿì f -âàãîâèõ ïîòåíöiàëiâ ðîçâÿ'çêiâ âàðiàöiéíî¨
çàäà÷i Ãàóññà, îáìåæèìîñÿ öèòóâàííÿì íàñòóïíîãî îòðèìàíîãî òàì òâåðäæå-
ííÿ.

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ êîæíîãî λA ∈ Sf(A, a,g) iñíó¹ ÷èñëîâèé âåêòîð (C i
A)i∈I ,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi äâà ñïiââiäíîøåííÿ:

aiW
i
λA

(x) > C i
Agi(x) ïð. âñ. â Ai, i ∈ I, (6.4)

Gf(A, a,g) 6
∑
i∈I

C i
A + ⟨f ,λA⟩. (6.5)

Áiëüø òîãî, ñïiââiäíîøåííÿ (6.4) òà (6.5) âèçíà÷àþòü îäíîçíà÷íî ðîçâÿ'ç-
êè âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ñåðåä óñiõ äîïóñòèìèõ ìið, à âåêòîð (C i

A)i∈I
¹ ¹äèíèì òà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó λA ∈ Sf(A, a,g). Òîáòî, ÿêùî µ ∈
E+
f (A, a,g) � òàêà äîâiëüíà äîïóñòèìà ìiðà, ùî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëîâîãî âå-
êòîðà (ci)i∈I âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.4) òà (6.5) ç µ òà ci çàìiñòü λA

òà C i
A, âiäïîâiäíî, òî

µ = λA òà ci = C i
A, i ∈ I.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ÿäðî κ íåïåðåðâíå íà A+ × A− òà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (5.10), äëÿ çîâíiøíüîãî ïîëÿ f ñïðàâäæó¹òüñÿ âèïàäîê I, à g òà a
òàêi, ùî ìà¹ ìiñöå (5.9). Òîäi

aiW
i
λA

(x) 6 C i
Agi(x) äëÿ âñiõ x ∈ suppλiA, i ∈ I,
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à òîìó
aiW

i
λA

(x) = C i
Agi(x) ïð. âñ. â suppλiA, i ∈ I.

Íàçâåìî C i
A, i ∈ I, f -âàãîâèìè ðiâíîâàæíèìè êîíñòàíòàìè. ßê âèïëè-

âà¹ ç ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 6.1, äëÿ íèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ ôîðìóëà

C i
A =

⟨
W i

λA
, λiA

⟩
= ” inf

x∈Ai

”
aiW

i
λA

(x)

gi(x)
, i ∈ I.

6.4 Äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Ãàóññà.
Íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà f-âàãîâèõ ðiâíîâàæíèõ
êîíñòàíò

Äî êiíöÿ ðîçäiëó 6 ââàæà¹ìî, ùî ÿäðî κ óçãîäæåíå (äèâ. îçíà÷åííÿ 5.1)
i àáî I− = ∅, àáî κ, g, a òà A çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (5.9) òà (5.10).

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé äëÿ êîæíîãî i ∈ I ôóíêöiÿ gi
∣∣
Ai

àáî îáìåæåíà çâåð-

õó, àáî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.12) äëÿ äåÿêèõ ri ∈ (1,∞) òà ωi ∈ Eκ(X), à
ìíîæèíà Ai àáî ¹ êîìïàêòíîþ, àáî ¨¨ ¹ìíiñòü Cκ(Ai) ñêií÷åííà. Òîäi â êî-
æíîìó ç âèïàäêiâ I, II ÷è III êëàñ óñiõ ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà
Sf(A, a,g) ¹ íåïîðîæíiì i øèðîêî êîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2 ãðóíòó¹òüñÿ íà òåîðåìi 5.3 ïðî ñèëüíó ïîâíîòó
íàïiâìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó E+

κ (A,6 a,g). Äiéñíî, îñêiëüêè êîæíà (ìiíiìiçó-
þ÷à) ïîñëiäîâíiñòü µk ∈ E+

f (A, a,g), k ∈ N, ç limk→∞ Gf(µk) = Gf(A, a,g)
¹ ñèëüíî ôóíäàìåíòàëüíîþ, âîíà çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.3 ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî
êîæíî¨ ñâî¹¨ øèðîêî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè µ0 ∈ E+

κ (A,6a,g). Ïðè öüîìó

Gf(µ0) 6 lim inf
k→∞

Gf(µk) = Gf(A, a,g),

áî ôóíêöiîíàë Ãàóññà Gf ¹ ñèëüíî íåïåðåðâíèì íà E+
κ (A) ó âèïàäêàõ II òà III

òà øèðîêî íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó ó âèïàäêó I. Îòæå, ùîá äîâåñòè âêëþ÷å-
ííÿ µ0 ∈ Sf(A, a,g), äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ â ðiâíîñòÿõ ⟨gi, µi0⟩ = ai, i ∈ I, ùî
i âäà¹òüñÿ çðîáèòè ïðè óìîâàõ, íàâåäåíèõ ó òåîðåìi 6.2. Äèâ. [78, ðîçäië 11.2]
ùîäî öèõ òà iíøèõ äåòàëåé äîâåäåííÿ.

Íàòóïíi äâà ïðèêëàäè ïîêàçóþòü, ùî çðîáëåíå â òåîðåìi 6.2 ïðèïóùåííÿ,
ùî êîæíà Ai àáî ¹ êîìïàêòíîþ, àáî ìà¹ ¹ìíiñòü Cκ(Ai) <∞, ¹ iñòîòíèì äëÿ
¨¨ ñïðàâåäëèâîñòi.

Ïðèêëàä 6.1. Â Rn, n > 2, ðîçãëÿíåìî ÿäðî Ðiñà κα(x, y) = |x−y|α−n ïîðÿäêó
α ∈ (0, 2], α < n. Íåõàé I+ = {1}, I− = {2}, g = 1, Cκα

(Ai) > 0 äëÿ âñiõ
i = 1, 2. Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ôîðìóëþâàííÿ ââàæà¹ìî, ùî A1 ¹ êîìïàêòíîþ
ìíîæèíîþ, à Ac

2 := Rn \ A2 �çâ'ÿçíîþ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ çîâíiøíüîãî
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ïîëÿ f âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê II ç ìiðîþ τ > 0, ùî ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié
supp τ ⊂ Ac

2 òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

a1 + τ(Rn) = a2.

Òîäi âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà ¹ íåðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A2 ìà¹
íåñêií÷åííó κα-¹ìíiñòü, àëå ¹ α-òîíêîþ â òî÷öi Àëåêñàíäðîâà ∞Rn.

Íàãàäà¹ìî, ùî çàìêíåíà ìíîæèíà F ⊂ Rn, n > 2, íàçèâà¹òüñÿ α-òîíêîþ
â òî÷öi ∞Rn, ÿêùî F ∗, îòðèìàíà ç F iíâåðñi¹þ âiäíîñíî S(0, 1) := {x ∈ Rn :
|x| = 1} ¹ α-òîíêîþ â x = 0 (äèâ. [42, 54]). Ïðè α = 2, n > 3, öå îçíà÷åííÿ
íàëåæèòü M. Brelot [42], à ïðè α ∈ (0, 2), n > 2, � Í.Â. Çîðié [61]. Çàóâàæèìî
òàêîæ, ùî ïðèêëàä ìíîæèíè ç íåñêií÷åííîþ íüþòîíîâîþ ¹ìíiñòþ, àëå 2-
òîíêî¨ â ∞Rn, íàâåäåíî â [60].

Ïðèêëàä 6.2. Ïðèéìåìî óìîâè òà ïîçíà÷åííÿ ïðèêëàäó 6.1. Ó R3 ðîçãëÿíåìî
ÿäðî Êóëîíà κ(x, y) = |x−y|−1, i íåõàé Ai, i = 1, 2, � òàêi, ÿê â ïðèêëàäi 5.1.
Òîäi ìíîæèíà A2 íå ¹ 2-òîíêîþ â ∞Rn çà óìîâè (5.14), ¹ 2-òîíêîþ â ∞Rn,
îäíàê ìà¹ íåñêií÷åííó (íüþòîíîâó) ¹ìíiñòü çà óìîâè (5.15), òà ìà¹ ñêií÷åííó
¹ìíiñòü çà óìîâè (5.16) (äèâ. [60]). Îòæå, çãiäíî ç ïðèêëàäîì 6.1, âàðiàöiéíà
çàäà÷à Ãàóññà ¹ íåðîçâ'ÿçíîþ çà óìîâè (5.15) òà ¹ ðîçâ'ÿçíîþ çà êîæíî¨ ç
óìîâ (5.14) ÷è (5.16).

Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó äîñëiäæóþòü íåïåðåðâíiñòü
åêñòðåìàëåé â âàðiàöiéíié çàäà÷i Ãàóññà ïðè àïðîêñèìàöi¨ êîíäåíñàòîðà A.

Íåõàé≺ ïîçíà÷à¹ âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâî¨ âïîðÿäêîâàíîñòi íà ìíîæèíi C =
C(I+, I−) âñiõ (I+, I−)-êîíäåíñàòîðiâ â ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X,
îçíà÷åíå â ðîçäiëi 5.6. Î÷åâèäíî, Gf(·, a,g) ¹ íåçðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ, òîáòî
ïðè ôiêñîâàíèõ f , a òà g

Gf(A, a,g) 6 Gf(A
′, a,g), ÿêùî A′ ≺ A.

Òåîðåìà 6.3. Íåõàé κ, A, a òà g çàäîâîëüíÿþòü âñi óìîâè òåîðåìè 6.2,
à äëÿ f âèêîíó¹òüñÿ îäèí ç âèïàäêiâ II ÷è III. Íåõàé iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
êîíäåíñàòîðiâ Ak = (Ak

i )i∈I ∈ C(I+, I−), k ∈ N, ùî çðîñòà¹ äî A, òîáòî

Ak ≺ Ak+1 äëÿ âñiõ k ∈ N, Ai =
∪
k∈N

Ak
i äëÿ âñiõ i ∈ I,

i íåõàé äëÿ äåÿêîãî k0 ∈ N âèêîíó¹òüñÿ4

Gf(Ak0, a,g) <∞. (6.6)

Òîäi
Gf(A, a,g) = lim

k→∞
Gf(Ak, a,g).

4Çàóâàæèìî, ùî êîæíèé A ∈ C ìîæå áóòè àïðîêñèìîâàíèé çðîñòàþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ Ak ∈ C, k ∈ N,
ÿêùî X çëi÷åííèé íà íåñêií÷åííîñòi. Äîñòàòíi óìîâè äëÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (6.6) äàþòüñÿ ëåìîþ 6.2
ç Ak0 çàìiñòü A.
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Âèáåðåìî äîâiëüíî λk := λAk
∈ Sf(Ak, a,g) äëÿ âñiõ k > k0 (òàêi λk iñíó-

þòü). Òîäi êîæíà øèðîêà ãðàíè÷íà òî÷êà λ ïîñëiäîâíîñòi (λk)k>k0 íàëå-
æèòü äî Sf(A, a,g). Áiëüø òîãî, λk → λ ñèëüíî, òîáòî

lim
k→∞

∥λk − λ∥E+
κ (A) = 0.

Íåïåðåðâíèìè ¹ òàêîæ f-âàãîâi ðiâíîâàæíi êîíñòàíòè, òîáòî

lim
Ak↑A

C i
Ak

= C i
A, i ∈ I.

Òåîðåìà 6.4. Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó êîíäåíñàòîðiâ
As = (As

i )i∈I ∈ C, s ∈ S (äå S � óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü), ùî ñïàäà¹
äî A, òîáòî

As2 ≺ As1 äëÿ âñiõ s1 6 s2,
∩
s∈S

As
i = Ai äëÿ âñiõ i ∈ I,

i ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî s0 ∈ S âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 6.2
äëÿ As0 çàìiñòü A. Òîäi ó êîæíîìó ç âèïàäêiâ I, II, ÷è III,

Gf(A, a,g) = lim
s∈S

Gf(As, a,g).

Âèáåðåìî äîâiëüíî λs := λAs
∈ Sf(As, a,g) äëÿ âñiõ s > s0 (òàêi λs

iñíóþòü). Òîäi êîæíà øèðîêà ãðàíè÷íà òî÷êà λ óçàãàëüíåíî¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi (λs)s>s0 íàëåæèòü ìíîæèíi Sf(A, a,g). Áiëüø òîãî, λs → λ ñèëüíî,
òîáòî

lim
s∈S

∥λs − λ∥E+
κ (As0

) = 0.

Òàêîæ f-âàãîâi ðiâíîâàæíi êîíñòàíòè ¹ íåïåðåðâíèìè êîëè As ↓ A, òîáòî

lim
s∈S

C i
As

= C i
A, i ∈ I.

Çàóâàæåííÿ 6.1. Ïðè óìîâàõ òåîðåìè 6.3, ÿêùî ÿäðî κ ñòðîãî äîäàòíî âè-
çíà÷åíå, à âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî äèçüþíêòíi, òî (¹äèíà) ðiâíîâàæíà ìiðà λAk

ïðÿìó¹ (êîëè Ak ↑ A) äî (¹äèíî¨) ðiâíîâàæíî¨ ìiðè λA îäíî÷àñíî â ñèëüíié i
øèðîêié òîïîëîãiÿõ. Àíàëîãi÷íå çàóâàæåííÿ ñïðàâåäëèâå ùîäî àïðîêñèìàöi¨
As ↓ A i òåîðåìè 6.4.

6.5 Êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà

Ðåçóëüòàòè öüîãî ïiäðîçäiëó ãðóíòóþòüñÿ íà ðîáîòàõ [74,80].
Íåõàé, äëÿ ïðîñòîòè, ÿäðî κ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíå, äëÿ çîâíiøíüîãî

ïîëÿ âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê II ç τ ∈ Eκ(X), à gi = gj =: g äëÿ âñiõ i ̸= j,
äå g îáìåæåíà çâåðõó. Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.2, ïðè óìîâi, ùî êîæíà Ai,
i ∈ I, ìà¹ ñêií÷åííó ¹ìíiñòü, âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà ¹ ðîçâ'ÿçíîþ äëÿ âñiõ
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íîðìóþ÷èõ âåêòîðiâ a = (ai)i∈I . Ó òîé æå ÷àñ ïðèêëàäè 6.1 òà 6.2 ïîêàçóþòü,
ùî âèñíîâîê òåîðåìè 6.2 âòðà÷à¹ ñèëó, ÿêùî L ̸= ∅, äå L ìiñòèòü óñi ℓ ∈ I ç
Cκ(Aℓ) = ∞.

Òîìó ïðèðîäíüîþ ¹ íàñòóïíà çàäà÷à: ïðè ôiêñîâàíèõ κ, A, g òà τ äà-
òè îïèñ ìíîæèíè Sκ(A, g, τ) óñiõ a, äëÿ ÿêèõ âiäïîâiäíà âàðiàöiéíà çàäà÷à
Ãàóññà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê . Âiäïîâiäü íà íå¨ ñôîðìóëüîâàíà òåîðåìàìè 7.2 òà 7.3
ç [80]; âîíà äà¹òüñÿ ó òåðìiíàõ ðîçâ'ÿçêó ïåâíî¨ äîïîìiæíî¨ åêñòðåìàëüíî¨
çàäà÷i, òiñíî ïîâ'ÿçàíî¨ ç îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ â ïåðåä-

ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði Eκ(X) íà âèïóêëèé êîíóñ E+
κ

(∪
ℓ∈LAℓ

)
óñiõ äîäàòíèõ

ñêàëÿðíèõ ìið çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ, çîñåðåäæåíèõ íà
∪

ℓ∈LAℓ. Ó âèïàäêó,
êîëè L = {ℓ}, îòðèìàíèé îïèñ ìíîæèíè Sκ(A, g, τ) ¹ âè÷åðïíèì.

Ç ìåòîþ áiëüøî¨ iëþñòðàòèâíîñòi, íàâåäåìî éîãî ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó
ÿäðà Ðiñà κα(x, y) = |x − y|α−n â Rn, n > 2, ïîðÿäêó α ∈ (0, 2], α < n, äå
çãàäàíèé îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ íà E+

κ (Aℓ) çâîäèòüñÿ äî îïå-
ðàòîðà ðiñîâîãî âèìiòàííÿ βα

Aℓ
íà Aℓ. Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð βα

Aℓ
ïîâ'ÿçàíèé

ç α-ôóíêöi¹þ Ãðiíà gαAc
ℓ
(âiäêðèòî¨) ìíîæèíè Ac

ℓ := Rn \ Aℓ ôîðìóëîþ [54]

gαAc
ℓ
(x, y) := κα(x, εy) − κα(x, βα

Aℓ
εy), x, y ∈ Ac

ℓ,

äå εy � îäèíè÷íà ìiðà Äiðàêà â òî÷öi y.

Òåîðåìà 6.5. Íåõàé Ai ∩ Aℓ = ∅ äëÿ âñiõ i ̸= ℓ, Cκα
(Ai) > δ > 0 äëÿ

âñiõ i ∈ I, à τ ìà¹ êîìïàêòíèé íîñié â Ac. Òîäi ìíîæèíà Sκα
(A, g, τ)

ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ a = (ai)i∈I ç âëàñòèâiñòþ

0 < aℓ 6
⟨
g, βα

Aℓ

(
τ +

∑
i̸=ℓ

αiξ
i

)⟩
,

äå (ξi)i̸=ℓ � ðîçâ'ÿçîê (âií iñíó¹ i ¹äèíèé) çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ gαAc
ℓ
-ãðiíîâî¨

åíåðãi¨ ∥∥∥∥τ +
∑
i̸=ℓ

αiµ
i

∥∥∥∥2
gα
Ac
ℓ

íàä êëàñîì âñiõ âåêòîðíèõ ìið (µi)i̸=ℓ òàêèõ, ùî êîæíà µi, i ̸= ℓ, çîñåðå-
äæåíà íà Ai òà íîðìîâàíà óìîâîþ ⟨g, µi⟩ = ai.

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ç êîìíîíåíò ai, i ̸= ℓ, âåêòîðà a ∈ Sκα
(A, g, τ)

ïðîáiãà¹ âñþ ìíîæèíó R+, ùî çóìîâëåíî óìîâîþ Cκα
(Ai) <∞, i ̸= ℓ.
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7 ÂÀÐIÀÖIÉÍÀ ÇÀÄÀ×À ÃÀÓÑÑÀ Â
ÌÀÆÎÐÀÍÒÍIÉ ÏÎÑÒÀÍÎÂÖI �. ÐÀÕÌÀÍÎÂÀ

Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè òà îçíà÷åííÿìè ç ðîçäiëiâ 5 òà 6. Íàâå-
äåíi ó öüîìó ðîçäiëi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî â [68].

ßê i ðàíiøå, ðîçãëÿäà¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíå ÿäðî κ ó ëîêàëüíî êîì-
ïàêòíîìó ïðîñòîði X. Ó öüîìó ðîçäiëi I = {1}, òîáòî êîíäåíñàòîð A ñêëà-
äà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ ìíîæèíè A := A1, ùî ââàæà¹òüñÿ çàìêíåíîþ. Ïîçíà÷èìî
g := g1, f := f1, E+

κ (A, g) := E+
κ (A, 1, g) òà E+

f (A, g) := E+
f (A, 1, g).

Äëÿ ìiðè σ ∈ M+(A) òàêî¨, ùî ⟨g, σ⟩ > 1, âèâ÷åíî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨
ôóíêöiîíàëà Gf(·) íàä êëàñîì Eσ

f (A, g) :=
{
µ ∈ E+

f (A, g) : µ 6 σ
}
, âiäîìî¨

ÿê âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà â ìàæîðàíòíié ïîñòàíîâöi �. Ðàõìàíîâà [57]. Òóò
i íàäàëi µ 6 σ îçíà÷à¹, ùî σ − µ > 0. Ïðè óìîâi

Gσ
f (A, g) := inf

µ∈Eσ
f (A,g)

Gf(µ) <∞ (7.1)

äîâåäåíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ìiðè λ = λσA ∈ Eσ
f (A, g) òàêî¨, ùî

Gf(λσA) = Gσ
f (A, g), âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ¨¨ íåïåðåðâíîñòi ó øèðîêié òà ñèëüíié

òîïîëîãiÿõ, êîëè σ òà A çìiíþþòüñÿ îäíî÷àñíî, äàíî îïèñ f -âàãîâîãî ïîòåí-
öiàëó ðîçâ'ÿçêó λσA, âèäiëåíî éîãî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi. Òàêi ðåçóëü-
òàòè ¹ íîâèìè íàâiòü äëÿ êëàñè÷íèõ ÿäåð â Rn, ùî iñòîòíî äëÿ çàñòîñóâàíü
äî çàäà÷ êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ôóíêöié òà iíäóñòðiàëüíî¨ ìàòåìàòèêè.

Ïðè X = R2, κ(x, y) = − log |x − y|, g = 1 òà äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà
ðiñò çîâíiøíüîãî ïîëÿ f ∈ Φ(R2) íà íåñêií÷åííîñòi, öÿ çàäà÷à âèâ÷àëàñÿ
P.D. Dragnev, E.B. Sa� òà �. Ðàõìàíîâèì (äèâ. [46, 57]). Ìåòîäè, ðîçâèíåíi
íàìè çà çâiòíèé ïåðiîä ç ìåòîþ àíàëiçó çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ f -âàãîâî¨ åíåðãi¨, òà
îòðèìàíi ðåçóëüòàòè iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âiäïîâiäíèõ ìåòîäiâ òà ðåçóëü-
òàòiâ ç [46,57]. À ñàìå, íàø ïiäõiä ãðóíòó¹òüñÿ íà îäíî÷àñíîìó âèêîðèñòàííi
ÿê øèðîêî¨, òàê i ñèëüíî¨ òîïîëîãié ó ïåðåäãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði E , ùî
äîçâîëèëî íàì â îáîõ âèïàäêàõ, I òà II, âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ ðiâíîâàæíî¨
ìiðè λσA äëÿ íåêîìïàêòíî¨ ìíîæèíè A òà âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi
ðiâíîâàæíî¨ ìiðè λσA ÿê ôóíêöi¨ âiä äâîõ çìiííèõ (A, σ). Ìè òàêîæ îòðèìàëè
âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi äëÿ f -âàãîâèõ ïîòåíöiàëiâW f

λ òà âèäiëèëè ¨õíi õàðàêòå-
ðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ïðèïóñòèìî, ùî àáî ïðîñòið
X çëi÷åííèé íà íåñêií÷åííîñòi, àáî infx∈X g(x) > 0.
Òåîðåìà 7.1. Íåõàé ÿäðî κ äîâåðøåíå, à ¹ìíiñòü Cκ(A) ñêií÷åííà. Êðiì
òîãî, íåõàé ôóíêöiÿ g àáî îáìåæåíà, àáî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.12) íà ¨¨
ðiñò íà íåñêií÷åííîñòi. Òîäi ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(a) Iñíó¹ ¹äèíà ðiâíîâàæíà ìiðà λσA.
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(b) Íåõàé As, s ∈ S, � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ïî âiäíîøåííþ âêëþ÷åííÿ,
ñïàäíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí òàêèõ, ùî C(As) <∞ äëÿ óñiõ s ∈ S
òà ∩

s∈S

As = A,

à σs ∈ M+(As), s ∈ S, � óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü ìið, ÿêà ñïàäà¹ i
øèðîêî çáiãà¹òüñÿ äî σ. Òîäi

Gσ
f (A, g) = lim

s∈S
Gσs

f (As, g),

λσs

As
→ λσA ñèëüíî òà øèðîêî.

(c) Íåõàé {K} � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ïî âiäíîøåííþ âêëþ÷åííÿ, çðî-
ñòàþ÷à ñiì'ÿ âñiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ç A. Òîäi iñíó¹ ñïàäíà äî 1
óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü (β∗

K)K∈{K} ⊂ (1,∞) òàêà, ùî äëÿ âñiõ βK ∈
[1, β∗

K ] âèêîíó¹òüñÿ

Gσ
f (A, g) = lim

K↑A
GβKσK

f (K, g). (7.2)

Êðiì òîãî, λβKσK

K → λσA ñèëüíî òà øèðîêî.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ïðèïóñòèìî, ùî σK ∈ Eκ äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨
ìíîæèíè K ⊂ A i ⟨g, σA0

⟩ > 1, äå A0 :=
{
x ∈ A : f(x) <∞

}
. Òîäi íåîáõiäíî

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (7.1), îñêiëüêè iñíó¹ êîìïàêò K0 ⊂ A0 ç σK0

/
⟨g, σK0

⟩ ∈
Eσ
f (A, g); äèâ. [46, 65].

Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi âëàñòèâîñòi f -âàãîâîãî ïîòåíöiàëó W f
λσ
A
ðiâíîâà-

æíî¨ ìiðè λσA, ÿêi äî òîãî æ ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè, òîáòî âèçíà÷àþòü λσA
îäíîçíà÷íèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé äëÿ çîâíiøíüîãî ïîëÿ f âèêîíó¹òüñÿ âèïàäîê I. Òîäi
ìiðà λ ∈ Eσ

f (A, g) ¹ ðiâíîâàæíîþ ìiðîþ λσA òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ
äåÿêîãî wλ ∈ R âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

W f
λ (x) > wλ g(x) (σ − λ)-ìàéæå âñþäè,

W f
λ (x) 6 wλ g(x) äëÿ âñiõ x ∈ suppλ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.1 áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié òåîðåìi ïðî ñèëüíó ïîâ-
íîòó ïåâíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó Eκ(X).

Òåîðåìà 7.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 7.1. Òîäi òîïîëîãi÷íèé
ïiäïðîñòið E+

κ (A, g) ïðîñòîðó Eκ(X) ¹ ñèëüíî ïîâíèì. Áiëüø äåòàëüíî, êî-
æíà ñèëüíî ôóíäàìåíòàëüíà óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü (νs)s∈S ⊂ E+

κ (A, g)
çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî i øèðîêî äî ¹äèíî¨ ìiðè ν0 ∈ E+

κ (A, g). ßêùî òåïåð σ0 ∈
M+(A) � ôiêñîâàíà ìiðà, òî òîäi öå æ òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

{
ν ∈

E+
κ (A, g) : ν 6 σ0

}
.
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Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó ìîæóòü áóòè óçàãàëüíåíi íà âèïàäîê êîíäåíñà-
òîðiâ çi ç÷èñëåííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí, ùî ìè ïëàíó¹ìî çðîáèòè ó íàñòóïíèé
çâiòíèé ïåðiîä.
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8 ÂÀÐIÀÖIÉÍÀ ÇÀÄÀ×À ÃÀÓÑÑÀ Ç ßÄÐÎÌ ÐIÑÀ
ÍÀÄ ËIÏØÈÖÅÂÈÌÈ ÌÍÎÃÎÂÈÄÀÌÈ

Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè òà îçíà÷åííÿìè ç ðîçäiëiâ 5 òà 6. Íàâå-
äåíi ó öüîìó ðîçäiëi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî â [73,79].

Âñþäè äàëi Γi, i ∈ I, � ñêií÷åííèé íàáið êîìïàêòíèõ (n− 1)-ðîçìiðíèõ
ìíîãîâèäiâ áåç êðàþ â Rn, n > 2, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó Ëiïøèöÿ, à κα(x, y) � ÿäðî Ðiñà |x − y|α−n ïîðÿäêó α ∈ (1, n). Ïðè-
ïèñóþ÷è êîæíîìó Γi çíàê αi, äå αi ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ +1 àáî −1, îòðèìà¹ìî
êîíäåíñàòîð A = (Γi)i∈I . Çàôiêñó¹ìî ÷èñëîâèé âåêòîð a = (ai)i∈I ç ai > 0
òà âåêòîðíîçíà÷íó ôóíêöiþ g = (gi)i∈I , äå gi � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ
íà Γi, i äàëi âèçíà÷èìî êëàñè ìið E+

κα
(A) òà E+

κα
(A, a,g) òèìè æ ñïiââiäíîøå-

ííÿìè, ÿê i â ðîçäiëi 5. Íàãàäà¹ìî, ùî öi êëàñè óòâîðþþòü âèïóêëi êîíóñè; â
ñèëó ñòðîãî¨ äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ÿäðà Ðiñà âîíè ìîæóòü òðàêòóâàòèñÿ ÿê
ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç ìåòðèêîþ, çàäàíîþ ñïiââiäíîøåííÿì (5.6).

ßêùî, äîäàòêîâî, f = (fi)i∈I , äå fi : Γi → R � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ùî çà-
äàþòü çîâíiøíi ïîëÿ, òî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë Ãàóññà Gf(µ) = κα(µ,µ) +
2⟨f ,µ⟩, âiäîìèé òàêîæ ïiä íàçâîþ f -âàãîâî¨ åíåðãi¨ Ðiñà (äèâ. ðîçäië 7), òà
âàðiàöiéíó çàäà÷ó Ãàóññà, ùî ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi λ ∈ E+

κα
(A, a,g) ç ìiíi-

ìàëüíîþ f -âàãîâîþ åíåðãi¹þ:

Gf(λ) = inf
µ∈E+

κα(A,a,g)
Gf(µ) =: Gf(A, a,g). (8.1)

Çàóâàæèìî, ùî çà çàçíà÷åíèõ óìîâ ðîçâ'ÿçîê λ iñíó¹ i ¹äèíèé, ùî âèïëèâà¹
ç ñòðîãî¨ äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ÿäðà Ðiñà, âèïóêëîñòi i øèðîêî¨ êîìïàêòíî-
ñòi êëàñó äîïóñòèìèõ ìið E+

κα
(A, a,g) òà øèðîêî¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó

ôóíêöiîíàëà Gf íà E+
κα

(A).
Ó ñóìiñíèõ ç H. Harbrecht òà W.L. Wendland ðîáîòàõ [73, 79] ïîáóäîâà-

íî êîíñòðóêòèâíèé òà ÷èñåëüíèé àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó λ âàði-
àöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà. Öå ñòàëî ìîæëèâèì äÿêóþ÷è äîâåäåíié òàì òåîðåìi
ïðî åêâiâàëåíòíiñòü âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà íàä ìíîãîâèäàìè Ëiïøèöÿ çà-
äà÷i ìiíiìiçàöi¨ ó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà�Ñëîáîäåöüêîãî Hε/2(Γ), äå ε := α − 1 i
Γ :=

∪
i∈I Γi (äèâ. íàâåäåíó íèæ÷å òåîðåìó 8.2), ùî â ñâîþ ÷åðãó áàçó¹òüñÿ íà

îïèñó ìið ω ∈ Eκα
(Γ) â òåðìiíàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Ω ∈ H−ε/2(Γ), äàíîìó

íàñòóïíîþ òåîðåìîþ 8.1. (Òóò ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè, ïðèéíÿòèìè
â [52].)
Òåîðåìà 8.1. Íåõàé áîðåëåâà ìiðà ω ∈ M(Γ) ìà¹ ñêií÷åííó α-ðiñîâó åíåð-
ãiþ:

κα(ω, ω) =

∫
|x− y|α−n d(ω ⊗ ω)(x, y) = ∥ω∥2κα

<∞,
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äå α ∈ (1, n). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ω ∈ H−ε/2(Γ) ç âëàñòè-
âîñòÿìè

ω(φ) =

∫
Γ

φdω = (φ,Ω)L2(Γ) äëÿ âñiõ φ ∈ C∞(Γ),

äå C∞(Γ) � ìíîæèíà çâóæåíü íà Γ âñiõ åëåìåíòiâ ç C∞(Rn). Áiëüø òîãî,
α-ðiñîâi åíåðãi¨ äëÿ ω òà Ω ds (äå ds � ïîâåðõíåâà ìiðà íà Γ) ñïiâïàäàþòü,
òîáòî

∥ω∥2κα
=

∫
Γ

∫
Γ

|x− y|α−nΩ(x) ds(x)Ω(y) ds(y).

Íåõàé gi ∈ C(Γi) ∩ Hε/2(Γi) äëÿ êîæíîãî i ∈ I. Ùîá âèçíà÷èòè çàäà-
÷ó ìiíiìiçàöi¨ â H−ε/2(Γ), äóàëüíó äî ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (8.1), ðîçãëÿíåìî â
H−ε/2(Γ) êîíóñ

K(A, a,g) :=
{

Θ =
∑
i∈I

αiΘ
i, äå Θi ∈ H−ε/2(Γi),

Θi > 0 òà
∫
Γi

giΘ
i ds = ai äëÿ âñiõ i ∈ I

}
.

ßêùî fi ∈ C(Γi) ∩Hε/2(Γi), òî äëÿ êîæíîãî Θ ∈ K(A, a,g) ïîçíà÷èìî

Vf(Θ) :=

∫
Γ

∫
Γ

|x− y|α−nΘ(x) ds(x)Θ(y) ds(y) + 2
∑
i∈I

(fi,Θ
i)L2(Γi).

Òåîðåìà 8.2. Íåõàé fi, gi ∈ C(Γi)∩Hε/2(Γi) äëÿ êîæíîãî i ∈ I. Òîäi ðîçâ'ÿ-
çîê λ ∈ E+

κα
(A, a,g) âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà (8.1) âèçíà÷à¹ ¹äèíèé åëåìåíò

Λ ∈ K(A, a,g) ç âëàñòèâîñòÿìè

Rλ(φ) = (φ,Λ)L2(Γ) äëÿ âñiõ φ ∈ C∞(Γ),

Vf(Λ) = Gf(λ) = Gf(A, a,g).

Áiëüø òîãî, Λ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà Vf íàä K(A, a,g),
òîáòî

Vf(Λ) = min
Θ∈K(A,a,g)

Vf(Θ).

Ó âèïàäêó äâîõ ìíîãîâèäiâ åêâiâàëåíòíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî íåëiíié-
íî¨ ñèñòåìè ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó.
Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ çàñòîñîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä, ùî âèêîðèñòîâó¹ ðîçáèòòÿ
Áóáíîâà�Ãàëåðêiíà ç êóñêîâî-ïîñòiéíèìè ãðàíè÷íèìè åëåìåíòàìè ç ìàêñè-
ìàëüíèì äiàìåòðîì ðîçáèòòÿ h. Äîâåäåíà çáiæíiñòü äî Λ i Gf(A, a,g) ïðè
h→ 0, îòðèìàíi îöiíêè âiäõèëåííÿ âiä Λ i Gf(A, a,g) ïðè h > 0.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ïðîòÿãîì çâiòíîãî ïåðiîäó ñïiâðîáiòíèêàìè âiääiëó áóëî çðîáëåíî çíà÷íèé
âíåñîê ó ðîçâèòîê ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè äëÿ äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ
ñèñòåì, ùî îïèñóþòü íåïåðåðâíi òà  ðàò÷àñòi ìîäåëi òåîði¨ òâåðäîãî òiëà, ñòà-
òèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, ìîäåëi åêîíîìi÷íî¨, åêîëîãi÷íî¨ òà áiîëîãi÷íî¨ åâîëþöi¨,
ñêîíñòðóéîâàíi íîâi ìîäåëi òàêèõ ñèñòåì òà ïðîâåäåíi êîìïëåêñíi äîñëiäæåí-
ííÿ ¨õ âëàñòèâîñòåé. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ñòðîãî ìàòåìàòè÷íî îá ðóíòîâàíi
i íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Íàóêîâi äîñëiäæåííÿ ïðîâåäåíi íà ðiâíi ñâi-
òîâèõ äîñÿãíåíü ñó÷àñíî¨ ìàòåàòè÷íî¨ ôiçèêè òà àïðîáîâàíi íà ìiæíàðîäíèõ
êîíôåðåíöiÿ â Óêðà¨íi òà çà ¨¨ êîðäîíàìè.

Â 2011 ðîöi Î.Ë.Ðåáåíêî âèñòóïèâ íà ñåìiíàði óíiâåðñèòåòó Ëií÷îïií-
ãà, Øâåöiÿ òà ïðèéíÿâ ó÷àñòü â îáãîâîðåííi ïèòàíü ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨
ôiçèêè ç â÷åíèìè öüîãî óíiâåðñèòåòó, à Í.Â.Çîðié ç ìåòîþ íàóêîâîãî ñïiâ-
ðîáiòíèöòâà òà îðãàíiçàöi¨ âîðêøîïà "Çàäà÷i ïðî ìiíiìóì åíåðãi¨"çà ó÷àñòþ
â÷åíèõ ç Àâñòði¨, Ãåðìàíi¨, ÑØÀ äâà ðàçè âiäâiäàëà óíiâåðñèòåò Øòóòãàðòà
(Ãåðìàíiÿ), à òàêîæ ïðèéíÿëà ó÷àñòü â íàñòóïíèõ ìiæíàðîäíèõ çàõîäàõ:

Conference on Computational Complex Analysis and Approximation Theory,
Protaras (Cyprus), June 5�11, 2011;

XVIth Conference on Analytic Functions and Related Topics, Chelm (Poland),
June 26�29, 2011;

Israeli-Polish Mathematical Meeting, Lodz (Poland), September 12�15, 2011;
International Symposium "Partial Di�erential Equations: Theory, Applicati-

ons, Simulations Stuttgart (Germany), October 6�8, 2011;
Ïðîôåñîð óíiâåðñèòåòóØòóòãàðòà (Ãåðìàíiÿ) Â. Âåíäëàíä, ÿê ãiñòü, âiä-

âiäàâ Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè i âèñòóïèâ íà ñåìiíàði.
Â 2012 ðîöi Î.Ë.Ðåáåíêî çðîáèâ äîïîâiäü íà XVII Ìiæíàðîäíîìó êîíãðå-

ñi ç ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè â Îëüáîðãó (Äàíiÿ), 6-11 Ñåðïíÿ, 2012 ð. (XVII-th
International Congress on Mathematical Physics, August 6-11, 2012) íà òåìó
"Cell gas model of classical statistical mechanics Í.Â. Çîðié ïðèéíÿëà ó÷àñòü òà
âèñòóïèëà ç 40-õâèëèííèìè äîïîâiäÿìè íà òðüîõ ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié,
à ñàìå:

workshop "Çàäà÷i ïðî ìiíiìóì åíåðãi¨ Óíiâåðñèòåò Øòóòãàðòà (Íiìå÷÷è-
íà), 12-16 ñåðïíÿ 2012 ðîêó;

"Îïòèìàëüíi êîíôiãóðàöi¨ íà ðåøiòêàõ òà ìíîãîâèäàõ Iíñòèòóò Îáåð-
âîëüôàõà (Íiìå÷÷èíà), 19-25 ñåðïíÿ 2012 ðîêó;

Êîíôåðåíöiÿ äî 120-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðîäæåííÿ Áàíàõà, Ëüâiâ, 17-21 âåðåñíÿ
2012 ðîêó.

Òàêîæ 40-õâèëèííó äîïîâiäü íà Êîíôåðåíöi¨ äî 120-ði÷÷ÿ ç äíÿ íàðî-
äæåííÿ Áàíàõà çðîáèâ Â.Ä.Êîøìàíåíêî.
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Í.Â. Çîðié îòðèìàëà äèïëîì Ìiæíàðîäíî¨ àêàäåìi¨ ðåéòèíãîâèõ òåõíî-
ëîãié i ñîöiîëîãi¨ "Çîëîòà Ôîðòóíà".

Â 2013 ðîöi Í.Â. Çîðié îòðèìàëà ïiäòðèìêó ãðàíòà Ñàéìîíà (ÑØÀ) òà
ïðîãðàìè Scholar-in-Residence ïðè Óíiâåðñèòåòi Ôîðò Âåéíà (ÑØÀ) äëÿ ó÷à-
ñòi çàïðîøåíèì ëåêòîðîì â ðîáîòi Ði÷íîãî êîëîêâióìó ç ìàòåìàòè÷íîãî àíà-
ëiçó ïðè Óíiâåðñèòåòi Ôîðò Âåéíà (ëèñòîïàä 2013 ðîêó). Âèñòóïèëà òàì ç
äîïîâiääþ, ïðîäîâæèëà ñïiëüíi äîñëiäæåííÿ ç P. Dragnev (University of Fort
Wayne) òà H. Hardin, E. Sa� (Vanderbilt University). Ñïðèÿëà ïiäïèñàííþ äî-
ãîâîðó ïðî ñïiâðîáiòíèöòâî ìiæ Iíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà âiä-
äiëîì ìàòåìàòè÷íèõ íàóê Óíiâåðñèòåòó Ôîðò Âåéíà.

Â.Ä. Êîøìàíåíêî ó 2013 ðîöi îòðèìàâ ïðåìiþ ÍÀÍ Óêðà¨íè iì. Þ. Ìè-
òðîïîëüñüêîãî.

Â 2014 ðîöi Í.Â. Çîðié âçÿëà ó÷àñòü ó ðîáîòi êîíôåðåíöi¨ "Constructive
Functions"ïðè Vanderbilt University (ÑØÀ) (òðàâåíü 2014 ð.), ði÷íîãî êîëî-
êâióìó ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ïðè IPFW University (ÑØÀ) (òðàâåíü 2014
ð.), âîðêøîïà "Minimal Energy Point Sets, Lattices, and Designs"ïðè óíiâåðñè-
òåòi Âiäíÿ (æîâòåíü 2014 ð.). Ó ðàìêàõ äâîñòîðîííiõ óãîä ïðî ñïiâðîáiòíèöòâî
ìiæ Iíñòèòóòîì ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà IPFW University (óíiâåðñèòå-
òîì Ôîðò Âåéíà), ÑØÀ òà, âiäïîâiäíî, University of Stuttgart (óíiâåðñèòåòîì
Øòóòãàðòà), Íiìå÷÷èíà, ïðîäîâæèëà ñïiâïðàöþ ç P. Dragnev (IPFW Universi-
ty) òà W.L. Wendland (University of Stuttgart). Îòðèìàëà ïiäòðèìêó ãðàí-
òà Ñàéìîíà (ÑØÀ) òà ïðîãðàìè Scholar-in-Residence ïðè Óíiâåðñèòåòi Ôîðò
Âåéíà (ÑØÀ) äëÿ ó÷àñòi çàïðîøåíèì ëåêòîðîì â ðîáîòi Ði÷íîãî êîëîêâióìó
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