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Ðåôåðàò

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ òåìè áóëè ñèñòåìè, ùî îïèñóþòü íåïåðåðâíi òà

 ðàò÷àñòi ìîäåëi òåîði¨ òâåðäîãî òiëà, êëàñè÷íî¨ òà êâàíòîâî¨ ñòàòèñòè÷íî¨

ìåõàíiêè iç ñèí óëÿðíîþ âçà¹ìîäi¹þ, ìîäåëi áiîëîãi÷íî¨ åâîëþöi¨ òà åêîëî-

ãi÷íi ìîäåëi î÷èùåííÿ çàáðóäíåíîãî ñåðåäîâèùà. Äîñëiäæóâàëüñü íàñòóïíi

çàäà÷i: ïîáóäîâà ãiááñiâñüêîãî ñòàíó ν-âèìiðíîãî êâàíòîâîãî êðèñòàëó, ó âó-

çëàõ ÿêîãî ðîçòàøîâàíi àíãàðìîíi÷íi îñöèëÿòîðè ç âiäõèëåííÿìè, ùî íàáó-

âàþòü çíà÷åíü â Rd , d ≥ 1 i óòðèìóþòüñÿ ó âóçëàõ  ðàòêè îäíî÷àñòèíêîâèì

íåïîëiíîìiàëüíèì ïîòåíöiàëîì ç äâîìà ìiíiìóìàìè; êðèòè÷íà ïîâåäiíêà

êâàíòîâèõ êðèñòàëiâ ó ðåæèìi ìàëèõ ìàñ îñöèëþþ÷èõ ÷àñòèíîê; åâêëiäî-

âi ãiááñiâñüêi ìiðè, ùî âiäïîâiäàþòü áàãàòî÷àñòèíêîâèì ïîòåíöiàëàì âçà-

¹ìîäi¨; ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè; ñïåêòðàëüía òåîðiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ;

ìåòîäè îñíàùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ â òåîði¨ ñóïåð-ñèíãóëÿðíèõ çáó-

ðåíü

ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ; ãðàíè÷íi ñïåêòðàëüíi ìiðè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

êîíôëiêòó; äîñëiäæåííÿ óìîâ âèíèêíåííÿ òà òðàíñôîðìóâàííÿ ñèíãóëÿð-

íî íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó â äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ êîíôëiêòó; òåîðiÿ íåëi-

íiéíî¨ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñèñòåì; êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ íåëiíiéíî¨

äèíàìiêè ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ; ïîáóäîâà ñèíãóëÿðíî çáóðå-

íîãî îïåðàòîðà â òåðìiíàõ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì, îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ, ìå-

òîäîì óçàãàëüíîíî¨ ñóìè, ìåòîäîì ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ

îïåðàòîðiâ, íà îñíîâi ôîðìóëè Êðåéíà äëÿ ðåçîëüâåíò; àíàëiç ñòðóêòóðè

ñïåêòðó çáóðåíîãî îïåðàòîðà â çàëåæíîñòi âiä ñïîñîáó ïîáóäîâè îïåðàòî-

ðà; àíàëiç ñïåêòðàëüíî¨ ìiðè ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî îïåðàòîðà ôðàêòàëüíî¨

ñòðóêòóðè; àíàëiç ñïåêòðàëüíî¨ ìiðè ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî îïåðàòîðà ôðà-

êòàëüíî¨ ñòðóêòóðè; îáåðíåíà çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó â òåîði¨ ñèí-

ãóëÿðíèõ çáóðåíü; äèíàìi÷íi ñèñòåìè ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ, ÿêi ïîðîäæóþòü

ñïåêòðàëüíi ìiðè òà ðîçïîäiëè ôðàêòàëüíî¨ ñòðóêòóðè; àíàëiç ãðàíè÷íèõ

5



ñïåêòðàëüíèõ ìið â äèíàìi÷íèõ ìîäåëÿõ ç íåëiíiéíîþ êîìïîçèöi¹þ êîí-

ôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨; çàñòîñóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó äî äè-

íàìi÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè; ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ

ðîçïîäiëiâ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó ç äâîìà ñïiðíèìè ïîçèöiÿìè; íî-

âèé ìåòîä ïîáóäîâè ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî îïåðàòîðà íà îñíîâi òåîði¨ îñíà-

ùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ; âèêîðèñòàííÿ ìàòðèöü ßêîái äëÿ ïàðàìå-

òðèçàöi¨ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ i ¨õ çâ'ÿçîê ç

îáåðíåíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ; ïîáóäîâà ìîäåëåé êîíôëiêòó äëÿ

ñêëàäíèõ ñèñòåì, äîñëiäæåííÿ ¨õ òðàåêòîðié, iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ,

iíòåðïðåòàöiÿ â òåðìiíàõ ïðîöåñiâ ìiãðàöi¨; âñòàíîâëåííÿ êðèòåði¨â íàÿâíî-

ñòi ôiêñîâàíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ êîìïîíåíòè â ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëàõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì â òåðìiíàõ ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið; ðîçâ"ÿçàííÿ îáåð-

íåíî¨ çàäà÷i ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó â òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó

äëÿ ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið; çíàõîäæåííÿ óìîâ, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ñàìî-

ïîäiáíiñòü îáðàç-ìið íåñêií÷åííèõ äîáóòêiâ äèñêðåòíèõ ìið; äîñëiäæåííÿ

ìîäåëi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè, ÿêà îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ

òðüîìà ïðèðîäíèìè ñóáñòàíöiÿìè; äîâåäåííÿ ìîæëèâîñòi ðåãåíåðàöi¨ ôiçè-

÷íîãî ñïåêòðó â ñêëàäíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåìàõ â òåðìiíàõ êâàçi-òî÷êîâî¨

ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíî¨ ìiðè; âñòàíîâëåííÿ íàÿâíiñòi îñíîâíèõ ôàç ñïiâ-

iñíóâàííÿ êîíôëiêòíèõ ñóáñòàíöié òðiàäè, à ñàìå: ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ðiâíî-

âàãè (ñòàáiëüíî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè), öèêëi÷íèõ îðáiò ó ôîðìi àòðàêòîðiâ, ïå-

ðiîäè÷íî îñöèëþþ÷èõ òðàåêòîðié, êâàçi-õàîòè÷íèõ åâîëþöié; ìîäåëþâàííÿ

ðiçíèõ òèïiâ íåëiíiéíî¨ êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨. Ïîêàçàíî iñíóâàííÿ áiôóðêà-

öiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ïåðåõîäó ìiæ ðiçíèìè ôàçàìè; äîñëiäæåííÿ çàëå-

æíîñòi íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè ñêëàäíèõ ñèñòåì âiä ïàðàìåòðiâ çàäà÷i, çîêðåìà

âèÿâëåííÿ çâÿçêiâ ìiæ ïîâåäiíêîþ òðüîõ ïðèðîäíèõ ñóáñòàíöié: ïîïóëÿöi-

¹þ áiîëîãi÷íîãî âèäó, ðåñóðñîì äëÿ iñíóâàííÿ, òà íåãàòèâíèìè ôàêòîðàìè

òèïó iíôåêöi¨; òåîðiÿ ¹ìíîñòåé

êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷èñëåííîþ (ñêií÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ) êiëüêiñòþ ïëà-
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ñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi¨ ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði; åêñòðåìàëüíi

çàäà÷i òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåñêií÷åííîìiðíèìè âåêòîðíèìè ìiðàìè Ðà-

äîíà; âàðiàöiéíà çàäà÷à Ãàóññà ïðî ìiíiìóì åíåðãié ç âåðõíiìè êðàéîâèìè

óìîâàìè òà çîâíiøíiìè ïîëÿìè; öåíòðàëüíi ìíîãîâèäè â ÿêiñíîìó àíàëi-

çi íåëiíiéíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, çîêðåìà,

íåëiíiéíî¨ ñâiòîäèíàìiêè.

Â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíî¨ íàóêîâî-äîñëiäíèöüêî¨ ðîáîòè îñíîâíèìè ðå-

çóëüòàòàìè äîñëiäæåíü ¹:

1. Äîâåäåíà ¹äèíiñòü åâêëiäîâî¨ ãiááñiâñüêî¨ ìiðè ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ òåìïå-

ðàòóðè êðèñòàëó, ÿêùî ìàñà m îñöèëþþ÷î¨ ÷àñòèíêè íå ïåðåâèùó¹ äåÿêå

êðèòè÷íå çíà÷åííÿ m∗ > 0.

2. Äîâåäåíà ¹äèíiñòü åâêëiäîâî¨ ãiááñiâñüêî¨ ìiðè ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ìà-

ñè, ÿêùî òåìïåðàòóðà ñèñòåìè ïåðåâèùó¹ äåÿêå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ T∗.

3. Âèðiøåíà ïðîáëåìà ïîáóäîâè ìiðè Ãiááñà äëÿ ñèñòåì ç áàãàòî÷àñòèí-

êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ íåñêií÷åííîãî ðàäióñó äi¨.

4. Ïîêàçàíî, ùî â ðåæèìi âèñîêî¨ òåìïåðàòóðè òà ìàëî¨ àêòèâíîñòi ó

ñêåéëiíãó çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî ïîòåíöiàëó Êàöà ãåíåðàòîð ïåâíîãî

ñòðèáêîâîãî ïðîöåñó íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié çáiãà¹òüñÿ äî ãåíåðàòîðó

ïåâíîãî ïðîöåñó íàðîäæåííÿ òà çàãèáåëi íà öüîìó ïðîñòîði.

5. Äîñëiäæåíî äâîêîìïîíåíòíó ìîäåëü êîíòàêòiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó:

ñóìà äâîõ íåçàëåæíèõ íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé êîíòàêòiâ (íàðîäæåííÿ òà çà-

ãèáåëi iç ïîñòiéíèì êîåôiöi¹íòîì çàãèáåëi òà ëiíiéíèì êîåôiöi¹íòîì íàðî-

äæåííÿì) òà âçà¹ìîäi¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ äîäàòêîâèì ëiíiéíèì êîåôiöi¹íòîì

íàðîäæåííÿì îäíi¹¨ ìîäåëi, çàëåæíèì âiä äðóãî¨. Çíàéäåíi ÿâíi ôîðìóëè

äëÿ ïåðøèõ òà äðóãèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié öi¹¨ äâîêîìïîíåíòíî¨ ìîäåëi

òà äîñëiäæåíà ¨õíÿ ãðàíè÷íà ïî ÷àñó ïîâåäiíêà.

6. Âèâ÷åíî ìiðè íà ïðîñòîðàõ êîíôiãóðàöié äâîõ òèïiâ. Îïèñàíî ãiáñîâ-

ñüêi ìiðè íà òàêèõ ïðîñòîðàõ. Ðîçãëÿíóòî îñíîâíi âëàñòèâîñòi âiäíîñíèõ

åíåðãié òà êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ãiáñîâñüêi ìðè
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çîñåðåäæåíi íà ïàðàõ êîíôiãóðàöié, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

7. Ðîçâèíóòî ìåòîäè ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó äëÿ îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè-

÷íî¨ ôiçèêè çáóðåíèõ ñèíãóëÿðíèìè êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

8. Â øêàëi ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ïðîâåäåíà êëàñèôiêàöiÿ ñèíãóëÿðíèõ

çáóðåíü è ïîáóäîâàíà ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ çáóðåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðà-

òîðiâ.

9. Âiäîìó ñïåêòðàëüíó òåîðiþ Àðîíøàéíà-Äîíàãõüþ ðîçøèðåíî íà âè-

ïàäîê ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü äîâiëüíîãî ðàíãó H−2-êëàñó. Äîâåäåíî òåîðåìè

âèíèêíåííÿ òà iñíóâàííÿ äîâiëüíîãî òî÷êîâîãî ñïåêòðó ïðè ñèíãóëÿðíèõ

çáóðåííÿõ ç H−2-êëàñó. Ðîçâèíóòî êîíñòðóêòèâíi ìåòîäè ïîáóäîâè òàêîãî

ñïåêòðó.

10. Ðîçâèíóòî íîâèé ïiäõiä â òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü äëÿ ïîáóäîâè

çáóðåíîãî îïåðàòîðà ìåòîäîì îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi

òà äîñòàòíi îçíàêè ùiëüíîñòi ïiäïðîñòîðiâ â øêàëi ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ

â êîíòåêñòi ïîáóäîâè çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ.

11. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ñïåêòðàëüíèõ ìið (íîñi¨ ÿêèõ ¹

àòðàêòîðàìè) i ÿêi âiäïîâiäàþòü ñòàíàì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòó ç

ïðèòÿãàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

12.Äîñëiäæóâàëèñü ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ äëÿ

ìið ùî îïèñóþòü äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòà ç äâîìà ñïiðíèìè ïîçèöiÿ-

ìè. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ãðàíè÷íèõ ñòàíiâ. Çíàéäåíî êðèòåðè¨

÷èñòîòè ñïåêòðó ( òî÷êîâîãî, àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî, ñèíãóëÿðíî íåïå-

ðåðâíîãî). Çíàéäåíî ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íîãî òèïà, à òàêîæ

ðîçìiðíîñòi Õàóñäîðôà íîñi¨â ãðàíè÷íèõ ìið.

13. Ñòâîðåíî íîâèé íàïðÿìîê â òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü, ÿêèé ãðóí-

òó¹òüñÿ íà ìåòîäi îñíàùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ. Äîâåäåíî, ùî âiäîìi

ìåòîäè ôîðì-ñóìè, à òàêîæ ìåòîä ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü âêëþ÷àþòüñÿ

â

çàïðîïîíîâàíó âèùå êîíñòðóêöiþ. Ïîêàçàíî, ùî òàê çâàíi ñóïåð-ñèíãóëÿðíi
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çáóðåííÿ ÷àñòêîâî ïiääàþòüñÿ ðîçãëÿäó â ðàìêàõ ìåòîäó îñíàùåíèõ ïðî-

ñòîðiâ. Â ðàìêàõ òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü íåîáìåæåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ

îïåðàòîðiâ âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ îáåðíåíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ

òà ìàòðèöÿìè ßêîái. Îäåðæàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðè÷íèõ

åëåìåíòiâ ÿêîái¹âî¨ ìàòðèöi ïî çàäàíîìó íàáîðó âëàñíèõ ÷èñåë òà âëàñíèõ

âåêòîðiâ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî îïåðàòîðà.

14. Ïîáóäîâàíà i âèâ÷åíà äèíàìi÷íà ìîäåëü, ùî îïèñó¹ êîíôëiêòíó âçà-

¹ìîäiþ â äèñêðåòíîìó ÷àñi äâîõ ñêëàäíèõ ñèñòåì ç íåòðèâiàëüíîþ âíó-

òðiøíüîþ ñòðóêòóðîþ. Ïîêàçàíî, ùî òèïîâà òðàåêòîðiÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè

àñèìïòîòè÷íî íàáëèæà¹òüñÿ (ïðèòÿãó¹òüñÿ) äî ãðàíè÷íîãî öèêëó. Çàïðî-

ïîíîâàíà iíòåðïðåòàöiÿ ðåçóëüòàòiâ â òåðìiíàõ ìiãðàöiéíèõ ïðîöåñiâ.

15. Äîñëiäæåíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòà ìiæ ïàðîþ ñèñòåì, êîæíà

ç ÿêèõ ó ñâîþ ÷åðãó ¹ âíóòðiøíüî êîíôëiêòíîþ. Çîâíiøíié i âíóòðiøíié

êîíôëiêòè ìàþòü ðiçíèé õàðàêòåð. Çîâíiøíié îïèñó¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíîþ

âçà¹ìîäi¹þ íåçíèùåíèõ ñóïðîòèâíèêiâ. Âíóòðiøíié ìà¹ õàðàêòåð áîðîòü-

áè ìiæ âçà¹ìíî ïîâ'ÿçàíèìè ïîïóëÿöiÿìè ðiçíèõ áiîëîãi÷íèõ âèäiâ (ìîäåëü

òèïó "õèæàê-æåðòâà"). Ïîáóäîâàíà êîìï'þòåðíà ìîäåëü òàêî¨ ñèñòåìè,

îäåðæàíî ðÿä iëþñòðîâàíèõ ãðàôiêàìè òèïîâèõ ïîâåäiíîê, ÿêi ìîæíà

iíòåðïðåòóâàòè, çîêðåìà, ÿê ìiãðàöiþ ðîáî÷î¨ ñèëè òà iíâåñòèöié ìiæ êðà-

¨íàìè.

16. Äîñëiäæíî äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ùî ìîäåëþ¹ ïîïóëÿöiþ áiîëîãi÷íîãî

âèäó â ïðîñòîði ñòðóêòóðíî-ïîäiáíèõ ôðàêòàëüíèõ ìið. Êîìïîçèöiÿ

(âiäîáðàæåííÿ), ÿêå çàäà¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ïîâ"ÿçàíå ç âàðiàíòîì íå-

ñêií÷åíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ëîòêè-Âîëüòåððè i ¹ áàãàòîâåêòîðíèì óçàãàëü-

íåííÿì

êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨, äîáðå âiäîìîãî ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

17. Ââåäåíî êëàñèôiêàöiþ (ïàðàìåòðèçàöiþ) ñóïåð-ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü

ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîði â òåðìiíàõ øêàëè ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ (ìåòî-

äîì îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ). Äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ
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ìið äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó, ÿêi ìîäåëþþòü àëüòåðíàòèâíó âçà¹ìî-

äiþ ìiæ îïîíåíòàìè. Âñòàíîâëåíi îñíîâíi ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó. Çàêëàäåíî îñíîâè äëÿ ïîáóäîâè ñïåêòðàëüíî¨

òåîði¨

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó.

18. Îäåðæàíî óìîâè âiäíîâëåííÿ ÷èñòîãî ñïåêòðàëüíîãî òèïà (÷èñòî òî-

÷êîâîãî, àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî, àáî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî) â ãðàíè-

÷íèõ ðîçïîäiëàõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîìïîçèöi¹þ àëüòåðíàòèâíîãî êîí-

ôëiêòà. Äîâåäåíî, ùî âòðà÷åíèé òî÷êîâèé ñïåêòð ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè ìîæíà

ðåãåíåðóâàòè âèõîäÿ÷è iç ñòàíiâ ç ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì.

Äîâåäåíî, ùî "ìàéæå çàâæäè"ðîçïîäiëè ãðàíè÷íèõ ìið ¹ ÷èñòî ñèíãóëÿðíî

íåïåðåðâíèìè. Îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi ãðàíè÷íèõ ìið ôiêñî-

âàíîìó ñïåêòðàëüíîìó òèïó: ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîìó, ÷èñòî òî÷êî-

âîìó, àáî ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíîìó.

19. Çàïðîïîíîâàíà iíòåðïðåòàöiÿ ÿâèùà âèíèêíåííÿ ñèíãóëÿðíî íåïå-

ðåðâíîãî ñïåêòðà, ÿê ïåðåõiä ñèñòåìè iç ñòàíiâ ç ÷èñòî òî÷êîâèì àáî àáñî-

ëþòíî íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì â ñòàí ç ÷èñòî ñèíãóëÿðíèì ñïåêòîðîì, àíà-

ëîãi÷íèé òðàíñôîðìàöi¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè â ïîëüîâó (ìîæëèâî õâèëüîâó)

ñóáñòàíöiþ.

20. Çíàéäåíi êðèòåðè¨ ÷èñòîòè ñïåêòðó (òî÷êîâîãî, àáñîëþòíî íåïåðåðâ-

íîãî, ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî) ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíiñíèõ ìið äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó.

21. Ïîáóäîâàíi íàéïðîñòiøi âåðñi¨ åêîëîãi÷íî¨ ìîäåëi, ùî îïèñó¹ àëüòåð-

íàòèâíó âçà¹ìîäiþ ìiæ òåìïåðàòóðîþ òà âîëîãiñòþ. Ðîçðîáëåíî íîâèé ìå-

òîä ïåðåäáà÷åííÿ äèíàìiêè ïîøèðåííÿì iíôåêöi¨ â ñåðåäîâèùi áiîëîãi÷íèõ

âèäiâ, ìîäåëü "iíôåêöiÿ-ùåïëåííÿ". Îäåðæàíî êîíêðåòíi êîìï'þòåðíi ãðà-

ôiêè, ùî iëþñòðóþòü ìîäåëi "âîãîíü-âîäà" òà "iíôåêöiÿ-ùåïëåííÿ". Âè-

ÿâëåíî ðÿä ïðèðîäíiõ çàêîíîìiðíîñòåé, ùî çàñëóãîâóþòü íà óâàãó ç òî÷êè

çîðó ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Âñòàíîâëåíî íîâi ìåòîäè äîâåäåííÿ iñíóâà-
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ííÿ äîâiëüíèõ ñïåêòðàëüíèõ íîñi¨â ó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ H−2-

êëàñó.

22. Äîñëiäæóâàëèñü ñïåêòðàëüíi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ñòðóêòóðíî-

ïîäiáíèõ ìið äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó. Çíàéäåíî êðèòåðié âèíèêíåí-

íÿ òî÷êîâîãî ñïåêòðó ïðè êîíôëiêòíié êîìïîçèöi¨ ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèõ

ìið. Îäåðæàíî äèíàìi÷íi õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëåé, ùî îïèñóþòü âçà¹ìî-

äi¨ ìiæ êîíôëiêòíèìè ñèñòåìàìè. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíà ñêëàäíà äèíàìi÷íà

ñèñòåìà, ÿêà ¹ âíóòðiøíüî êîíôëiêòíîþ. Çîâíiøíié êîíôëiêò îïèñó¹òüñÿ

àëüòåðíàòèâíîþ âçà¹ìîäi¹þ íåçíèùåííèõ ñóïðîòèâíèêiâ. Âíóòðiøíié � ìà¹

õàðàêòåð áîðîòüáè ìiæ âçà¹ìíî ïîâ'ÿçàíèìè ïîïóëÿöiÿìè ðiçíèõ áiîëîãi-

÷íèõ âèäiâ (ìîäåëü òèïó "õèæàê-æåðòâà").

23. Ïîáóäîâàíî êîìï'þòåðíèé âàðiàíò òàêî¨ ñèñòåìè â äèñêðåòíîìó ÷àñi.

Îäåðæàíî ðÿä õàðàêòåðíèõ ãðàôiêiâ, ÿêi ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè, çîêðåìà,

ÿê ìiãðàöiþ ðîáî÷î¨ ñèëè òà iíâåñòèöié ìiæ êðà¨íàìè. Ïîáóäîâàíî ðÿä ìî-

äåëåé, ùî îïèñóþòü àëüòåðíàòèâíó êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ ìiæ ïðèðîäíèìè

ñòèõiÿìè òèïó âîäà-âîãîíü, iíôåêöiÿ-àíòèäîò. Çíàéäåíî ÿâíó ìàòåìàòè÷íó

óìîâó óñïiøíîñòi ïðåöåñó êðåäèòóâàííÿ.

24. Íà ïðîñòîði ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið ïîáóäîâàíà íåòðèâiàëüíà ãëî-

áàëüíà ìiðà, äëÿ ÿêî¨ ïiäìíîæèíà ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèõ ìið ¹ ìíîæèíîþ

ïîâíî¨ ìiðè.

25. Äîñëiäæåíî îáåðíåíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Ïîêàçàíî, ùî äëÿ îïåðàòîðà A òà äîâiëüíîãî

a ∈ R iñíó¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð Ã òàêèé ùî Ã òà A çáiãàþòüñÿ â

ïiäïðîñòîði EA((−∞, a))H i îäíî÷àñíî Ã ìà¹ äîäàòêîâó ñïåêòðàëüíó ãiëêó

íà (−∞, a) äîâiëüíîãî íàïåð çàäàíîãî òèïó. Çîêðåìà, Ã ìîæå ìàòè çàäàíi

ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi â ðåçîëüâåíòíié ìíîæèíi îïåðàòîðà A çëiâà âiä a.

Áiëüø çà òå, äëÿ äîâiëüíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåîðàòîðà T â H iñíó¹ Ã

òàêèé, ùî T ¹ óíiòîðíî åêâiâàëåíòíèì ÷àñòèíi Ã, ÿêà äi¹ ó âiäïîâiäíîìó

iíâàðiàíòíîìó ïiäïðîñòîði.
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26. Äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ìið äèíàìi÷íèõ ñè-

ñòåì êîíôëiêòó, ùî ìîäåëþþòü àëüòåðíàòèâíó áîðîòüáó ñóïðîòèâíèêiâ.

Ïîêàçàíî, ùî òèïîâi òðàåêòîði¨ ñèñòåì çáiãàþòüñÿ äî iíâàðiàíòíèõ âçà¹ìíî

ñèíãóëÿðíèõ ìið. Äîâåäåíî, ùî ìàéæå çàâæäè ñàìi ãðàíè÷íi ìiðè ¹ ÷èñòî

ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèìè. Çíàéäåíî óìîâè, ïðè ÿêèõ ãðàíè÷íi ìiðè íàëå-

æàòü ôiêñîâàíîìó ñïåêòðàëüíîìó òèïó: ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîìó,

÷èñòî òî÷êîâîìó, àáî ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíîìó.

27. Äîñëiäæåíî ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëi-

êòó àñîöiéîâàíî¨ ç ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü íåñêií÷åíîãî ðàíãó. Äàíî

îïèñ öèõ ñòàíiâ â òåðìiíàõ íåñêií÷åíèõ äîáóòêiâ ðîçêëàäiâ Õàíà - Æîðäàíà

äèñêðåòíèõ çàðÿäiâ. Âñòàíîâëåíî ïàðàìåòðèçàöiþ îáìåæåíèõ çíèçó ñóïåð-

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ âèêîðèñòîâóþ÷è øêàëè

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ H−k A H A Hk, k > 0 . Ïàðàìåòðèçàöiþ îäåðæàíî

â òåðìiíàõ äîïîìiæíèõ îïåðàòîðiâ S, ÿêi äiþòü ç ïîçèòèâíîãî ïðîñòîðó â

íåãàòèâíèé S : Hk → H−k i ¹ òàêèìè, ùî ¨õ ÿäðî KerS ùiëüíå â Hk/2.

28. Âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið íà âiäðiçêó. Ïîêàçàíî,

ùî äîâiëüíà ñòðóêòóðíî ïëäiáíà ìiðà íà [0, 1] ¹ îáðàç-ìiðîþ íåñêií÷åíîãî

ïðÿìîãî äîáóòêó äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äèñêðåòíèõ éìîâiðíiñíèõ ìið.

29. Äîñëiäæåíî ìîäåëü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè, ÿêà îïè-

ñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ òðüîìà ïðèðîäíèìè ñóáñòàíöiÿìè: ïîïóëÿöi¹þ áiîëîãi-

÷íîãî âèäó (æèòòÿ), íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì (ðåñóðñ iñíóâàííÿ), òà íåãà-

òèâíèìè ôàêòîðàìè äëÿ iñíóâàííÿ (iíôåêöiÿ, çëî). Âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü

îñíîâíèõ ôàç ñïiâiñíóâàííÿ ñóáñòàíöié òðiàäè: ñòàíó äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâà-

ãè (ñòàáiëüíî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè), öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, ïåðiîäè÷íî îñöè-

ëþþ÷èõ òðàåêòîðié, òà åâîëþöié áëèçüêèõ äî õàîòè÷íèõ. Íà êîíêðåòíèõ

ìîäåëÿõ ïîêàçàíî iñíóâàííÿ áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ïåðåõîäó ìiæ

ðiçíèìè ôàçàìè.

30. Çàêëàäåíî îñíîâè òåîði¨ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷èñëåííîþ (ñêií-

÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ) êiëüêiñòþ ïëàñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi¨ ó ëîêàëüíî
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êîìïàêòíîìó ïðîñòîði. Äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà â ëîêàëü-

íî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó B. Fuglede óçãîäæåíîñòi

ìiæ ñèëüíîþ òà øèðîêîþ òîïîëîãiÿìè íàä ïåðåäãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì

ìið Ðàäîíà çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ, çíàéäåíî ïîñòàíîâêè âàðiàöiéíèõ çàäà÷,

äóàëüíèõ äî îñíîâíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (i ÿêi, îòæå, ìîæóòü ñëóãóâàòè íî-

âèìè åêâiâàëåíòíèìè îçíà÷åííÿìè ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ), àëå òåïåð âæå

çàâæäè ðîçâ'ÿçíèõ � íàâiòü äëÿ íåçàìêíåíèõ êîíäåíñàòîðiâ ç íåñêií÷åí-

íîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí. Ðîçâ'ÿçêè äóàëüíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ïðèâîäÿòü

äî ïðèðîäíîãî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨

ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ. Äàíî îïèñ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ¨õíiõ ïîòåíöiàëiâ

òà âiäïîâiäíèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò, âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ¨õ ¹äèíîñòi òà

íåïåðåðâíîñòi, âèäiëåíî

õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi.

31. Ðîçðîáëåíî íîâi åôåêòèâíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ çà-

äà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåñêií÷åííîìiðíèìè âåêòîðíèìè ìiðàìè Ðàäîíà,

ùî ãðóíòóþòüñÿ íà âïðîâàäæåííi íàëåæíèõ ìåòðè÷íèõ ñòðóêòóð òà ìàþòü

ó ñâî¨é îñíîâi òåîðåìó ïðî ïîâíîòó âiäïîâiäíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ. ßê

ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ öèõ ìåòîäiâ, çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi

çàäà÷i ïðî ìiíiìóì åíåðãié âåêòîðíèõ ìið, àñîöiéîâàíèõ ç íåêîìïàêòíèì

êîíäåíñàòîðîì ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí.

32. Ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði âèâ÷åíî âàðiàöiéíó çàäà÷ó Ãàóññà

ïðî ìiíiìóì åíåðãié ç âåðõíiìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà çîâíiøíiìè ïîëÿìè,

äå òî÷íà íèæíÿ ìåæà åíåðãié ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàä êëàñîì óñiõ äîäàòíèõ ìið

Ðàäîíà, ùî çîñåðåäæåíi íà çàäàíié íåêîìïàêòíié çàìêíåíié ìíîæèíi Σ òà

çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi íîðìóâàííÿ i êðàéîâi óìîâè. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî

iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ¨¨ íåïåðåðâ-

íîñòi ó øèðîêié òà ñèëüíié òîïîëîãiÿõ, êîëè êðàéîâi óìîâè òà ìíîæèíà Σ

çìiíþþòüñÿ îäíî÷àñíî, äàíî îïèñ âàãîâèõ ðiâíîâàæíèõ ïîòåíöiàëiâ.

33. Äàíî êîíñòðóêòèâíèé òà ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãà-
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óññà ïðî ìiíiìóì âàãîâèõ íüþòîíîâèõ åíåðãié áîðåëåâèõ ìið, àñîöiéîâàíèõ

ç êîíäåíñàòîðîì (Γ1,Γ2). Òóò Γ1,Γ2 � êîìïàêòíi (n − 1)-ðîçìiðíi ìíîãî-

âèäè áåç êðàþ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ.

Öå ñòàëî ìîæëèâèì äÿêóþ÷è òåîðåìi ïðî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i Ãàóññà

ïåâíié çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà�Ñëîáîäåöüêîãî H−1/2(Γ), äå

Γ := Γ1 ∪ Γ2.

34. Äîâåäåíà òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ i àñèìïòîòè÷íó ôîðìó îáåðòàþ÷î¨

ñòðóêòóðè, ïîðîäæåíî¨ iç ñòàöiîíàðíîãî ïðîñòîðîâî-îäíîðiäíîãî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i ïîáóäîâè öåíòðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ äëÿ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíî-

ñíî ãðóïè îáåðòàííÿ êîëà.

35. Ðîçãëÿíóòà ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñó-

þòü äèíàìiêó äâîõ âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ îäíîìîäîâèõ íàïiâïðîâiäíèêîâèõ ëà-

çåðiâ. Çîêðåìà, âèâ÷àþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü àìïëiòóäíié ñèí-

õðîíiçàöi¨. Ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ óòâîðþ¹ â ôàçîâîìó ïðîñòîði

òðèâèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä. Äîñëiäæóâàëàñü ñòiéêiñòü òðà¹êòîðié

íà öüîìó ìíîãîâèäi ÿê ó òàíãåíöiàëüíîìó, òàê i òðàíñâåðñàëüíîìó äî íüîãî

íàïðÿìêàõ. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü íà ìíîãîâèäi, ùî ñèíõðîíiçîâàíi çà àìïëiòóäîþ.

Çà ðåçóëüòàòàìè äîñëiäæåííÿ áóëî îïóáëiêîâàíî 38 ðîáiò ç íèõ â iíî-

çåìíèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ� 16, ó âiò÷èçíÿíèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ� 15, â

ïðåïðèíòàõ� 7. 5 ðîáiò ïðèéíÿòî äî äðóêó. Çðîáëåíî 25 äîïîâiäåé íà ìiæíà-

ðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ. Â òåçàõ êîíôåðåíöié îïóáëiêîâàíî 25 ðåôåðàòiâ(òåç).

Çàõèùåíî 2 êàíäèäàòñüêi äèñåðòàöi¨ i ïiäãîòîâëåíà äî çàõèñòó 1 êàíäèäàò-

ñüêà äèñåðòàöiÿ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè âèêëàäåíi ó íàñòóïíèõ 7-ìè

ðîçäiëàõ.
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Âñòóï

Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè ¹ äîñëiäæåííÿ, ÿêi

ïîâ'ÿçàíi íå òiëüêè ç ôiçè÷íîþ ïðèðîäîþ òië, ùî íàñ îòî÷óþòü, à é òàêèõ,

ÿêi îïèñóþòü áiîëîãi÷íi, åêîëîãi÷íi, åêîíîìi÷íi òà iíøi ñèñòåìè.

Äîñëiäæåííÿ ó 2006-2010 ðîêàõ áóëè ïðèñâÿ÷åíi íàñòóïíèì ôóíäàìåí-

òàëüíèì íàïðÿìêàì:

1)Ïîáóäîâà ãiááñiâñüêèõ ñòàíiâ êâàíòîâèõ êðèñòàëiâ.

2) Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ ¹äèíîñòi ãiááñiâñüêèõ ñòàíiâ, ùî âiäïîâiäàþòü

êëàñè÷íèì íåïåðåðâíèì ñèñòåìàì íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê, âçà¹ìî-

äiÿ ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ñèíãóëÿðíèìè áàãàòî÷àñòèíêîâèìè ïîòåíöiàëàìè.

3) Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôi-

çèêè.

4) Äîñëiäæåííÿ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ

âçà¹ìîäi¹þ.

5) Ðîçâèòîê ìåòîäiâ îñíàùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ â òåîði¨ ñóïåð-

ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

6) Äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ãðàíè÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ ìið äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì êîíôëiêòó.

7) Äîñëiäæåííÿ óìîâ âèíèêíåííÿ òà òðàíñôîðìóâàííÿ ñèíãóëÿðíî

íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó â äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ êîíôëiêòó.

8) Òåîðiÿ íåëiíiéíî¨ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñèñòåì. Êîìï'þòåðíå ìîäåëþ-

âàííÿ íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

9) Äîñëiäæåííÿ äâî-êîìïîíåíòíèõ ìîäåëåé êîíòàêòiâ â áiîëîãi÷íèõ ìî-

äåëÿõ.

10) Ïîáóäîâi òåîði¨ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷èñëåííîþ (ñêií÷åííîþ

÷è íåñêií÷åííîþ) êiëüêiñòþ ïëàñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi¨ ó ëîêàëüíî êîìïà-

êòíîìó ïðîñòîði.

11) Ðîçðîáöi íîâèõ åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ çà-
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äà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåñêií÷åííîìiðíèìè âåêòîðíèìè ìiðàìè Ðàäîíà.

12) Äîñëiäæåííþ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãàóññà ïðî ìiíiìóì åíåðãié ç âåðõ-

íiìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà çîâíiøíiìè ïîëÿìè.

13) Êîíñòðóêòèâíîìó òà ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçàííþ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i Ãà-

óññà ïðî ìiíiìóì íüþòîíîâèõ åíåðãié çà íàÿâíîñòi çîâíiøíiõ ïîëiâ íàä ìíî-

ãîâèäàìè Ëiïøèöÿ.

14) Äîñëiäæåííÿ öåíòðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ â ÿêiñíîìó àíàëiçi íåëiíiéíèõ

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, çîêðåìà, íåëiíiéíî¨

ñâiòîäèíàìiêè.

Áóëè îòðèìàíi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè.

1. Âèâ÷àëàñü êðèòè÷íà ïîâåäiíêà êâàíòîâèõ êðèñòàëiâ ó ðåæèìi ìàëèõ ìàñ

îñöèëþþ÷èõ ÷àñòèíîê. Âèÿâèëîñü, ùî ïðè çìåíøåííi ìàñè ÷àñòèíîê äî

äåÿêîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ó ñèñòåìi çíèêàþòü íå òiëüêè ñòðóêòóðíi ôà-

çîâi ïåðåõîäè íàâiòü ïðè òåìïåðàòóðàõ, ùî íàáëèæàþòüñÿ äî àáñîëþòíîãî

íóëÿ T ≈ 0 àëå é çíèêà¹ áóäü ÿêà êðèòè÷íà ïîâåäiíêà. Òàêèé ðåçóëüòàò

ïðî ¹äèíiñòü Ãiááñîâîãî ñòàíó (à çíà÷èòü âiäñóòíiñòü áóäü-ÿêî¨ êðèòè÷íî¨

ïîâåäiíêè) áóâ îòðèìàíèé ó ðîáîòàõ [3]�[5] äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ àíãàðìîíi-

÷íèõ âçà¹ìîäié. Â ðîáîòi Î.Ë. Ðåáåíêà (ðàçîì ç Â.À. Çàãðåáíîâèì) [53] äëÿ

íåïîëiíîìiàëüíîãî àíãàðìîíiéíîãî ïîòåíöiàëó ç äâîìà ìiíiìóìàìè áóëè ïî-

áóäîâàíi êëàñòåðíi ðîçêëàäè, çáiæíiñòü ÿêèõ áóëà äîâåäåíà ïðè äîâiëüíié

òåìïåðàòóði êðèñòàëó, ÿêùî ÿêùî ìàñà m îñöèëþþ÷î¨ ÷àñòèíêè íå ïåðå-

âèùó¹ äåÿêå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ m∗ > 0.

2. Äîâåäåíà ¹äèíiñòü åâêëiäîâî¨ ãiááñiâñüêî¨ ìiðè ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ìàñè,

ÿêùî òåìïåðàòóðà ñèñòåìè ïåðåâèùó¹ äåÿêå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ T∗.

3. Âèðiøåíà ïðîáëåìà ïîáóäîâè ìiðè Ãiááñà äëÿ ñèñòåì ç áàãàòî÷àñòèí-

êîâîþ âçà¹ìîäi¹þ íåñêií÷åííîãî ðàäióñó äi¨.

4. Ïîêàçàíî, ùî â ðåæèìi âèñîêî¨ òåìïåðàòóðè òà ìàëî¨ àêòèâíîñòi ó

ñêåéëiíãó çà äîïîìîãîþ òàê çâàíîãî ïîòåíöiàëó Êàöà ãåíåðàòîð ïåâíîãî

ñòðèáêîâîãî ïðîöåñó íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié çáiãà¹òüñÿ äî ãåíåðàòîðó
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ïåâíîãî ïðîöåñó íàðîäæåííÿ òà çàãèáåëi íà öüîìó ïðîñòîði.

5. Äîñëiäæåíî äâîêîìïîíåíòíó ìîäåëü êîíòàêòiâ ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó:

ñóìà äâîõ íåçàëåæíèõ íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé êîíòàêòiâ (íàðîäæåííÿ òà çà-

ãèáåëi iç ïîñòiéíèì êîåôiöi¹íòîì çàãèáåëi òà ëiíiéíèì êîåôiöi¹íòîì íàðî-

äæåííÿì) òà âçà¹ìîäi¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ äîäàòêîâèì ëiíiéíèì êîåôiöi¹íòîì

íàðîäæåííÿì îäíi¹¨ ìîäåëi, çàëåæíèì âiä äðóãî¨. Çíàéäåíi ÿâíi ôîðìóëè

äëÿ ïåðøèõ òà äðóãèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié öi¹¨ äâîêîìïîíåíòíî¨ ìîäåëi

òà äîñëiäæåíà ¨õíÿ ãðàíè÷íà ïî ÷àñó ïîâåäiíêà.

6. Âèâ÷åíî ìiðè íà ïðîñòîðàõ êîíôiãóðàöié äâîõ òèïiâ. Îïèñàíî ãiáñîâ-

ñüêi ìiðè íà òàêèõ ïðîñòîðàõ. Ðîçãëÿíóòî îñíîâíi âëàñòèâîñòi âiäíîñíèõ

åíåðãié òà êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî òàêi ãiáñîâñüêi

ìðè çîñåðåäæåíi íà ïàðàõ êîíôiãóðàöié, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

7. Ðîçâèíóòî ìåòîäè ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó äëÿ îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè-

÷íî¨ ôiçèêè çáóðåíèõ ñèíãóëÿðíèìè êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

8. Â øêàëi ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ïðîâåäåíà êëàñèôiêàöiÿ ñèíãóëÿðíèõ

çáóðåíü è ïîáóäîâàíà ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ çáóðåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðà-

òîðiâ.

Ñòðóêòóðà ñïåêòðó îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, çîêðåìà îïåðàòî-

ðiâ åíåðãi¨, ñòàíîâèòü íàéáiëüø âàæëèâó õàðàêòåðèñòèêó âiäïîâiäíèõ ôi-

çè÷íèõ ñèñòåì. Îñîáëèâî àêòóàëüíi ïðîáëåìè âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåíi

ñòðóêòóðè ñïåêòðó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ. Çâè÷àéíî â ñïåêòði

âèäiëÿþòü òðè êîìïîíåíòè: òî÷êîâèé ñïåêòð (âëàñíi çíà÷åííÿ), àáñîëþòíî

íåïåðåðâíèé ñïåêòð (â çàäà÷àõ ðîçñiþâàííÿ) òà ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèé

ñïåêòð, iíòåðåñ äî ÿêîãî çðiñ â îñòàíþ äåêàäó. Âëàñíå òåîðiÿ ñèíãóëÿðíèõ

çáóðåíü ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ç òî÷êè çîðó ñïåêòðàëüíî¨ ñòðóêòóðè

� öå âiäíîñíî íîâèé íàïðÿì â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi. Âií îõîïëþ¹ àíàëiç

ñïåêòðó óñiâ òèïiâ. Äîñëiäæåííÿ â öüîìó íàïðÿìi iäóòü äîñèòü iíòåíñèâ-

íi. Îñîáëèâó óâàãó ïðèâåðòà¹ ñòðóêòóðà ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðó â çâ,ÿçêó

ç çàñòîñóâàííÿìè â ôðàêòàëüíié ãåîìåòði¨. Iäåÿ ôðàêòàëüíî¨ áóäîâè ñâiòó
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âèêëèêàëà iíòåðåñ òà íåîáõiäíiñòü äî àíàëiçó òîíêî¨ ñòðóêòóðè ñèíãóëÿðíî

íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó (ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà). Íîâèé iìïóëüñ äî ïðîáëåì

ñòðóêòóðè ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó âèíèê ó çâ,ÿçêó ç çàäà÷àìè

òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi îïèñóþòü òàê çâàíó êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ

ðiçíèõ ôiçè÷íèõ ìîäåëåé. Öåé íàïðÿìîê ¹ àáñîëþòíî íîâèì i ïðèîðiòå-

òíèì.

9. Âiäîìó ñïåêòðàëüíó òåîðiþ Àðîíøàéíà-Äîíàãõüþ ðîçøèðåíî íà âè-

ïàäîê ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü äîâiëüíîãî ðàíãó H−2-êëàñó. Äîâåäåíî òåîðåìè

âèíèêíåííÿ òà iñíóâàííÿ äîâiëüíîãî òî÷êîâîãî ñïåêòðó ïðè ñèíãóëÿðíèõ

çáóðåííÿõ ç H−2-êëàñó. Ðîçâèíóòî êîíñòðóêòèâíi ìåòîäè ïîáóäîâè òàêîãî

ñïåêòðó.

10. Ðîçâèíóòî íîâèé ïiäõiä â òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü äëÿ ïîáóäîâè

çáóðåíîãî îïåðàòîðà ìåòîäîì îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi

òà äîñòàòíi îçíàêè ùiëüíîñòi ïiäïðîñòîðiâ â øêàëi ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ

â êîíòåêñòi ïîáóäîâè çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ.

11. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ñïåêòðàëüíèõ ìið (íîñi¨ ÿêèõ ¹

àòðàêòîðàìè) i ÿêi âiäïîâiäàþòü ñòàíàì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòó ç

ïðèòÿãàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

12.Äîñëiäæóâàëèñü ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ äëÿ

ìið ùî îïèñóþòü äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòà ç äâîìà ñïiðíèìè ïîçèöiÿ-

ìè. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ãðàíè÷íèõ ñòàíiâ. Çíàéäåíî êðèòåðè¨

÷èñòîòè ñïåêòðó ( òî÷êîâîãî, àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî, ñèíãóëÿðíî íåïå-

ðåðâíîãî). Çíàéäåíî ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íîãî òèïà, à òàêîæ

ðîçìiðíîñòi Õàóñäîðôà íîñi¨â ãðàíè÷íèõ ìið.

13. Ñòâîðåíî íîâèé íàïðÿìîê â òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü, ÿêèé ãðóí-

òó¹òüñÿ íà ìåòîäi îñíàùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ. Äîâåäåíî, ùî âiäîìi

ìåòîäè ôîðì-ñóìè, à òàêîæ ìåòîä ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü âêëþ÷àþòüñÿ

â

êîíñòðóêöiþ. Ïîêàçàíî, ùî òàê çâàíi ñóïåð-ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ ÷àñòêî-
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âî ïiääàþòüñÿ ðîçãëÿäó â ðàìêàõ ìåòîäó îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ. Â ðàìêàõ

òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü íåîáìåæåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ âñòà-

íîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ îáåðíåíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ òà ìàòðèöÿ-

ìè ßêîái. Îäåðæàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ

ÿêîái¹âî¨ ìàòðèöi ïî çàäàíîìó íàáîðó âëàñíèõ ÷èñåë òà âëàñíèõ âåêòîðiâ

ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî îïåðàòîðà.

14. Ïîáóäîâàíà i âèâ÷åíà äèíàìi÷íà ìîäåëü, ùî îïèñó¹ êîíôëiêòíó âçà-

¹ìîäiþ â äèñêðåòíîìó ÷àñi äâîõ ñêëàäíèõ ñèñòåì ç íåòðèâiàëüíîþ âíó-

òðiøíüîþ ñòðóêòóðîþ. Ïîêàçàíî, ùî òèïîâà òðàåêòîðiÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè

àñèìïòîòè÷íî íàáëèæà¹òüñÿ (ïðèòÿãó¹òüñÿ) äî ãðàíè÷íîãî öèêëó. Çàïðî-

ïîíîâàíà iíòåðïðåòàöiÿ ðåçóëüòàòiâ â òåðìiíàõ ìiãðàöiéíèõ ïðîöåñiâ.

15. Äîñëiäæåíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòà ìiæ ïàðîþ ñèñòåì, êîæíà

ç ÿêèõ ó ñâîþ ÷åðãó ¹ âíóòðiøíüî êîíôëiêòíîþ. Çîâíiøíié i âíóòðiøíié

êîíôëiêòè ìàþòü ðiçíèé õàðàêòåð. Çîâíiøíié îïèñó¹òüñÿ àëüòåðíàòèâíîþ

âçà¹ìîäi¹þ íåçíèùåíèõ ñóïðîòèâíèêiâ. Âíóòðiøíié ìà¹ õàðàêòåð áîðîòüáè

ìiæ âçà¹ìíî ïîâ'ÿçàíèìè ïîïóëÿöiÿìè ðiçíèõ áiîëîãi÷íèõ âèäiâ (ìîäåëü òè-

ïó "õèæàê-æåðòâà"). Ïîáóäîâàíà êîìï'þòåðíà ìîäåëü òàêî¨ ñèñòåìè, îäåð-

æàíî ðÿä iëþñòðîâàíèõ ãðàôiêàìè òèïîâèõ ïîâåäiíîê, ÿêi ìîæíà iíòåðïðå-

òóâàòè, çîêðåìà, ÿê ìiãðàöiþ ðîáî÷î¨ ñèëè òà iíâåñòèöié ìiæ êðà¨íàìè.

16. Äîñëiäæíî äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ùî ìîäåëþ¹ ïîïóëÿöiþ áiîëîãi÷íîãî

âèäó â ïðîñòîði ñòðóêòóðíî-ïîäiáíèõ ôðàêòàëüíèõ ìið. Êîìïîçèöiÿ

(âiäîáðàæåííÿ), ÿêå çàäà¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ïîâ"ÿçàíå ç âàðiàíòîì íå-

ñêií÷åíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ëîòêè-Âîëüòåððè i ¹ áàãàòîâåêòîðíèì óçàãàëü-

íåííÿì

êâàäðàòè÷íî¨ ôóíêöi¨, äîáðå âiäîìîãî ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

17. Ââåäåíî êëàñèôiêàöiþ (ïàðàìåòðèçàöiþ) ñóïåð-ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü

ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîði â òåðìiíàõ øêàëè ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ (ìåòî-

äîì îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ). Äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ

ìið äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó, ÿêi ìîäåëþþòü àëüòåðíàòèâíó âçà¹ìî-
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äiþ ìiæ îïîíåíòàìè. Âñòàíîâëåíi îñíîâíi ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó. Çàêëàäåíî îñíîâè äëÿ ïîáóäîâè ñïåêòðàëüíî¨

òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó.

18. Îäåðæàíî óìîâè âiäíîâëåííÿ ÷èñòîãî ñïåêòðàëüíîãî òèïà (÷èñòî òî-

÷êîâîãî, àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî, àáî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî) â ãðàíè-

÷íèõ ðîçïîäiëàõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîìïîçèöi¹þ àëüòåðíàòèâíîãî êîí-

ôëiêòà. Äîâåäåíî, ùî âòðà÷åíèé òî÷êîâèé ñïåêòð ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè ìîæíà

ðåãåíåðóâàòè âèõîäÿ÷è iç ñòàíiâ ç ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì.

Äîâåäåíî, ùî "ìàéæå çàâæäè"ðîçïîäiëè ãðàíè÷íèõ ìið ¹ ÷èñòî ñèíãóëÿðíî

íåïåðåðâíèìè. Îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi ãðàíè÷íèõ ìið ôiêñî-

âàíîìó ñïåêòðàëüíîìó òèïó: ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîìó, ÷èñòî òî÷êî-

âîìó, àáî ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíîìó.

19. Çàïðîïîíîâàíà iíòåðïðåòàöiÿ ÿâèùà âèíèêíåííÿ ñèíãóëÿðíî íåïå-

ðåðâíîãî ñïåêòðà, ÿê ïåðåõiä ñèñòåìè iç ñòàíiâ ç ÷èñòî òî÷êîâèì àáî àáñî-

ëþòíî íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì â ñòàí ç ÷èñòî ñèíãóëÿðíèì ñïåêòîðîì, àíà-

ëîãi÷íèé òðàíñôîðìàöi¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè â ïîëüîâó (ìîæëèâî õâèëüîâó)

ñóáñòàíöiþ.

20. Çíàéäåíi êðèòåðè¨ ÷èñòîòè ñïåêòðó (òî÷êîâîãî, àáñîëþòíî íåïåðåðâ-

íîãî, ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî) ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ éìîâiðíiñíèõ ìið äè-

íàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó.

21. Ïîáóäîâàíi íàéïðîñòiøi âåðñi¨ åêîëîãi÷íî¨ ìîäåëi, ùî îïèñó¹ àëüòåð-

íàòèâíó âçà¹ìîäiþ ìiæ òåìïåðàòóðîþ òà âîëîãiñòþ. Ðîçðîáëåíî íîâèé ìå-

òîä ïåðåäáà÷åííÿ äèíàìiêè ïîøèðåííÿì iíôåêöi¨ â ñåðåäîâèùi áiîëîãi÷íèõ

âèäiâ, ìîäåëü "iíôåêöiÿ-ùåïëåííÿ". Îäåðæàíî êîíêðåòíi êîìï'þòåðíi ãðà-

ôiêè, ùî iëþñòðóþòü ìîäåëi "âîãîíü-âîäà" òà "iíôåêöiÿ-ùåïëåííÿ". Âè-

ÿâëåíî ðÿä ïðèðîäíiõ çàêîíîìiðíîñòåé, ùî çàñëóãîâóþòü íà óâàãó ç òî÷êè

çîðó ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Âñòàíîâëåíî íîâi ìåòîäè äîâåäåííÿ iñíóâà-

ííÿ äîâiëüíèõ ñïåêòðàëüíèõ íîñi¨â ó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ H−2-

êëàñó.
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22. Äîñëiäæóâàëèñü ñïåêòðàëüíi òà ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ñòðóêòóðíî-

ïîäiáíèõ ìið äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó. Çíàéäåíî êðèòåðié âèíèêíåí-

íÿ òî÷êîâîãî ñïåêòðó ïðè êîíôëiêòíié êîìïîçèöi¨ ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèõ

ìið. Îäåðæàíî äèíàìi÷íi õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëåé, ùî îïèñóþòü âçà¹ìî-

äi¨ ìiæ êîíôëiêòíèìè ñèñòåìàìè. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíà ñêëàäíà äèíàìi÷íà

ñèñòåìà, ÿêà ¹ âíóòðiøíüî êîíôëiêòíîþ. Çîâíiøíié êîíôëiêò îïèñó¹òüñÿ

àëüòåðíàòèâíîþ âçà¹ìîäi¹þ íåçíèùåííèõ ñóïðîòèâíèêiâ. Âíóòðiøíié � ìà¹

õàðàêòåð áîðîòüáè ìiæ âçà¹ìíî ïîâ'ÿçàíèìè ïîïóëÿöiÿìè ðiçíèõ áiîëîãi-

÷íèõ âèäiâ (ìîäåëü òèïó "õèæàê-æåðòâà").

23. Ïîáóäîâàíî êîìï'þòåðíèé âàðiàíò òàêî¨ ñèñòåìè â äèñêðåòíîìó ÷àñi.

Îäåðæàíî ðÿä õàðàêòåðíèõ ãðàôiêiâ, ÿêi ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè, çîêðåìà,

ÿê ìiãðàöiþ ðîáî÷î¨ ñèëè òà iíâåñòèöié ìiæ êðà¨íàìè. Ïîáóäîâàíî ðÿä ìî-

äåëåé, ùî îïèñóþòü àëüòåðíàòèâíó êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ ìiæ ïðèðîäíèìè

ñòèõiÿìè òèïó âîäà-âîãîíü, iíôåêöiÿ-àíòèäîò. Çíàéäåíî ÿâíó ìàòåìàòè÷íó

óìîâó óñïiøíîñòi ïðåöåñó êðåäèòóâàííÿ.

24. Íà ïðîñòîði ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið ïîáóäîâàíà íåòðèâiàëüíà ãëî-

áàëüíà ìiðà, äëÿ ÿêî¨ ïiäìíîæèíà ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèõ ìið ¹ ìíîæèíîþ

ïîâíî¨ ìiðè.

25. Äîñëiäæåíî îáåðíåíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ

ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Ïîêàçàíî, ùî äëÿ îïåðàòîðà A òà äîâiëüíîãî

a ∈ R iñíó¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð Ã òàêèé ùî Ã òà A çáiãàþòüñÿ â

ïiäïðîñòîði EA((−∞, a))H i îäíî÷àñíî Ã ìà¹ äîäàòêîâó ñïåêòðàëüíó ãiëêó

íà (−∞, a) äîâiëüíîãî íàïåð çàäàíîãî òèïó. Çîêðåìà, Ã ìîæå ìàòè çàäàíi

ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi â ðåçîëüâåíòíié ìíîæèíi îïåðàòîðà A çëiâà âiä a.

Áiëüø çà òå, äëÿ äîâiëüíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåîðàòîðà T â H iñíó¹ Ã

òàêèé, ùî T ¹ óíiòîðíî åêâiâàëåíòíèì ÷àñòèíi Ã, ÿêà äi¹ ó âiäïîâiäíîìó

iíâàðiàíòíîìó ïiäïðîñòîði.

26. Äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ìið äèíàìi÷íèõ ñè-

ñòåì êîíôëiêòó, ùî ìîäåëþþòü àëüòåðíàòèâíó áîðîòüáó ñóïðîòèâíèêiâ.
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Ïîêàçàíî, ùî òèïîâi òðàåêòîði¨ òàêèõ ñèñòåì çáiãàþòüñÿ äî iíâàðiàíòíèõ

âçà¹ìíî

ñèíãóëÿðíèõ ìið. Äîâåäåíî, ùî ìàéæå çàâæäè ñàìi ãðàíè÷íi ìiðè ¹ ÷èñòî

ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèìè. Çíàéäåíî óìîâè, ïðè ÿêèõ ãðàíè÷íi ìiðè íàëå-

æàòü

ôiêñîâàíîìó ñïåêòðàëüíîìó òèïó: ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîìó, ÷èñòî

òî÷êîâîìó, àáî ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíîìó.

27. Äîñëiäæåíî ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè ñòàíiâ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëi-

êòó àñîöiéîâàíî¨ ç ïàðîþ ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü íåñêií÷åíîãî ðàíãó. Äàíî

îïèñ öèõ ñòàíiâ â òåðìiíàõ íåñêií÷åíèõ äîáóòêiâ ðîçêëàäiâ Õàíà - Æîðäàíà

äèñêðåòíèõ çàðÿäiâ. Âñòàíîâëåíî ïàðàìåòðèçàöiþ îáìåæåíèõ çíèçó ñóïåð-

ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ âèêîðèñòîâóþ÷è øêàëè

ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ H−k A H A Hk, k > 0 . Ïàðàìåòðèçàöiþ îäåðæàíî

â òåðìiíàõ äîïîìiæíèõ îïåðàòîðiâ S, ÿêi äiþòü ç ïîçèòèâíîãî ïðîñòîðó â

íåãàòèâíèé S : Hk → H−k i ¹ òàêèìè, ùî ¨õ ÿäðî KerS ùiëüíå â Hk/2.

28. Âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið íà âiäðiçêó. Ïîêàçàíî,

ùî äîâiëüíà ñòðóêòóðíî ïëäiáíà ìiðà íà [0, 1] ¹ îáðàç-ìiðîþ íåñêií÷åíîãî

ïðÿìîãî äîáóòêó äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äèñêðåòíèõ éìîâiðíiñíèõ ìið.

29. Äîñëiäæåíî ìîäåëü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè, ÿêà îïè-

ñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ òðüîìà ïðèðîäíèìè ñóáñòàíöiÿìè: ïîïóëÿöi¹þ áiîëîãi-

÷íîãî âèäó (æèòòÿ), íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì (ðåñóðñ iñíóâàííÿ), òà íåãà-

òèâíèìè ôàêòîðàìè äëÿ iñíóâàííÿ (iíôåêöiÿ, çëî). Âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü

îñíîâíèõ ôàç ñïiâiñíóâàííÿ ñóáñòàíöié òðiàäè: ñòàíó äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâà-

ãè (ñòàáiëüíî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè), öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, ïåðiîäè÷íî îñöè-

ëþþ÷èõ òðàåêòîðié, òà åâîëþöié áëèçüêèõ äî õàîòè÷íèõ. Íà êîíêðåòíèõ

ìîäåëÿõ ïîêàçàíî iñíóâàííÿ áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ïåðåõîäó ìiæ

ðiçíèìè ôàçàìè.

Ãîëîâíi ðåçóëüòàòè îñòàíüî¨ ðîáîòè ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi ìîäåëåé, ÿêi

äåìîíñòðóþòü íàÿâíiñòü óñiõ îñíîâíèõ ôàç ñïiâiñíóâàííÿ ñóáñòàíöié òèïî-
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âî¨ êîíôëiêòíî¨ òðiàäè: ñòàí äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè (ñòàáiëüíà, íåðóõîìà òî-

÷êà), ôàçà öèêëi÷íîãî àòðàêòîðà (òðàåêòîðiÿ ïóëüñóþ÷î¨ åâîëþöi¨ êîæíî¨

iç ñóáñòàíöié), çîíà áiôóðêàöié, ÿêà ìiñòèòü, çîêðåìà, ìîæëèâiñòü ñêëàäíî¨

ïîâåäiíêè ç ïåðåõîäàìè ìiæ êàñêàäîì öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, íàêiíåöü �

ôàçà êâàçi-õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè. Óñi òàêi ôàçè ñïiâiñíóâàííÿ êîíôëiêòíèõ

ñóáñòàíöié äóæå ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ â ïðèðîäi. Òàê, ðiâíîâàæíèé ñòàí

(íåðóõîìà ñòàáiëüíà òî÷êà) ¹ õàðàêòåðíèì äëÿ ñïiâiñíóâàííÿ ðiçíîãî âèäó

áàêòåðié â æèâié iñòîòi, êîëè íàéíåáåçïå÷íiøi ìiêðîáè iñíóþòü â çäîðîâî-

ìó îðãàíiçìi, àëå íå ïåðåâèùóþòü ïðèïóñòèìî¨ êîíöåíòðàöi¨ i íå âèêëèêà-

þòü ÿâíèõ âiäõèëåíü (çâè÷àéíà äèíàìi÷íà ðiâíîâàãà). Ëèøå äîñèòü çíà-

÷íèé çîâíiøíié âïëèâ çäàòåí ïîðóøèòè òàêèé ñòàí ðiâíîâàãè i ïðèâåñòè äî

ñòâîðåííÿ ïðiîðiòåòó ÿêîìóñü òèïó áàêòåðié, ùî ïðèâîäèòü äî ñèìïòîìiâ

ïåâíî¨ õâîðîáè. Iíøà òèïîâà ôàçà � öèêëi÷íèé àòðàêòîð, ñïîñòåðiãà¹òüñÿ,

íàïðèêëàä, êîëè ñåçîíi (öèêëi÷íi) åïiäåìi¨ ãðèïó îáóìîâëåíi âè÷åðïàííÿì

ïîâíîöiííèõ äæåðåë æèòò¹âèõ ðåñóðñiâ òà çáiëüøåíîþ êîíöåíòðàöi¹þ (ïå-

ðåíàñåëåííÿì) áiîëîãi÷íîãî âèäó â îêðåìèõ ðåãiîíàõ. Öÿ ôàçà õàðàêòåðíà

äëÿ áàãàòüîõ êîëèâàëüíèõ ïðîöåñiâ ïðèðîäè. Çâè÷àéíî, öi ôàçè, ÿê ïåâíi

ñòàíè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòó, âèíèêàþòü â íàøèõ ìîäåëÿõ ëèøå ïðè

ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ âçà¹ìîäi¨. Â ïåðåâàæíié áiëüøîñòi ñèòóàöié

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñêëàäíiøà, ÷àñîì ïðàêòè÷íî õàîòè÷íà ïîâåäiíêà ñèñòåìè.

Óñå öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâèíóòèé òóò ïiäõiä i ïîáóäîâàíà òåîðiÿ ìîæóòü áóòè

çàñòîñîâàíèé ÿê iíñòðóìåíò äîñëiäæåííÿ êîíêðåòíèõ êîíôëiêòíèõ çàäà÷ ç

òðüîìà êîíôëiêòóþ÷èìè îïîíåíòàìè.

30. Çàêëàäåíî îñíîâè òåîði¨ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷èñëåííîþ (ñêií-

÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ) êiëüêiñòþ ïëàñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi¨ ó ëîêàëü-

íî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði. Ïiä êîíäåíñàòîðîì ðîçóìi¹òüñÿ ç÷èñëåííèé, ëî-

êàëüíî ñêií÷åííèé íàáið äîâiëüíèõ ìíîæèí, êîæíié ç ÿêèõ ïðèïèñàíî çíàê

+1 àáî −1 òà çàìèêàííÿ ïëàñòèí ïðîòèëåæíîãî çíàêó âçà¹ìíî íå ïåðåòè-

íàþòüñÿ. Äîñëiäæåííÿ áóëè ìîòèâîâàíi òèì äîáðå çíàíèì ôàêòîì, ùî ó
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íåêîìïàêòíîìó âèïàäêó îñíîâíà âàðiàöiéíà çàäà÷à òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ì-

íîñòåé êîíäåíñàòîðiâ ¹, âçàãàëi êàæó÷è, íåðîçâ'ÿçíîþ i öåé ôåíîìåí ìà¹

ìiñöå íàâiòü çà âåëüìè ïðèðîäíèõ ïðèïóùåíü (ñêàæiìî, äëÿ ÿäåð Íüþòî-

íà, Ãðiíà àáî Ðiññà â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði òà çàìêíóòèõ äâîõïëàñòèííèõ

êîíäåíñàòîðiâ). Òîìó áóëî âàæëèâî çíàéòè ïîñòàíîâêè âàðiàöiéíèõ çàäà÷,

äóàëüíèõ äî îñíîâíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (i ÿêi, îòæå, ìîãëè á ñëóãóâàòè íî-

âèìè åêâiâàëåíòíèìè îçíà÷åííÿìè ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ), àëå âæå çàâ-

æäè ðîçâ'ÿçíèõ � ñêàæiìî, íàâiòü äëÿ íåçàìêíåíèõ êîíäåíñàòîðiâ.

Äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðî-

ñòîði, ùî çàäîâîëüíÿ¹ âiäîìó óìîâó B. Fuglede óçãîäæåíîñòi ìiæ ñèëüíîþ

òà øèðîêîþ òîïîëîãiÿìè íàä ïðîñòîðîì ìið Ðàäîíà çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ,

çàäà÷i ç áàæàíèìè âëàñòèâîñòÿìè ïîñòàâëåíî òà ðîçâ'ÿçàíî. �õíi ðîçâ'ÿçêè

ïðèâîäÿòü äî ïðèðîäíîãî óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨

ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ. Äàíî îïèñ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ¨õíiõ

ïîòåíöiàëiâ òà âiäïîâiäíèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò, âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi ¨õ

¹äèíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi, âèäiëåíî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi.

Òàêi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè òà ïðåäñòàâëÿþòü iíòåðåñ íàâiòü äëÿ êîíäåí-

ñàòîðiâ çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí, ùî ðàíiøå âæå äîñëiäæóâàëèñÿ â

ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði. Îäíàê ç òîþ æ ñàìîþ çàãàëüíiñòþ àíàëîãi÷íó òå-

îðiþ áóëî ïîáóäîâàíî äëÿ êîíäåíñàòîðiâ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí.

Öå âèìàãàëî îñìèñëåííÿ âiäïîâiäíèõ ïîíÿòü íåñêií÷åííîìiðíèõ âåêòîðíèõ

ìið, âèçíà÷åííÿ íàëåæíèì ÷èíîì ¨õ åíåðãié i ïîòåíöiàëiâ òà ðîçâèòêó íîâèõ

åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ.

31. Çàïðîïîíîâàíî òà îáãðóíòîâàíî íîâi åôåêòèâíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåêîìïàêòíèìè êëàñàìè

íåñêií÷åííîìiðíèõ âåêòîðíèõ ìið Ðàäîíà, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåíñàòîðàìè.

Äëÿ ïîäîëàííÿ òðóäíîùiâ, âèêëèêàíèõ íåñêií÷åííîþ ðîçìiðíiñòþ âåêòîð-

íèõ ìið òà ¨õ øèðîêîþ íåêîìïàêòíiñòþ, ðîçðîáëåíî ïðèíöèïîâî íîâèé ïiä-

õiä ó ïîðiâíÿííi ç ðàíiøå âiäîìèìè, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà âïðîâàäæåííi íàä
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âåêòîðíèìè ìiðàìè íàëåæíèõ ìåòðè÷íèõ ñòðóêòóð òà ìà¹ ó ñâî¨é îñíîâi

íàñòóïíi äâi äîâåäåíi ó çâiòíèé ïåðiîä òåîðåìè. Ïåðøà ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà ìíîæèíà âñiõ íåñêií÷åííîìiðíèõ âå-

êòîðíèõ ìið Ðàäîíà, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåíñàòîðîì, óòâîðþ¹ íàïiâìåòðè-

÷íèé ïðîñòið, içîìåòðè÷íèé äî íàëåæíèì ÷èíîì âèçíà÷åíîãî íàïiâìåòðè-

÷íîãî ïðîñòîðó ñêàëÿðíèõ ìið. Äðóãà òåîðåìà âèäiëÿ¹ òîïîëîãi÷íi ïiäïðî-

ñòîðè íàïiâìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó íåñêií÷åííîìiðíèõ âåêòîðíèõ ìið, ÿêi çà

ïåâíèõ âåëüìè çàãàëüíèõ ïðèïóùåíü âèÿâëÿþòüñÿ ïîâíèìè, à iíäóêîâàíà

íà íèõ ñèëüíà òîïîëîãiÿ ñèëüíiøîþ íiæ øèðîêà.

32. ßê ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ åêñòðå-

ìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä íåñêií÷åííîìiðíèìè âåêòîðíèìè ìiðà-

ìè Ðàäîíà, çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i ïðî ìiíiìóì åíåð-

ãié âåêòîðíèõ ìið, àñîöiéîâàíèõ ç íåêîìïàêòíèì êîíäåíñàòîðîì ç íåñêií-

÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí.

33. Âèâ÷åíî çàäà÷ó Ãàóññà ïðî ìiíiìóì åíåðãié ç âåðõíiìè êðàéîâèìè

óìîâàìè çà íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî ïîëÿ f , äå ìiíiìóì ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàä

êëàñîì óñiõ äîäàòíèõ ìið Ðàäîíà, ùî çîñåðåäæåíi íà çàäàíié íåêîìïàêòíié

çàìêíåíié ìíîæèíi Σ i çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi íîðìóâàííÿ òà êðàéîâi óìî-

âè. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, âèâ÷åíî

âëàñòèâîñòi ¨¨ íåïåðåðâíîñòi ó øèðîêié òà ñèëüíié òîïîëîãiÿõ, êîëè êðà-

éîâi óìîâè òà ìíîæèíà Σ çìiíþþòüñÿ îäíî÷àñíî, äàíî îïèñ f -âàãîâîãî

ïîòåíöiàëó ðiâíîâàæíî¨ ìiðè òà âèäiëåíî éîãî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâî-

ñòi. Òàêi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè íàâiòü äëÿ êëàñè÷íèõ ÿäåð, ùî iñòîòíî äëÿ

çàñòîñóâàíü ó êîíñòðóêòèâíié òåîði¨ ôóíêöié òà äî çàäà÷ iíäóñòðiàëüíî¨

ìàòåìàòèêè.

34. Ñóìiñíî ç G. Of òà W.L. Wendland, â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði ðîçìiðíî-

ñòi n > 3 äàíî êîíñòðóêòèâíèé òà ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i

Ãàóññà ïðî ìiíiìóì âàãîâèõ íüþòîíîâèõ åíåðãié áîðåëåâèõ ìið, àñîöiéîâà-

íèõ ç êîíäåíñàòîðîì (Γ1,Γ2). Òóò Γ1,Γ2 � êîìïàêòíi (n− 1)-ðîçìiðíi ìíî-
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ãîâèäè áåç êðàþ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ.

Öå ñòàëî ìîæëèâèì äÿêóþ÷è òåîðåìi ïðî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i Ãàóññà

ïåâíié çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà�Ñëîáîäåöüêîãî H−1/2(Γ), äå

Γ := Γ1 ∪ Γ2.

Îòðèìàíi çà çâiòíèé ïåðiîä ðåçóëüòàòè âèêëàäåíî â ðîáîòàõ [61]�[85].

35. Äîâåäåíà òåîðåìà ïðî iñíóâàííÿ i àñèìïòîòè÷íó ôîðìó îáåðòàþ÷î¨

ñòðóêòóðè, ïîðîäæåíî¨ iç ñòàöiîíàðíîãî ïðîñòîðîâî-îäíîðiäíîãî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i ïîáóäîâè öåíòðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ äëÿ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíî-

ñíî ãðóïè îáåðòàííÿ êîëà.

36. Ðîçãëÿíóòà ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñó-

þòü äèíàìiêó äâîõ âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ îäíîìîäîâèõ íàïiâïðîâiäíèêîâèõ ëà-

çåðiâ. Çîêðåìà, âèâ÷àþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü àìïëiòóäíié ñèí-

õðîíiçàöi¨. Ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíà òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ óòâîðþ¹ â ôàçîâîìó

ïðîñòîði

òðèâèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä. Äîñëiäæóâàëàñü ñòiéêiñòü òðà¹êòîðié

íà öüîìó ìíîãîâèäi ÿê ó òàíãåíöiàëüíîìó, òàê i òðàíñâåðñàëüíîìó äî íüîãî

íàïðÿìêàõ. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü íà ìíîãîâèäi, ùî ñèíõðîíiçîâàíi çà àìïëiòóäîþ.

Çà ðåçóëüòàòàìè äîñëiäæåííÿ áóëî îïóáëiêîâàíî 38 ðîáiò ç íèõ â iíî-

çåìíèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ� 16, ó âiò÷èçíÿíèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ� 15, â

ïðåïðèíòàõ� 7. 5 ðîáiò ïðèéíÿòî äî äðóêó. Çðîáëåíî 25 äîïîâiäåé íà ìiæíà-

ðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ. Â òåçàõ êîíôåðåíöié îïóáëiêîâàíî 25 ðåôåðàòiâ(òåç).

Çàõèùåíî 2 êàíäèäàòñüêi äèñåðòàöi¨ i ïiäãîòîâëåíà äî çàõèñòó 1 êàíäèäàò-

ñüêà äèñåðòàöiÿ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè âèêëàäåíi ó íàñòóïíèõ 7-ìè

ðîçäiëàõ.
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1 Ïîáóäîâà ðiâíîâàæíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ñòàíiâ,

ùî âiäïîâiäàþòü ñèíãóëÿðíèì âçà¹ìîäiÿì.

1.1 Åâêëiäîâi ñòàíè êâàíòîâèõ êðèñòàëiâ.

� çàãàëüíîïðèéíÿòèì, ùî äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiçíèõ ôiçè÷íèõ ÿâèù â êâàí-

òîâèõ êðèñòàëàõ òðåáà äîñëiäæóâàòè íåñêií÷åííó ñèñòåìó âçà¹ìîäiþ÷èõ

àíãàðìîíiéíèõ îñöèëÿòîðiâ, ÿêi ðîçòàøîâàíi ó âóçëàõ ν-âèìiðíî¨ ãðàòêè

Zν. Ôîðìàëüíèé Ãàìiëüòîíiàí òàêî¨ ñèñòåìè (ó âèïàäêó äâîõ-÷àñòèíêîâî¨

âçà¹ìîäi¨) ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

H = − ~2

2m

∑
j∈Zν

∆j +
∑
j∈Zν

W (qj) +
J

2

∑
i,j∈Zν ,i 6=j

Q(qi, qj)−
∑
j∈Zν

hqj, (1)

äå m öå ìàñà ÷àñòèíêè-îñöèëÿòîðà,∆j; öå îïåðàòîð Ëàïëàñà, ùî âiäïî-

âiäà¹ êiíåòè÷íié åíåðãi¨ ÷àñòèíêè, ÿêà ìîæå ðóõàòèñü (êîëèâàòèñü) ó d-

âèìiðíîìó

(d ≤ ν) åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rd. Âií âèçíà÷åíèé â îäíî-÷àñòèíêîâîìó

Ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði L2(Rd, dq), äå dq öå ìiðà Ëåáåãà. Ó âèïàäêó êîëè

d < ν êðèñòàë íàçèâàþòü ïîëÿðèçîâàíèì. Ãàìiëüòîíiàíó (9) íå ìîæíà íà-

äàòè ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñåíñó, áî ñóìóâàííÿ â (9) âåäåòüñÿ ïî âñié

íåñêií÷åííié ãðàòöi Zν. Äëÿ òîãî, ùîá ñòðîãî âèçíà÷èòè ìàòåìàòè÷íó ïðî-
áëåìó ñïåðøó ðîçãëÿäàþòü ëîêàëüíi ãàìiëüòîíiàíè

HΛ = HΛ
0 + V Λ, (2)

äå

HΛ
0 = − 1

2m

∑
j∈Λ

∆j +
1

2
a
∑
j∈Λ

q2
j +

J

4

∑
〈i,j〉ßΛ

(qi − qj)2 + CΛ, (3)

öå Ãàìiëüòîíiàí ãàðìîíiéíî¨ ñèñòåìè, à V Λ îïèñó¹ àíãàðìîíiéíó âçà¹ìîäiþ

i ôàêòè÷íî çàäà¹ ìîäåëü, â ðàìêàõ ÿêî¨ âèâ÷à¹òüñÿ ïðîáëåìà. Ãàìiëüòîíiàí
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(9) çàäà¹òüñÿ â ëîêàëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

HΛ =
⊗
j∈Λ

L2(Rd, dqj) ' L2(Rd|Λ|, dqΛ),

dqΛ =
∏
j∈Λ

dqj,

Ñòàí ñèñòåìè îïèñóþòü ëîêàëüíèìè Ãiááñîâèìè ñòàíàìè½ ÿêi äëÿ ñêií÷åí-

íî¨ òåìïåðàòóðè T > 0 (àáî β = (kT )−1)âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

ρβΛ(A) =
Tr(Ae−βHΛ)

Zβ(Λ)
, β =

1

kBT
, (4)

äå Zβ(Λ) = Tre−βHΛ i A ∈ L(HΛ)- àëãåáðà îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ â HΛ,

ùî âiäïîâiäàþòü ñïîñòåðåæóâàíèì âåëè÷èíàì ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè. Îñíîâíà

ìàòåìàòè÷íà ïðîáëåìà ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi ìåòîäiâ äëÿ ïîáóäîâè ñòàíiâ

íåñêií÷åííèõ ñèñòåì, òîáòî äîñëiäæåííþ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi ëîêàëü-

íèõ ãiááñîâèõ ñòàíiâ

ρβ(A) = lim
Λ↗Zν

ρβΛ(A). (5)

Îñíîâíèì òåõíi÷íèì ïðèéîìîì, ùî äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè òåõíiêó, ùî

çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðè äîñëiäæåííi êëàñè÷íèõ ñèñòåì ¹ ïðåäñòàâëåííÿ ñëiäó ó

ôîðìóëi (4) çà äîïîìîãîþ ôóíêöiîíàëüíèõ iíòåãðàëiâ âèäó:

ρβΛ(
n∏
l=0

A
(l)
tl ) =

∫ n∏
l=0

A(l)(φΛ(tl))dµ
Λ(φ) := 〈

n∏
l=0

A(l)(·)〉µΛ, (6)

äå

A =
n∏
l=0

A
(l)
tl = A

(0)
0 e−t1HΛA

(1)
0 e−(t2−t1)HΛ . . . e−(tn−tn−1)HΛA

(n)
0 etnHΛ, (7)

à îïåðàòîðè A(k)
0 , k = 0, ..., n ¹ îïåðàòîðàìè ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ

(A0f)(xΛ) = A(xΛ)f(xΛ). (8)

Ìiðà µΛ áóäó¹òüñÿ ÿê çáóðåííÿ óìîâíèõ ìið Âiíåðà, ùî çîñåðåäæåíi íà

ïðîñòîðàõ íåïåðåðâíèõ "áðîóíiâñüêèõ ìîñòiâ".
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Ó ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ [57], [3]�[5] âèâ÷àëàñü êðèòè÷íà ïîâåäiíêà êâàíòî-

âèõ êðèñòàëiâ ó ðåæèìi âåëèêèõ êâàíòîâèõ ôëóêòóàöié äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ

ìîäåëåé. Òàêó ïîâåäiíêó ìîæíà ìîäåëþâàòè ïàðàìåòðîì, ùî âiäïîâiäà¹

ìàñi îñöèëÿòîðiâ. Âèÿâèëîñü, ùî ïðè çìåíøåííi ìàñè ÷àñòèíîê äî äåÿêî-

ãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ó ñèñòåìi çíèêàþòü ñòðóêòóðíi ôàçîâi ïåðåõîäè

íàâiòü ïðè òåìïåðàòóðàõ, ùî íàáëèæàþòüñÿ äî àáñîëþòíîãî íóëÿ T ≈ 0.

Äåÿêi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè ïî äàíié ïðîáëåìi áóëè âiäîìi i ðàíiøå(äèâ.,

íàïðèêëàä ðîáîòó [57], àëå îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò ïðî ¹äèíiñòü Ãiááñîâîãî

ñòàíó (à çíà÷èòü âiäñóòíiñòü áóäü-ÿêî¨ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè) áóâ îòðèìàíèé

ó ðîáîòàõ [3]�[5] äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ àíãàðìîíiéíèõ âçà¹ìîäié i â ðîáîòi [53]

äëÿ íåïîëiíîìiàëüíîãî àíãàðìîíiéíîãî ïîòåíöiàëó ç äâîìà ìiíiìóìàìè:

V (q) =
1

2
a2 + b e−δq

2/2, b ≥ 0, δ ≥ 0, q ∈ Rd. (9)

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè [53] ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíîþ òåîðåìîþ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñèñòåìè êâàíòîâèõ ÷àñòèíîê ç ãàìiëüòîíiàíîì (2), (3),

(9) iñíó¹ äîñòàòíüî ìàëà ìàñà m∗ òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ 0 < m < m∗

ñëàáêà ãðàíèöÿ ìiðè (6)

lim
Λ↗Zν

µΛ(·) = µ(·), (10)

iñíó¹, i µ ¹ ¹äèíîþ íà ïðîñòîði (Ωβ̂,Zν , Σβ̂,Zν) ó ìíîæèíi ìið ïîìiðíîãî

ðîñòó, äëÿ âñiõ çíà÷åíü T > 0. Äëÿ T = 0 ãðàíèöÿ (10) òàêîæ iñíó¹, àëå

íå ¹ åâêêëiäîâîþ ãiááñîâîþ ìiðîþ. Ãðàíè÷íà ìiðà âiäïîâiäà¹ êâàíòîâîìó

ñòàíó íà àëãåáði A0, ÿêèé ìîæå áóòè íåïåðåðâíî ïîøèðåíèé íà àëãåáðó

óñiõ ëîêàëüíèõ ñïîñòåðåæåâàíèõ A.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ãðóíòó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi íîâèõ êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ

äëÿ ñòàíiâ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (4). Ïîáóäîâà òàêèõ ðîçêëàäiâ i

äåòàëüíå äîâåäåííÿ òåîðåìè âèêëàäåíî â ðîáîòi [53].
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1.2 Ðiâíîâàæíi ñòàíè, ùî âiäïîâiäàþòü ñèñòåìàì ç áàãàòî÷à-

ñòèíêîâèì ñèíãóëÿðíèì ïîòåíöiàëîì.

Îäíèì ç íàéáiëüø ôóíäàìåíòàëüíèõ îá'¹êòiâ â êëàñè÷íié ñòàòèñòè÷íié ìå-

õàíiöi ¹ ìiðà Ãiááñà. Öå éìîâiðíiñíà ìiðà, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ îá÷èñëþþòüñÿ

ñåðåäíi ôiçè÷íèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí: åíåðãi¨, ÷èñëà ÷àñòèíîê, ãó-

ñòèíè, òîùî. Ïîáóäîâà ìiðè Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì âçà¹ìîäiþ÷èõ

÷àñòèíîê ¹ ñêëàäíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ïðîáëåìîþ. Äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

íåâçà'¹ìîäiþ÷èõ òîòîæíèõ òî÷êîâèõ ÷àñòèíîê (êëàñè÷íèé iäåàëüíèé ãàç)

ìiðà Ãiááñà çáiãà¹òüñÿ ç äîáðå âèâ÷åíîþ ìiðîþ Ïóàññîíà. Ó âèïàäêó âçà-

¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê ìiðà Ãiááñà ¹, ôàêòè÷íî, "çáóðåííÿì"ìiðè Ïóàññîíà.

Êîëè ñèñòåìà ñêií÷åííà, òàêå çáóðåííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó ÿâíîìó âèãëÿ-

äi, òîáòî ìiðà Ãiááñà ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ìiðè Ïóàññîíà.

Âiäïîâiäíà ùiëüíiñòü, ùî ¹ ïîõiäíîþ Ðàäîíà-Íiêîäiìà, âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

ïîòåíöiàë âçà'¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè. Êîëè æ âîíà íåñêií÷åííà, òàêó ñõå-

ìó ïîáóäîâè Ãiááñîâî¨ ìiðè íå ìîæíà çàñòîñîâóâàòè, áî íå iñíó¹ âiäïîâiäíî¨

ùiëüíîñòi.

Ç òî÷êè çîðó ôiçè÷íèõ çàñòîñóâàíü ñåðåäíi ñïîñòåðåæóâàëüíèõ âåëè÷èí

çðó÷íiøå âèðàæàòè ÷åðåç òàê çâàíi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨, îçíà÷åííÿ ÿêèõ

ïîäàíî òðîõè íèæ÷å. Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ çàëåæàòü âiä ñêií÷åííîãî ÷èñëà

çìiííèõ i, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ðîçðiäæåíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì ìîæóòü

áóòè ðîçðàõîâàíi ïî òåîði¨ çáóðåíü. Êîæíié ìiði Ãiááñà âiäïîâiäà¹ íåñêií-

÷åííà ïîñëiäîâíiñòü êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié i íàâïàêè, ÿêùî íåñêií÷åííà

ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíèì óìîâàì, òî òàêié ïîñëiäîâíîñòi

âiäïîâiäà¹ ìiðà Ãiááñà. Öÿ âiäïîâiäíiñòü äîçâîëÿ¹ çâåñòè ïðîáëåìó ïîáóäî-

âè ìiðè Ãiááñà äî ïðîáëåìè ïîáóäîâè ïîñëiäîâíîñòi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié.

Âèçíà÷èìî ñïåðøó ïðîñòið êîíôiãóðàöié, ÿêèé âèçíà÷à¹ ïîëîæåííÿ ÷à-

ñòèíîê íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè. Íåõàé Rd öå d - âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið.

×åðåç B(Rd) ìè ïîçíà÷èìî ñiì'þ âñiõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí â Rd. ×åðåç

Bc(Rd) áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèñòåìó âñiõ îáìåæåíèõ ìíîæèí ç B(Rd).
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Âèçíà÷èìî ïðîñòið êîíôiãóðàöié â Rd ÿê ìíîæèíó ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ

ïiäìíîæèí

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣ |γ ∩ Λ| <∞, äëÿ âñiõ Λ ∈ Bc(Rd)
}
, (11)

äå |A| := cardA öå êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè A.

Äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N0 := N ∪ {0} âèçíà÷èìî òàêîæ ïðîñòið ñêií÷åííèõ

êîíôiãóðàöié Γ0:

Γ0 =
⊔
n∈N0

Γ(n), Γ(n) := {η ⊂ Rd | |η| = n}. (12)

Ïðîñòið ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈ Bc(Rd) ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç ΓΛ:

ΓΛ :=
{
γ ∈ Γ0| γ ⊂ Λ, Λ ∈ Bc(Rd)

}
, (13)

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè íåñêií÷åííó ñèñòåìó òî÷êîâèõ

òîòîæíèõ ÷àñòèíîê, ùî âçà¹ìîäiþòü çà äîïîìîãîþ áàãàòî÷àñòèíêîâîãî ïî-

òåíöiàëó V , ÿêèé çàäà¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ ïîñëiäîâíiñòþ p - ÷àñòèíêîâèõ

ïîòåíöiàëiâ:

V = (0, 0, V2(x1, x2), V3(x1, x2, x3), ..., Vp(x1, ..., xp), ...) (14)

Ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ó öüîìó ðîçäiëi ¹ îòðèìàííÿ ðiâíîìiðíèõ îöiíîê íà

ñiì'þ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(η), ÿêi äîçâîëÿþòü äîâåñòè iñíóâàííÿ ìiðè

Ãiááñà.

Âèðàç äëÿ ìiðè Ãiááñà ó ñêií÷åííîìó îá'¹ìi ó âèïàäêó âåëèêîãî êàíîíi-

÷íîãî àíñàìáëþ ìà¹ âèãëÿä:

µΛ(dγ) =
1

ZΛ(z, β)
e−βU(γ)λzσ(dγ), (15)

äå

ZΛ(z, β) =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (16)
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à iíòåãðàë çà ìiðîþ λzσ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

∫
ΓΛ

F (γ)λσ(dγ) =
∞∑
N=0

1

N !

∫
Λ

· · ·
∫

Λ

FN(x1, ..., xN)σ(dx1) · · ·σ(dxN). (17)

Äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ ΓΛ êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ, ùî âiäïîâiäà¹

ìiði (15),(16) ìà¹ âèãëÿä:

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ(z, β)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ). (18)

Îòæå ïîáóäîâó ãiááñiâñüêî¨ ìiðè íà íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöiÿõ Γ ìî-

æíà çâåñòè äî ïîáóäîâè ñiì'¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρ(η) íà ïðîñòîði ñêií-

÷åííèõ êîíôiãóðàöié η ∈ Γ0. Îñòàííÿ ïðîáëåìà çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ

òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi Λ↗ Rd ó âèðàçi (18).

Ùîá âèêîíàòè öåé ïåðåõiä òðåáà íàêëàñòè äîäàòêîâi óìîâè íà ïîâíó

åíåðãiþ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ ΓΛ òà åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ äâîõ êîíôiãó-

ðàöié η, γ ∈ ΓΛ. Òàêèìè óìîâàìè ¹ íàäñòiéêiñòü âçà¹ìîäi¨ òà ðåãóëÿðíiñòü

çíèçó. Ùîá âèçíà÷èòè öi ïîíÿòòÿ ââåäåìî ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rd íà åëåìåí-

òàðíi d-êóáèêè.

Íåõàé ∆a - öå ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rd íà êóáèêè ∆a(r) ç ðåáðîì a > 0 i

öåíòðîì â òî÷öi ar, r ∈ Zd:

∆a(r) = {x ∈ Rd | a(ri − 1/2) ≤ xi < a(ri + 1/2)}. (19)

Ìè áóäåìî ïèñàòè ∆ çàìiñòü ∆a(r), ÿêùî ïî êîíòåêñòó áóäå çðîçóìiëî, ïðî

ÿêèé êóáèê éäåòüñÿ ìîâà. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìè â öié ðîáîòi áó-

äåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè òi ìíîæèíè Λ ∈ Bc(Rd), ÿêi ¹ îá'¹äíàííÿì êóáèêiâ

∆a(r).

Îçíà÷åííÿ 1. Âçà¹ìîäiÿ U íàçèâà¹òüñÿ íàäñòiéêîþ ("superstable"çà Ðþ-

åëåì) (SS), ÿêùî iñíóþòü êîíñòàíòè A > 0, B ≥ 0 òà ðîçáèòòÿ ∆a0
,
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òàêi ùî

U(η) ≥
∑

∆∈∆a0

(A|η∆|2 −B|η∆|), äëÿ âñiõ η ∈ Γ0. (20)

Îçíà÷åííÿ 2. Âçà¹ìîäiÿ U íàçèâàåòüñÿ ðåãóëÿðíîþ çíèçó (LR), ÿêùî

iñíó¹ ñïàäíà ïîçèòèâíà ôóíêöiÿ Ψ íà N0 òàêà ùî∑
r∈Zd

Ψ(|r|) < ∞, (21)

à åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ W (η; γ) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

W (η; γ) ≥ −1

2

∑
r,s∈Zd

Ψ(|r − s|)(|η∆a0
(r)|2 + |γ∆a0

(s)|2) (22)

äëÿ âñiõ η, γ ∈ Γ0.

Ïðîáëåìà iñíóâàííÿ ãiááñîâîãî ñòàíó òiñíî ïîâÿçàíà iç âñòàíîâëåííÿì

ðiâíîìiðíèõ îöiíîê íà êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ â îáìåæåíîìó îá'¹ìi. Äëÿ ïî-

òåíöiàëiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (123)�(129), òàêi îöiíêè áóëè âïåðøå

îòðèìàíi â ðîáîòi Ðþåëÿ [54]:

ρΛ(η) ≤ ξ|η|, η ∈ ΓΛ, (23)

äå ξ íå çàëåæèòü âiä Λ.

Ðiâíîìiðíi îöiíêè íà ñèñòåìó êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié äîçâîëÿþòü ïîáó-

äóâàòè ñiì'þ íîðìîâàíèõ, ïîïàðíî óçãîäæåíèõ ùiëüíîñòåé ðîçïîäiëiâ, ÿêi

âèçíà÷àþòü ìiðó Ãiááñà íà íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöiÿõ Γ (äèâ. òàêîæ [54]).

Â ðîáîòàõ [49, 52] áóëè îòðèìàíi óçàãàëüíåííÿ îöiíîê Ðþåëÿ [54] äëÿ

äâî÷àñòèíêîâèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨, à â ðîáîòi [42] äëÿ áàãàòî÷àñòèíêî-

âèõ ïîòåíöiàëiâ ç îáìåæåíèì ðàäióñîì äi¨:

ρΛ(η) ≤ ξ|η|e−
1
2U

+(η), η ∈ ΓΛ. (24)

Â ðîáîòi [48] îñòàííié ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíèé íà áàãàòî÷àñòèíêîâi ïîòåí-

öiàëè ç íåñêií÷åííèì ðàäióñîì äi¨. Ñïèðàþ÷èñü íà äåÿêi àðãóìåíòè ðîáîòè
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[31], îöiíêó (24) i òåîðåìó Ïðîõîðîâà â ðîáîòi [42] âäàëîñü îòðèìàòè äóæå

ïðîñòå i åëåãàíòíå äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî ñiì'ÿ ìið{
µΛ | Λ ∈ Bc(Rd)

}
,

ÿêi âiäïîâiäàþòü ñiì'¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρΛ(η) ¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ,

ùî, â ñâîþ ÷åðãó, çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ ïðèíàéìíi îäíi¹¨ ãðàíè÷íî¨ ìiðè

µ. Ó ðîáîòi [42] áóëî òàêîæ äîâåäåíî, ùî µ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ãåîðãii-

Íãóéåíà-Öåññiíà, òîáòî µ ∈ GV (z, β), äå GV (z, β) öå ìíîæèíà óñiõ ñòàíiâ

Ãiááñà, ùî âiäïîâiäàþòü ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ V òà òåðìîäèíàìi÷íèì ïàðà-

ìåòðàì z, β. Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. ([42]) Íåõàé ïîòåíöiàë V ¹ òàêèì, ùî ñiì'ÿ êîðåëÿöiéíèõ

ôóíêöié ρΛ(η) çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (24). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ β, z > 0 iñíó¹

ïðèíàéìíi îäèí ñòàí Ãiááñà, òîáòî

GV (z, β) 6= ∅.

Ó ðîáîòi Ðþåëÿ [54] ðiâíîìiðíi îöiíêè áóëè îòðèìàíi äëÿ ïîòåíöiàëiâ, ÿêi

çàáåçïå÷óâàëè óìîâó íàäñòiéêîñòi (123) òà óìîâó ðåãóëÿðíîñòi çíèçó (129).

Äëÿ ïàðíèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨ öi óìîâè ìîæíà çàáåçïå÷èòè. Àëå äëÿ

áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ïîòåíöiàëiâ (14) çàãàëüíîãî âèãëÿäó óìîâó ðåãóëÿðíîñòi

çíèçó (129) äîâåñòè ìàáóòü íå ìîæëèâî, çà âèíÿòêîì ÿêèõîñü îñîáëèâèõ

óìîâ (íàïðèêëàä ïîçèòèâíîñòi) íà p - ÷àñòèíêîâi ïîòåíöiàëè ïðè p ≥ 3.

Òîìó ìåòîä, ÿêèé áóâ ðîçðîáëåíèé â ðîáîòàõ [49], [48] ¹ ïîêè ùî ¹äèíèì

òåõíi÷íèì iíñòðóìåíòîì, ÿêèé äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè íåîáõiäíi îöiíêè.

Óìîâè íà áàãàòî÷àñòèíêîâèé ïîòåíöiàëè âçà¹ìîäi¨

Ðîçãëÿíåìî áàãàòî÷àñòèíêîâèé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ çàãàëüíîãî òèïó, ÿêèé

âèçíà÷à¹òüñÿ ñiì'¹þ p - ÷àñòèíêîâèõ ïîòåíöiàëiâ Vp : (Rd)⊗p → R,
p ≥ 2. Íà ñiì'þ ïîòåíöiàëiâ V := {Vp}p≥2 ìè áóäåìî íàêëàäàòè íàñòóïíi

óìîâè:

B1. Íåïåðåðâíiñòü.
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Vp ∈ C((̃Rd)⊗p), p ≥ 2,

äå

(̃Rd)⊗n =
{

(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)⊗n
∣∣ xk 6= xl ïðè k 6= l

}
.

B2. Ñèìåòðè÷íiñòü. Äëÿ äîâiëüíîãî p ≥ 2, äîâiëüíèõ (x1, ..., xp) ∈
Rd)⊗p i äîâiëüíî¨ ïåðåñòàíîâêè π ÷èñåë {1, . . . , p}

Vp(x1, ..., xp) = Vp(xπ(1), ..., xπ(p)).

B3. Òðàíñëÿöiéíà iíâàðiàíòíiñòü. Äëÿ äîâiëüíîãî p ≥ 2, äîâiëüíèõ

(x1, ..., xp) ∈ (Rd)⊗p i äîâiëüíîãî b ∈ Rd

Vp(x1, ..., xp) = Vp(x1 + b, ..., xp + b).

Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ0 âèçíà÷à¹òüñÿ ôîð-

ìóëîþ (??).

Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó ïàðíîãî ïîòåíöiàëó âèçíà÷èìî äëÿ êîæíîãî

p ≥ 2 äîäàòíi òà âiä'¹ìíi ÷àñòèíè:

Vp = V +
p − V −p , (25)

äå

V +
p := max{0, Vp}, V −p := −min{0, Vp}. (26)

Ó âèïàäêó ïàðíîãî ïîòåíöiàëó ç òåõíi÷íèõ ìiðêóâàíü, ÿêi áóëè âèêîðèñòàíi

ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.2 ðîáîòè [49], ìè áóäóâàëè äîäàòêîâå ðîçáèòòÿ

ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨. Çà äîïîìîãîþ òàêîãî ðîçáèòòÿ åíåðãiÿ äîâiëüíî¨

êîíôiãóðàöi¨ Γ ∈ Γ0 ïðåäñòàâëÿëàñü ó âèãëÿäi äåÿêî¨ äîäàòíî¨ ÷àñòèíè i

åíåðãi¨, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ñòiéêîñòi. Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçáèòòÿ òàêîãî

òèïó ìè çàïèøåìî ó âèãëÿäi äîäàòêîâî¨ óìîâè, ÿêà ãàðàíòó¹ íàäñòiéêiñòü

ïîâíî¨ åíåðãi¨ U(γ).
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B4. Íàäñòiéêiñòü. Äëÿ äîâiëüíîãî p ≥ 2 ïîòåíöiàë Vp ìîæå áóòè

ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi:

Vp = Ṽ +
p + V (st)

p , V (st)
p = V

+
+ V −p , (27)

Ṽ + := (Ṽ +
p )p≥2 V (st) := (V (st)

p )p≥2,

äå Ṽ +
p + V

+
= V +

p , à V
(st)
p , p ≥ 2 çàáåçïå÷ó¹ ñòiéêiñòü ïîâíî¨ åíåðãi¨

âçà¹ìîäi¨, ïîáóäîâàíî¨ çà ïîòåíöiàëîì V (st), òîáòî

U (st)(η) = UV (st)(η) ≥ −B|η|. (28)

Ùîá ñôîðìóëþâàòè óìîâè íà ïîòåíöiàëè Vp, ââåäåìî äåÿêi äîïîìiæíi

êîíñòðóêöi¨. Íåõàé p ≥ 2 òà N ∈ N. Äëÿ äîâiëüíîãî îá'¹äíàííÿ XN :=

∪Nj=1∆j êóáèêiâ ç ðîçáèòòÿ ∆a (äèâ. (19) i äîâiëüíîãî ε ≥ 0 âèçíà÷èìî òàêi

âåëè÷èíè:

Ik1,...,kN
p (∆1; ...; ∆N) := sup

x
(1)
i1
∈∆1,...,x

(N)
iN
∈∆N

i1=1,k1,...,iN=1,kN

V −p (x
(1)
1 , ..., x

(N)
kN

), (29)

äå k1 + · · ·+ kN = p, kj ≥ 1, j = 1, N i

Ik1,...,kM |k̄
p (∆1; ...; ∆M |ε; (∆)π) := (30)

=
∑

∆′1,...,∆
′
k̄
∈∆a

Ik1,...,kM ,1,1,...,1
p

(
∆1; ...; ∆M ; ∆′1; ...; ∆′k̄

) k̄∏
i=1

(
1 + dε∆′i,∆π(i)

)
,

äå dε∆′i,∆π(i)
=
(
dist(∆′i,∆π(i))

)ε
, π�âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè iíäåêñiâ {1, ..., k̄}

ó ìíîæèíó {1, ...,M}, (∆)π := {∆π(1), ...,∆π(k̄)} i k1 + ...+ kM + k = p.

Çàóâàæèìî, ùî, âíàñëiäîê òðàíñëÿöiéíî¨ iíâàðiàíòíîñòi ïîòåíöiàëiâ âçà-

¹ìîäi¨, ó âèïàäêó M = 1 óñi iíäåêñè π(i) = 1, à âåëè÷èíà

Ik1|k̄
p (∆1|ε; ∆1) = Ik1|k̄

p (ε) , (31)

òîáòî íå çàëåæèòü âiä ïîëîæåííÿ êóáèêà ∆1. Äëÿ äîäàòíèõ ÷àñòèí Ṽ +
p

ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨ âèçíà÷èìî âåëè÷èíó
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vk1,...,kN
p

(
∆1, ...,∆N

)
:= inf

x
(1)
i1
∈∆1,...,x

(N)
iN
∈∆N

i1=1,k1,...,iN=1,kN

Ṽ +
p (x

(1)
1 , ..., x

(N)
kN

). (32)

B4
′
.Ïðèòÿãóâàëüíî-âiäøòîâõóâàëüíi âëàñòèâîñòi. Iñíó¹ a = a0 >

0, òàêå ùî äëÿ äîâiëüíîãî N ∈ N, äîâiëüíî¨ ìíîæèíè XN := ∪Nj=1∆j,∆j ∈
∆a0

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

(i) äëÿ áóäü-ÿêîãî ∆ ∈ ∆a0
i áóäü ÿêîãî p ≥ 2

Vp(x1, ..., xp) ≥ 0, ÿêùî {x1, ..., xp} ⊂ ∆. (33)

(ii) äëÿ áóäü-ÿêîãî p ≥ 2, 1 ≤ N < p, òà π : {1, ..., n} 7→ {1, ..., N}

vk1,...,kN
p (∆1, ...,∆N) ≥ (34)

2
∞∑
l=0

∑
mi≥1,i=1,N ;n≥1

m1+···+mN+n=p+l

Cm1

k1
· · ·CmN

kN
(2p)nI

m1,...,mN |n
p+l (∆1, ...,∆N ; ε, (∆)π),

äå k1 + · · · + kN = p, Cm
k = k!/m!(k −m)!, ÿêùî k ≥ m i Cm

k = 0 ÿêùî

m > k.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó ðîçäiëó i íàâåäåìî

îöiíêè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 3. Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ V = {Vp}p≥2 çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâè B1−B4
′
. Òîäi, äëÿ äîâiëüíèõ Λ ∈ Bc(Rd) i äîâiëüíèõ β, z ≥ 0

iñíó¹ êîíñòàíòà ξ = ξ(β, z), ùî íå çàëåæèòü âiä Λ, òàêà ùî ñiì'ÿ êîðå-

ëÿöiéíèõ ôóíêöié ρΛ(η), çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

ρΛ(η) ≤ ξ|η|e−
1
2βUṼ+(η), η ∈ ΓΛ. (35)

Îöiíêà (35) çàáåçïå÷ó¹ óìîâó òåîðåìè 2.2, òîáòî iñíóâàííÿ ãiááñiâñüêîãî

ñòàíó äëÿ ñèñòåìè, âçà¹ìîäiÿ â ÿêié çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2.3.
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2 Ðiâíîâàæíà äèíàìiêà òèïó Ãëàóáåðà íåïåðåðâíèõ ñè-

ñòåì ÷àñòèíîê ÿê ãðàíèöÿ äèíàìiê òèïó Êàâàñàêi

Ïðîñòið êîíôiãóðàöié Γ âèçíà÷åíèé ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ôîðìóëîþ (11).

Ìè ìîæåìî îòîòîæíèòè γ ∈ Γ ç ìiðîþ Ðàäîíà
∑

x∈γ εx íà Rd, äå εx �

öå ìiðà Äiðàêà â òî÷öi x ∈ Rd i
∑

x∈∅ εx := íóëüîâà ìiðà. Ñïðàâäi, òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî êîìïàêòó Λ ⊂ Rd ìà¹ìî:

γ(Λ) =
∑
x∈γ

εx(Λ) = |γΛ| < +∞,

äå γΛ = γ ∩ Λ.

Òàêèì ÷èíîì, Γ ìîæíà âêëàñòè óM
(
Rd
)
i ðîçãëÿíóòè íà Γ òîïîëîãiþ

O(Γ), iíäóêîâàíó òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðóM
(
Rd
)
. ÒîáòîO(Γ) � öå íàéñëàáøà

òîïîëîãiÿ, âiäíîñíî ÿêî¨ âñi âiäîáðàæåííÿ

Γ 3 γ 7−→ 〈f, γ〉 :=

∫
Rd
f (x) γ (dx) =

∑
x∈γ

f (x)

¹ íåïåðåðâíèìè äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ C0

(
Rd
)
.

Âiäïîâiäíà äî òîïîëîãi¨ O(Γ) áîðåëiâñüêà σ-àëãåáðà B(Γ) ¹, ç iíøîãî

áîêó, íàéìåíøîþ σ-àëãåáðîþ, âiäíîñíî ÿêî¨ âñi âiäîáðàæåííÿ N(Λ, ·), âè-
çíà÷åíi ÿê

Γ 3 γ 7−→ N(Λ, γ) := |γ ∩ Λ| ,

¹ âèìiðíèìè äëÿ äîâiëüíî¨ Λ ∈ Bc

(
Rd
)
.

Íåõàé Λ ∈ B
(
Rd
)
, ïîêëàäåìî

ΓΛ = {γ ∈ Γ |γ ∩ Λc = ∅} , (36)

äå Λc = Rd \ Λ.

Íåõàé äëÿ Λ ⊆ Rd

Λ̃n := {(x1, . . . , xn) ∈ Λn|xk 6= xj, k 6= j} .

Íåõàé òàêîæ Sn � öå ãðóïà ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè {1, . . . , n}.
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Îçíà÷èìî äëÿ Λ ∈ Oc
(
Rd
)
òà n ∈ Z+ = N ∪ {0} ìíîæèíó

Γ
(n)
Λ := {γ ∈ ΓΛ ||γ| = n} ,Γ(0)

Λ := {∅} .

Iñíó¹ ái¹êöiÿ Λ̃n/Sn → Γ
(n)
Λ . Öÿ ái¹êöiÿ âèçíà÷à¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíó ìå-

òðèçó¹ìó õàóñäîðôîâó òîïîëîãiþ íà Γ
(n)
Λ . Íåõàé snΛ : Λ̃n → Γ

(n)
Λ , òàêà ùî

snΛ : (x1, . . . , xn) 7−→ {x1, . . . , xn} ∈ Γ
(n)
Λ . Òîäi

ΓΛ =
∞⋃
n=0

Γ
(n)
Λ .

Öåé ïðîñòið ìà¹ çâè÷àéíó òîïîëîãiþ äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ i âiäïîâiäíó

áîðåëiâñüêó σ-àëãåáðó B (ΓΛ) .

Äëÿ Λ1,Λ2 ∈ Oc
(
Rd
)
, Λ1 ⊂ Λ2 ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ pΛ2,Λ1

: ΓΛ2
7→

ΓΛ1
, òàêå ùî

pΛ2,Λ1
(γ) := γΛ1

, γ ∈ ΓΛ2
.

Òîäi âèìiðíèé ïðîñòið (Γ,B(Γ)) ¹ ïðîåêòèâíîþ ãðàíèöåþ âèìiðíèõ ïðî-

ñòîðiâ (ΓΛ,B(ΓΛ)), Λ ∈ Oc
(
Rd
)
, òîáòî, B (Γ) � íàéìåíøà σ-àëãåáðà íà Γ,

òàêà ùî âñi âiäîáðàæåííÿ

Γ 3 γ 7−→ pΛγ := γ ∩ Λ = γΛ ∈ ΓΛ

¹ B (Γ) /B (ΓΛ)-âèìiðíèìè. Êðiì öüîãî, B (Γ) ∩ ΓΛ = B (ΓΛ).

ßêùî íà ïðîñòîði (Γ,B(Γ)) çàäàíà äåÿêà ìiðà µ, òî ñiì'ÿ ìið
{
µΛ
∣∣Λ ∈ Oc(Rd

)}
,

äå

µΛ := µ ◦ p−1
Λ

áóäå óçãîäæåíîþ, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ Λ1,Λ2 ∈ Oc
(
Rd
)
, Λ1 ⊂ Λ2

µΛ2 ◦ p−1
Λ2,Λ1

= µΛ1.

Íàâïàêè, çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà ïðî ìiðó íà ïðîåêòèâíié ãðàíèöi

ïðîñòîðiâ, ðîçäië 5, òåîðåìà 3.2), ÿêùî çàäàíà ñèñòåìà ìið µΛ íà âèìiðíèõ

ïðîñòîðàõ (ΓΛ,B(ΓΛ)), Λ ∈ Oc
(
Rd
)
, ùî ¹ óçãîäæåíîþ, òî iñíó¹ ¹äèíà ìiðà

µ íà (Γ,B(Γ)), òàêà ùî µΛ = µ ◦ p−1
Λ .
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Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïðè Λ ∈ B(X), n ∈ Z+ ìíîæèíà

C(Λ, n) := {γ ∈ Γ ||γ ∩ Λ| = n}

íàëåæèòüB(Γ). Áiëüøå òîãî,B(Γ) ¹ σ-îáîëîíêîþ ñèñòåìè ìíîæèí C(Λ, n),

Λ ∈ Oc
(
Rd
)
, n ∈ Z+.

Äëÿ äîâiëüíî¨ Λ ∈ B
(
Rd
)
ðîçãëÿíåìî íàéìåíøó σ-àëãåáðó BΛ(Γ), òàêó

ùî âñi âiäîáðàæåííÿ

Γ 3 γ 7→ |γ ∩ Λ′| , Λ′ ⊂ Λ,Λ′ ∈ Bc

(
Rd
)

¹ BΛ(Γ)-âèìiðíèìè.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ F : Γ→ R, γ ∈ Γ, i äîâiëüíèõ x, y ∈ Rd ïîêëàäåìî

(D−x F )(γ) := F (γ \ x)− F (γ),

(D−+
xy F )(γ) := F (γ \ x ∪ y)− F (γ).

Íåõàé a : Rd → [0,+∞) òàêà ôóíêöiÿ, ùî a(−x) = a(x), x ∈ Rd, i

a ∈ L1
(
Rd, dx

)
. Âèçíà÷èìî áiëiíiéíi ôîðìè

Eε(F,G) :=
1

2

∫
Γ

µ(dγ)

∫
Rd
γ(dx)

∫
Rd
dy aε(x− y)

× exp [−E(y, γ \ x)] (D−+
xy F )(γ)(D−+

xy G)(γ), ε > 0,

E0(F,G) := α

∫
Γ

µ(dγ)

∫
Rd
γ(dx)(D−x F )(γ)(D−xG)(γ),

äå F,G ∈ FCb

(
C0(Rd),Γ

)
, aε(·) = εda(ε·) i α = z−1k

(1)
µ

∫
Rd a(x) dx. Òóò êî-

ðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ k(1)
µ =

∫
Γ〈f, γ〉dµ(γ)/

∫
Rd f(x)dx äëÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ

f ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, à ìiðà µ çàäàíà ñòiéêèì ïàðíèì äâî÷àñòèíêîâèì

ïîòåíöiàëîì φ. Êîíäðàòü¹â, Ëiòâiíîâ òà Ðüîêíåð (2005) ïîêàçàëè, ùî öi

ôîðìè äîïóñêàþòü çàìèêàííÿ, à ¨õ ãåíåðàòîðè íà ùiëüíié îáëàñòi öèëií-
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äðè÷íèõ ãëàäêèõ ôóíêöié ìàþòü âèãëÿä

(HεF )(γ) =−
∫
Rd
γ(dx)

∫
Rd
dy aε(x− y)

× exp [−E(y, γ \ x)] (D−+
xy F )(γ), ε > 0, (37)

(H0F )(γ) =− α
∫
Rd
γ(dx)(D−x F )(γ)− α

∫
Rd
z dx exp [−E(x, γ)] (D+

x F )(γ)

(38)

òà ¹ ãåíåðàòîðàìè êîíñåðâàòèâíèõ ïðîöåñiâ Õàíòà. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüî-

ãî ðîçäiëó ñôîðìóëþ¹ìî íàñòóïíèìè òåîðåìàìè, äåòàëüíå äîâåäåííÿ ÿêèõ

ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ [23], [24].

Òåîðåìà 4. Íåõàé äâî÷àñòèíêîâèé ïîòåíöiàë φ ¹ ñòiéêèì çi ñòàëîþ B >

0 i ∫
Rd

∣∣∣e−φ(x) − 1
∣∣∣ z dx < (2e1+2B)−1.

Íåõàé µ� âiäïîâiäíà ãiáñiâñüêà ìiðà. Òîäi äëÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f

ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì

Hεe
〈ϕ,·〉 → H0e

〈ϕ,·〉 â L2(Γ, µ) ïðè ε→ 0,

Òåîðåìà 5. ßêùî äîäàòêîâî ïîòåíöiàë φ ¹ ïîçèòèâíèì, òî ¹ òàêîæ

çáiæíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ âiäïîâiäíèõ ïðîöåñiâ.
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3 Òåîðiÿ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü.

3.1 Ìåòîä îñíàùåíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ â òåîði¨

ñóïåð-ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ.

Öÿ òåìà äîñëiäæóâàëàñü â ðîáîòàõ [1, 13, 14, 15].

Â öèõ ðîáîòàõ çàïðîïîíîâàíà êëàññèôiêàöiÿ îáìåæåíèõ çíèçó ñóïåð-

ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü Ã ôiêñîâàíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A ≥ 1. Â

A-øêàëi ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ H−k A H A Hk =DomAk/2, k > 0 âñòà-

íîâëåíà ïàðèìåòðèçàöiÿ çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ Ã â òåðìiíàõ ñèíãóëÿðíèõ

êâàäðàòè÷íûõ ôîðì γS òà àññîöiéîâàíèõ ñ íèìè îïåðàòîðiâ S : Hk → H−k,
ÿêi ìàþòü íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: âîíè äîðiâíþþòü íóëþ íà äåÿêîìó ïiä-

ïðîñòîði ç Hk iïðè öüîìó öåé ïiäïðîñòið ¹ ùiëüíèì â Hk/2.

Äàëi ââåäåíî êëàñèôiêàöiþ (ïàðàìåòðèçàöiþ) ñóïåð-ñèíãóëÿðíèõ çáó-

ðåíü ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîði â òåðìiíàõ øêàëè ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ

(òîáòî, ìåòîäîì îñíàùåíèõ ïðîñòîðiâ). Iíøèìè ñëîâàìè, âñòàíîâëåíî ïà-

ðàìåòðèçàöiþ îáìåæåíèõ çíèçó ñóïåð-ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñàìîñïðÿæå-

íèõ îïåðàòîðiâ âèêîðèñòîâóþ÷è øêàëè ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ H−k A H A
Hk, k > 0 . Ïàðàìåòðèçàöiþ îäåðæàíî â òåðìiíàõ äîïîìiæíèõ îïåðàòîðiâ

S, ÿêi äiþòü ç ïîçèòèâíîãî ïðîñòîðó â íåãàòèâíèé S : Hk → H−k i ¹ òàêèìè,
ùî ¨õ ÿäðî KerS ùiëüíå â Hk/2.

Îïèøåìî öi ðåçóëüòàòè äîêëàäíiøå.

Íåõàé A ≥ 1 ïîçíà÷à¹ ñàìîñïðÿæåííèé îïåðàòîð â ãiëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîði H ç íîðìîþ ‖ · ‖ òà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·). Mîæíà ââàæàòè, ùî

H = L2(Rd, dx), d ≥ 1, à A = H0 + 1 âiäïîâiäà¹ íåçáóðåíîìó îïðàòîðó

Ëàïëàñà H0 = −∆.

Çâè÷àéíèì ÷èíîì ç îïåðàòîðîì A àññîöiþ¹òüñÿ A-øêàëà ãiëüáåðòîâèõ

ïðîñòîðiâ

H−k A H0 ≡ H A Hk, k > 0, (39)

äå Hk =DomAk/2 ç íîðìîþ ‖ f ‖k:=‖ Ak/2f ‖, f ∈DomAk/2, à H−k �
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ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó H ïî íåãàòèâíié íîðìi ‖ f ‖−k:=‖ A−k/2f ‖, f ∈ H.
Óñþäè ñèìâîë A ïîçíà÷à¹ ùiëüíå i íåïåðåðâíå âêëàäåííÿ.

Ùîá çôîðìóëþâàòè ãîëîâíèé ðåçóëüòàò íåîáõiäíî ââåñòè äåÿêi îçíà÷å-

ííÿ.

Íåõàé îïåðàòîð A ≥ 1 çàôiêñîâàíî. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî îäèíèöÿ ¹ òî÷íîþ

íèæíüîþ ãðàííþ ñïåêòðà îïåðàòîðà A, òîáòî, 1 = inf‖f‖=1(Af, f).

Îçíà÷åííÿ. Ñàìîñïðÿæåííûé îïåðàòîð Ã ≥ m̃ > −∞ íàëåæèòü êëàñó

Pk(A), k > 0, ÿêùî çàäàíèé íèæ÷å ïiäïðîñòið ç Hk = Dom(Ak), à ñàìå

Mk := {ϕ ∈ Hk|Ak/2
c ϕ = Ãk/2

c ϕ}, Hk =Mk ⊕Nk, Nk 6= {0} (40)

¹ ùiëüíèì â Hk/2:

Hk/2 AMk, (41)

äå Ãc := Ã+ c, Ac := A+ c, ç c = 0, ÿêùî m̃ ≥ 1, òà c = 1− m̃, ÿêùî

m̃ < 1.

Äàëi ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ÷èñëî m̃ ¹ òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ îïåðàòîðà

Ã, òîáòî, m̃ := inf‖f‖=1(Ãf, f). Òîìó â (68) ÷èñëà c ∈ [0,∞) òà k > 0 ¹

ìiíiìàëüíèìè.

Çãiäíî âiäîìî¨ òåðìiíîëîãi¨, îïåðàòîð Ã ¹ âëàñíî ñóïåð-ñèíãóëÿðíî çáó-

ðåíèì, ÿêùî âií íàëåæèòü êëàñó Pk(A) ç k ≥ 4. Ïðè k = 2 âií ¹ ïðîñòî ñèëü-

íî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèì. Äàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå îïåðàòîðè Ã ∈ Pk(A)

ñ k ≥ 2.

Ùå îäíå îçíà÷åííÿ. Íåõàé îïåðàòîð S äi¹ â A-øêàëi, òîáòî S : Hk →
H−k, k > 0 i ¹ ñàìîñïðÿæåíèì:

〈Sϕ, ψ〉k,−k = 〈ϕ, Sψ〉−k,k =: γS(ϕ, ψ), ϕ, ψ ∈ DomS = DomS∗.

Îçíà÷åííÿ.Îïåðàòîð S : Hk → H−k, k > 0 íàëåæèòü êëàñó S−k(A), k >

0, ÿêùî ïiäïðîñòiðMk := {ϕ ∈ Hk| : γS[ϕ] = 0} ¹ ùiëüíèì â Hk/2:

Hk/2 A KerS, KerS ≡Mk. (42)
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Âiäçíà÷èìî, ùî ïðè k = 1, (k = 2) îïåðàòîðè S òà âiäïîâiäíi ¨ì êâà-

äðàòè÷íi ôîðìû γS çâè÷àéíî çâóòüñÿ ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìèH−1, (H−2

-êëàñiâ). Ïðè k ≥ 4 âîíè âiäîìi ÿê ñóïåð-ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ. Â îñòàíüîìó

âèïàäêó ìíîæèíà KerS ¹ ùiëüíîþ â H2=DomA àëå ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð

Ȧ := A �KerS ¹ iñòîòíî ñàìîñïðÿæåíèì. Òîìó â òîêîìó ðàçi ïðîáëåìà ïî-

áóäîâè çáóðåíîãî îïåðàòîðà Ã ôîðìàëüíî çàäàíîãî ñóìîþ A + S íå ìà¹

îäíîçíà÷íîãî ðîçâ"ÿçêó äî òåïåðiøíüîãî ÷àñó.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèìè òåîðåìàìè:

Òåîðåìà 6. Iñíó¹ ái¹êòèâíà âiäïîâiäíiñòü ìiæ îïåðàòîðàìè Ã ∈ P2(A), Ã ≥
1 òà îáìåæåíèìè îïåðàòîðàìè S ∈ S−2(A), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíî-

ñòi:

‖ ϕ ‖2
1≤ 〈Sϕ, ϕ〉−2,2 ≤‖ ϕ ‖2

2, ϕ ∈ N2 := H2 	KerS (43)

Òåîðåìà 7. (c>0, k=2) Iñíó¹ ái¹êòèâíà âiäïîâiäíiñòü ìiæ îïåðàòîðàìè

Ã ∈ P2(A), Ã ≥ m̃, m̃ < 1 òà îáìåæåíèìè äîäàòíiìè îïåðàòîðàìè

S ∈ S−2(A), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi:

‖ ϕ ‖2
1,c≤ 〈Sϕ, ϕ〉−2,2 ≡ γS[ϕ] ≤‖ ϕ ‖2

2,c, ϕ ∈ N2,c := H2,c	KerS, c = 1− m̃
(44)

òà äëÿ ÿêèõ òî÷íà íèæíÿ ãðàíèöÿ inf‖ϕ‖2=1 γS[ϕ] = 0.

Â íàéçàãàëüíiøîìó âèïàäêó ðåçóëüòàò ìîæíà çôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì

÷èíîì.

Òåîðåìà 8. Ã ∈ P2(A), Ã ≥ m̃, m̃ < 1:

‖ ϕ ‖2
1,c≤ 〈Sϕ, ϕ〉−2,2 ≡ γS[ϕ] ≤‖ ϕ ‖2

2,c, ϕ ∈ N2,c := H2,c	KerS, c = 1− m̃
(45)

òà äëÿ ÿêèõ òî÷íà íèæíÿ ãðàíèöÿ inf‖ϕ‖2=1 γS[ϕ] = 0.
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Iñíó¹ ái¹êòèâíà âiäïîâiäíiñòü ìiæ îáìåæåíèìè çíèçó ñèíãóëÿðíî çáó-

ðåíèìè îïåðàòîðàìè Ã ∈ Pk(A), k ≥ 2, Ã ≥ m̃ > −∞ òà îáìåæåíèìè

äîäàòíiìè îïåðàòîðàìè S : Hk → H−k ç êëàñó S−k(A), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíîñòi:

‖ ϕ ‖2
k/2,c≤ γS[ϕ] ≡ 〈Sϕ, ϕ〉−k,k <‖ ϕ ‖2

k,c, ϕ ∈ Nk,c := Hk,c 	KerS, (46)

äå c = 1 − m̃ > 0, ÿêùî m̃ < 1, òà c = 0, ÿêùî m̃ ≥ 1. Âiäïîâiäíiñòü

âñòàíîâëþ¹òüñÿ ðiâíiñòþ:

Ã−k/2c = (1 + A−k/2c S)A−k/2c . (47)

3.2 Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè

Ïî öié òåìi îïóáëiêîâàíî äâi ñòàòòi: [2, 6]. Â íèõ ðîçâèíóòî ìåòîäè ñïå-

êòðàëüíîãî àíàëiçó äëÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ ìàòåìà-

òè÷íî¨ ôiçèêè çáóðåíèõ, çîêðåìà, ñèíãóëÿðíèìè êâàäðàòè÷íèìè ôîðìàìè.

Ñòðóêòóðà ñïåêòðó îïåðàòîðiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òà îïåðàòîðiâ åíåð-

ãi¨, ñòàíîâèòü íàéáiëüø âàæëèâó õàðàêòåðèñòèêó âiäïîâiäíèõ ôiçè÷íèõ ñè-

ñòåì. Îñîáëèâî àêòóàëüíi ïðîáëåìè âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåíi ñòðóêòóðè

ñïåêòðó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ. Çâè÷àéíî â ñïåêòði âèäiëÿþòü

òðè êîìïîíåíòè: òî÷êîâèé ñïåêòð (âëàñíi çíà÷åííÿ), àáñîëþòíî íåïåðåðâ-

íèé ñïåêòð (â çàäà÷àõ ðîçñiþâàííÿ) òà ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèé ñïåêòð,

iíòåðåñ äî ÿêîãî çðiñ â îñòàíþ äåêàäó. Âëàñíå òåîðiÿ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü

ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ ç òî÷êè çîðó ñïåêòðàëüíî¨ ñòðóêòóðè � öå âiä-

íîñíî íîâèé íàïðÿì â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi. Âií îõîïëþ¹ àíàëiç ñïåêòðó

óñiâ òèïiâ. Äîñëiäæåííÿ â öüîìó íàïðÿìi iäóòü äîñèòü iíòåíñèâíi. Îñîáëè-

âó óâàãó ïðèâåðòà¹ ñòðóêòóðà ñèíãóëÿðíîãî ñïåêòðó â çâ"ÿçêó ç çàñòîñó-

âàííÿìè â ôðàêòàëüíié ãåîìåòði¨. I íàâàêè, ìåòîäè ôðàêòàëüíî¨ ãåîìåòði¨

iíòåíñèâíî çàñòîñîâóþòüñÿ äî àíàëiçó òîíêî¨ ñòðóêòóðè ñèíãóëÿðíî íåïå-

ðåðâíîãî ñïåêòðó (òèï, ðîçìiðíiñòü Õàóñäîðôà). Íîâèé iìïóëüñ äî ïðîáëåì
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ñòðóêòóðè ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó âèíèê ó çâ"ÿçêó ç çàäà÷àìè

òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi îïèñóþòü íåëiíiéíó äèíàìiêó ç êîíôëiêòíîþ

âçà¹ìîäi¹þ â ñêëàäíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåìàõ.

Çîêðåìà äîñëiäæóâàëàñü çàäà÷à ïðî òî÷êîâèé ñïåêòð ñàìîñïðÿæåíèõ

îïåðàòîðiâ, ùî âèíèêà¹ ïðè ñèíãóëÿðíèõ çáóðåííÿõ ñêií÷åííîãî ðàíãó

Âèâ÷àëèñÿ ÷èñòî ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ ñêií÷åíîãî ðàíãó ñàìîñïðÿæåíîãî

îïåðàòîðà A â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Çáóðåííi îïåðàòîðè Ã âèçíà÷àþ-

òüñÿ ôîðìóëîþ Êðåéíà äëÿ ðåçîëüâåíò: (Ã−z)−1 = (A−z)−1+Bz, Imz 6= 0,

äå Bz îïåðàòîðè ñêií÷åíîãî ðàíãó òàêi, ùî domBz ∩ domA = {0}. Äëÿ äî-
âiëüíî¨ ñèñòåìè îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðiâ {ψi}n<∞i=1 ç óìîâîþ span{ψi} ∩
domA = {0} òà äîâiëüíîãî íàáîðó äiéñíèõ ÷èñåë λi ∈ R1 ïîáóäîâàíî îïå-

ðàòîð Ã, ÿêèé ðîçâ`ÿçó¹ çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ: Ãψi = λiψi, i = 1, ..., n.

Äîâåäåíî ¹äèíiñòü Ã ïðè óìîâi, ùî rankBz = n.

Íåõàé â êîìïëåêñíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H çi ñêà-

ëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) i íîðìîþ ‖ · ‖ çàäàíî íåîáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé

îïåðàòîð A = A∗ ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) ≡ domA. Iíøèé ñàìîñïðÿæå-

íèé îïåðàòîð Ã â H íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèì âiäíîñíî A,

ïîçíà÷à¹ìî Ã ∈ Ps(A), ÿêùî îáëàñòü

D := {f ∈ D(A) ∩D(Ã) : Af = Ãf} (48)

¹ ùiëüíîþ â H. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî Ã ∈ Ps(A) iñíó¹ ùiëüíî âèçíà-

÷åíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð

Ȧ := A � D = Ã � D, D(Ȧ) = D (49)

ç íåòðèâiàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó n±(Ȧ) = dimKer(Ȧ±i)∗ 6= 0. Â ðîáîòi

ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïiäêëàñ îïåðàòîðiâ Ã ∈ Pns (A), äå n = n+(Ȧ) = n−(Ȧ) <∞.

Äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîáëåìà iñíóâàííÿ i ïîáóäîâè îïåðàòîðà Ã ∈ Pns (A),

ÿêèé ðîçâ`ÿçó¹ çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ

Ãψi = λiψi, i = 1, ..., n (50)
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äëÿ äîâiëüíèõ íàïåðåä çàäàíèõ äiéñíèõ ÷èñåë λi òà ñèñòåìè îðòîíîðìîâà-

íèõ âåêòîðiâ {ψi}ni=1, òàêèõ ùî span{ψi} ∩ domA = {0}.
Äîñëiäæåííÿ ñïåêòðó, çîêðåìà òî÷êîâîãî, ó ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøèðåíü

ñèìåòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ çi ñêií÷åíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó â çàãàëüíîìó âè-

ãëÿäi âïåðøå ïðîâîäèëàñü â ðîáîòàõ Ì.Ã.Êðåéíà, äå äîâåäåíî iñíóâàííÿ

ïðèíàéìi îäíîãî ðîçøèðåííÿ ç íàïåðåä çàäàíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ç

ïîëÿ ðåãóëÿðíîñòi ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà.

Ìè ðîçãëÿäàëè çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ ñàìîñïðÿæåíèõ ðîçøè-

ðåíü ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà ç òî÷êè çîðó òåîði¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïå-

ðàòîðiâ. Ñóòü íàøîãî ðåçóëüòàòà â òîìó, ùî òî÷êè λi â (50) äîâiëüíi, çîêðå-

ìà ìîæóòü ëåæàòè íà ñïåêòði îïåðàòîðà A.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè ìiñòèòü òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 9. Äëÿ íåîáìåæåíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A â ãiëüáåð-

òîâîìó ïðîñòîði H iñíó¹ ¹äèíèé ÷èñòî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð

Ã ∈ Pns (A), ÿêèé ðîçâÿçó¹ çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ (50) ç äîâiëüíèìè

íàïåðåä çàäàíèìè ÷èñëàìè λi ∈ R1, i = 1, ..., n < ∞ òà áóäü-ÿêîþ ìíî-

æèíîþ îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðiâ {ψi}ni=1 ç óìîâîþ

span{ψi}ni=1 ∩D(A) = {0}. (51)

Âiäçíà÷èìî, ùî äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè, ÿêå ïðèâåäåíå â [7] êîíñòðó-

êòèâíå. Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A áóäó¹òüñÿ ïîñëiäîâíî, ç âèêîðèñòàííÿì

íà êîæíîìó êðîöi ÷èñòî ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ ðàíãó 1.

Òåîðåìà 10. Ðåçîëüâåíòà êîæíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà Ã ∈ A(Ȧ),

Ã 6= A, çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Êðåéíà,

(Ã− z)−1 = (A− z)−1 + b−1
z (·, ηz̄)ηz, (52)

äå âåêòîð-ôóíêöiÿ ηz iç çíà÷åííÿìè â Nz çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ:

ηz = (A− ξ)(A− z)−1ηξ, Imz, Imξ 6= 0, (53)
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à çíà÷åííÿ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ bz ïîâ`ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè:

bz = bξ + (ξ − z)(ηξ, ηz̄), Imz, Imξ 6= 0, (54)

b̄z = bz̄ (55)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi òåîðåìè îäåðæóåìî îïèñ óñiõ îïåðàòîðiâ Ã ∈ P1
s (A).

Òåîðåìà 11. Ñàìîñïðÿæåíèé â H îïåðàòîð Ã 6= A íàëåæèòü äî ìíî-

æèíè P1
s (A) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêîãî z0 ∈ C, Imz0 6= 0 (à

îòæå i äëÿ âñiõ òàêèõ z) iñíó¹ ïiäïðîñòið

Nz0
⊂ H, dimNz0

= 1,Nz0
∩D(A) = {0}, (56)

òà ÷èñëî

bz0
∈ C, Imbz0

= −Imz0, (57)

òàêi ùî

(Ã− z0)
−1 = (A− z0)

−1 + b−1
z0

(·, ηz̄0
)ηz0

, (58)

äå ηz0
∈ Nz0

, ‖ηz0
‖ = 1, a ηz̄0

= (A− z0)(A− z̄0)
−1ηz0

.

Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ C, Imz 6= 0, ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Ã çàäà¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ (52), äå ôóíêöi¨

ηz = (A− z0)(A− z)−1ηz0
, (59)

bz = bz0
+ (z0 − z)(ηz0

, ηz̄), (60)

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (53) � (55).

Äèâèñü äîâåäåííÿ â [1].

Äîñëiäæåíî îáåðíåíó ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ñà-

ìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Ïîêàçàíî, ùî äëÿ îïåðàòîðà A òà äîâiëüíîãî a ∈
R iñíó¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð Ã òàêèé ùî Ã òà A çáiãàþòüñÿ â

ïiäïðîñòîði EA((−∞, a))H i îäíî÷àñíî Ã ìà¹ äîäàòêîâó ñïåêòðàëüíó ãiëêó

íà (−∞, a) äîâiëüíîãî íàïåð çàäàíîãî òèïó. Çîêðåìà, Ã ìîæå ìàòè çàäàíi

ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi â ðåçîëüâåíòíié ìíîæèíi îïåðàòîðà A çëiâà âiä a.
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Áiëüø çà òå, äëÿ äîâiëüíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî îïåîðàòîðà T â H iñíó¹ Ã

òàêèé, ùî T ¹ óíiòîðíî åêâiâàëåíòíèì ÷àñòèíi Ã, ÿêà äi¹ ó âiäïîâiäíîìó

iíâàðiàíòíîìó ïiäïðîñòîði.

3.3 Îáåðíåíà çàäà÷à ñïåêòðàëüíîãî àíàëiçó â òåîði¨ ñèíãóëÿð-

íèõ çáóðåíü.

Îïóáëiêîâàíî îäíó ñòàòòþ [41].

Â ðàìêàõ òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü íåîáìåæåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïå-

ðàòîðiâ âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ îáåðíåíîþ çàäà÷åþ íà âëàñíi çíà÷åííÿ òà

ìàòðèöÿìè ßêîái. Âiäîìî, ùî íàñòóïíà îáåðíåíà çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷å-

ííÿ ¹ ðîçâ'ÿçíîþ. Äëÿ íåîáìåæåíîãî äîäàòíüîãî îïåðàòîðà A, äîâiëüíî¨

ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë Ej òà ïîñëiäîâíîñòi âåêòîðiâ ψj, j = 1, 2, ... ç óìîâîþ

(span{ψj})cl ∩ dom(A) = {0} òðåáà ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ An, n = 1, 2, ..., ÿêi ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó íà âëàñíi çíà-

÷åííÿ: Anψj = Ejψj, j = 1, ..., n ≤ ∞. Ïîêàçàíî, ùî ç êîæíèì îïåðàòîðîì

An ïðèðîäíèì ÷èíîì àñîöiéîâàía ìàòðèöÿ ßêîái Jn+1 ðàíãó n + 1. Ïîñëi-

äîâíiñòü ìàòðèöü ßêîái Jn, n = 0, 1, ... óçãîäæåíà â òîìó ñåíñi, ùî Jn ¹

ïðàâèëüíîþ ÷àñòèíîþ Jn+1 äëÿ êîæíîãî n. Òîìó iñíó¹ ãðàíè÷íà ìàòðè-

öÿ ßêîái J = Jn=∞ íåñêií÷åíîãî ðàíãó. Òóò ìè ïîêàçó¹ìî, ùî i íàâïàêè,

âèõîäÿ÷è ç äîâiëüíî¨ íàïåðåä çàäàíî¨ ìàòðèöi ßêîái J â äåÿêîìó ïiäïðî-

ñòîði N , N∩ dom(A) = {0} ìîæíà ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü ñèíãóëÿð-

ío çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ An, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ:

Anψj = Ejψj, j = 1, ..., n, äå âåêòîðè ψj, òà ÷èñëà Ej âèçíà÷àþòüñÿ ïî J .

Ïðè öüîìó, âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü àñîöiéîâàíèõ ç An ìàòðèöü ßêîái Jn

çáiãà¹òüñÿ äî çàäàíî¨ ìàòðèöi J .

Íåõàé A ≥ 0 � íåîáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð ç îáëàñòþ âèçíà-

÷åííÿ domA ≡ D(A) â êîìïëåêñíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà

H ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) òà íîðìîþ ‖·‖ .
Îïåðàòîð Ã 6= A íàçèâà¹òüñÿ (÷èñòî) ñèíãóëÿðíî çáóðåíèì âiäíîñíî A,
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ÿêùî ìíîæèíà

D =
{
ϕ ∈ D(A) ∩D(Ã) : Aϕ = Ãϕ

}
¹ ùiëüíîþ âH. Çðîçóìiëî, ùî A i Ã ìàþòü ñïiëüíèé ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð

Ȧ = A � D = Ã � D iç íåòðèâiàëüíèìè iíäåêñàìè äåôåêòó n±(Ȧ) =

dim Ker(Ȧ±i)∗ 6= 0.Ïèøåìî Ã ∈ Pns (A)n, n ≤ ∞, ÿêùî ðiçíèöÿ ðåçîëüâåíò

(Ã− z)−1 − (A− z)−1, Imz > 0 ¹ îïåðàòîðîì ðàíãó n.

Òóò ìè äîñëiäæó¹ìî ñèíãóëÿðíi çáóðåííÿ êëàñó H−1. Öå îçíà÷à¹, ùî

çáóðåíi îïåðàòîðè Ã ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi óçàãàëüíåíî¨ ñóìè: Ã =

A+̃T , äå îïåðàòîðè T äiþòü â A−øêàëi H−1 ⊃ H0 ≡ H ⊃ H1 ãiëüáåðòîâèõ

ïðîñòiðiâ, T : H1 → H−1, ïðè öüîìó, ranT ∩ H = {0}. Òóò H1 = D(A1/2)

â íîðìi ‖ϕ‖1 := ‖A1/2ϕ‖, à H−1 ïîçíà÷à¹ äóàëüíèé ïðîñòið äî H1 âiäíîñíî

H.
Íåõàé Ej ∈ R, j = 1, 2, ... - äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë, à

ψj ∈ H1(A) \ D(A) äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ îðòîíîðìîâàíèõ â H
òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

span{ψj, j ≥ 1}cl ∩ D(A) = {0}, (61)

äå cl ïîçíà÷à¹ çàìèêàííÿ. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ êîæíîãî ñêií÷åíîãî n iñíó¹

¹äèíèé ñèíãóëÿðíèé çáóðåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð An ∈ Pns (A) ùî

ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ,

Anψj = Ejψj, j = 1, ..., n. (62)

Ïðè öüîìó, ïîñëiäîâíiñòü An çáiãà¹òüñÿ â ñèëüíîìó ðåçîëüâåíòíîìó ñìè-

ñëi äî äåÿêîãî îïåðàòîðà Ã ∈ Pn=∞
s (A), ÿêèé ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó íà âëàñíi

çíà÷åííÿ äëÿ óñiõ Ej.

ßê ïðàâèëî, îïåðàòîðè An ìàþòü âèãëÿä An = A+̃Tn i áóäóþòüñÿ iíäó-

êòèâíî ç âèêîðèñòàííÿì íà êîæíîìó êðîöi ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ ðàíãó

1. Òàêà ïðîöåäóðà ïðèðîäíèì ÷èíîì ïîðîäæó¹ ïîñëiäîâíiñòü àñîöiéîâàíèõ
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ìàòðèöü ßêîái:

Jn =



b0 a0

a0 b1 a1 0

a1 b2 •
• • •

0 • • an−1

an−1 bn


.

Öi ìàòðèöi óçãîäæåíi â òîìó ñåíñi, ùî íà n-êðîöi ìàòðèöÿ Jn ìiñòèòü ó

ñîái ìàòðèöþ Jn−1 ÿê ÷àñòèíó. Ïðè n → ∞ ìè îäåðæó¹ìî ìàòðèöþ ßêîái

J íåñêií÷åíîãî ðàíãó, ÿêó íàçèâà¹ìî àñîöiéîâàíîþ ç îáåðíåíîþ çàäà÷åþ íà

âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ çàäàíèõ Ej ∈ R, ψj ∈ H, j = 1, 2, ...

Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà An ìà¹ çîáðàæåííÿ ÷åðåç ðåçîëüâåíòó An−1 òà

ïàðó En ∈ R, ψn ∈ H ó âèãëÿäi

Rn(z) = (An − z)−1 = Rn−1(z) + b−1
n (·, ηn)ηn, Imz 6= 0, (63)

äå

bn = bn(z) = (En − z)(ψn, ηn), ηn = ηn(z) = (An−1 − En)Rn−1(z)ψn

Ìàòðè÷íi åëåìåíòè an, bn ÿêîái¹âèõ ìàòðèöü âèðàæàþòüñÿ ðåêóðåíòíèì

÷èíîì ÷åðåç îïåðàòîðè Aj, âåêòðè ψj òà âëàñíi çíà÷åííÿ Ej, j ≤ n. À ñàìå,

b0 = 〈ψ1,A0ψ1〉 − E1,

a0 := | 〈ψ2,A0ψ1〉 |, ...

bn = 〈ψn+1,An−1ψn+1〉 − En+1,

an−1 = | 〈ψn+1,An−1ψn〉 |, n = 1, 2, ...,

äå Aj ïîçíà÷à¹ çàìèêàííÿ îïåðàòîðà Aj : H1 → H−1.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âèõîäÿ÷è ç äîâiëüíî¨ ìàòðèöi ßêîái J çàäàíî¨ â äåÿêî-

ìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi {ϕj}, ùî óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið N ⊂ H, N∩
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domA = {0} ìîæíà íå¹äèííèì ÷èíîì âiäíîâèòè ïîñëiäîâíîñòi ψj i Ej òà-

êi, ùî ðîçâ'ÿçóþ÷è ïî íèì îáåðíåíó çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ âèíèêà¹

ïîñëiäîâíiñòþ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ îïåðàòîðiâ An ç ÿêèìè àñîöiéîâàíi ìà-

òðèöi ßêîái Jn çáiæíi äî J . Ïðîöåäóðà âiäíîâëåííÿ ψj i Ej êîíñòðóêòèâíà

i ôîðìàëüíî íå îäíîçíà÷íà.

Äàëi îïèñàíî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè ìàòðèöi ßêîái àñîöiéîâàíî¨ ç ñèíãó-

ëÿðíî çáóðåíèì îïåðàòîðîì

Íåõàé çàäàíî: íåîáìåæåíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð A ≥ 0 â H, ïîñëi-
äîâíiñòü âiä'¹ìíèõ ÷èñåë Ej, j = 1, 2, ... òà ïîñëiäîâíiñòü ψj ∈ H1(A)\D(A)

îðòîíîðìîâàíèõ â H âåêòîðiâ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (68). Çàðàç ìè ïîêà-

æåìî, ùî çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi âiä¹ìíèõ ÷èñåë {Ej}∞j=1 òà ïîñëiäîâíîñòi

âåêòîðiâ {ψj}∞j=1 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü ñêií÷åíîãî ðàíãó

AN = A+̃TN , ùî ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ (62). Ïðè öüîìó,

ç êîæíèì îïåðàòîðîì AN áóäå àñîöiéîâàíî ÿêîái¹âó ìàòðèöþ

JN =



b0 a0

a0 b1 a1 0

a1 b2 •
• • •

0 • • aN−1

aN−1 bN


.

Îïèøåìî ïîñëiäîâíî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè òàêî¨ ìàòðèöi.

Íà ïåðøîìó êðîöi äëÿ N = 1 ïî çàäàíèì E1 òà ψ1 ìè âèçíà÷à¹ìî ñèí-

ãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð ôîðìóëîþ:

A1 = A0+̃α1 〈·, ω1〉ω1, A0 ≡ A,

äå

ω1 := (A0 − E1)ψ1 ∈ H−1, α1 := − 1

〈ψ1, ω1〉
= − 1

〈ψ1,A0ψ1〉 − E1
,
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A0 - çàìèêàííÿ içîìåòðè÷íîãî âiäîáðàæåííÿ A0 : H1 → H−1, à +̃ ïîçíà÷à¹

ñóìó ó ñìèñëi êâàäðàòè÷íèõ ôîðì [30]. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹,

ùî îïåðàòîð A1 ðîç'ÿçó¹ çàäà÷ó: A1ψ1 = E1ψ1. Ïîêëàäåìî

b0 := a0
11 − E1, äå a0

11 := 〈ψ1,A0ψ1〉 .

Î÷åâèäíî, ùî b0 > 0 îñêiëüêè îïåðàòîð A ¹ äîäàòíiì, à ÷èñëî E1 âiä'¹ìíèì.

Âiäçíà÷èìî, ùî ÿê ñèíãóëÿðíå çáóðåííÿ ðàíãó îäèí α1 〈·, ω1〉ω1, òàê i ìà-

òðè÷íèé åëåìåíò b0 ÿêîái¹âî¨ ìàòðèöi J0, ÿêó ìè áóäó¹ìî, ¹äèíî âèçíà÷åííi

îïåðàòîðîì A òà çàäàíîþ ïàðîþ E1, ψ1.

Íà äðóãîìó êðîöi, äëÿ N = 2 ìè âèêîðèñòîâó¹ìî îïåðàòîð A1, ÷èñëî

E2 òà âåêòîð ψ2, ψ1 ⊥ ψ2 i âèçíà÷à¹ìî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð çà

ôîðìóëîþ:

A2 = A1+̃α2 〈·, ω2〉ω2,

äå

ω2 = (A1 − E2)ψ2 ∈ H−1, α2 = − 1

〈ψ2, ω2〉
= − 1

〈ψ2,A1ψ2〉 − E2
.

Ïðÿìà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî îïåðàòîðA2 ðîçâÿçó¹ çàäà÷ó:A2ψ1 = E1ψ1, A2ψ2 =

E2ψ2. Ïîêëàäà¹ìî

b1 = a0
22 − E2, a0 =| a0

21 |, äå a0
22 := 〈ψ2,A0ψ2〉 , a0

21 := 〈ψ2,A0ψ1〉 .

Îòæå

α2 = − 1

b1 − a2
0

b0

.

Àíàëîãi÷íî, íà òðåòüîìó êðîöi (N = 3) äëÿ äîâiëüíèõ âiä¹ìíèõ íàïåðåä

çàäàíèõ E1, E2, E3, òà ψ1, ψ2, ψ3 /∈ D(A), ψ1 ⊥ ψ2 ⊥ ψ3 ⊥ ψ1 ìè âèçíà÷à¹ìî:

A3 = A2+̃α3 〈·, ω3〉ω3,

äå

ω3 = (A2 − E3)ψ3, α3 = − 1

〈ψ3, ω3〉
= − 1

〈ψ3,A2ψ3〉 − E3
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Ïîêëàäåìî

b2 = a1
33 − E3, a1 =| a1

32 |, äå a1
33 := 〈ψ3,A1ψ3〉 , a1

32 := 〈ψ3,A1ψ2〉 .

Îòæå,

α3 = − 1

〈ψ3,A1ψ3〉 − E3 − |〈ψ3,A1ψ2〉|2

b1−
a2
0
b0

= − 1

b2 − a2
1

b1−
a2
0
b0

Äëÿ äîâiëüíîãî N ≥ 1 ìà¹ìî

An+1 = An+̃αn+1 〈·, ωn+1〉ωn+1, ωn+1 := (An − En+1)ψn+1,

äå

αn+1 = − 1

〈ψn+1, ωn+1〉
= − 1

an−1
n+1,n+1 − En+1 −

|an−1
n,n−1|2

an−2
n−1,n−1−En−1−...

|a0
21|

2

a0
11−E1

= − 1

bn −
a2
n−1

bn−1−···−
a2
1

b1−
a2
0
b0

.

Ïîêëàäåìî

bn := an−1
n+1,n+1 − En+1, an−1 := | 〈ψn+1,An−1ψn〉 |,

äå

an−1
n+1,n+1 := 〈ψn+1,An−1ψn+1〉 , an−1

n,n−1 = 〈ψn,An−1ψn−1〉 .

Òåïåð îïèøåìî ïåðåõiä âiä ìàòðèöi ßêîái äî çáóðåíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé A ≡ A0 ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð â H, J- ìàòðèöÿ ßêîái, N -

ïiäïðîñòið â H, òàêèé ùî N ∩ D(A) = {0}. Äëÿ îïåðàòîðà A òà ìàòðèöi

ßêîái J ìè áóäó¹ìî îïåðàòîð Ã ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé âiäíîñíî A . Îñíîâíèé

ðåçóëüòàò äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà, äîâåäåííÿ ÿêî¨ ìîæíà çíàéòè â [41].

Òåîðåìà 12. Íåõàé A- ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, J- ìàòðèöÿ ßêîái, {ϕj}∞j=1 ⊂
N -îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ.

Iñíó¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèé îïåðàòîð Ã = ÃJ , òàêèé ùî

Ãψj = Ejψj, j = 1, 2, . . . , N, (64)
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äå ïîñëiäîâíîñòi {Ej} òà {ψj} áóäóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi J òà

ïîñëiäîâíîñòi {ϕj}∞j=1 ⊂ N -îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà âåêòîðiâ.

4 Òåîðiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäi-

¹þ.

4.1 Ñïåêòðàëüía òåîðiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ âçà-

¹ìîäi¹þ.

Ïî öié òåìi îïóáëiêîâàíî íàñòóïíi ðîáîòè: [7, 29, 36, 32, 37, 33, 34, 8]

Äîñëiäæåíî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ìið äèíàìi÷íèõ ñèñòåì

êîíôëiêòó, ùî ìîäåëþþòü àëüòåðíàòèâíó áîðîòüáó ñóïðîòèâíèêiâ. Ïîêàçà-

íî, ùî òèïîâi òðàåêòîði¨ òàêèõ ñèñòåì çáiãàþòüñÿ äî iíâàðiàíòíèõ âçà¹ìíî

ñèíãóëÿðíèõ ìið. Äîâåäåíî, ùî ìàéæå çàâæäè ñàìi ãðàíè÷íi ìiðè ¹ ÷èñòî

ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèìè. Çíàéäåíî óìîâè, ïðè ÿêèõ ãðàíè÷íi ìiðè íàëå-

æàòü ôiêñîâàíîìó ñïåêòðàëüíîìó òèïó: ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîìó,

÷èñòî òî÷êîâîìó, àáî ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíîìó.

Äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ñïåêòðàëüíèõ ìið (íîñi¨ ÿêèõ ¹ àòðà-

êòîðàìè) i ÿêi âiäïîâiäàþòü ñòàíàì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòó ç ïðè-

òÿãàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Çîêðåìà âèâ÷àëèñÿ ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ äëÿ

ìið ùî îïèñóþòü äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòà ç äâîìà ñïiðíèìè ïîçèöiÿ-

ìè. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ãðàíè÷íèõ ñòàíiâ. Çíàéäåíî êðèòåðè¨

÷èñòîòè ñïåêòðó ( òî÷êîâîãî, àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî, ñèíãóëÿðíî íåïå-

ðåðâíîãî). Çíàéäåíî ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ òîïîëîãi÷íîãî òèïà, à òàêîæ

ðîçìiðíîñòi Õàóñäîðôà íîñi¨â ãðàíè÷íèõ ìið. Ïîáóäîâàíà i âèâ÷åíà äèíà-

ìi÷íà ìîäåëü, ùî îïèñó¹ êîíôëiêòíó âçà¹ìîäiþ â äèñêðåòíîìó ÷àñi äâîõ

ñêëàäíèõ ñèñòåì ç íåòðèâiàëüíîþ âíóòðiøíüîþ ñòðóêòóðîþ.

Çîêðåìà äîñëiäæóâàëàñü ñòðóêòóðà òî÷êîâîãî ñïåêòðó òà çàäà÷à ïðî

âiäíîâëåííÿ âòðà÷åíîãî ôiçè÷íîãî ñïåêòðó.
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Îäåðæàíî óìîâè âiäíîâëåííÿ ÷èñòîãî ñïåêòðàëüíîãî òèïó (÷èñòî òî÷êî-

âîãî, àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî, àáî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî) â ãðàíè÷íèõ

ðîçïîäiëàõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êîìïîçèöi¹þ àëüòåðíàòèâíîãî êîíôëiêòó.

Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî òî÷êîâèé ñïåêòð ìîæíà ðåãåíåðóâàòè âèõîäÿ÷è iç

ñòàíiâ ç ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèì ñïåêòðîì.

Äîñëiäæóþòüñÿ ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ äèíàìi-

÷íèõ ñèñòåì êîíôëiêòà â äèñêðåòíîìó ÷àñi. Â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó äè-

íàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòà ïîðîäæó¹òüñÿ ïàðîþ éìîâiðíiñíèõ ìið µ òà ν

íà âiäðiçêó [0, 1], çîñåðåäæåíèõ íà ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìíîæèíàõ (äèâ.

íèæ÷å). Åâîëþöiÿ â öèõ ñèñòåìàõ çàäà¹òüñÿ êîìïîçèöi¹þ àëüòðíàòèâíîãî

êîíôëiêòà >, ÿêà ïî ñóòi ¹ ïåðåòâîðåííÿì â ïðîñòîði ïàð ìið:

{µN−1, νN−1} >−→ {µN , νN}, µ0 = µ, ν0 = ν, N = 1, 2, ...

Ðàíiøå âæå äîâåäåíî iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ ñòàíiâ òàêî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè:

µ∞ = lim
N→∞

µN , ν∞ = lim
N→∞

νN ,

ÿêi ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ êîìïîçèöi¨ >. Íàñòóïíà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â
äîñëiäæåíi ñïåêòðàëüíî¨ ñòðóêòóðè íîñi¨â ãðàíè÷íèõ ìið µ∞, ν∞. Â ðî-

áîòi [7] ïîêàçàíî, ùî öi ìiðè çàäîâîëüíÿþòü àíàëîãàì âiäîìî¨ òåîðåìè

Äæåññåíà-Âiíòíåðà i òîìó ìàþòü ÷èñòèé ñïåêòðàëüíèé òèï, òîáòî ¹ àáî ÷è-

ñòî òî÷êîâèìè, àáî ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè, àáî ÷èñòî ñèíãóëÿðíî

íåïåðåðâíèìè. Â [7] çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè (à â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó ç

äâîìà ïîçèöiÿìè êîíôëiêòó � êðèòåði¨) òîãî, ùî ñïåêòð (=íîñié) ãðàíè÷íèõ

ìið ìà¹ ôiêñîâàíèé ñïåêòðàëüíèé òèï.

Äàëi äîñëiäæó¹òüñÿ â ïåâíîìó ñåíñi îáåðíåíà çàäà÷à. ßê âiäíîâèòè

ñïåêòðàëüíèé òèï õî÷à á îäíi¹¨ ç ìið, çìiíåíèé àáî âòðà÷åíèé â ðåçóëüòàòi

êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨? Çàäà÷à ¹ ñêëàäíîþ i òóò îäåðæàíî ëèøå ÷àñòêîâi

ðåçóëüòàòè. Çîêðåìà äîâåäåíî, ùî â êëàñi ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið ïî÷à-

òêîâèé òèï ñïåêòðà îäíi¹¨ ç ìið ìîæíà âiäíîâèòè. Áiëüø çà òå, ïîêàçàíî,

ùî òî÷êîâèé òèï ñïåêòðà ìîæíà ðåãåíåðóâàòè íàâiòü ó âèïàäêó, êîëè ïiñëÿ
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êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ãðàíè÷íi ìiðè ìàþòü ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèé

ñïåêòð, ÿêèé i äîñi íå ìà¹ çàãàëüíî ïðèéíÿòîãî ôiçè÷íîãî ñìèñëó. Îñíîâ-

íèé ðåçóëüòàò ñòàòòi ñôîðìóëüîâàíî â òåîðåìi 14.6, ÿêà ìiñòèòü êðèòåðié

âiäíîâëåííÿ ÷èñòî òî÷êîâîãî ñïåêòðàëüíîãî òèïó. Â ðîáîòi íàâåäåíî òà-

êîæ ðÿä ïðîñòèõ äîñòàòíiõ óìîâ íàëåæíîñòi ãðàíè÷íî¨ ìiðè äî ïåâíîãî

ñïåêòðàëüíîãî òèïó.

Íåõàé A òà B ïîçíà÷àþòü ïàðó ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ, ÿêi ÷àñ âiä ÷àñó âñòó-

ïàþòü ó êîíôðîíòàöiþ ÷è êîíôëiêò. Òàêi îá'¹êòè çâåìî îïîíåíòàìè àáî

ïðîòèëåæíèìè ñòîðîíàìè ó òîìó ñìèñëi, ùî ¨õíi "æèòò¹âi iíòåðåñè" ïåðå-

òèíàþòüñÿ, òîáòî A òà B ìàþòü ñïiëüíèé ïðîñòið "iñíóâàííÿ ÿêèé ïîçíà÷à-

¹ìî Ω. Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi â ÿêîñòi Ω áåðåìî ñêií÷åíó äèñ-

êðåòíó ìíîæèíó òî÷îê (=ïîçèöié êîíôëiêòà) àáî êîìïàêòíó ïiäìíîæèíó

ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó, íàïðèêëàä âiäðiçîê [0, 1]. Ïî÷àòêîâi ðîçïîäiëè æèò-

ò¹âèõ iíòåðåñiâ îïîíåíòiâ çàäàþòüñÿ íà Ω iìîâiðíiñíèìè ìiðàìè: µ = µA

òà ν = νB, âiäïîâiäíî. Êîíôðîíòàöiÿ ìiæ A òà B âiäáóâà¹òüñÿ â äèñêðå-

òíîìó ÷àñi t = 1, 2, ..., N, ... i ìàòåìàòè÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ íåêîìóòàòèâíèì

ïåðåòâîðåííÿì > (êîìïîçèöi¹þ êîíôëiêòà) â ïðîñòîði ìið. Öÿ êîìïîçèöiÿ

ïîðîäæó¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòà â ïðîñòîði ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ

ìið µ, ν ∈ Mss([0, 1]) (îçíà÷åííÿ äèâ. â íàñòóïíîìó ðîçäiëi). Â ðîáîòi [7]

âæå ïîêàçàíî, ùî çà âèíÿòêîì êðàéíiõ âèïàäêiâ, äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ïî-

÷àòêîâèõ ìið µ0 = µ, ν0 = ν, òðàåêòîðiÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòà

{µN , νN} ïðÿìó¹ äî íåðóõîìî¨ òî÷êè, ÿêié âiäïîâiäà¹ ïàðà ãðàíè÷íèõ ìið

µ∞, ν∞.

Òóò çîñåðåäæåíî óâàãó íà íàñòóïíèõ ïèòàííÿõ. Êîëè õî÷à á îäíà ãðà-

íè÷íà ìiðà, ñêàæiìî µ∞, ¹ ÷èñòî òî÷êîâîþ: µ∞ = µ∞pp? À ÿêùî îäíà ç

ïî÷àòêîâèõ ìið áóëà ÷èñòî òî÷êîâîþ, µ = µpp, à íà ãðàíèöi ñòàëà ÷èñòî ñèí-

ãóëÿðíîþ, µ∞ = µ∞sc , òî ÷è iñíó¹ ìiðà ν ′ òàêà, ùî áóäóþ÷è íîâó äèíàìi÷íó

ñèñòåìó êîíôëiêòà ç ïî÷àòêîâîþ ïàðîþ µ∞, ν ′, íîâà ãðàíè÷íà ìiðà (µ∞)∞
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ñòàíå çíîâó ÷èñòî òî÷êîâîþ? Iíøèìè ñëîâàìè, ÷è ìîæíà âiäíîâèòè òî÷êî-

âèé òèï ñïåêòðà ìiðè µ = µpp, ÿêèé âòðà÷à¹òüñÿ â êîíôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ ç

ìiðîþ ν? Âiäçíà÷èìî, ùî âèíèêíåííÿ ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî ñïåêòðà ¹

õàðàêòåðíèì ÿâèùåì â òåîði¨ êîíôëiêòà. Â òîé æå ÷àñÿê íàëåæíiñòü µ∞ äî

òî÷êîâîãî òèïó ïîòðåáó¹ âèêîíàííÿ äîñèòü ñïåöèôi÷íèõ óìîâ. ßê ïðàâèëî,

êîíôëiêòíà âçà¹ìîäiÿ ìiæ îïîíåíòàìè A òà B, ÿêèì âiäïîâiäàþòü ðiçíi òî-

÷êîâi àáî àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ìiðè µ òà ν, ïðèâîäèòü äî ãðàíè÷íèõ ñòàíiâ

µ∞sc , ν
∞
sc ç ñèíãóëÿðíèì íiäå íå ùiëüíèì ôðàêòàëüíèì ñïåêòðîì.

Òîìó çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ óìîâ, ÿêi çàáåçïå÷óþòü âiäíîâëåííÿ òî-

÷êîâîãî òèïó ñïåêòðà âðà÷åíîãî â ðåçóëüòàòi êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨, ¹ àêòó-

àëüíîþ. Îñíîâîþ äîñëiäæåííÿ ¹ ïîïåðåäíÿ ðîáîòà, äå çíàéäåíî ÿâíi ôîð-

ìóëè äëÿ îïèñó ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ äëÿ äèñêðåêòíèõ ìið. Ñïèðàþ÷èñü

íà öi ðåçóëüòàòè, òóò îäåðæàíî ÿê ïðîñòi äîñòàòi óìîâè, òàê i êðèòåðié äëÿ

âiäíîâëåííÿ òî÷êîâîãî ñïåêòðàëüíîãî òèïó äëÿ ñòðóêòóðíî ïîäiáíèõ ìið

íà [0, 1].

Âiäçíà÷èìî, ùî íà îñíîâi êîìïîçèöi¨ êîíôëiêòà > ïîáóäîâàíî çíà÷íî

ñêëàäíiøi äèíàìi÷íi ñèñòåìè, ÿêi îïèñóþòü, çîêðåìà, ïðîöåñè ìiãðàöi¨, ñî-

öiàëüíî¨ êîíôðîíòàöi¨ òà êîîïåðàöi¨. Â òàêèõ ìîäåëÿõ ñïåêòðàëüíèé òèï

ãðàíè÷íèõ ìið íàïåâíî íå ¹ ñòiéêèì i ìîæå ïiä ÷àñ åâîëþöi¨ îñöèëþâàòè i

íåîäíîðàçîâî íàáëèæàòèñÿ ÿê äî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîãî, òàê i äî òî÷êî-

âîãî, i íàâiòü äî àáñîëþòíî íåïåðåðâíîãî.

Êîìïàêòíà ìíîæèíà S ⊆ R çâåòüñÿ ñòðóêòóðíî ïîäiáíîþ, ÿêùî ïðè êî-

æíîìó ε > 0 âîíà ðîçêëàäà¹òüñÿ ó îá"¹äíàííÿ ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi ïîäiáíèõ

ïiäìíîæèí ç äiàìåòðàìè, ùî íå ïåðåâèùóþòü ε:

S =

Mε<∞⋃
j=1

sj, diam(sj) ≤ ε, sj ≈ sl, j, l = 1, 2, ...,Mε, (65)

ïðè öüîìó

λ(scl
j

⋂
scl
l ) = 0, j 6= l,
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äå ≈ ïîçíà÷à¹ ïîäiáíiñòü, scl
j � çàìèêàííÿ ìíîæèíè sj, λ � ìiðà Ëåáåãà.

Iíøèìè ñëîâàìè, ñòðóêòóðíî ïîäiáíà ìíîæèíà íà äîâiëüíîìó ε-ðiâíi ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi ïîäiáíèõ "öåãëèíîê".

Ìiðà µ íà R çâåòüñÿ ñòðóêòóðíî ïîäiáíîþ, ÿêùî ¨¨ íîñié suppµ = S ¹

ñòðóêòóðíî ïîäiáíîþ ìíîæèíîþ.

Â ïîäàëüøîìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ëèøå ïiäêëàñ éìîâiðíiñíèõ ìið íà âiä-

ðiçêó [0, 1], íîñi¨ ÿêèõ ¹ ñòðóêòóðíî ïîäiáíèìè. Óñþ ìíîæèíó òàêèõ ìið

ïîçíà÷à¹ìîMss([0, 1]) ≡ Mss (s.s.= structural similarity) i âèçíà÷à¹ìî íà-

ñòóïíèì ÷èíîì.

Ðîçãëÿíåìî ïàðó ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü âèäó

Q = {qk}∞k=1 =



q11 · · · q1k · · ·
q21 · · · q2k · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
qn1 · · · qnk · · ·


≡ {qik}n, ∞i=1, k=1 (66)

òà

P ≡ {pk}∞k=1 =



p11 · · · p1k · · ·
p21 · · · p2k · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
pn2 · · · pnk · · ·


≡ {pik}n, ∞i=1, k=1 , (67)

ñòîâï÷èêè ÿêèõ óòâîðþþòü ñòîõàñòè÷íi âåêòîðè qk òà pk ∈ Rn, n > 1:

qk = (q1k, q2k, ..., qnk), q1k, ..., qnk > 0, q1k + · · ·+ qnk = 1.

pk = (p1k, p2k, ..., pnk), p1k, ..., pnk ≥ 0, p1k + · · ·+ pnk = 1.
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Ïðèïóñêà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

qinf := inf
ik
qik > 0. (68)

Ìàòðèöÿ (66) ôiêñó¹ íà [0, 1] òàê çâàíå Q-ïðåäñòàâëåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Âî-

íî çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Iíòåðâàë [0, 1] ðîçêëàäà¹òüñÿ çëiâà íàïðàâî

â ñiìåéñòâî iíòåðâàëiâ ∆i1,∆i1i2, · · · ,∆i1i2···ik, · · · ðàíãó 1, 2, ..., k, ...:

[0, 1] =
n⋃

i1=1

∆i1 =
n⋃

i1,i2=1

∆i1i2 = · · · =
n⋃

i1,...,ik=1

∆i1i2...ik = · · · .

Ïðè öüîìó âèìàãà¹òüñÿ, ùî ðiçíi iíòåðâàëè ôiêñîâàíîãî ðàíãó ïåðåòèíàþ-

òüñÿ ëèøå â êðàéíiõ òî÷êàõ, ¨õ äîâæèíè âèçíà÷àþòüñÿ åëåìåíòàìè ìàòðèöi

Q,

λ(∆i1) = qi11, λ(∆i1i2) = qi11 · qi22, · · · , λ(∆i1i2...ik) = qi11 · qi22 · · · qikk, · · · ,

à îá'¹äíàííÿ óçãîäæåíi:

∆i1 =
n⋃

i2=1

∆i1i2, · · · ∆i1i2...ik−1
=

n⋃
ik=1

∆i1i2...ik, · · ·

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî σ-àëãåáðà ïîðîäæåíà ñiìåéñòâîì ïiäìíîæèí {∆i1i2...ik}∞k=1

çáiãà¹òüñÿ ç áîðåëåâñüêîþ σ-àëãåáðîþ íà [0, 1]. Çîêðåìà, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

x ∈ [0, 1] iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü âêëàäåíèõ iíòåðâàëiâ ∆i1 ⊃ ∆i1i2 ⊃ ... ⊃
∆i1i2...ik ⊃ ..., ÿêi â ïåðåòèíi ìiñòÿòü ëèøå öþ òî÷êó:

x =
∞⋂
k=1

∆i1i2...ik.

Ïðè ôiêñîâàíîìó Q-ïðåäñòàâëåííi âiäðiçêà [0, 1] êîæíà ñòîõàñòè÷íà ìà-

òðèöÿ (67) çàäà¹ äåÿêó áîðåëåâó ìiðó µ, ÿê ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi êóñêîâî

ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ iìîâiðíiñíèõ ìið: µ = limk→∞ µk, äå µk âèçíà÷àþ-

òüñÿ ïåðøèìè k ñòîâï÷èêàìè ìàòðèöü Q òà P ,

µk :=
∞∑

i1,i2,...,ik=1

ci1i2...ikλi1i2...ik, ci1i2...ik :=
pi11pi22 · · · pikk
qi11qi22 · · · qikk

, (69)
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äå λi1i2...ik := λ � ∆i1i2...ik ïîçíà÷à¹ çâóæåííÿ ìiðè Ëåáåãà íà âiäðiçîê ∆i1i2...ik .

Ç (69) âèäíî, ùî

µ1(∆i1) = pi1, µ2(∆i1i2) = pi11 ·pi22, ..., µk(∆i1,...,ik) = pi11 ·pi22 · · · pikk, ... (70)

Ç (69),(70) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó fk(x) = µk{[0, x)} ìiðè µk

ìà¹ ãðàôiê (êóñêîâî ëiíiéíî¨) íåñïàäíî¨ ëàìàíî¨ ëiíi¨. Ïðè öüîìó, çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ fk(x), k > 1 â êðàéíiõ òî÷êàõ iíòåðâàëiâ ∆i1i2...ik−1
ðàíãà k−1 òi ñà-

ìi, ùî i ó ôóíêöi¨ fk−1(x). Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {fk(x)}∞k=1

ïîòî÷êîâî ìàéæå óñþäè çáiãà¹òüñÿ, fk(x) → f(x), k → ∞, äå f(x) ¹ íåïå-

ðåðâíîþ ñïðàâà íåñïàäíîþ ôóíêöi¹þ, f(0) = 0, f(1) = 1 . Çà ïîáóäîâîþ,

f(x) ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó äåÿêî¨ ìiðè µ, ÿêà íàëåæèòü äî êëàñóMss([0, 1]).

Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî íà óñiõ iíòåðâàëàõ ∆i1i2...ik, k ≥ 1 ìiðà µ áóäó¹òüñÿ

ïîäiáíîþ ïðîöåäåðîþ i λ(∆i1,...,ik)→ 0, k →∞ çàâäÿêè óìîâi (68).

Õàðàêòåðíà îñîáëèâiñòü êëàñó ìið µ ∈ Mss ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òàêi ìi-

ðè çàâæäè ìàþòü ëèøå îäíó êîìïîíåíòó â ðîçêëàäi Ëåáåãà: àáî òî÷êîâó,

àáî àáñîëþòíî íåïåðåðâíó, àáî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíó. Öåé ôàêò ïðî ÷è-

ñòîòó ñïåêòðà (= íîñiÿ) ìiðè µ ∈ Mss âèïëèâà¹ ç àíàëîãà âiäîìî¨ òåîðåìè

Äæåññåíà-Âiíòíåðà. Éîãî ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Äëÿ ìið ç êëàñóMss ïèøåìî µ ∈Mpp,Mac,Msc (ïîçíà÷åííÿ ss îïóñêà-

¹ìî), ÿêùî ìiðà µ ¹ ÷èñòî òî÷êîâîþ (µ = µpp), ÷èñòî àáñîëþòíî íåïåðåðâ-

íîþ (µ = µac), àáî ÷èñòî ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîþ (µ = µsc), âiäïîâiäíî.

Ïîçíà÷èìî

Pmax(µ) :=
∞∏
k=1

max
i
{pik}, ρ(µ, λ) :=

∞∏
k=1

(Σn
i=1

√
pikqik),

Òåîðåìà 13. Êîæíà ìiðà µ ∈Mss ìà¹ ÷èñòèé ñïåêòðàëüíèé òèï:

(a) µ ∈Mpp, ëèøå ÿêùî Pmax(µ) > 0,

(b) µ ∈Mac, ëèøå ÿêùî ρ(µ, λ) > 0,

(c) µ ∈Msc, ëèøå ÿêùî Pmax(µ) = 0 òà ρ(µ, λ) = 0.
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Äîâåäåííÿ (a) - âiäîìå. Iäåÿ äîâåäåííÿ (b), (c) ãðóíòó¹òüñÿ íà òåîðåìi

Êàêóòàíi ùîäî ìið, ÿêi ¹ íåñêií÷åíèìè ïðÿìèìè äîáóòêàìè ïîñëiäîâíîñòi

ìið.

Äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòó áóäó¹òüñÿ â ïðÿìîìó äîáóòêó ïðîñòîðiâ

Mss × Mss íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïðè ôiêñîâàíîìó Q-ïðåäñòàâëåííi âiäðiç-

êà [0, 1] ðîçãëÿãà¹òüñÿ ïàðà ìið µ, ν ∈ Mss àñîöi¨îâàíèõ ç ñòîõàñòè÷íèìè

ìàòðèöÿìè P òà R = {rk}∞k=1. Äî íèõ çàñòîñîâó¹òüñÿ íåêîìóòàòèâíå ïåðå-

òâîðåííÿ > (êîìïîçèöiÿ êîíôëiêòà):

µ1 = µ> ν, ν1 = ν > µ,

äå êîæíà ç ìið µ1, ν1 çíîâó íàëåæèòü ïðîñòîðó Mss. Öi ìiðè àñîöiéîâàíi

ç ñòîõàñòè÷íèìè ìàòðèöÿìè P 1 = {p1
k}∞k=1, R1 = {r1

k}∞k=1, äå íîâi ñòîõà-

ñòè÷íi âåêòîðè p1
k, r

1
k âèçíà÷àþòüñÿ êîìïîçèöi¹þ êîíôëiêòà > â ïðîñòîði

Rn, n > 1:

p1
k = pk > rk, r1

k = rk > pk.

Êîîðäèíàòè p1
ik, r

1
ik, i = 1, ..., n âåêòîðiâ p1

k, r1
k ïiäðàõîâóþòüñÿ çà ôîðìó-

ëàìè:

p1
ik :=

pik(1− rik)
zk

, r1
ik :=

rik(1− pik)
zk

, (71)

äå äiëüíèê zk = 1 − (pk, rk) ((·, ·) � ïîçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Rn)

çàáåçïå÷ó¹ óìîâó ñòîõàñòè÷íîñòi íîâèõ âåêòîðiâ:

n∑
i=1

p1
ik =

n∑
i=1

r1
ik = 1.

Ç (71) âèäíî, ùî êîîðäèíàòè îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ çàëèøàþòüñÿ íåçìií-

íèìè âiäíîñíî äi¨ >. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî äëÿ êîðåêòíîñòi ôîðìóë (71)

òðåáà âèìàãàòè àáè (pk, rk) 6= 1 äëÿ êîæíîãî k. Öÿ óìîâà àâòîìàòè÷íî

áóäå âèêîíóâàòèñÿ ïðè iòåðàöiÿõ êîìïîçèöi¨ >, ÿêùî âîíà ìàëà ìiñöå íà

ïåðøîìó êðîöi.
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Ôîðìóëè (71) ìàþòü íàñòóïíó iíòåðïðåòàöiþ. Ïðè k = 1 ÷èñëî p1
i1 äîðiâ-

íþ¹ éìîâiðíîñòi äëÿ îïîíåíòà A çíàõîäèòèñü â ðåãiîíi ∆i1 ïiñëÿ ïåðøîãî

êðîêó êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ç îïîíåíòîì B. Öÿ éìîâiðíiñòü ïðîïîðöiéíà

äîáóòêó ïî÷àòêîâî¨ éìîâiðíîñòi pi1 äëÿ A áóòè â ∆i1, íà 1 − ri1 � éìîâið-
íoñòi òîãî, ùî îïîíåíò B â öüîìó ðåãiîíi âiäñóòíié. Àíàëîãi÷íèé ñìèñë ìà¹

r1
i1. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ÷èñëà p1

i1, r
1
i1 ¹ óìîâíèìè éìîâiðíîñòÿìè îäíî÷à-

ñíî¨ âçà¹ìîâèêëþ÷íî¨ (= àëüòåðíàòèâíî¨) ïðèñóòíîñòi îïîíåíòà A ÷è B ïî

óñiì ðåãiîíàì ∆i1, i = 1, ..., n. Àíàëîãi÷íèé ñìèñë ìàþòü ÷èñëà p1
ik, r

1
ik äëÿ

áóäü-ÿêîãî k.

Iòåðàöiÿ êîìïîçèöi¨ > â ïðîñòîði Mss ×Mss ïîðîäæó¹ äèíàìè÷íó ñè-

ñòåìó êîíôëiêòà ó äèñêðåòíîìó ÷àñi:

{µN−1, νN−1} >−→ {µN , νN}, N = 1, 2, ..., µ0 = µ, ν0 = ν. (72)

Íàñòóïíà òåîðåìà ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà òðàåêòîðiÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

(72) çáiãà¹òüñÿ äî iíâàðiàíòíîãî ãðàíè÷íîãî ñòàíó.

Òåîðåìà 14. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè ïî÷àòêîâèõ ìið µ, ν ∈Mss ç óìîâîþ

(pk, rk) 6= 1, ∀k, (73)

iñíóþòü iíâàðiàíòíi âiäíîñíî äi¨ > ãðàíè÷íi ìiðè µ∞, ν∞ ∈ Mss ó ñìèñëi

ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi ìàéæå âñþäè âiäïîâiäíèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó:

µ∞ = lim
N→∞

µN , ν∞ = lim
N→∞

νN .

Ïðè öüîìó, µ∞ ⊥ ν∞, ÿêùî µ 6= ν, òà µ∞ = ν∞, ÿêùî µ = ν.

Âiäçíà÷èìî, ùî óìîâà (73) (äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî âîíà çàâæäè âèêîíó-

¹òüñÿ) îçíà÷à¹, ùî ðiâíiñòü pik = rik = 1 íiêîëè íå òðàïëÿ¹òüñÿ. Iñíóâàííÿ

ãðàíè÷íèõ ìið µ∞, ν∞ âèïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ ñòîõàñòè÷íèõ âå-

êòîðiâ

p∞k = lim
N→∞

pNk , r∞k = lim
N→∞

rNk , k = 0, 1, ...
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ùî äîâåäåíî â áiëüø çàãàëüíîìó êîíòåêñòi â òåîðåìi ïðî êîíôëiêò. Ïîñëi-

äîâíîñòi ãðàíè÷íèõ âåêòîðiâ p∞k , r
∞
k , k = 1, 2, ... ôîðìóþòü ïàðó ñòîõà-

ñòè÷íèõ ìàòðèöü P∞, R∞, ç ÿêèìè àñîöiéîâàíi ìiðè µ∞, ν∞ ç ïðîñòîðó

Mss. Âëàñòèâîñòi µ∞ ⊥ ν∞, àáî µ∞ = ν∞ òàêîæ ¹ íàñëiäêàìè òåîðåìè ïðî

êîíôëiêò.

Íåâàæêî çíàéòè ÿâíó ôîðìóëó äëÿ çíà÷åíü ãðàíè÷íèõ ìið µ∞, ν∞ íà

iíòåðâàëàõ ∆i1i2...ik . Àëå äëÿ öüîãî íåîáõiäíî ïðèâåñòè äîïîìiæíi ðåçóëü-

òàòè. Äëÿ ïàðè ðiçíèõ i íåîðòîãîíàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ p, r ∈ Rn
+

ïîçíà÷èìî

D :=
∑
i∈N+

di = −
∑
i∈N−

di,

äå

di = pi − ri, N+ := {i : di > 0}, N− := {i : di < 0}.

Âiäçíà÷èìî, ùî 0 < D ≤ 1 îñêiëüêè p 6= r. Ðiâíiñòü
∑

i∈N+
di = −

∑
i∈N− di

âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
∑

i pi −
∑

i ri = 0.

Òåîðåìà 15. ßêùî p 6= r, òî êîîðäèíàòè ãðàíè÷íèõ âåêòîðiâ p∞, r∞

ìàþòü íàñòóïíèé ÿâíèé îïèñ:

p∞i =

{
di/D, i ∈ N+

0, i /∈ N+

, r∞i =

{
−di/D, i ∈ N−
0, i /∈ N−

(74)

ßêùî ïî÷àòêîâi âåêòîðè ðiâíi, p = r, (p, r) 6= 1, òî ãðàíè÷íi âåêòîðè

òàêîæ ðiâíi, p∞ = r∞, i áiëüø çà òå, ¨õ êîîðäèíàòè ðiâíîìiðíî ðîçïîäi-

ëåíi: p∞i = r∞i = 1/m, äå m ≤ n ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò

ó âåêòîðiâ p, r.

Äîâåäåííÿ ïîäà¹ìî ëèøå ôðàãìåíòàðíî. ßêùî p 6= r, àëå pi = ri äëÿ

ÿêîãîñü i, òî ðàíiøå âæå ïîêàçàíî, ùî êîîðäèíàòè pNi = rNi çáiãàþòüñÿ äî

íóëÿ, p∞i = r∞i = 0. Áiëüø çà òå, ÿêùî di íå ¹ ñòðîãî äîäàòíiì, òî iòåðàöiÿ
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ôîðìóë (71) ïîêàçó¹, ùî i â òàêîìó ðàçi pNi → 0, N → ∞. Öå îçíà÷à¹,

ùî p∞i = 0 äëÿ óñiõ i /∈ N+. Àíàëîãi÷íî rNi → 0, ÿêùî i /∈ N−. Òîìó
dNi := pNi − rNi → d∞i = p∞i äëÿ i ∈ N+ i −dNi → −d∞i = r∞i äëÿ i ∈ N−.
Äàëi, íåâàæêî áà÷èòè, ùî íàñòóïíi âiäíîøåííÿ íå çàëåæàòü âiä N :

dNi
dNj

=
di
dj
, i, j ∈ N+ ∪ N−

Îòæå
d∞i
d∞j

=
di
dj
.

Òîìó
p∞i
p∞j

=
di
dj
, i, j ∈ N+,

r∞i
r∞j

=
di
dj
, i, j ∈ N−.

Òåïåð ëåãêî ïîêàçàòè, ùî öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü âiäíîñíî ãðàíè÷íèõ êîîðäè-

íàò ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê âèäó (74). Ó âèïàäêó p = r ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië

ãðàíè÷íèõ êîîðäèíàò, p∞i = r∞i = 1/m, äå m = |{i : pi = ri 6= 0}| âñòàíîâ-
ëåíî.

Ç òåîðåìè 15 îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 16. Åëåìåíòè ñòîõàñòè÷íèõ ìàòðèöü P∞, R∞, ç ÿêèìè àñî-

öiéîâàíi ãðàíè÷íi ìiðè µ∞, ν∞ ìàþòü ÿâíèé îïèñ: ÿêùî pk 6= rk, òî

p∞ik =

{
dik/Dk, i ∈ N+,k

0, i /∈ N+,k

, r∞ik =

{
−dik/Dk, i ∈ N−,k
0, i /∈ N−,k

pk 6= rk.

(75)

ßêùî pk = rk , òî

p∞ik = r∞ik = 1/mk, pk = rk, (pk, rk, ) 6= 1. (76)

äå mk ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü òî÷îê ìíîæèíè {i : pik = rik 6= 0}.

Îòæå, çíà÷åííÿ ìiðè µ∞ íà iíòåðâàëi ∆i1...ik â ïðèïóùåíi, ùî âîíà íå ¹

÷èñòî òî÷êîâîþ, âèçíà÷à¹òüñÿ êîìáiíàöi¹þ âiäïîâiäíèõ äîáóòêiâ ç ôîðìóë
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(75), (76). Çîêðåìà, ÿêùî ps 6= rs àáî ps = rs äëÿ óñiõ s ≤ k, òî.

µ∞(∆i1...ik) =

{ ∏k
l=1 dill/Dl, ∀il ∈ N+,l

0, ∃il /∈ N+,l

. (77)

µ∞(∆i1...ik) =
k∏
l=1

1/mk, (78)

Áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåì 13 òà 16 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé

ôîðìóëþ¹ìî ëèøå äëÿ îäíi¹¨ ç ãðàíè÷íèõ ìið.

Òåîðåìà 17. Ãðàíè÷íà ìiðà µ∞ ìà¹ ÷èñòèé ñïåêòðàëüíèé òèï:

(à) µ∞ ∈Mpp ëèøå òîäi, êîëè

Pmax(µ∞) :=
∞∏
k=1

max
i

dik
Dk

> 0, (79)

(b) µ∞ ∈Mac ëèøå òîäi, êîëè ìàéæå äëÿ óñiõ k

ρ(µ∞, λ) =
∞∏
k=1

∑
i

√
dikqik
Dk

> 0, (80)

(c) µ∞ ∈Msc ëèøå òîäi, êîëè îáèäâi óìîâè (79),(80) ïîðóøóþòüñÿ.

Ïåðåéäåìî äî âèêëàäó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïî òåìi:

"Âiäíîâëåííÿ ñïåêòðàëüíîãî òèïà".

Âiäçíà÷èìî, ùî ïèòàííÿ ïðî ïåðåõiä ìið ç îäíîãî ç êëàñiâ Mac, Mpp,

Msc äî iíøîãî ¹ âàæëèâèì â çàñòîñóâàííÿõ.

Ãîâîðèìî, ùî ìiðà µ ìà¹ íàïðàâëåíó ëîêàëüíó ïåðåâàãó (directed local

priority) âiäíîñíî ν, (ïîçíà÷à¹ìî (µ > ν)loc), ÿêùî äëÿ êîæíîãî k iñíó¹

çàëåæíå âiä k çíà÷åííÿ iíäåêñà i (ïîçíà÷à¹ìî éîãî i′k), òàêå, ùî ðiçíèöi

dik = pik − rik ç i ∈ N+,k, i 6= i′k, ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè k →∞ íàñòiëüêè
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øâèäêî, ùî íàñòóïíà ñóìà ¹ ñêií÷åíîþ:
∞∑
k=1

∑
i6=i′k,i∈N+,k

dik
Dk

<∞. (81)

Íàïðèêëàä, ÿêùî ìàéæå ïðè óñiõ k (òîáòî k /∈ K, äå K � ñêií÷åíà ìíîæè-

íà) ÷èñëà dik ñòðîãî äîäàòíi ëèøå ïðè äëÿ îäíîãî çíà÷åííÿ iíäåêñà i = i′k,

òî â (81) ëèøà¹òüñÿ ñêií÷åíà êiëüêiñòü äîäàíêiâ i òîìó (µ > ν)loc.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà. Âîíà ñòâåðäæó¹, ùî

â ðåçóëüòàòi êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ìiðàìè µ 6= ν ãðàíè÷íà ìiðà µ∞

áóäå ÷èñòî òî÷êîâîþ ëèøå òîäi, êîëè ïî÷àòêîâà ìiðà µ ìà¹ íàïðàâëåíó

ëîêàëüíó ïåðåâàãó âiäíîñíî ìiðè ν.

Òåîðåìà 18. Ðîçãëÿíåìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòà (72) ç ïî÷àòêî-

âîþ ïàðîþ ìið µ, ν ∈Mss òàêèõ, ùî µ 6= ν. Ïðèïóñòèìî ùî ñòîõàñòè÷íi

ìàòðèöi P, R àñîöiéîâàíi ç ìiðàìè µ, ν çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: pk 6= rk

ìàéæå äëÿ óñiõ k (çà âèíÿòêîì k ∈ K, äå K� ñêií÷åíà ìíîæèíà). Òîäi

ãðàíè÷íà ìiðà

µ∞ ∈Mpp ⇔ (µ > ν)loc. (82)

Äîâåäåííÿ ãðóíòó¹òüñÿ íà ñïiââiäíîøåííi:

(µ > ν)loc ⇔
∏
k 6=K

max
i

(dik)/Dk > 0. (83)

Äåòàëi äèâèñü â ðîáîòi [8]

4.2 Òåîðiÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ñêëàäíèõ ñèñòåì. Êîìï'þòåðíå

ìîäåëþâàííÿ íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè ñèñòåì ç êîíôëiêòíîþ

âçà¹ìîäi¹þ.

Ïóáëiêàöi¨ ïî öié òåìi: [9, 12, 10, 38, 39, 40, 35]
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Äîñëiäæåíà ìîäåëü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè. Âîíà îïèñó¹

âçà¹ìîäiþ ìiæ òðüîìà ïðèðîäíèìè ñóáñòàíöiÿìè: ïîïóëÿöi¹þ áiîëîãi÷íîãî

âèäó (æèòòÿ), íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì (ðåñóðñ iñíóâàííÿ), òà íåãàòèâíè-

ìè ôàêòîðàìè äëÿ iñíóâàííÿ (iíôåêöiÿ). Âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü îñíîâíèõ

ôàç ñïiâiñíóâàííÿ ñóáñòàíöié òðiàäè: ñòàíó äèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè (íåðóõî-

ìî¨ òî÷êè), öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, ïåðiîäè÷íî îñöèëþþ÷èõ òðàåêòîðié, òà

åâîëþöié áëèçüêèõ äî õàîòè÷íèõ. Êîìï"þòåðíèì ìîäåëþâàííÿì ïðîäåìîí-

ñòðîâàíî iñíóâàííÿ áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ìiæ ðiçíèìè ôàçàìè.

Ïiä êîíôëiêòíîþ òðiàäîþ ìè ðîçóìi¹ìî ôiçè÷íó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà-

¹òüñÿ ç òðüîõ ñóáñòàíöié (ïîçíà÷èìî ¨õ P,R,Q), ÿêi iñíóþòü ó ñïiëüíîìó

ïðîñòîði Ω i âçà¹ìîäiþòü ïåâíèì ÷èíîì. Ãëîáàëüíî, êîæíà ñóáñòàíöiÿ â

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ÷èñëîì: P,R,Q � ó ïåâíîìó

âèìiði àáñîëþòíèì çíà÷åííÿ êiëüêîñòi âiäïîâiäíî¨ ñóáñòàíöi¨ â óñüîìó ïðî-

ñòîði. Ñèñòåìà ¹ ñêëàäíîþ, â òîìó ñåíñi, ùî êîæíà ñóáñòàíöiÿ ¹ áàãàòî

êîìïîíåíòíîþ:

P = (P1, ..., Pn), R = (R1, ..., Rn), Q = (Q1, ..., Qn), Pi, Ri, Qi ≥ 0, i = 1, ..., n,

òîáòî, ðîçïîäiëåíà ïî îêðåìèì ðåãiîíàì Ωi, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ ïðîñòið

iñíóâàííÿ:

Ω =
n⋃
i=1

Ωi, 2 ≤ n <∞.

Îòæå, P,R,Q ¹ âåêòîðàìè ç íåâiä"¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè, P,R,Q ∈ Rn
+.

Äîñëiäæó¹òüñÿ äèíàìiêà çìií êîæíî¨ êîìïîíåíòè Pi, Ri, Qi âíàñëiäîê âçà-

¹ìîäi¨ ìiæ ñóáñòàíöiÿìè â äèñêðåòíîìó ÷àñi.

Òàêèì ÷èíîì, åâîëþöiÿ âåêòîðiâ P,R,Q, çóìîâëåíà êîíôëiêòíîþ âçà¹-

ìîäi¹þ, ïîðîäæó¹ äåÿêó äèíàìi÷íó ñèñòåìó â äèñêðåòíîìó ÷àñi:

{PN ,RN ,QN} >−→ {PN+1,RN+1,QN+1}, N = 0, 1, ...

Äëÿ ñïðîùåííÿ çàäà÷i ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî çìiíþþòüñÿ ëèøå êîîðäèíàòè
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Pi, Ri, Qi, à ÷èñëà P,R,Q, ÿê l1-íîðìè âåêòîðiâ:

P =‖ P ‖1= P1 + · · ·+ Pn, R =‖ R ‖1, Q =‖ Q ‖1 .

âiä ÷àñó íå çàëåæàòü.

Âiäîáðàæåííÿ > âèçíà÷à¹òüñÿ çàêîíîì âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñóáñòàíöiÿìè. Âçà-

ãàëi öåé çàêîí íåâiäîìèé. Â öié ðîáîòi > ìè âèçíà÷à¹ìî åâðiñòè÷íî (äèâ.

íèæ÷å â ðîçäiëi 3 ôîðìóëè (93), (94)) çãiäíî iíòóiòèâíîãî ðîçóìiííÿ ôiçè-

÷íî¨ ñóòi ñóáñòàíöié P,R,Q.

Äâîñòîðîííÿ ïàðíà âçà¹ìîçàëåæíiñòü, ïëþñ�ìiíóñ, ¹ àíàëîãîì äîáðå

âiäîìié ìîäåëi "æåðòâà � õèæàê". Âîíà ìîäåëþ¹ êîíôëiêòíó áîðîòüáó

íåïðèìåðåíèõ àëüòåðíàòèâíèõ ñóáñòàíöié òèïó: âiðóñ � ìåäè÷íèé àíòiäîò.

Òóò ïðîòèëåæíîþ ñóáñòàíöi¹þ äî âiðóñíî¨ iíôåêöi¨ âèñòóïà¹ ïðèðîäíèé

æèòò¹âèé ðåñóðñ. Â ìîäåëi ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ðåñóðñ ¹ íåâè÷åðïíèì, à ií-

ôåêöiÿ � íåçíèùåííà.

Ïðè öüîìó, ïîñëiäîâíiñòü PN
i , N = 0, 1, ... ìîæíà òðàêòóâàòè, ÿê åâî-

ëþöiþ êiëüêiñòi ïåâíîãî áiîëîãi÷íîãî âèäó â ðåãiîíi Ωi ïiä âïëèâîì äâîõ

ïðîòèëåæíèõ ÷èííèêiâ. Äèíàìiêà ïîïóëÿöi¨ PN
i ïîçèòèâíî çàëåæèòü âiä

âèêîðèñòàííÿ ðåñóðñíîãî ñåðåäîâèùà, òà íåãàòèâíî âiä äi¨ iíôåêöi¨. Òîìó â

ìîìåíò ÷àñó N +1 ðåãiîíàëüíå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè PN+1
i çðîñòà¹ ïðè çáiëü-

øåíiRN
i , òà ñïàäà¹ ïðè çðîñòàíiQ

N
i . Ó ñâîþ ÷åðãó, ðåãiîíàëüíi çìiíè æèòò¹-

âîãî ðåñóðñó RN
i ¹ íåãàòèâíî çàëåæíèìè, ç îäíîãî áîêó, âiä iíòåíñèâíîñòi ¨õ

âèêîðèñòàííÿ, ÿê äæåðåëà äëÿ iñíóâàííÿ áiîëîãi÷íî¨ ïîïóëÿöi¨, à ç äðóãîãî

� âïëèâîì ñóáñòàíöi¨ Q, àëüòåðíàòèâíî¨ ïî ïðèðîäi äî R. Íàêiíåöü, åâî-

ëþöiþ êîîðäèíàò QN
i ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè, ÿê äèíàìi÷íó õàðàêòåðèñòèêó

êîíöåíòðàöi¨ çàãðîç iñíóâàííþ äëÿ áiîëîãi÷íîãî âèäó â êîæíîìó îêðåìîìó

ðåãiîíi Ωi. Ëîêàëüíå ïîøèðåííÿ iíôåêöi¨ QN+1
i çáiëüøó¹òüñÿ ïðè çðîñòàíi

PN
i òà çìåíüøåíi RN

i . ßâíi ôîðìóëè óñiõ âçà¹ìîçàëåæíîñòåé íàâåäåíî äàëi.

Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè PN
i , R

N
i , Q

N
i îïèñóþòü åâîëþöiþ ëîêàëüíèõ

÷èñëîâèõ õàðàêòåðèñòèê ñóáñòàíöié ó îêðåìèõ ðåãiîíàõ Ωi.

Íåëiíiéíà äèíàìiêà âçà¹ìîçàëåæíîñòåé âåëè÷èí PN
i , R

N
i , Q

N
i , i = 1, ..., n, N =
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1, 2, ..., ùî òóò äîñëiäæó¹òüñÿ ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ. Òîìó âàæêî ñïîäiâàòè-

ñÿ íà âñòàíîâëåííÿ òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ (òåîðåì) ïðî ãëîáàëüíó ïîâåäiíêó

óñi¹¨ ñèñòåìè. Òèì íå ìåíøå, ìè îäåðæó¹ìî ðÿä ìàòåìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ

äëÿ îêðåìèõ äâîñòîðîííiõ ëàíîê êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ç ïàðíîþ âçà¹ìîäi¹þ.

Äëÿ ïîâíî¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè â ðîçäiëi 3 ïîáóäîâàíi êîìï"þòåðíi ìîäåëi. �õ

àíàëiç i äîñëiäæåííÿ ïðîÿâëÿ¹ ðÿä öiêàâèõ çàêîíîìiðíîñòåé.

Îäèí ç âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè ïîëÿãà¹ ó âñòàíîâëåíi ìàòåìàòè-

÷íî¨ êîðåêòíîñòi (ôàêòè÷íî çìiñòîâíîñòi) ïîáóäîâàíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

êîíôëiêòíî¨ òðiàäè. À ñàìå, ïîêàçàíî, ùî ïðè íàëåæíîìó ïiäáîði ïàðàìå-

òðiâ âçà¹ìîäi¨ (öåé ïiäáið ¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ) êîìï"þòåðíi ìîäåëi

ñêëàäíî¨ ñèñòåìè íå "ðîçâàëþþòüñÿ" , òîáòî çíà÷åííÿ êîîðäèíàò çìiíþþ-

òüñÿ â ôiçè÷íî äîïóñòèìèõ ìåæàõ.

Äðóãèé âàæëèâèé ðåçóëüòàò íàøî¨ ðîáîòè ó òîìó, ùî ìîäåëüíi ðåàëiçàöi¨

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ïðîÿâëÿþòü òèïîâi çàêîíîìiðíîñòi

ñêëàäíèõ ñèñòåì, ÿêi âiäîìi i äîñèòü ïîâíî âiäîáðàæåíi â ëiòåðàòóði. À ñà-

ìå, âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü ðiçíèõ ôàç iñíóâàííÿ ñèñòåìè: ôàçà äèíàìi÷íî¨

ðiâíîâàãè, ôàçà öèêëi÷íèõ àòðàêòîðiâ, øèðîêîãî ñïåêòðó öèêëi÷íèõ òðà-

¹êòîðié, çîíà áiôóðêàöiéíèõ òî÷îê òà ïîðîãiâ ìiæ ðiçíèìè ôàçàìè, ôàçà

êâàçi-õàîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè.

Âçà¹ìîçàëåæíîñòi ñóáñòàíöié P,R,Q â êîíôëiêòíié òðiàäi çãiäíî ðiâ-

íÿíü (93), (94) (äèâ. íèæ÷å) ¹ íåëiíiéíèìè i äîñèòü ñêëàäíèìè. Àëå äâîñòî-

ðîííi ïàðíi âçà¹ìîäi¨ ïðèïóñêàþòü äîñòàòíüî ïîâíèé ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç.

Â öüîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî äâà ðåçóëüòàòà äëÿ ñèòóàöié, ÿêi ïîçíà÷à¹ìî

ÿê "ïëþñ � ìiíóñ" òà "ìiíóñ � ìiíóñ" ìîäåëi.

Â ìîäåëi "ïëþñ � ìiíóñ" àíàëiçó¹ìî äèíàìiêó çìií äâîõ ñóáñòàíöié P

òà R. Ïëþñ îçíà÷à¹, ùî P îäåðæó¹ ïîçèòèâíèé âïëèâ ç áîêó R, à ìiíóñ �

íåãàòèâíèé âïëèâ íà R ç áîêó P.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â äîñëiäæåíi äèíàìiêè çìií (ïåðåðîçïîäiëó) âåëè÷èí PN
i ,

RN
i ïî ðåãiîíàì Ωi â ñèëó "ïëþñ � ìiíóñ" âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñóáñòàíöiÿìè P òà
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R ïðè óìîâi íåçìiíîñòi ïîâíî¨ êiëüêîñòi P , R â óñüîìó ïðîñòîði Ω i ¨õ

íåçàëåæíîñòi âiä òðåòüî¨ ñóáñòàíöi¨.

Âiäïîâiäíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòó:

{PN
i , R

N
i }

>−→ {PN+1
i , RN+1

i }, P 0
i = Pi, R

0
i = Ri (84)

¹ çíà÷íî ïðîñòiøîþ â ïîðiâíÿííi ç ïîâåäiíêîþ ïîâíî¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè.

Ïðè êîíêðåòíîìó çàäàííi ïåðåòâîðåííÿ > äèíàìi÷íà ñèñòåìà (84) äîçâîëÿ¹

ïðîâåñòè äîñèòü äåòàëüíèé àíàëiç.

Òåîðåìà 19. ("Ïëþñ-ìiíóñ" ìîäåëü) Äèíàìi÷íà ñèñòåìà êîíôëiêòó (84)

ìà¹ òðè õàðàêòåðíi ôàçè ïîâåäiíêè.

Ïåðøà ôàçà (ðiâíîâàæíèé ñòàí) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîìiðíèì ñòàðòî-

âèì ðîçïîäiëîì:

PN
i = P/n, RN

i = R/n, ∀N, i; p = (1/n, ..., 1/n), r = (1/n, ..., 1/n). (85)

Ðiâíîâàæíèé ñòàí (85), ÿê íåðóõîìà òî÷êà, íå ¹ îäíîòî÷êîâèì àòðà-

êòîðîì.

Äðóãà ôàçà (iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî íåðóõîìîãî ñòàíó) õàðàêòåðèçó¹-

òüñÿ óìîâîþ: õî÷à á äëÿ îäíîãî i,

pi = 0, ri 6= 0. (86)

Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà çáiãà¹òüñÿ äî ãðàíè÷íîãî íåðóõîìîãî ñòàíó

p∞ = lim
N→∞

pN , r∞ = lim
N→∞

rN , p∞ ⊥ r∞. (87)

Òðåòòÿ òèïîâà ôàçà (êâàçi-õàîòè÷íà ïîâåäiíêà) âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâà-

ìè

p 6= r, ∀i, pi 6= 0, ri 6= 0. (88)

Â öié ôàçi êîæíà ç êîîðäèíàò pNi , r
N
i , i = 1, ..., n êîëèâà¹òüñÿ â ìåæàõ

ìiæ íóëåì òà îäèíèöåþ, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, áåç ÿâíî¨ çàêîíîìiðíîñòi.
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Ïðîâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ äîâîäÿòü, ùî â çàãàëüíié ñèòóàöi¨ äëÿ öi¹õ

ñèñòåìè iñíóþòü íåñêií÷åíi êîëèâàííÿ óñiõ ¨¨ êîîðäèíàò. ×è ìîæóòü áóòè öi

êîëèâàííÿ öèêëi÷íèìè? Òîáòî, ÷è iñíóþòü òî÷íi öèêëè iç ñêií÷åíîþ êiëüêi-

ñòþ êðîêiâ? Òåîðåòè÷íî öå ìîæëèâî ïðè ïåâíèõ ñïiââiäíîøåííÿõ ìiæ çíà-

÷åííÿìè êîîðäèíàò, àëå ïîêè-ùî iñíóâàííÿ òî÷íèõ öèêëiâ â ìîäåëi "ïëþñ

� ìiíóñ" ¹ âiäêðèòèì ïèòàííÿì.

Êîï"þòåðíå ìîäåëþâàííÿ òàêîæ ïiäòâåðäæó¹, ùî ðiâíîâàæíà òî÷êà íå

¹ ïðèòÿãàëüíîþ (àòðàêòîðîì).

Àíàëîãi÷íi õàðàêòåðíi âëàñòèâîñòi ïîâåäiíêè ìà¹ äèíàìi÷íà ñèñòåìà ç

äâîñòîðîíüîþ êîíôëiêòíîþ âçà¹ìîäiþ ìiæ áiîëîãi÷íèì âèäîì òà iíôåêöié-

íèì (âiðóñíèì) ñåðåäîâèùåì, "ìiíóñ � ïëþñ" ìîäåëü.

Ïðîâåäåíèé âèùå àíàëiç ïàðíî¨ äâîñòîðîííüî¨ "ïëþñ � ìiíóñ" âçà¹ìîäi¨

ïîêàçó¹, ùî i çàðàç, â "ìiíóñ � ïëþñ" ìîäåëi, â çàãàëüíîìó âèïàäêó (êîëè

âñi ñòàðòîâi êîîðäèíàòè ðiçíi i âiäìiííi âiä íóëÿ) ïîâåäiíêà ñèñòåìè áóäå

ìàòè êîâàëüíèé õàðàêòåð áåç ÿâíî¨ çàêîíîìiðíîñòi. Òàê, çîêðåìà, ñêàæiìî

êîîðäèíàòà pNi áóäå çðîñòàòè, ÿêùî êîíöåíòðàöiÿ iíôåêöi¨ qNi ìåíøà çà ïî-

êàçíèê êîíôëiêòíîñòi ñèñòåìè θN = (pN ,qN). Àëå íåðiâíiñòü qNi < θN íå

ìîæå âèêîíóâàòèñü îäíî÷àñíî â óñiõ ðåãiîíàõ. Òîìó áóäóòü iñíóâàòè iíøi

êîîðäèíàòè pNk 6=i, ÿêi íåìèíó÷å áóäóòü ñïàäàòè. Ç ÷àñîì öi òåíäåíöi¨ çìiíþþ-

òüñÿ, ïðè÷îìó íå ñèíõðîíî ïî ðiçíèì ðåãiîíàì. Äëÿ ÿêiñíîãî ïåðåäáà÷åííÿ

â êîíêðåòíèõ ñèòóàöiÿõ òðåáà ââåñòè äîäàòêîâi ïàðàìåòðè i äîñëiäæóâàòè

ìîäåëü â ïðàêòè÷íîìó ðåæèìi. Â çàãàëüíié ñèòóàöi¨ ñïîñòåðiãà¹ìî îïèñàíå

â òåîðåìi 1 êâàçi-õàîòè÷íå êîëèâàííÿ óñiõ âåëè÷èí θN , pNi , q
N
i , i = 1, ..., n

ïðè N →∞.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð "ìiíóñ � ìiíóñ" ìîäåëü. �¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè, ÿê

ñèòóàöiþ, ùî âiäïîâiäà¹ äâîñòîðîííié êîíôëiêòíié âçà¹ìîäi¨ ìiæ ïàðîþ "ií-

ôåêöiÿ � àíòiäîò". Öå ÷èñòî àëüòåðíàòèâíà áîðîòüáà òèïó "àáî � àáî" ÿêà

îïèñó¹ òåíäåíöiþ âèòiñíåííÿ ñóïðîòèâíèêiâ îäèí îäíîãî â êîæíîìó ðåãiî-
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íi. Ìàòåìàòè÷íi ôîðìóëè êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ

r,q ó öüîìó âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä

qN+1
i =

qNi (1− rNi )

zN
, rN+1

i =
rNi (1− qNi )

zN
, (89)

äå íîðìóþ÷ié çíàìåííèê zN = 1− θN , θN = (qN , rN). Çíàê ìiíóñ â ÷èñåëü-

íèêàõ îáîõ ôîðìóë îçíà÷à¹ àëüòåðíàòèâíiñòü (ïîâíó íåïðèìèðåííiñòü) ñóá-

ñòàíöié. Àëå íîðìóâàííÿ íà îäèíèöþ âåêòîðiâ qN+, rN+1 íà êîæíîìó êðîöi

êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ îçíà÷à¹ íåçíèùåííiñòü öèõ îïîíåíòiâ. Iíòóiòèâíî ìî-

æíà çäîãàäàòèñü, ùî àëüòåðíàòèâíi ñóáñòàíöi¨ âiäøòîâõóþ÷èñü ïðîñòî ðîç-

ïîäiëÿòüñÿ ïî ðiçíèì ðåãiîíàì. Öå äiéñíî òàê. Òî÷íèé õàðàêòåð ïîâåäiíêè

îïèñàíî â íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 20. ( "Ìiíóñ � ìiíóñ" ìîäåëü) Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ çàäàíî¨ ïàðè

ñòîõàñòè÷íèõ âåêòîðiâ q, r ∈ Rn
+, n > 1 â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

ïîêàçíèê êîíôëiêòíîñòi θ = (q, r) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

0 < θ < 1.

Òîäi âèçíà÷åíà ôîðìóëàìè (89) òðàåêòîðiÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîíôëi-

êòó:

{qN , rN} >−→ {qN+1, rN+1}, q0 = q, r0 = r, N = 0, 1, ...

ç íåîáõiäíiñòþ çáiãà¹òüñÿ äî íåðóõîìî¨ ãðàíè÷íî¨ òî÷êè:

q∞ = lim
N→∞

qN , r∞ = lim
N→∞

rN .

Ãðàíè÷íi âåêòîðè q∞, r∞ ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ êîíôëiêòíî¨ êîì-

ïîçèöi¨:

q∞ = q∞>r∞, r∞ = r∞>q∞. (90)

Ïðè öüîìó, ãðàíè÷íi âåêòîðè îðòîãîíàëüíi,

q∞ ⊥ r∞, (91)
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ÿêùî q 6= r, òà òîòîæíi, q∞ = r∞, ÿêùî ïî÷àòêîâi âåêòîðè ðiâíi,

q = r. Â îñòàíüîìó âèïàäêó (ðiâíîâàæíèé ñòàí) êîîðäèíàòè ãðàíè÷íèõ

âåêòîðiâ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi: q∞i = r∞i = 1/m äëÿ óñiõ i òàêèõ, ùî

qi = ri 6= 0, äå m ≤ n ïîçíà÷à¹ ÷èñëî íåíóëüîâèõ êîîðäèíàò ó ïî÷àòêîâèõ

âåêòîðiâ.

Äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòíî¨ òðiàäè, ùî îïèñó¹ åâîëþöiþ îäíî÷àñíî

âçà¹ìîäiþ÷èõ ñóáñòàíöié P,R,Q ñèìâîëi÷íî çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

{PN ,RN ,QN} >−→ {PN+1,RN+1, QN+1}, N = 0, 1, ... (92)

äå > � êîìïîçèöiÿ êîíôëiêòó âèçíà÷åíà íèæ÷å ôîðìóëàìè (93), (94). Ìè

ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñóáñòàíöi¨ P,R,Q ìàþòü ñïiëüíèé ïðîñòið iñíóâàííÿ Ω,

ÿêèé ïðèðîäíèì ÷èíîì ðîçêëàäåíî íà îêðåìi ðåãiîíè, Ω =
⋃n
i=1 Ωi, n ≥ 2.

Êîíôëiêòíà òðiàäà ¹ ñêëàäíîþ ñèñòåìîþ â òîìó ñìèñëi, ùî êîæíà ç òðüîõ

ñóáñòàíöié ìà¹ âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó:

P = (P1, ..., Pn), R = (R1, ..., Rn), Q = (Q1, ..., Qn),

åëåìåíòè ÿêî¨ Pi, Ri, Qi, i = 1, ..., n âèçíà÷àþòü êiëüêiñíó õàðàêòåðèñòè-

êó ïî÷àòêîâîãî, ïðè N = 0, ðîçïîäiëó ñóáñòàíöié ïî ðåãiîíàì ïðîñòîðó

iñíóâàííÿ.

Ñóáñòàíöi¨ êîíôëiêòíî¨ òðiàäè ìàþòü ðiçíó ôiçè÷íó ïðèðîäó. Òîìó êîí-

êðåòíi ôîðìóëè âçà¹ìîäi¨ êîæíî¨ ñóáñòàíöi¨ iç äîïîâíþþ÷îþ ïàðîþ, òîáòî

P ç ïàðîþ {R,Q}, R ç {P,Q}, òà Q ç {P,R} ¹ âiäìiííèìè îäíà âiä

îäíî¨. Óâåñü ìåõàíiçì âçà¹ìîäi¨, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â êîìïîçèöi¨ êîíôëiêòó >,
ðîçêëàäåíî íà äâi ÷àñòèíè: ôîðìóëè (93) � àëãîðèòì êiëüêiñíèõ çìií âå-

ëè÷èí Pi, Ri, Qi ïî ðåãiîíàì Ωi, òà (94) � ñòàòèñòè÷íèé çàêîí ïåðåðîçïîäiëó

éìîâiðíîñòåé "îêóïàöi¨" ñóáñòàíöiÿìè P,R,Q êîæíîãî ç ðåãiîíiâ.

Åâîëþöiþ êiëüêiñíèõ ðåãiîíàëüíèõ çìií âèçíà÷à¹ìî íàñòóïíèìè ðiâíÿ-

ííÿìè:

PN+1
i =

PN
i + d1(R

N
i −QN

i )

ZN
P

,
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RN+1
i =

RN
i + 1/d3 ·QN

i /P
N
i

ZN
R

, (93)

QN+1
i =

QN
i + d2(R

N
i −QN

i )

ZN
Q

, P 0
i = Pi, R

0
i = Ri, Q

0
i = Qi, N = 0, 1, ...,

äå ïàðàìåòðè d1, d2, d3 > 0 õàðàêòåðèçóþòü çàëåæíó âiä êîíêðåòíî¨ ìîäå-

ëi øâèäêiñòü çìií ñóáñòàíöié P,R,Q â ñèëó ïðèðîäíèõ âçà¹ìîçàëåæíîñòåé

ìiæ íèìè. Íîðìóþ÷i çíàìåííèêè ZN
P , Z

N
Q , Z

N
R ñòàáiëiçóþòü ãëîáàëüíó êiëü-

êiñòü âiäïîâiäíî¨ ñóáñòàíöi¨ ó âñüîìó ïðîñòîði Ω, âîíè ìîæóòü äîäàòêîâî

çàëåæàòè âiä ÷àñó â ñèëó çîâíiøíiõ îáñòàâèí. Òóò, çàðàäè ñïðîùåííÿ, ìè

ââàæà¹ìî, ùî ãëîáàëüíà ñóìàðíà êiëüêiñòíà õàðàêòåðèñòèêà êîæíî¨ iç ñóá-

ñòàíöié ¹ íåçìiííîþ i òîìó ïîêëàäà¹ìî

ZN
P = P =

n∑
i

Pi, Z
N
Q = Q =

n∑
i

Qi, Z
N
R = R =

n∑
i

Ri, N = 0, 1, ...

Äðóãà ÷àñòèíà ìåõàíiçìó êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìîäi¨ > ìà¹ ìiæðåãiîíàëüíèé

÷èñòî éìîâiðíîñíèé (ñòàòèñòè÷íèé) õàðàêòåð. Äëÿ ¨¨ ìàòåìàòè÷íîãî çàäà-

ííÿ íåîáõiäíî ïåðåéòè äî íîðìîâàíèõ íà îäèíèöþ âåêòîðiâ

p = (p1, ..., pn), r = (r1, ..., rn), q = (q1, ..., qn),

äå êîîðäèíàòè

pi := Pi/P, ri = Ri/R, qi := Qi/Q, i = 1, ..., n

ìàþòü ñìèñë éìîâiðíîñòåé çíàéòè âiäïîâiäíó ñóáñòàíöiþ P, R ÷è Q â i-ìó

ðåãiîíi (àáî éìîâiðíiñòü "îêóïàöi¨" ðåãiîíó Ωi âiäïîâiäíîþ ñóáñòàíöi¹þ).

Çàêîí ïåðåðîçïîäiëó öèõ éìîâiðíîñòåé âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèìè ôîðìóëà-

ìè, ÿêi ¹ ñòàòèñòè÷íèìè àíàëîãàìè ðiçíèöåâèõ âàðiàíòiâ ðiâíÿíü Ëîòêè -

Âîëüòåðè:

pN+1
i =

pNi (1 + a(rNi − qNi ))

zNp
,

rN+1
i =

rNi (1− cpNi − bqNi )

zNr
, (94)
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qN+1
i =

qNi (1 + c−1pNi − brNi )

zNq
, p0

i = pi, r
0
i = ri, q

0
i = qi, N = 0, 1, ...,

äå ïàðàìåòðè a, b, c > 0 õàðàêòåðèçóþòü iíòåíñèâíiñòü êîíôëiêòíî¨ âçà¹ìî-

äi¨.

Ïåðøà ç öèõ ôîðìóë ïîêàçó¹, ùî ñòàòèñòè÷íî ïîïóëÿöiÿ ñóáñòàíöi¨ P

ìàêñèìàëüíî ïåðåðîçïîäiëÿ¹òüñÿ â òîé ðåãiîí, äå ¹ íàéáiëüøà éìîâiðíiñòü

çíàéòè æèòò¹âèé ðåñóðñ òà ìiíiìàëüíà çàãðîçà iñíóâàííþ. Çãiäíî äðóãî¨

ôîðìóëè, éìîâiðíiñòü çíàéòè æèòòåâèé ðåñóðñ R çìåíøó¹òüñÿ â òèõ ðåãiî-

íàõ, äå çðîñòà¹ ïîïóëÿöiÿ P (áî âîíà âèêîðèñòîâó¹ æèòò¹âèé ðåñóðñ), à

òàêîæ òàì, äå âåëèêà êîíöåíòðàöiÿ iíôåêöi¨ Q (íàãàäà¹ìî, ùî ñóáñòàíöi¨

Q òà R ¹ âçà¹ìíî àëüòåðíàòèâíèìè (ñóáñòàíöiþ Q ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê

âiä"¹ìíèé, ïðîòèëåæíèé äî R ðåñóðñ). Íàêiíåöü, â ñèëó òðåòüî¨ ôîðìóëè â

(94), éìîâiðíiñòü íåáåçïåêè (iíôåêöi¨) äëÿ iñíóâàííÿ ïîïóëÿöi¨ â i-ìó ðåãiîíi

çáiëüøó¹òüñÿ ðàçîì iç çðîñòàííÿì ñàìî¨ ïîïóëÿöi¨ òà çìåíøó¹òüñÿ â çàëå-

æíîñòi âiä íàÿâíîñòi ïîçèòèâíîãî æèòò¹âîãî ðåñóðñó. Çíàìåííèêè â ôîð-

ìóëàõ (94) çàáåçïå÷óþòü ñòîõàñòè÷íiñòü âåêòîðiâ pN = (pN1 , ..., p
N
n ), rN =

(rN1 , ..., r
N
n ), qN = (qN1 , ..., q

N
n ), N = 1, 2, ...

Äëÿ çàâåðøåííÿ âèçíà÷åííÿ êîìïîçèöi¨ êîíôëiêòó > íåîáõiäíî ðåíîð-

ìóâàòè âåêòîðè pN+1, rN+1, qN+1, êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäàíi ôîðìóëàìè

(94). Öå îçíà÷à¹ ïåðåõiä äî îñòàòî÷íèõ êiëüêiñíèõ çíà÷åíü ñóáñòàíöié P, Q

òà R íà êîæíîìó N + 1�êðîöi â i�ìó ðåãiîíi:

PN+1
i = pN+1

i · P , QN+1
i = qN+1

i ·Q, RN+1
i = rN+1

i ·R. (95)

Òàêèì ÷èíîì, êîìïîçèöiÿ êîíôëiêòó ïîçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿì >, ÿêå
ïîðîäæó¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó êîíôëiêòíî¨ òðiàäè (92), ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹-

òüñÿ ôîðìóëàìè (93), (94) , (95).

Ïîáóäîâàíi êîíêðåòíi êîìï"þòåðíi ìîäåëi. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ ñòàíó äè-

íàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè.
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Ïîêàçàíî, ùî òèïîâà òðàåêòîðiÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè àñèìïòîòè÷íî íàáëè-

æà¹òüñÿ (ïðèòÿãó¹òüñÿ) äî ãðàíè÷íîãî öèêëó. Çàïðîïîíîâàíà iíòåðïðåòàöiÿ

ðåçóëüòàòiâ â òåðìiíàõ ìiãðàöiéíèõ ïðîöåñiâ.

5 Òåîðiÿ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷è-

ñëåííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí.

Ïîáóäîâàíî òåîðiþ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ çi ç÷èñëåííîþ (ñêií-

÷åííîþ àáî íåñêií÷åííîþ) êiëüêiñòþ ïëàñòèí äîâiëüíî¨ òîïîëîãi¨ â ëîêàëü-

íî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X. Ïiä êîíäåíñàòîðîì ðîçóìi¹òüñÿ ç÷èñëåííèé,

ëîêàëüíî ñêií÷åííèé íàáið A äîâiëüíèõ ìíîæèí Ai ⊂ X, i ∈ I, êîæíié

ç ÿêèõ ïðèïèñàíî çíàê +1 àáî −1 òà çàìèêàííÿ ïëàñòèí ïðîòèëåæíîãî

çíàêó âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïîáóäîâàíà òåîðiÿ ¹ ëîãi÷íèì ïðîäîâ-

æåííÿì äîñëiäæåíü Í.Â. Çîðié ó ïîïåðåäíié çâiòíèé ïåðiîä (äèâ., íàïðè-

êëàä, [59, 60]); ùîäî ïiäãðóíòÿ òàêèõ äîñëiäæåíü, äèâ. òàêîæ ðåçóëüòàòè

âiäîìîãî ÿïîíñüêîãî ìàòåìàòèêà M. Ohtsuka, âèêëàäåíi íèì ó ôóíäàìåí-

òàëüíié ïðàöi [46].

Òåîðiÿ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ ¹ ïðèðîäíèì ðîçâèòêîì òà óçàãàëüíå-

ííÿì òåîði¨ ¹ìíîñòåé ìíîæèí, ïîáóäîâàíî¨ ó ðîáîòàõ O. Frostman [25],

H. Cartan [18], De la Vall�ee-Poussin [56] äëÿ êëàñè÷íèõ ÿäåð â åâêëiäîâîìó

ïðîñòîði Rn, n > 2, òà ïiçíiøå ðîçâèíåíî¨ âiäîìèì äàòñüêèì ìàòåìàòè-

êîì B. Fuglede [26] íà çàãàëüíi ÿäðà â ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X.

Îäíàê öi äâi òåîði¨ � äëÿ ìíîæèí òà, ç iíøîãî áîêó, äëÿ êîíäåíñàòîðiâ �

âèÿâèëèñÿ ãëèáîêî âiäìiííèìè îäíà âiä iíøî¨.

Ùîá ïðîiëþñòðóâàòè öå, äîñèòü çàçíà÷èòè, ùî ó íåêîìïàêòíîìó âèïàä-

êó îñíîâíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à òåîði¨ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ ¹, âçàãà-

ëi êàæó÷è, íåðîçâ'ÿçíîþ i öåé íåñïîäiâàíèé ôåíîìåí ìà¹ ìiñöå íàâiòü çà

âåëüìè ïðèðîäíèõ ïðèïóùåíü (ñêàæiìî, äëÿ ÿäåð Íüþòîíà, Ãðiíà àáî Ðiññà
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â Rn òà çàìêíåíîãî êîíäåíñàòîðà; äèâ. [90]�[93]), ùî ñêëàäà¹ ïðèíöèïîâó

âiäìiííiñòü âiä òåîði¨ ¹ìíîñòåé ìíîæèí (äèâ. [18, 26]). Íåîáõiäíi òà äîñòàòíi

óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ¹ìíîñòåé êîíäåí-

ñàòîðiâ ó âèïàäêó ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïëàñòèí áóëî îòðèìàíî â [60, 94, 95]

(äèâ. òàêîæ íàâåäåíèé ó ðîçäiëi 5.5 ïðèêëàä 1).

Òîìó áóëî âàæëèâî çíàéòè ïîñòàíîâêè çàäà÷, äóàëüíèõ äî îñíîâíî¨ âàði-

àöiéíî¨ çàäà÷i òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ (i, îòæå, òàêèõ, ùî

íàäàâàëè á íîâi åêâiâàëåíòíi âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ¹ìíîñòi êîíäåíñàòîðà),

àëå òåïåð âæå çàâæäè ðîçâ'ÿçíèõ � íàïðèêëàä, íàâiòü äëÿ íåçàìêíåíèõ

êîíäåíñàòîðiâ ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí. (Ïiä äóàëüíiñòþ âàðià-

öiéíèõ çàäà÷ ðîçóìi¹òüñÿ ðiâíiñòü ¨õíiõ åêñòðåìàëüíèõ çíà÷åíü.)

Äëÿ âñiõ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ÿäåð, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Fuglede [26]

óçãîäæåíîñòi ìiæ ñèëüíîþ òà øèðîêîþ òîïîëîãiÿìè íàä ïðîñòîðîì ìið

Ðàäîíà çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ, òàêi âàðiàöiéíi çàäà÷i ñôîðìóëüîâàíi òà

ðîçâ'ÿçàíi. �õíi ðîçâ'ÿçêè ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì äîáðå âiäîìîãî ïî-

íÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ. Îòðèìàíî

îïèñ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà âiäïîâiäíèõ ðiâíîâàæíèõ êîíñòàíò, äîâåäåíî òåîðå-

ìè ïðî ¨õ ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü, âèäiëåíî õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi.

Òàêi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè òà ïðåäñòàâëÿþòü iíòåðåñ íàâiòü äëÿ êîíäåí-

ñàòîðiâ çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí, ùî ðàíiøå âæå äîñëiäæóâàëèñÿ

â ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði (äèâ., íàïðèêëàä, [46, 45, 55]). Îäíàê ç òîþ æ

ñàìîþ çàãàëüíiñòþ àíàëîãi÷íó òåîðiþ áóëî ïîáóäîâàíî äëÿ êîíäåíñàòîðiâ

ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí. Öå âèìàãàëî îñìèñëåííÿ âiäïîâiäíèõ

ïîíÿòü íåñêií÷åííîìiðíèõ âåêòîðíèõ ìið, âèçíà÷åííÿ íàëåæíèì ÷èíîì ¨õ

åíåðãié i ïîòåíöiàëiâ òà ðîçâèòêó íîâèõ åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ.

5.1 Ïîçíà÷åííÿ, âèçíà÷åííÿ, âiäîìi ôàêòè

Íàäàëi X ïîçíà÷à¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið, ùî çàäîâîëüíÿ¹ àêñiî-

ìó âiääiëüíîñòi Õàóñäîðôà, à M = M(X) ïîçíà÷à¹ ëiíiéíèé ïðîñòið âñiõ
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äiéñíèõ ìið Ðàäîíà ν íà X, óñòàòêîâàíèé òîïîëîãi¹þ øèðîêî¨ (=ãðóáî¨)

çáiæíîñòi, òîáòî òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà êëàñi C0(X) óñiõ äié-

ñíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà X ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (äèâ. [16]). Ïiä ÿäðîì

κ íà X ìè ðîçóìi¹ìî íàïiâíåïåðåðâíó çíèçó ôóíêöiþ

κ : X× X→ (−∞,∞],

ÿêà ââàæà¹òüñÿ íåâiä'¹ìíîþ ó âèïàäêó íåêîìïàêòíîñòi ïðîñòîðó X.

ßêùî ν, µ ∈M, òî âçà¹ìíà åíåðãiÿ κ(ν, µ) òà ïîòåíöiàë κ(·, ν) âiäíîñíî

ÿäðà κ âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ðiâíîñòÿìè

κ(ν, µ) :=

∫
κ(x, y) d(ν ⊗ µ)(x, y) òà κ(·, ν) :=

∫
κ(·, y) dν(y).

(Òóò i íàäàëi, ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ, ìè çàâæäè ââàæà¹ìî âiäïîâiäíèé îá'¹êò

ñïðàâà äîáðå âèçíà÷åíèì � ÿê ñêií÷åííå ÷èñëî àáî ±∞.) Ïðè ν = µ ìè

îòðèìó¹ìî åíåðãiþ κ(ν, ν) ìiðè ν. Íåõàé E = E(X) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ν ∈M

çi ñêií÷åííîþ åíåðãi¹þ.

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè äîäàòíî âèçíà÷åíå ÿäðî κ, ùî îçíà÷à¹ éîãî ñè-

ìåòðè÷íiñòü (òîáòî κ(x, y) = κ(y, x) äëÿ âñiõ x, y ∈ X) òà íåâiä'¹ìíiñòü

åíåðãi¨ κ(ν, ν) äëÿ âñiõ ν ∈M (çâè÷àéíî, ÿêùî âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ κ(ν, ν)

¹ äîáðå âèçíà÷åíèì). Òîäi ìíîæèíà E óòâîðþ¹ ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi

ñêàëÿðíèì äîáóòêîì κ(ν, µ) òà íàïiâíîðìîþ ‖ν‖E := ‖ν‖E(X) :=
√
κ(ν, ν)

(äèâ. [26]). Òîïîëîãiÿ íà E , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàïiâíîðìîþ ‖ · ‖ := ‖ · ‖E , íà-
çèâà¹òüñÿ ñèëüíîþ. Äîäàòíî âèçíà÷åíå ÿäðî íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî äîäàòíî

âèçíà÷åíèì, ÿêùî íàïiâíîðìà ‖ · ‖ çàäîâîëüíÿ¹ âñi àêñiîìè íîðìè.
Íàãàäà¹ìî, ùî ìiðà ν > 0 íàçèâà¹òüñÿ çîñåðåäæåíîþ íà ìíîæèíi E ⊂

X, ÿêùî E ν-âèìiðíà i ν = νE, äå νE := ν|E ïîçíà÷à¹ ñëiä ìiðè ν íà E.

Íåõàé M+(E) � âèïóêëèé êîíóñ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ìið, çîñåðåäæåíèõ íà E,

i E+(E) := M+(E) ∩ E . Ââåäåìî òàêîæ ïîçíà÷åííÿ M+ := M+(X) i E+ :=

E+(X).

Îçíà÷åííÿ 3. Íàñëiäóþ÷è B. Fuglede [26], íàçâåìî (äîäàòíî âèçíà÷åíå)

ÿäðî κ óçãîäæåíèì, ÿêùî êîæíà ñèëüíî ôóíäàìåíòàëüíà óçàãàëüíåíà
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ïîñëiäîâíiñòü â E+ çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî äî êîæíî¨ ç ¨¨ øèðîêèõ ãðàíè÷íèõ

òî÷îê. Óçãîäæåíå ÿäðî íàçèâà¹òüñÿ äîâåðøåíèì, ÿêùî âîíî ¹ ñòðîãî äî-

äàòíî âèçíà÷åíèì.

Çàóâàæåííÿ 1. Íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåíi ïîñëiäîâíîñòi ( àáî

ôiëüòðè) â M çàìiñòü çâè÷àéíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, îñêiëüêè øèðîêà òîïî-

ëîãiÿ â çàãàëüíîìó íå çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. Öi¹¨ íåçðó-

÷íîñòi ìîæíà óíèêíóòè, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ìåòðèçîâíèé òà çëi÷åííèé

íà íåñêií÷åííîñòi ïðîñòið X � ñêàæiìî, X = Rn.

Îñêiëüêè íàøi äîñëiäæåííÿ ñòîñóþòüñÿ ñàìå äîâåðøåíèõ (÷è, áiëüø çà-

ãàëüíî, óçãîäæåíèõ) ÿäåð, âàæëèâî çàóâàæèòè, ùî êëàñ òàêèõ ÿäåð ¹ äî-

ñèòü øèðîêèì i ìiñòèòü, çîêðåìà, âñi êëàñè÷íi ÿäðà òåîði¨ ïîòåíöiàëó. Äié-

ñíî, â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði Rn, n > 3, ÿäðî Íüþòîíà |x − y|2−n ¹ äî-

âåðøåíèì [18]. Äîâåðøåíèìè ¹ ÿäðà Ðiññà |x − y|α−n, 0 < α < n, â Rn,

n > 2 [19, 20], òà çâóæåííÿ ëîãàðèôìi÷íîãî ÿäðà − log |x− y| â R2 íà âiä-

êðèòèé îäèíè÷íèé êðóã [43]. Íàðåøòi, ÿêùî D � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rn,

n > 2, à ¨¨ óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ãðiíà gD iñíó¹, òî ÿäðî gD ¹ òàêîæ äîâåð-

øåíèì [22].

Ç iíøîãî áîêó, ïîíÿòòÿ äîâåðøåíèõ (÷è, áiëüø çàãàëüíî, óçãîäæåíèõ)

ÿäåð ¹ åôåêòèâíèì â äîñëiäæåííi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òåîði¨ ïîòåíöiàëó

íàä êëàñàìè äîäàòíèõ ìið. Äiéñíî, òåîðiÿ ¹ìíîñòåé ìíîæèí áóëà ïîáóäîâà-

íà â [26] ñàìå äëÿ öèõ ÿäåð, ùî ñòàëî ìîæëèâèì äÿêóþ÷è íàñòóïíié òåîðåìi

(ïîð. ç íàøîþ òåîðåìîþ 23).

Òåîðåìà 21 (Fuglede [26]). ßäðî κ ¹ äîâåðøåíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êî-

ëè ïðîñòið E+ ñèëüíî ïîâíèé òà ñèëüíà òîïîëîãiÿ íà E+ ñèëüíiøà çà

øèðîêó.

Çàóâàæåííÿ 2. Ó çâiòíèé ïåðiîä áóëî ïîêàçàíî, ùî öå ïîíÿòòÿ ¹ òà-

êîæ åôåêòèâíèì â åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷àõ òåîði¨ ïîòåíöiàëó íàä êëàñà-

ìè çíàêîçìiííèõ ìið Ðàäîíà, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåíñàòîðàìè çi ñêií÷åí-
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íîþ ÷è íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí. Öå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íàëåæíèì

ðåçóëüòàòîì ïðî ïîâíîòó (äèâ. òåîðåìó 23).

5.2 Êîíäåíñàòîðè, àñîöiéîâàíi ìiðè, ¨õíi åíåðãi¨ òà ïîòåíöiàëè

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç I+ òà I− çëi÷åííi (ñêií÷åííi ÷è íåñêií÷åííi), äèç'þíêòíi

ìíîæèíè iíäåêñiâ i ∈ N, i íåõàé I ïîçíà÷à¹ ¨õí¹ îá'¹äíàííÿ. Íåõàé êîæíîìó
i ∈ I îäíîçíà÷íî ñïiâñòàâëåíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà Ai ⊂ X.

Îçíà÷åííÿ 4. Óïîðÿäêîâàíèé íàáið A = (Ai)i∈I íàçèâà¹òüñÿ (I+, I−)-

êîíäåíñàòîðîì (àáî ïðîñòî êîíäåíñàòîðîì) â X, ÿêùî êîæíà êîìïàêòíà

ïiäìíîæèíà ç X ïåðåòèíà¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ

ìíîæèí Ai òà

Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñiõ i ∈ I+, j ∈ I−. (96)

Íàçâåìî Ai, i ∈ I+, òà Aj, j ∈ I−, äîäàòíèìè òà âiä'¹ìíèìè ïëàñòèíà-

ìè êîíäåíñàòîðà A, âiäïîâiäíî. Êîíäåíñàòîð íàçâåìî çàìêíåíèì, êîìïà-

êòíèì àáî óíiâåðñàëüíî âèìiðíèì, ÿêùî âiäïîâiäíà âëàñòèâiñòü çàäîâîëü-

íÿ¹òüñÿ êîæíîþ éîãî ïëàñòèíîþ. Íàçâåìî éîãî ñêií÷åííèì, ÿêùî òàêîþ

¹ ìíîæèíà I. Ïîçíà÷èìî A := (Ai )i∈I i çàóâàæèìî, ùî â ñèëó (96) A ¹

(çàìêíåíèì) (I+, I−)-êîíäåíñàòîðîì. Òàêîæ ïîçíà÷èìî

A+ :=
⋃
i∈I+

Ai, A− :=
⋃
i∈I−

Ai.

Íåõàé M(A) ïîçíà÷à¹ êëàñ óñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié (ñêií÷åííèõ ÷è

íåñêií÷åííèõ)

µ =
∑
i∈I

αiµ
i, äå αi := signAi òà µi ∈M+(Ai).

Íàäiëèìî öåé êëàñ âiäíîøåííÿì òîòîæíîñòi òà òîïîëîãi¹þ òàê, ùîá îòðè-

ìàíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòiðM(A) áóâ ãîìåîìîðôíèì äî ïðîñòîðó
∏

i∈I M
+(Ai)

(äå êîæíèé ìíîæíèê M+(Ai) ðîçãëÿäà¹òüñÿ óñòàòêîâàíèì øèðîêîþ òîïî-

ëîãi¹þ); âiäïîâiäíó òîïîëîãiþ íà M(A) íàçâåìî ïî àíàëîãi¨ øèðîêîþ òîïî-

ëîãi¹þ. Áiëüø äåòàëüíî, µ1 òà µ2 çM(A) ââàæàþòüñÿ òîòîæíèìè (µ1 = µ2)
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òîäi i ëèøå òîäi, êîëè µi1 = µi2 äëÿ âñiõ i ∈ I. ßêùî S � íàïðÿìëåíà ìíî-

æèíà iíäåêñiâ, òî óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü (µs)s∈S ⊂M( A ) íàçèâà¹òüñÿ

øèðîêî çáiæíîþ äî µ0 ∈M( A ), ÿêùî µis → µi0 øèðîêî äëÿ âñiõ i ∈ I.
Îñêiëüêè êîæíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ç X ïåðåòèíà¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå

çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí Ai, äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ C0(X) ëèøå ñêií÷åí-

íà êiëüêiñòü âåëè÷èí µi(ϕ) (äå åëåìåíò µ ∈M(A) ôiêñîâàíèé) âiäìiííi âiä

íóëÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ µ ∈M(A) iñíó¹

¹äèíà ìiðà Ðàäîíà Rµ òàêà, ùî

Rµ(ϕ) =
∑
i∈I

αiµ
i(ϕ) äëÿ âñiõ ϕ ∈ C0(X);

â ñèëó (96), ¨¨ äîäàòíà òà âiä'¹ìíà ÷àñòèíè ó ðîçêëàäi Õàíà-Æîðäàíà ìàþòü

âèãëÿä

Rµ+ =
∑
i∈I+

µi òà Rµ− =
∑
i∈I−

µi.

Çàóâàæèìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ R : M(A) → M íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è,

ií'¹êòèâíèì, òîáòî ìîæóòü iñíóâàòè µ,µ′ ∈ M(A) òàêi, ùî µ 6= µ′, àëå

Rµ = Rµ′. (Âîíî ií'¹êòèâíå òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ.) Íàçâåìî µ,µ′ ∈ M(A) R-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ¨õ

R-îáðàçè ñïiâïàäàþòü.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî ç øèðîêî¨ çáiæíîñòi âM(A) âèïëèâà¹ øèðîêà çái-

æíiñòü äëÿ âiäïîâiäíèõ R-îáðàçiâ. Çâîðîòí¹ âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ; â öüîìó ìîæíà ïåðåêîíà-

òèñÿ ç äîïîìîãîþ òåîðåìè Òiòöå-Óðèñîíà ïðî íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ â

íîðìàëüíèõ ïðîñòîðàõ.

Ó âiäïîâiäíîñòi äî åëåêòðîñòàòè÷íîãî òðàêòóâàííÿ êîíäåíñàòîðà A, íå-

õàé âçà¹ìîäiÿ ìiæ äîâiëüíèìè ìiðàìè (çàðÿäàìè) íà éîãî ïëàñòèíàõ Ai òà

Aj, i, j ∈ I, âèçíà÷à¹òüñÿ (ñêií÷åííîþ ÷è íåñêií÷åííîþ) ìàòðèöåþ (αiαj)i,j∈I .

Òîäi, ÿêùî µ,µ1 ∈M(A), òî âçà¹ìíó åíåðãiþ òà ïîòåíöiàë ïðèðîäíî âè-
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çíà÷èòè âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè1

κ(µ,µ1) :=
∑
i,j∈I

αiαjκ(µi, µj1) òà κ(·,µ) :=
∑
j∈I

αjκ(·, µj). (97)

Ïðè µ = µ1 âåëè÷èíà κ(µ,µ1) âèçíà÷à¹ åíåðãiþ åëåìåíòà µ ∈ M(A).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E(A) ìíîæèíó âñiõ µ ∈M(A) òàêèõ, ùî−∞ < κ(µ,µ) <

∞.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âêëþ÷åííÿµ ∈ E(A) ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî
∑

i∈I ‖µi‖2 <∞.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî E(A) óòâîðþ¹ âèïóêëèé êîíóñ; öåé ôàêò, çâiñíî, íàä-

çâè÷àéíî êîðèñíèé ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷.

Íàãàäà¹ìî (äèâ. [26, 43]), ùî ïðèáëèçíî âñþäè (ïð.âñ.) îçíà÷à¹, ùî òâåð-

äæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ âñþäè, çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì ìíîæèíè íóëüîâî¨ âíó-

òðiøíüî¨ ¹ìíîñòi.

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ µ,µ1 ∈ E(A) âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

κ(·,µ) = κ(·, Rµ) ïð. âñ. â X,

κ(µ,µ1) = κ(Rµ, Rµ1). (98)

Çàóâàæèìî, ùî â ñèëó äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ÿäðà ç (98) âèïëèâà¹ íà-

ñòóïíà íåðiâíiñòü, ÿêà çîâñiì íå áóëà î÷åâèäíîþ "a priori":

κ(µ,µ) > 0 äëÿ âñiõ µ ∈ E(A). (99)

Çíàéäåíå ëåìîþ 1 ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ åíåðãiÿìè òà ïîòåíöiàëàìè µ òà

Rµ âëàñíå i äîçâîëèëî ðîçâèíóòè åôåêòèâíèé àíàëiç íà íåñêií÷åííîìið-

íèõ âåêòîðíèõ ìiðàõ, àñîöiéîâàíèõ ç êîíäåíñàòîðîì. Äiéñíî, ïðèìiíþþ÷è

(98) äî κ(Rµk, Rµt), äå µk, µt, k, t = 1, 2, � ôiêñîâàíi åëåìåíòè ç êëàñó

E(A), òà âðàõîâóþ÷è, ùî âiäïîâiäíi ðÿäè â (97) ¹ àáñîëþòíî çáiæíèìè, ìè

îòðèìó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.
1Òóò i íàäàëi, âèðàç

∑
i∈I ci ââàæà¹òüñÿ äîáðå âèçíà÷åíèì, ÿêùî òàêèì ¹ êîæíèé äîäàíîê ci, à ñóìà

íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó ñóìóâàííÿ. Òîäi, çà òåîðåìîþ Ðiìàíà, ñóìà ñêií÷åííà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ðÿä àáñîëþòíî çáiæíèé.
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Òåîðåìà 22. Ìíîæèíà E(A) óòâîðþ¹ íàïiâìåòðè÷íèé ïðîñòið ç íàïiâ-

ìåòðèêîþ

‖µ1 − µ2‖E(A) :=
[∑
i,j∈I

αiαjκ(µi1 − µi2, µ
j
1 − µ

j
2)
]1/2

, µ1,µ2 ∈ E(A), (100)

i öåé ïðîñòið ¹ içîìåòðè÷íèì äî éîãî R-îáðàçó, òîáòî

‖µ1 − µ2‖E(A) = ‖Rµ1 −Rµ2‖E .

Öÿ íàïiâìåòðèêà ¹ ìåòðèêîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÿäðî κ ñòðîãî

äîäàòíî âèçíà÷åíå, à âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Âñþäè äàëi E(A) òðàêòó¹òüñÿ ÿê íàïiâìåòðè÷íèé ïðîñòið ç íàïiâìåòðè-

êîþ (100). Îñêiëüêè E(A) òà éîãî R-îáðàç içîìåòðè÷íi, àíàëîãi÷íî òåðìi-

íîëîãi¨ â E òîïîëîãiþ íàïiâìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó E(A) íàçâåìî ñèëüíîþ.

5.3 Âíóòðiøíÿ ¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà

Çàôiêñóâàâøè âåêòîðíîçíà÷íó ôóíêöiþ g = (gi)i∈I , äå âñi êîìïîíåíòè

gi : X → (0,∞) ¹ íåïåðåðâíèìè, òà ÷èñëîâèé âåêòîð a = (ai)i∈I ç ai > 0,

âèçíà÷èìî âíóòðiøíþ ¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà A (âiäíîñíî κ, a òà g) ôîð-

ìóëîþ2

cap A := cap (A, a,g) :=

[
inf

µ∈E(A,a,g)
κ(µ,µ)

]−1

,

äå

E(A, a,g) :=

{
µ ∈ E(A) :

∫
gi dµ

i = ai äëÿ âñiõ i ∈ I
}
.

Ïàðàëåëüíî çi çàçíà÷åíîþ âèùå åëåêòðîñòàòè÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ (i, îòæå,

ìîæëèâèõ çàñòîñóâàíü äî çàäà÷ iíäóñòði¨ � äèâ. "capacitors"â [30]), öå ïî-

íÿòòÿ ìà¹ öiëèé ðÿä ñóòò¹âèõ çàñòîñóâàíü äî òåîði¨ àïðîêñèìàöi¨, ãåîìåòðè-

÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié òà ñàìî¨ òåîði¨ ïîòåíöiàëó (äèâ. ìîíîãðàôi¨ [45, 55, 27]

òà íàâåäåíi òàì öèòóâàííÿ).
2ßê çàâæäè, òî÷íà íèæíÿ ìåæà íàä ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê +∞. Ìè òàêîæ ïîêëà-

äà¹ìî 1/0 = +∞.
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Ïðè I = {1}, g1 = 1, a1 = 1 ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ¹ìíîñòi êîíäåíñàòîðà

çâîäèòüñÿ äî ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ¹ìíîñòi ìíîæèíè; âiäïîâiäíó âåëè÷èíó

ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì C(·).
ßê âèïëèâà¹ ç (99), ó çàãàëüíîìó 0 6 cap A 6 ∞. Íåîáõiäíi òà (àáî)

äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîãî, ùîá ìàâ ìiñöå íåâèðîäæåíèé âèïàäîê 0 < cap A <

∞, îòðèìàíi â [85].

Çàäà÷à iñíóâàííÿ λA ∈ E(A, a,g) ç ìiíiìàëüíîþ â êëàñi E(A, a,g) åíåð-

ãi¹þ (íàçâåìî ¨¨ E(A, a,g)-çàäà÷åþ) ¹ îñíîâíîþ åêñòðåìàëüíîþ çàäà÷åþ

òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ. Âîíà ìà¹ ñåíñ ó âèïàäêó, ÿêùî

E(A, a,g) 6= ∅, ùî åêâiâàëåíòíî óìîâi

cap (A, a,g) > 0. (101)

Íàçâåìî E(A, a,g)-çàäà÷ó ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî êëàñS(A, a,g) âñiõ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ λA

íåïîðîæíié. Ðîçâ'ÿçîê E(A, a,g)-çàäà÷i (ÿêùî âií iñíó¹) ¹ ¹äèíèì ó ñåíñi

íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ (äèâ. òàêîæ ñëiäóþ÷èé çà íèì íàñëiäîê).

Ëåìà 2. Íåõàé λ, λ̂ ∈ S(A, a,g). Òîäi λ, λ̂ íàëåæàòü äî îäíîãî êëàñó

åêâiâàëåíòíîñòi â íàïiâìåòðè÷íîìó ïðîñòîði E(A), òîáòî ‖λ−λ̂‖E(A) =

0.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé λ, λ̂ ∈ S(A, a,g). Òîäi Rλ = Rλ̂, ÿêùî ÿäðî κ

ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíå, i λ = λ̂, ÿêùî, äî òîãî æ, âñi Ai, i ∈ I,

âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ùîäî çàäà÷i iñíóâàííÿ, òî âîíà ¹ ëåãêî ðîçâ'ÿçíîþ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè

âèêîíó¹òüñÿ ñóêóïíiñòü íàñòóïíèõ óìîâ: êîíäåíñàòîð A ñêií÷åííèé i êîì-

ïàêòíèé, à ÿäðî κ íåïåðåðâíå íà A+×A−. Äiéñíî, òîäi êëàñ äîïóñòèìèõ ìið
E(A, a,g) êîìïàêòíèé ó øèðîêié òîïîëîãi¨, à ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ κ(µ,µ)

íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó íà E(A), i iñíóâàííÿ λ ∈ S(A, a,g) äîâîäèòüñÿ

ç äîïîìîãîþ äåêiëüêîõ ðÿäêiâ åëåìåíòàðíèõ âèêëàäîê (äèâ., íàïðèêëàä,

[46]), ùî âèêîðèñòîâóþòü ëèøå ñòðóêòóðè øèðîêî¨ òîïîëîãi¨. Îäíàê çàäà-

÷à iñíóâàííÿ ñòà¹ âåëüìè íåòðèâiàëüíîþ, ÿêùî õî÷à á îäíà ç íàâåäåíèõ
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òiëüêè ùî óìîâ íå âèêîíó¹òüñÿ. Ñêàæiìî, êëàñ äîïóñòèìèõ ìið ïåðåñòà¹

áóòè øèðîêî êîìïàêòíèì, ÿêùî õî÷à á îäíà ç ìíîæèí Ai íåêîìïàêòíà.

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó iñíóâàííÿ, ó çâiòíèé ïåðiîä áóëî çàïî÷àòêîâàíî

òà îáãðóíòîâàíî ïiäõiä, ùî åôåêòèâíî âèêîðèñòîâó¹ ñòðóêòóðè îáîõ òîïî-

ëîãié íàä íàïiâìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì E(A) � ÿê øèðîêî¨, òàê i ñèëüíî¨. Ó

îñíîâi òàêîãî ïiäõîäó ëåæèòü òåîðåìà ïðî ñèëüíó ïîâíîòó íàëåæíèõ òîïî-

ëîãi÷íèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó E(A).

5.4 Òåîðåìà ïðî ñèëüíó ïîâíîòó

Âñþäè äàëi, ÿêùî íå âêàçàíî iíøå, ââàæà¹ìî, ùî ÿäðî κ óçãîäæåíå (äèâ. âè-

çíà÷åííÿ 3) i àáî I− = ∅, àáî κ, g, a òà A çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì äâîì

óìîâàì: ∑
i∈I

aig
−1
i,inf <∞, (102)

sup
x∈A+, y∈A−

κ(x, y) <∞, (103)

äå gi,inf := infx∈Ai gi(x). Ïîçíà÷èâøè

E(A,6a,g) :=

{
µ ∈ E(A) :

∫
gi dµ

i 6 ai äëÿ âñiõ i ∈ I
}
,

ðîçãëÿíåìî E(A,6a,g) ÿê òîïîëîãi÷íèé ïiäïðîñòið íàïiâìåòðè÷íîãî ïðî-

ñòîðó E(A).

Òåîðåìà 23. Çà âêàçàíèõ âèùå ïîñòiéíèõ óìîâ, íåõàé êîíäåíñàòîð A

çàìêíåíèé. Òîäi íàïiâìåòðè÷íèé ïðîñòið E(A,6 a,g) ¹ ïîâíèì. Áiëüø

äåòàëüíî, ÿêùî óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü (µs)s∈S ⊂ E(A,6a,g) ñèëüíî

ôóíäàìåíòàëüíà i µ ïîçíà÷à¹ îäíó ç ¨¨ øèðîêèõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê (òàêå µ

iñíó¹), òîäi µ ∈ E(A,6a,g) i µs → µ ñèëüíî, òîáòî

lim
s∈S
‖µs − µ‖E(A = 0.

Íåõàé òåïåð, êðiì òîãî, ÿäðî ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíå (îòæå, äîâåðøå-

íå), à âñi Ai, i ∈ I, âçà¹ìíî äèç'þíêòíi. ßêùî (µs)s∈S çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî

äî µ0 ∈ E(A), òîäi íàñïðàâäi µ0 ∈ E(A,6a,g) i µs → µ0 òàêîæ øèðîêî.

86



Çàóâàæåííÿ 3. Îñêiëüêè íàïiâìåòðè÷íèé ïðîñòið E(A,6 a,g) içîìå-

òðè÷íèé äî éîãî R-îáðàçó, òåîðåìà 23 âèäiëÿ¹ ñèëüíî ïîâíi òîïîëîãi÷íi

ïiäïðîñòîðè ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó E , ùî ñêëàäàþòüñÿ iç çíàêî-

çìiííèõ ìið. Òàêèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿ¹ íåçàëåæíèé iíòåðåñ îñêiëü-

êè, çãiäíî ç äîáðå âiäîìèì ïðèêëàäîì H. Cartan [18], óâåñü ïðîñòið E ¹

ñèëüíî íåïîâíèì íàâiòü äëÿ ÿäðà Íüþòîíà |x− y|2−n â Rn, n > 3.

5.5 Äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i

Çà âêàçàíèõ âèùå ïîñòiéíèõ óìîâ, íåõàé êîíäåíñàòîð A çàìêíåíèé i âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà (101). Äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ åêñòðåìàëüíî¨

çàäà÷i òåîði¨ âíóòðiøíiõ ¹ìíîñòåé êîíäåíñàòîðiâ äàþòüñÿ íàñòóïíîþ òåî-

ðåìîþ.

Òåîðåìà 24. Äëÿ êîæíîãî i ∈ I íåõàé ôóíêöiÿ gi
∣∣
Ai
àáî îáìåæåíà çâåðõó,

àáî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó óìîâó íà ¨¨ ðiñò: iñíóþòü ri ∈ (1,∞) òà ωi ∈ E
òàêi, ùî

gri(x) 6 κ(x, ωi) ïð. âñ. â Ai.

ßêùî, êðiì òîãî, êîæíà ìíîæèíà Ai àáî êîìïàêòíà, àáî ìà¹ ñêií÷åííó

¹ìíiñòü

C(Ai) <∞, (104)

òîäi êëàñ S(A, a,g) íåïîðîæíié i øèðîêî êîìïàêòíèé.

Çàóâàæåííÿ 4. Ñòîñîâíî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 24, çàóâàæèìî, ùî

êîìïàêòíà ìíîæèíà K ⊂ X ìîæå ìàòè íåñêií÷åííó ¹ìíiñòü; ¹ìíiñòü

C(K) ¹ íåîáõiäíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî ÿäðî ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíå [26]. Ç

iíøîãî áîêó, íàâiòü äëÿ ÿäðà Íüþòîíà ìíîæèíè çi ñêií÷åííîþ ¹ìíiñòþ

ìîæóòü áóòè íåîáìåæåíèìè [43].

Ùîá äîâåñòè òåîðåìó 24, ìè ïîêàçó¹ìî, ùî êîæíà (ìiíiìiçóþ÷à) óçàãàëü-

íåíà ïîñëiäîâíiñòü (µs)s∈S ⊂ E(A, a,g) ç âëàñòèâiñòþ lims∈S ‖µs‖2
E(A) =
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[
cap A

]−1
¹ ñèëüíî ôóíäàìåíòàëüíîþ. Òîäi ç òåîðåìè 23 âèïëèâà¹, ùî äëÿ

äåÿêîãî γ ∈ E(A,6 a,g) âèêîíó¹òüñÿ µs → γ ñèëüíî i øèðîêî. Öå γ ¹

ðîçâ'ÿçêîì E(A, a,g)-çàäà÷i òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè γ ∈ E(A, a,g). Ñïðà-

âåäëèâiñòü òàêîãî âêëþ÷åííÿ ÿêðàç i âäà¹òüñÿ äîâåñòè ïðè óìîâàõ íà gi
∣∣
Ai

òà Ai, íàâåäåíèõ ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè 24.

Çàóâàæèìî, ùî öi óìîâè íà Ai ¹ iñòîòíèìè íå òiëüêè äëÿ äîâåäåííÿ òå-

îðåìè 24, àëå i äëÿ ¨¨ ñïðàâåäëèâîñòi â öiëîìó. Öå âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî

ïðèêëàäó òà ôàêòó (äèâ. [90]), ùî ó âèïàäêó (106) óìîâà (104) íå âèêîíó¹-

òüñÿ.

Ïðèêëàä 1. Ó R3 ðîçãëÿíåìî ÿäðî Íüþòîíà κ(x, y) = |x− y|−1, i íåõàé

I+ = {1}, I− = {2}, g1 = g2 = 1, a1 = a2 = 1. Íåõàé A2 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

òiëî îáåðòàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ x = (x1, x2, x3) ∈ R3 òàêèõ, ùî

2 6 x1 < ∞ òà 0 6 x2
2 + x2

3 6 ρ(x1), äå ρ(x1) → 0 ïðè x1 → ∞, i íåõàé

A1 := {x ∈ R3 : |x| 6 1}. Ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè:

ρ(r) = r−s, äå s ∈ [0,∞), (105)

ρ(r) = exp(−rs), äå s ∈ (0, 1], (106)

ρ(r) = exp(−rs), äå s > 1. (107)

Òîäi E(A, a,g)-çàäà÷à ¹ ðîçâ'ÿçíîþ â îáîõ âèïàäêàõ (105) i (107), àëå âîíà

¹ íåðîçâ'ÿçíîþ ó âèïàäêó (106); äèâ. [90].

5.6 Äóàëüíi âàðiàöiéíi çàäà÷i

Ó çâ'ÿçêó ç âiäìi÷åíèì ôàêòîì íåðîçâ'ÿçíîñòi E(A, a,g)-çàäà÷i âàæëèâî

çíàéòè ïîñòàíîâêè çàäà÷, äóàëüíèõ äî íå¨ (i, îòæå, òàêèõ, ùî íàäàþòü íîâi

åêâiâàëåíòíi âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ ¹ìíîñòi êîíäåíñàòîðà), àëå òåïåð âæå

çàâæäè ðîçâ'ÿçíèõ � íàïðèêëàä, íàâiòü äëÿ íåçàìêíåíèõ êîíäåíñàòîðiâ ç

íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí.

Ó ðîáîòàõ [62, 71, 72, 83, 85] ðîçãëÿäàëèñÿ åêñòðåìàëüíi çàäà÷i ïðî ìiíi-

ìóì åíåðãié íàä ïåâíèìè ïiäêëàñàìè ïðîñòîðiâ E òà E(A), íàëåæíèì ÷èíîì
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âèçíà÷åíèõ. Çà ïîñòiéíèõ óìîâ, ñôîðìóëüîâàíèõ âèùå, öi âàðiàöiéíi çàäà÷i

âèÿâëÿþòüñÿ äóàëüíèìè äî E(A, a,g)-çàäà÷i, àëå âæå çàâæäè ðîçâ'ÿçíèìè.

Ðîçâ'ÿçêè çàçíà÷åíèõ âàðiàöiéíèõ çàäà÷ ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì äîáðå

âiäîìîãî ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ

(äèâ. [26]). Îòðèìàíî îïèñ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà âiäïîâiäíèõ ðiâíîâàæíèõ êîí-

ñòàíò, äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ¨õ ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíiñòü, âèäiëåíî õàðàêòå-

ðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi. Âiäñèëàþ÷è äî ðîáiò [83, 85] çà öèìè ðåçóëüòàòàìè ó

¨õ îòðèìàíié çàãàëüíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, òåîðåìè 8.1, 8.2, 8.3, 10.1, 12.1,

òâåðäæåííÿ 11.1, 11.2 òà íàñëiäêè 8.3, 9.1, 9.2, 10.1 â [83]), òóò äëÿ çðó÷íî-

ñòi ÷èòà÷à ìè íàâåäåìî ¨õ ó âèïàäêó, êîëè ôîðìóëþâàííÿ ¹ ìàêñèìàëüíî

ñïðîùåíèìè òà âiä÷óòíèìè.

Îòæå, ïðèïóñòèìî äëÿ ïðîñòîòè, ùî Ai , i ∈ I, âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþ-
òüñÿ, à ÿäðî κ ¹ ñòðîãî äîäàòíî âèçíà÷åíèì i, îòæå, äîâåðøåíèì.

Òåîðåìà 25. Çà çàçíà÷åíèõ óìîâ, ¹ìíiñòü cap (A, a,g) àëüòåðíàòèâíî

âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

cap (A, a,g) = inf
µ∈Γ(A,a,g)

κ(µ,µ), (108)

äå Γ(A, a,g) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ µ ∈ E( A ) ç âëàñòèâiñòþ

αiaiκ(x,µ) > ci(µ)gi(x) ïð.âñ. â Ai, i ∈ I. (109)

Òóò ci(µ) ∈ R, i ∈ I, � äåÿêi çàëåæíi âiä µ êîíñòàíòè, ùî çàäîâîëüíÿ-

þòü ðiâíiñòü ∑
i∈I

ci(µ) = 1. (110)

ßêùî, êðiì òîãî, 0 < cap A < ∞, òî âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿì (108)

âàðiàöiéíà çàäà÷à, äóàëüíà äî îñíîâíî¨, ¹ çàâæäè ðîçâ'ÿçíîþ, òîáòî iñíó¹

γA ∈ Γ(A, a,g) ç ìiíiìàëüíîþ â öüîìó êëàñi åíåðãi¹þ:

κ(γA,γA) = cap (A, a,g).
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Áiëüø òîãî, ðîçâ'ÿçîê γA äóàëüíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i (108) òà ÷èñëà Ci :=

ci(γA), i ∈ I, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (109) òà (110) ïðè µ =

γA, âèçíà÷åíi ¹äèíèì ÷èíîì òà çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

Ci =
αiκ(γiA,γA)

cap A
= ” inf

x∈Ai
”
αiaiκ(x,γA)

gi(x)
, i ∈ I,

äå ïîçíà÷åííÿ ” inf
x∈Ai

” îçíà÷à¹, ùî òî÷íà íèæíÿ ìåæà ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàä

âñi¹þ ìíîæèíîþ Ai çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì ìíîæèíè âíóòðiøíüî¨ ¹ì-

íîñòi íóëü.

Ìiðó γA òà ÷èñëà Ci(A, a,g) := Ci, i ∈ I, ùî ¹äèíèì ÷èíîì âèçíà÷åíi

òåîðåìîþ 25 çà óìîâè 0 < cap A <∞, íàçâåìî âíóòðiøíüîþ ðiâíîâàæíîþ

ìiðîþ òà âíóòðiøíiìè ðiâíîâàæíèìè êîíñòàíòàìè, àñîöiéîâàíèìè ç A

(âiäïîâiäíî äî κ, a òà g).

Ó äîïîâíåííÿ äî ñïiââiäíîøåííÿ (109), ïîòåíöiàë κ(x,γA) âíóòðiøíüî¨

ðiâíîâàæíî¨ ìiðè γA ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi.

Òåîðåìà 26. Íåõàé ÿäðî κ íåïåðåðâíå íà A`×Aj ïðè α` 6= αj òà κ(·, y)→
0 ïðè y →∞ ðiâíîìiðíî íà êîìïàêòíèõ ìíîæèíàõ. Òîäi

αiaiκ(x,γA) 6 Cigi(x) äëÿ âñiõ x ∈ supp γiA, i ∈ I,

i, îòæå,

αiaiκ(x,γA) = Cigi(x) ïð.âñ. â Ai ∩ supp γiA, i ∈ I.

Êðiì òîãî, âíóòðiøíÿ ðiâíîâàæíà ìiðà òà âíóòðiøíi ðiâíîâàæíi êîíñòàí-

òè ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè êîíäåíñàòîðà. Ùîá ñòðîãî ñôîðìóëþâàòè

öþ âàæëèâó âëàñòèâiñòü, ââåäåìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ.

Íà ìíîæèíi âñiõ (I+, I−)-êîíäåíñàòîðiâ â X ââåäåìî ñòðóêòóðó ÷àñòêîâî¨

âïîðÿäêîâàíîñòi ç äîïîìîãîþ âiäíîøåííÿ ≺, äå A ≺ A′ îçíà÷à¹, ùî Ai ⊂
A′i äëÿ âñiõ i ∈ I. Òóò A′ = (A′i)i∈I . Òîäi, î÷åâèäíî, cap A ¹ íåñïàäíîþ

ôóíêöi¹þ êîíäåíñàòîðà, òîáòî

cap A 6 cap A′, ÿêùî A ≺ A′.
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Íåõàé An = (An
i )i∈I , äå n ∈ N, òà A � ôiêñîâàíi (I+, I−)-êîíäåíñàòîðè.

Áóäåìî ïèñàòè An ↑ A, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi äâi óìîâè: An ≺ An+1

äëÿ âñiõ n ∈ N òà

Ai =
⋃
n∈N

An
i äëÿ âñiõ i ∈ I.

Òåîðåìà 27. Íåõàé àáî gi,inf > 0 äëÿ âñiõ i ∈ I, àáî ïðîñòið X çëi÷åííèé

íà íåñêií÷åííîñòi3. ßêùî An, n ∈ N, óíiâåðñàëüíî âèìiðíi òà An ↑ A,

òî

cap (A, a,g) = lim
n∈N

cap (An, a,g). (111)

Ïðèïóñòèìî, êðiì òîãî, ùî 0 < cap (A, a,g) <∞. Òîäi

γAn
→ γA ñèëüíî òà øèðîêî,

Ci(A, a,g) = lim
n∈N

Ci(An, a,g) äëÿ âñiõ i ∈ I.

Çàóâàæåííÿ 5. Òåîðåìà 27 çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi, ÿêùî (An)n∈N çàìiíèòè

íà ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó âñiõ êîìïàêòíèõ êîíäåíñàòîðiâ K

òàêèõ, ùî K ≺ A. Áiëüø òîãî, òîäi ïðèïóùåííÿ, ùî àáî gi,inf > 0 äëÿ

âñiõ i ∈ I, àáî X ¹ çëi÷åííèì íà íåñêií÷åííîñòi, íå ïîòðiáíå.

Çàóâàæåííÿ 6. ßêùî ç÷èñëåííà ìíîæèíà iíäåêñiâ I çâîäèòüñÿ äî îäíî-

ãî åëåìåíòà, òîáòî I = {1}, òî íàâåäåíi âèùå òåîðåìè 25, 26, 27 ¹ äîáðå

âiäîìèìè (äèâ. òåîðåìè 4.1, 4.2 â [26]; òîäi, çâè÷àéíî, C1 = 1). Ó çàãàëü-

íîìó âèïàäêó ç÷èñëåííîãî I âëàñòèâîñòi âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè

γA, àñîöiéîâàíî¨ ç êîíäåíñàòîðîì A, ¹ öiëêîì ïîäiáíèìè äî âiäïîâiäíèõ

âëàñòèâîñòåé âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàæíî¨ ìiðè, àñîöiéîâàíî¨ ç ìíîæèíîþ.

�äèíà ñóòò¹âà âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèêîíó¹òüñÿ

γiA(X) 6 ai cap A äëÿ âñiõ i ∈ I
3Íàãàäà¹ìî (äèâ. [17, Chap. 1, � 9]), ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííèì íà

íåñêií÷åííîñòi , ÿêùî âií ìîæå áóòè çîáðàæåíèé ÿê ç÷èñëåííå îá'¹äíàííÿ êîìïàêòíèõ ìíîæèí.
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i, íà âiäìiíó âiä òåîði¨ ¹ìíîñòåé ìíîæèí, íåðiâíiñòü ó öèõ ñïiââiäíîøå-

ííÿõ íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è, ðiâíiñòþ. Öå ñïðè÷èíåíî çãàäàíèì âèùå ôå-

íîìåíîì íåðîçâ'ÿçíîñòi îñíîâíî¨ âàðiàöiéíî¨ çàäà÷i òåîði¨ ¹ìíîñòåé êîí-

äåíñàòîðiâ.

Çàóâàæåííÿ 7. Iñòîòíî çàóâàæèòè, ùî âñi çãàäàíi âèùå óìîâè íà ÿäðî

íå ¹ îáòÿæëèâèìè. Âîíè âèêîíóþòüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ ÿäåð Íüþòîíà

|x− y|2−n, Ðiññà |x− y|α−n (äå 0 < α < n), òà Ãðiíà gD (äå D � âiäêðèòà

ìíîæèíà, à gD � ¨¨ óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ Ãðiíà) â Rn, ÿêùî åâêëiäîâà

âiäñòàíü ìiæ A+ òà A− ¹ ñòðîãî äîäàòíîþ, à òàêîæ äëÿ çâóæåííÿ

ëîãàðèôìi÷íîãî ÿäðà − log |x− y| â R2 íà âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã.

6 Çàäà÷à Ãàóññà.

6.1 Çàäà÷à Ãàóññà ç âåðõíiìè êðàéîâèìè óìîâàìè

Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè òà âèçíà÷åííÿìè ç ðîçäiëó 5. ßê i ðàíi-

øå, ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîçèòèâíî âèçíà÷åíå ÿäðî κ ó ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó

ïðîñòîði X.

Äëÿ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè Σ, ìiðè σ ∈ M+(Σ) i íåïåðåðâíî¨ äîäàòíî¨

ôóíêöi¨ g, âèâ÷åíî çàäà÷ó Ãàóññà ç âåðõíiìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà çîâíi-

øíiì ïîëåì f , äå òî÷íà íèæíÿ ìåæà åíåðãié ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàä êëàñîì óñiõ

ν ∈M+(Σ) ç âëàñòèâîñòÿìè
∫
g dν = 1 òà σ−ν > 0. Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî

iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó λσΣ, âèâ÷åíî âëàñòèâîñòi éîãî íåïåðåðâíî-

ñòi ó øèðîêié òà ñèëüíié òîïîëîãiÿõ, êîëè σ òà Σ çìiíþþòüñÿ îäíî÷àñíî,

äàíî îïèñ f -âàãîâîãî ïîòåíöiàëó ðîçâ'ÿçêó λσΣ, âèäiëåíî éîãî õàðàêòåðè-

ñòè÷íi âëàñòèâîñòi. Òàêi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè íàâiòü äëÿ êëàñè÷íèõ ÿäåð â

Rn, ùî iñòîòíî äëÿ çàñòîñóâàíü äî çàäà÷ êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ôóíêöié òà

iíäóñòðiàëüíî¨ ìàòåìàòèêè.

Ùîá ñêîðîòèòè ïîçíà÷åííÿ, äëÿ äîâiëüíî ôiêñîâàíèõ ìiðè ν òà ôóí-

êöi¨ ψ áóäåìî ïèñàòè 〈ψ, ν〉 :=
∫
ψ dν. Íåõàé Φ(X) ïîçíà÷à¹ êëàñ óñiõ íà-
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ïiâíåïåðåðâíèõ çíèçó ôóíêöié ψ : X→ (−∞,∞] òàêèõ ùî ψ > 0 ó âèïàäêó

íåêîìïàêòíîñòi ïðîñòîðó X. Ïîçíà÷èìî κν := κ(·, ν), äå κ(·, ν) � ïîòåíöiàë

ìiðè ν âiäíîñíî ÿäðà κ, òà Sν := supp ν.

Çàôiêñó¹ìî ôóíêöiþ f : X → (−∞,∞], ùî õàðàêòåðèçó¹ äæåðåëî çîâ-

íiøíüî¨ åíåðãi¨, òà ïðèïóñòèìî, ùî ìà¹ ìiñöå õî÷à á îäèí ç íàñòóïíèõ äâîõ

âèïàäêiâ: àáî f ∈ Φ(X) (âèïàäîê I), àáî f = κζ , äå ζ ∈ E � çíàêîçìiííà

ìiðà (âèïàäîê II). Òîäi f -âàãîâèé ïîòåíöiàë W f
ν òà f -âàãîâà åíåðãiÿ Gf(ν)

ìiðè ν ∈ E âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè

W f
ν (x) := κν(x) + f(x), Gf(ν) := ‖ν‖2 + 2〈f, ν〉 = 〈W f

ν + f, ν〉.

Çàóâàæèìî, ùî çà ïðèéíÿòèõ óìîâ f -âàãîâèé ïîòåíöiàë W f
ν äîâiëüíî¨ ìiðè

ν ∈ E ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì òà 6= −∞ ïðèíàéìi ïðèáëèçíî âñþäè â X.

Çàôiêñóâàâøè òàêîæ íåïîðîæíþ çàìêíåíó ìíîæèíó Σ ⊂ X, ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ g > 0, ùî âèçíà÷åíà òà íåïåðåðâíà ïðèíàéìi â äåÿêîìó âiäêðè-

òîìó îêîëi UΣ ìíîæèíè Σ, òà ìiðó σ ∈ M+(Σ), ùî âiäiãðà¹ ðîëü âåðõíüî¨

êðàéîâî¨ óìîâè (constraint) äëÿ ìîæëèâèõ ðîçïîäiëiâ ìið (=çàðÿäiâ). Ðîç-

ãëÿíåìî çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ f -âàãîâî¨ åíåðãi¨

Gσ
f (Σ, g) := inf

ν∈Eσ(Σ,g)
Gf(ν),

äå

Eσ(Σ, g) :=
{
ν ∈ E+(Σ) : 〈g, ν〉 = 1, ν 6 σ

}
òà ν 6 σ îçíà÷à¹, ùî σ − ν > 0. Ïàðàëåëüíî çi ñâî¹þ åëåêòðîñòàòè÷íîþ

iíòåðïðåòàöi¹þ, öÿ çàäà÷à ìà¹ ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ äî òåîði¨ íàáëèæåíü,

ðîçâèíåíi àìåðèêàíñüêîþ òà ðîñiéñüêîþ ìàòåìàòè÷íèìè øêîëàìè [50, 21].

ßêùî4

Gσ
f (Σ, g) <∞ (112)

(àáî, ùî ðiâíîñèëüíî, ÿêùî Eσf (Σ, g) :=
{
ν ∈ Eσ(Σ, g) : Gf(ν) <∞

}
6= ∅),

òîäi ìà¹ ñåíñ çàäà÷à iñíóâàííÿ λσΣ ∈ Eσ(Σ, g) ç ìiíiìàëüíîþ f -âàãîâîþ
4Ç ïðèéíÿòèõ óìîâ âèïëèâà¹, ùîGσf (Σ, g) > −∞; îòæå, ó âèïàäêó (112) âåëè÷èíàGσf (Σ, g) ñêií÷åííà.

93



åíåðãi¹þ Gf(λ
σ
Σ) = Gσ

f (Σ, g). Ðîçâÿçîê λσΣ (ÿêùî âií iñíó¹) íàçèâà¹òüñÿ ðiâ-

íîâàæíîþ ìiðîþ âiäíîñíî κ, Σ, σ, g, òà f .

Ïðè X = R2, κ(x, y) = − log |x − y|, g = 1 òà äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà

ðiñò çîâíiøíüîãî ïîëÿ f ∈ Φ(R2) íà íåñêií÷åííîñòi, öÿ çàäà÷à âèâ÷àëàñÿ

P.D. Dragnev, E.B. Sa� òà E.À. Ðàõìàíîâèì (äèâ. [50, 21]). Ìåòîäè, ðîç-

âèíåíi íàìè çà çâiòíèé ïåðiîä ç ìåòîþ àíàëiçó çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ f -âàãîâî¨

åíåðãi¨, òà îòðèìàíi ðåçóëüòàòè iñòîòíî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âiäïîâiäíèõ ìåòî-

äiâ òà ðåçóëüòàòiâ ç [50, 21]. À ñàìå, íàø ïiäõiä ãðóíòó¹òüñÿ íà îäíî÷àñíîìó

âèêîðèñòàííi ÿê øèðîêî¨, òàê i ñèëüíî¨ òîïîëîãié ó ïåðåäãiëüáåðòîâîìó ïðî-

ñòîði E , ùî äîçâîëèëî íàì â îáîõ âèïàäêàõ, I òà II, âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ

ðiâíîâàæíî¨ ìiðè λσΣ äëÿ íåêîìïàêòíî¨ ìíîæèíè Σ òà âèâ÷èòè âëàñòèâî-

ñòi íåïåðåðâíîñòi ðiâíîâàæíî¨ ìiðè λσΣ ÿê ôóíêöi¨ âiä äâîõ çìiííèõ (Σ, σ).

Ìè òàêîæ îòðèìàëè âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi äëÿ f -âàãîâèõ ïîòåíöiàëiâW f
λ òà

âèäiëèëè ¨õíi õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ïðèïóñòèìî, ùî àáî ïðî-

ñòið X çëi÷åííèé íà íåñêií÷åííîñòi, àáî infx∈X g(x) > 0. Òîäi ïîíÿòòÿ ν-

ëîêàëüíî¨ íåõòîâíîñòi òà ïîíÿòòÿ ν-íåõòîâíîñòi ñïiâïàäàþòü äëÿ äîâiëüíî¨

ν > 0 ç 〈g, ν〉 <∞; i, îòæå, äîâiëüíà ìíîæèíà N ç C(N) = 0 ¹ ν-íåõòîâíîþ,

ÿêùî åíåðãiÿ ν ñêií÷åííà.

Òåîðåìà 28. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (112), ÿäðî κ äîâåðøåíå, à ¹ì-

íiñòü C(Σ) ñêií÷åííà. Êðiì òîãî, íåõàé ôóíêöiÿ g|UΣ
àáî îáìåæåíà, àáî

âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà íà ¨¨ ðiñò íà íåñêií÷åííîñòi: iñíóþòü r ∈
(1,∞) òà ω ∈ E òàêi, ùî

gr(x) 6 κω(x) ïð. âñ. â UΣ.

Òîäi ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

(a) Iñíó¹ ¹äèíà ðiâíîâàæíà ìiðà λσΣ.

(b) Íåõàé Σs ⊂ UΣ, s ∈ S, � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ïî âiäíîøåííþ

âêëþ÷åííÿ, ñïàäíà ñiì'ÿ çàìêíåíèõ ìíîæèí òàêèõ, ùî C(Σs) < ∞
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äëÿ óñiõ s ∈ S òà ⋂
s∈S

Σs = Σ,

à σs ∈M+(Σs), s ∈ S, � óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü ìið, ÿêà ñïàäà¹ i

øèðîêî çáiãà¹òüñÿ äî σ. Òîäi

Gσ
f (Σ, g) = lim

s∈S
Gσs
f (Σs, g),

λσsΣs
→ λσΣ ñèëüíî òà øèðîêî.

(c) Íåõàé {K} � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ïî âiäíîøåííþ âêëþ÷åííÿ, çðî-

ñòàþ÷à ñiì'ÿ âñiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ç Σ. Òîäi iñíó¹ ñïàäíà

äî 1 óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü (β∗K)K∈{K} ⊂ (1,∞) òàêà, ùî äëÿ âñiõ

βK ∈ [1, β∗K ] âèêîíó¹òüñÿ

Gσ
f (Σ, g) = lim

K↑Σ
GβKσK
f (K, g). (113)

Êðiì òîãî, λβKσKK → λσΣ ñèëüíî òà øèðîêî.

Ùîá ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ. ßêùî

E ⊂ X � çàäàíà çàìêíåíà ìíîæèíà ç C(E) > 0, a ψ � óíiâåðñàëüíî âè-

ìiðíà ôóíêöiÿ, îáìåæåíà çíèçó ïðèáëèçíî âñþäè íà E, òî ïîçíà÷èìî

”inf
x∈E

” ψ(x) := sup
{
q : ψ(x) > q ïð. âñ. â E

}
.

Çàóâàæèìî, ùî òîäi

ψ(x) > ”inf
x∈E

” ψ(x) ïð. âñ. â E;

öå âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi ç÷èñëåííî¨ íàïiâàäèòèâíîñòi ¹ìíîñòi C(·) íàä óíi-
âåðñàëüíî âèìiðíèìè ìíîæèíàìè íóëüîâî¨ âíóòðiøíüî¨ ¹ìíîñòi [26]. ßêùî

òåïåð ψ � óíiâåðñàëüíî âèìiðíà ôóíêöiÿ, îáìåæåíà çâåðõó ïðèáëèçíî âñþ-

äè íà E, òî íàïèøåìî

”sup
x∈E

” ψ(x) := ”inf
x∈E

”
[
−ψ(x)

]
.
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Ó íàñòóïíié òåîðåìi ïðèïóñòèìî, ùî σK ∈ E äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨

ìíîæèíè K ⊂ Σ i 〈g, σΣ0
〉 > 1, äå Σ0 :=

{
x ∈ Σ : f(x) < ∞

}
. Òî-

äi íåîáõiäíî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (112), îñêiëüêè iñíó¹ êîìïàêò K0 ⊂ Σ0 ç

σK0

/
〈g, σK0

〉 ∈ Eσf (Σ, g); äèâ. [94, 21].

Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi âëàñòèâîñòi f -âàãîâîãî ïîòåíöiàëó W f
λσΣ

ðiâíîâà-

æíî¨ ìiðè λσΣ, ÿêi äî òîãî æ ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè, òîáòî âèçíà÷àþòü λσΣ
îäíîçíà÷íèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 29. Äëÿ ôiêñîâàíî¨ ìiðè λ ∈ Eσ(Σ, g) íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ¹

ðiâíîñèëüíèìè:

(i) λ ¹ ðiâíîâàæíîþ ìiðîþ λσΣ.

(ii) Iñíó¹ ÷èñëî wλ ∈ R òàêå, ùî

W f
λ (x) > wλ g(x) ïð. âñ. â Sσ−λ, (114)

W f
λ (x) 6 wλ g(x) ïð. âñ. â Sλ. (115)

(iii) −∞ < ` 6 L <∞, äå

` := ”sup
x∈Sλ

”
W f

λ (x)

g(x)
, L := ”inf

x∈Sσ−λ
”
W f

λ (x)

g(x)
.

Çàóâàæåííÿ 8. Ñïiââiäíîøåííÿ (114) i (115) êîðåêòíi, îñêiëüêè çà ïðèéíÿ-

òèõ óìîâ ¹ìíîñòi C
(
Sσ−λ

)
i C
(
Sλ
)
äîäàòíi. Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî (115)

âèêîíó¹òüñÿ âñþäè íà Sλ, ÿêùî f ∈ Φ(X).

Çàóâàæåííÿ 9. Ç òâåðäæåíü (ii) òà (iii) âèïëèâà¹ òàêå ñïîñòåðåæåííÿ:

ÿêùî λ � ðiâíîâàæíà ìiðà, òî ìíîæèíà âñiõ wλ, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ

(114) òà (115), óòâîðþþòü çàìêíåíèé ñêií÷åííèé iíòåðâàë [`, L]. Çâè-

÷àéíî, ÿêùî g = 1, f = 0, a κ çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, òî ` = L

i, îòæå, [`, L] ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíî¨ òî÷êè. Îäíàê öå íå òàê ó çà-

ãàëüíîìó, ùî ïðîiëþñòðîâàíî ïðèêëàäàìè, íàâåäåíèìè â [84].
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 28 áàçó¹òüñÿ íà íàñòóïíié òåîðåìi ïðî ñèëüíó ïîâ-

íîòó ìíîæèíè Eσ(Σ, g), ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê òîïîëîãi÷íèé ïiäïðîñòið

ïåðåäãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó E .

Òåîðåìà 30. Íåõàé ÿäðî κ äîâåðøåíå, E ⊂ UΣ � çàìêíåíà ìíîæèíà ç

C(E) <∞, i íåõàé ôóíêöiÿ g � òàêà, ÿê âèìàãà¹òüñÿ â òåîðåìi 28. Òîäi

ìíîæèíà

E+(E, g) :=
{
ν ∈ E+(E) : 〈g, ν〉 = 1

}
,

ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê òîïîëîãi÷íèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó E , ¹ ñèëüíî ïîâ-
íîþ. Áiëüø äåòàëüíî, êîæíà ñèëüíî ôóíäàìåíòàëüíà óçàãàëüíåíà ïîñëi-

äîâíiñòü (νs)s∈S ⊂ E+(E, g) çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî i øèðîêî äî ¹äèíî¨ ìiðè

ν0 ∈ E+(E, g). ßêùî òåïåð σ0 ∈M+(E) � ôiêñîâàíà ìiðà, òî òîäi öå æ

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ Eσ0(E, g) çàìiñòü E+(E, g).

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó ìîæóòü áóòè óçàãàëüíåíi íà âèïàäîê êîíäåí-

ñàòîðiâ çi ç÷èñëåííîþ êiëüêiñòþ ïëàñòèí, ùî ìè ïëàíó¹ìî çðîáèòè ó íà-

ñòóïíèé çâiòíèé ïåðiîä.

6.2 Çàäà÷à Ãàóññà íàä ëiïøèöåâèìè ìíîãîâèäàìè.

Ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè òà âèçíà÷åííÿìè ç ðîçäiëiâ 5 òà 6.1.

Âñþäè äàëi Γ1,Γ2 � êîìïàêòíi (n−1)-ðîçìiðíi ìíîãîâèäè áåç êðàþ â Rn,

n > 3, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ, ëîêàëüíî

êîìïàêòíèé ïðîñòið X âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ X = Γ := Γ1 ∪ Γ2, i íåõàé

ÿäðî κ íà Γ � ÿäðî Íüþòîíà |x − y|2−n, äå |x − y| ïîçíà÷à¹ åâêëiäîâó

âiäñòàíü â Rn.

Ðîçãëÿíåìî êîíäåíñàòîð A = (A1, A2), äå I+ = {1}, I− = {2} i Ai = Γi

äëÿ i = 1, 2, ÷èñëîâèé âåêòîð a = (a1, a2) ç ai > 0 òà âåêòîðíîçíà÷íó

ôóíêöiþ g = (g1, g2), äå gi � íåïåðåðâíà ïîçèòèâíà ôóíêöiÿ íà Γi, i äàëi

âèçíà÷èìî êëàñè ìið E(A) òà E(A, a,g) òèìè æ ñïiââiäíîøåííÿìè, ÿê i â

ðîçäiëi 5. Çà óìîâ öüîãî ðîçäiëó, E(A) ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ áîðåëåâèõ ìið
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µ = µ1 − µ2 ç êîìïîíåíòàìè µi ∈ E+(Γi), i = 1, 2, à E(A, a,g) � ç óñiõ µ ∈
E(A) òàêèõ, øî 〈gi, µi〉 = ai, i = 1, 2. Íàãàäà¹ìî, ùî öi êëàñè óòâîðþþòü

âèïóêëi êîíóñè òà â ñèëó ñòðîãî¨ ïîçèòèâíî¨ âèçíà÷åíîñòi ÿäðà Íüþòîíà

ìîæóòü òðàêòóâàòèñÿ ÿê ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç ìåòðèêîþ ‖µ‖E(Γ).

ßêùî, äîäàòêîâî, f : Γ → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹

äæåðåëî çîâíiøíüî¨ åíåðãi¨, òî ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë Ãàóññà

Gf(µ) := ‖µ‖2
E(Γ) + 2〈f, µ〉,

âiäîìèé òàêîæ ïiä íàçâîþ f -âàãîâî¨ åíåðãi¨ (äèâ. ðîçäië 6.1). Òåïåð çàäà÷à

Ãàóññà ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi λ ∈ E(A, a,g) ç

Gf(λ) = inf
µ∈E(A,a,g)

Gf(µ) =: Gf(A, a,g). (116)

Çà óìîâ öüîãî ðîçäiëó ðîçâ'ÿçîê λ çàäà÷i Ãàóññà iñíó¹ i ¹äèíèé, ùî âèïëè-

âà¹ ç ñòðîãî¨ ïîçèòèâíî¨ âèçíà÷åíîñòi ÿäðà Íüþòîíà, âèïóêëîñòi i øèðîêî¨

êîìïàêòíîñòi êëàñó äîïóñòèìèõ ìið E(A, a,g) òà íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó

ôóíêöiîíàëà Gf íà E(A).

Ó ñóìiñíié ç G. Of òà W.L. Wendland ðîáîòi [86] ïîáóäîâàíî êîíñòðó-

êòèâíèé òà ÷èñåëüíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó λ. Öå ñòàëî ìî-

æëèâèì äÿêóþ÷è äîâåäåíié òàì òåîðåìi ïðî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i Ãàóñ-

ñà (116) íàä ìíîãîâèäàìè Ëiïøèöÿ çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà�

Ñëîáîäåöüêîãî H−1/2(Γ) (äèâ. íàâåäåíó íèæ÷å òåîðåìó 32), ùî â ñâîþ ÷åð-

ãó áàçó¹òüñÿ íà îïèñó ìið σ ∈ E(Γ) â òåðìiíàõ Σ ∈ H−1/2(Γ), äàíîìó íà-

ñòóïíîþ òåîðåìîþ 31. (Òóò ìè êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè, ïðèéíÿòèìè

â [28].)

Òåîðåìà 31. Íåõàé ìiðà Áîðåëÿ σ ∈ M(Γ) ìà¹ ñêií÷åííó íüþòîíîâó

åíåðãiþ ∫
Γ

∫
Γ

|x− y|2−n dσ(x)dσ(y) = ‖σ‖2
E(Γ) <∞.
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Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò Σ ∈ H−1/2(Γ) ç âëàñòèâîñòÿìè

σ(ϕ) =

∫
Γ

ϕdσ = (ϕ,Σ)L2(Γ) äëÿ âñiõ ϕ ∈ C∞(Γ),

äå C∞(Γ) � ìíîæèíà çâóæåíü íà Γ åëåìåíòiâ ç C∞(Rn). Áiëüø òîãî,

íüþòîíîâi åíåðãi¨ äëÿ σ i Σ ds (äå ds � ïîâåðõíåâà ìiðà íà Γ) ñïiâïàäàþòü,

òîáòî

‖σ‖2
E(Γ) =

∫
Γ

∫
Γ

|x− y|2−nΣ(x) ds(x)Σ(y) ds(y).

Ùîá âèçíà÷èòè çàäà÷ó ìiíiìiçàöi¨ â H−1/2(Γ), äóàëüíó äî ïî÷àòêîâî¨

çàäà÷i (116), ðîçãëÿíåìî â H−1/2(Γ) êîíóñ

K(A, a,g) :=
{

Θ =
2∑
i=1

αiΘ
i, äå Θi ∈ H−1/2(Γi),

Θi > 0 òà
∫
Γi

giΘ
i ds = ai äëÿ i = 1, 2

}
.

ßêùî f ∈ C(Γ) ∩H1/2(Γ), òî äëÿ êîæíîãî Σ ∈ H−1/2(Γ) ïîçíà÷èìî

Vf(Σ) :=

∫
Γ

∫
Γ

|x− y|2−nΣ(x) ds(x)Σ(y) ds(y) + 2(f,Σ)L2(Γ).

Òåîðåìà 32. Íåõàé f, g1, g2 ∈ C(Γ)∩H1/2(Γ). Òîäi ðîçâ'ÿçîê λ ∈ E(A, a,g)

ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (116) âèçíà÷à¹ ¹äèíèé åëåìåíò Λ ∈ K(A, a,g) ⊂ H−1/2(Γ)

ç âëàñòèâîñòÿìè

λ(ϕ) = (ϕ,Λ)L2(Γ) äëÿ âñiõ ϕ ∈ C∞(Γ),

Vf(Λ) = Gf(λ) = Gf(A, a,g).

Áiëüø òîãî, Λ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëà Vf íàä K(A, a,g),

òîáòî

Vf(Λ) = min
Θ∈K(A,a,g)

Vf(Θ).
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Òåïåð, ùîá ïîáóäóâàòè ÷èñåëüíèé àëãîðèòì ðîçâ'ÿçêó äóàëüíî¨ çàäà÷i,

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äèñêðåòèçàöiÿ Áóáíîâà�Ãàëåðêiíà êóñêîâî-ïîñòiéíèìè ãðà-

íè÷íèìè åëåìåíòàìè ç ìàêñèìàëüíèì äiàìåòðîì ðîçáèòòÿ h. Äîâåäåíà çái-

æíiñòü äî Λ i Gf(A, a,g) ïðè h → 0, îòðèìàíi îöiíêè âiäõèëåííÿ âiä Λ i

Gf(A, a,g) ïðè h > 0.
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7 Çàñòîñóâàííÿ öåíòðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ â ÿêiñíîìó

àíàëiçi íåëiíiéíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé çàäà÷

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, çîêðåìà, íåëiíiéíî¨ ñâiòîäè-

íàìiêè.

7.1 Áiôóðêàöi¨ îáåðòàþ÷èõ ñòðóêòóð â ïàðàáîëi÷íîìó ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííi.

Çàöiêàâëåíiñòü íåëiíiéíèìè îïòè÷íèìè ñèñòåìàìè ç ïåðåòâîðåííÿìè ïðî-

ñòîðîâèõ çìiííèõ ó äâîâèìiðíîìó îáîðîòíîìó çâ'ÿçêó îáóìîâëåíà âèêîðè-

ñòàííÿì òàêèõ ñèñòåì â çàäà÷àõ îáðîáêè iíôîðìàöi¨ [?].

Áàãàòèé ñïåêòð ëîêàëüíèõ i íåëîêàëüíèõ ïåðåòâîðåíü äîçâîëÿ¹ ãåíåðó-

âàòè i âiçóàëüíî ñïîñòåðiãàòè ïðîöåñè ñàìîîðãàíiçàöi¨: ïóëüñóþ÷i õâèëi, äè-

ñèïàòèâíi ñòðóêòóðè, îïòè÷íó òóðáóëåíòíiñòü. Òàêi ñòðóêòóðè ìîæíà âè-

êîðèñòîâóâàòè äëÿ êîäóâàííÿ òà çáåðiãàííÿ iíôîðìàöi¨.

Âèíèêíåííÿ ñâiòëîâèõ ñòðóêòóð â îïòè÷íèõ ñèñòåìàõ ç íåëîêàëüíèì îáî-

ðîòíèì çâ'ÿçêîì ¹ íàñëiäêîì âòðàòè ñòiéêîñòi äåÿêîãî ïðîñòîðîâî-îäíîðiäíîãî

ñâiòëîâîãî ðåæèìó âíàñëiäîê âíåñåííÿ çáóðåíü â óìîâè, ïðè ÿêèõ âiäáó-

âà¹òüñÿ öåé ïðîöåñ. Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ òàêèõ ñèñòåì ¹ êâàçiëiíiéíå

ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ ç ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ [11].

Áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà íàðîäæåííÿ ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó âêà-

çàíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ êðóãà ç ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, êîëè öèì

ïåðåòâîðåííÿì ¹ ïîâîðîò íà ñòàëèé êóò, ïðèñâÿ÷åíà ðîáîòà [?]. Â öié ðîáîòi

äëÿ äîñëiäæåííÿ áiôóðêàöi¨ íàðîäæåííÿ îáåðòàþ÷èõ ñòðóêòóð ó âèïàäêó,

êîëè ïåðåòâîðåííÿì êðóãà ¹ äîáóòîê ðàäiàëüíîãî ñòèñêàííÿ êðóãà i ïîâî-

ðîòó íà ñòàëèé êóò, áóâ çàñòîñîâàíèé ìåòîä öåíòðàëüíîãî ìíîãîâèäà [44].

Ó çâiòíèé ïåðiîä äîñëiäæóâàëèñü áiôóðêàöi¨ íàðîäæåííÿ ïåðiîäè÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Íåéìàíà íà êðóçi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ïåðåòâîðå-

ííÿì ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ ó âèïàäêó, êîëè öå ïåðåòâîðåííÿ ¹ êîìïîçèöi¹þ
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ïåðåòâîðåíü ïîâîðîòó íà ñòàëèé êóò i ðàäiàëüíîãî ñòèñêàííÿ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ öüîãî âèïàäêó áóâ ðîçâèíóòèé ìåòîä ïîáóäîâè íàáëè-

æåíèõ ïåðiîäè÷íèõ ïî t ðîçâ'ÿçêiâ, â ÿêîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îäíî÷àñòî-

òíèé ìåòîä Áîãîëþáîâà â ïî¹äíàííi ç ôîðìàëiçìîì ïîáóäîâè öåíòðàëüíèõ

ìíîãîâèäiâ äëÿ ñèñòåì, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ãðóïè îáåðòàííÿ êîëà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Âèäiëåííÿ ïðîñòîðîâî-îäíîðiäíî¨ âiòêè ñòàöiî-

íàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i. Íà îäèíè÷íîìó êðóçi S ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êî-

îðäèíàò ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

∂u/∂t+ u = D∆u+K(1 + γ cosQu), ∂u/∂ν
∣∣
∂S

= 0, (117)

â ÿêîìó u � ôàçà ñâiòîâî¨ õâèëi, ∆ � äâîâèìiðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà,

D > 0 � åôåêòèâíèé êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ ÷àñòèíîê íåëiíiéíîãî ñåðåäîâèùà,

0 < γ 6 1 � êîíòðàñòíiñòü iíòåðôåðåíöiéíî¨ êàðòèíè, K > 0 � êîåôiöi¹íò,

ïðîïîðöiéíèé iíòåíñèâíîñòi ñâåòîâîãî ïîòîêó, Qu(t, r, θ) = u(t, κr, θ + h),

äå 0 < κ < 1, 0 < h < π, (r, θ) � ïîëÿðíi êîîðäèíàòè íà S, ν � îäè-

íè÷íà âíóòðiøíÿ íîðìàëü äî ãðàíèöi S.

Íåõàé H = L2(S) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið âèìiðíèõ íà S ôóíêöié çi ñêà-

ëÿðíèì äîáóòêîì

〈u, v〉 =
1

π

∫
S

uv dx

i âiäïîâiäíîþ íîðìîþ ‖u‖ = 〈u, u〉1/2; H l(S) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà âèìiðíèõ

íà S ôóíêöié çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

〈u, v〉l =
1

π

∑
06α6l

∫
S

∂αu(x)∂αv(x) dx,

äå α = (α1, α2) ∈ Z2
+, ∂

α = ∂α1
1 ∂α2

2 , |α| = α1 + α2, i âiäïîâiäíîþ íîðìîþ

‖u‖l = 〈u, u〉1/2l . Ïîçíà÷èìî H l = H l(S) ∩ {∂u/∂ν
∣∣
∂S

= 0}, l ∈ Z+. Ïðîñòið

H l ¹ ïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíèõ íà S ôóíêöié,

çàäîâîëüíÿþ÷èõ óìîâi ∂u/∂ν
∣∣
∂S

= 0, ïî íîðìi H l(S).
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Çàäà÷i (117) âiäïîâiäà¹ íåïåðåðâíà íàïiâãðóïà {St}, ùî äi¹ â ïðîñòîði

H.

Ïîçíà÷èìî S1 = R/2πZ� ãðóïó îáåðòàíü êîëà. Íåõàé u(t, r, θ) � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (117). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i ¹ ôóíêöiÿ u(t, r, θ+α),

ãäå α ∈ R/2πZ. Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à (117) S1�åêâiâàðiàíòíà.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ, àñèìïòîòè÷íó ôîðìó i ñòié-

êiñòü ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (117), ÿêå áiôóðêó¹ iç ïðîñòîðîâî�

îäíîðiäíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè, òîáòî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

w = K(1 + γ cosw). (118)

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðè äîñëiäæåííi áiôóðêàöi¨ íàðîäæåííÿ öèêëó iíòåðåñ

ÿâëÿþòü i âòðàòà ñòiéêîñòi ñòàöèîíàðíèìè ðîçâ'ÿçêàìè, i íàáëèæåíi ôîð-

ìóëè äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìàëî¨ àìïëiòóäè, ùî íàðîäæóþòüñÿ.

Âiäïîâiäíî [?] çi çðîñòàííÿì K êiëüêiñòü ñïiâiñíóþ÷èõ êîðåíiâ öüîãî

ðiâíÿííÿ íåîáìåæåíî çáiëüøó¹òüñÿ, ïðè öüîìó ïðè K → ∞ ¨õ ñêëàä ïî-

ñòiéíî îíîâëþ¹òüñÿ: íàðîäæóþòüñÿ íîâi ñòàíè ðiâíîâàãè i çíèêàþòü ñòàði.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì çàôiêñó¹ìî ÿêó-íåáóäü íåïåðåðâíó âiòêó ðîçâ'ÿçêiâ

w = w(K), 1 +Kγ sinw(K) 6= 0 (119)

ðiâíÿííÿ (118), ÿêà âèçíà÷åíà òiëüêè íà ñêií÷åíîìó ïðîìiæêó çìiíè ïàðà-

ìåòðà K. Ëiíåàðèçîâàíó íà ñòàíi ðiâíîâàãè (119) çàäà÷ó (117) ïðåäñòàâèìî

ó âèãëÿäi

u̇+ L(K)u = 0, (120)

äå ëiíiéíèé îïåðàòîð L(K) : H → H ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ H2 çàäàíèé

ôîðìóëîþ

L(K)v = −D∆v + v + Λ(K)Qv, Λ(K) = γ sinw(K). (121)

Ïåðåéäåìî òåïåð äî âûáîðó áiôóðêàöiéíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðóK. Ðîçâ'ÿçîê

öi¹¨ çàäà÷i ïðèâîäèòü, çðîçóìiëî, äî äîñëiäæåííÿ ñïåêòðó îïåðàòîðà L(K) :
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H → H. Ó öüîìó çâ'ÿçêó âiäìiòèìî, ùî âiäïîâiäíî [?] (ëåìà 3.1) îïåðà-

òîð L(K) ìà¹ êîìïàêòíó ðåçîëüâåíòó i, òàêèì ÷èíîì, ñïåêòð öüîãî îïåðà-

òîðà äèñêðåòíèé. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ äëÿ àíàëi-

çó ñïåêòðà îïåðàòîðà L(K). Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið

L2([0, 1], r) êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âèìiðíèõ íà [0, 1] ôóíêöié iç ñêàëÿðíèì äî-

áóòêîì

� f, g �=

1∫
0

rf(r)g(r) dr.

Âèçíà÷èìî òåïåð ëiíiéíèé îïåðàòîð Ak(K), k ∈ Z, ðiâíiñòþ

Akf = −D[
1

r

d

dr
(r
df

dr
)− k2

r2
f ] + f + exp (ikh)Λ(K)Q̂f,

äå Q̂f(r) = f(κr), ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(Ak(K)) = {f ∈ L2([0, 1], r) :

Ak(K)f ∈ L2([0, 1], r), f ′(1) = 0}. Çðîçóìiëî, ùî D(Ak(K)) íå çàëåæèòü

âiä k ∈ Z i K iç óêàçàíîãî âèùå ïðîìiæêó. Òîìó ïîçíà÷èìî D(Ak(K)) = D.

Î÷åâèäíî, ùî áóäü-ÿêó âëàñíó ôóíêöiþ îïåðàòîðà L(K) ìîæíà ïðåäñòàâè-

òè ó âèãëÿäi exp (isθ)Ψs(K), äå s ∈ Z, à Ψs(K) � âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà

As(K).

Ëiíiéíèé îïåðàòîð Q̂: L2([0, 1], r)→ L2([0, 1], r) ¹, î÷åâèäíî, îáìåæåíèì

i ‖Q̂‖ = κ−1. Ñïðÿæåíèé îïåðàòîð Q̂∗ : L2([0, 1], r)→ L2([0, 1], r) âèçíà÷à¹-

òüñÿ ôîðìóëîþ:

Q̂∗f(r) =

{
κ−2f(κ−1r), 0 6 r 6 κ;

0, κ < r 6 1.

Îïåðàòîð A∗k(K), ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà Ak(K) i âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

A∗k(K)f = −D[
1

r

d

dr
(r
df

dr
)− k2

r2
f ] + f + exp (−ikh)Λ(K)Q̂∗f,

ìà¹ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ D.

Âiäïîâiäíî [?] (ëåìà 3.2) ñïåêòð îïåðàòîðà L(K) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

σ(L(K)) ⊂ {λ ∈ C : Reλ > 1− κ−1|Λ(K)|}. Òàêèì ÷èíîì, ïðè |Λ(K)| < κ
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íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (120) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé. Òîìó ðîçãëÿ-

íåìî ëèøå òi çíà÷åííÿK, äëÿ ÿêèõ |Λ(K)| > κ. ßêùî Λ(K) < −1, òî íóëüî-

âèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, î÷åâèäíî, íåñòiéêèé. Òàêèì ÷èíîì, iíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿþòü çíà÷åííÿ K, äëÿ ÿêèõ ìà¹ ìiñöå îäíà iç óìîâ: −1 < Λ(K) < −κ,
κ < Λ(K) < 1, Λ(K) > 1.

Áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ K̂ çíàéäåìî iç íàñòóïíî¨ óìîâè.

Óìîâà 1. Iñíóþòü K̂ > 0, öiëå m, äiéñíå ω0 6= 0, ôóíêöiÿ J ∈ D òàêi,

ùî

L(K̂) exp (imθ)J = −iω0 exp (imθ)J. (122)

Ïðèïóñòèìî, ùî: −iω0 � ïðîñòå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Am(K̂);

−niω0∈σ(Am(K̂)), n = 0,±2, . . ..

Çãiäíî ç óìîâîþ 1 iñíóþòü: ε0 > 0, ôóíêöi¨ λ ∈ C∞(K̂ − ε0, K̂ + ε0) i

J̃ ∈ C∞((K̂ − ε0, K̂ + ε0),D) òàêi, ùî äëÿ K ∈ (K̂ − ε0, K̂ + ε0)

L(K) exp (imθ)J̃(K) = −λ(K) exp (imθ)J̃(K), λ(K̂) = iω0, J̃(K̂) = J.

(123)

Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü [?]

λ(K) = iω0+γ(K sinw(K)−K̂ sin ŵ)� J∗, Q̂J � exp (imh)+O(|K−K̂|2).
(124)

Òóò ŵ = w(K̂), à J∗ � âëàñíà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà A∗m(K̂), ÿêà âiäïîâiäà¹

âëàñíîìó çíà÷åííþ iω0 i íîðìîâàíà óìîâîþ � J∗, J �= 1. Î÷åâèäíî,

Reλ′(K̂) = γ(sinw(K̂) + K̂ cosw′(K̂))Re (� J∗, Q̂J � exp (imh)). (125)

Íåñêëàäíî âêàçàòè óìîâè, ïî êðàéíié ìiði äëÿ ìàëèõ 1 − κ, ïðè ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà.

Óìîâà 2. Reλ′(K̂) > 0.

Ïåðåéäåìî òåïåð âiä ïàðàìåòðà K äî ïàðàìåòðó µ çãiäíî ðiâíîñòi K =

K̂ +µ. Ç ìåòîþ ñêîðî÷åííÿ ïîçíà÷åíü ïîêëàäåìî L(K +µ) = L(µ), w(K̂ +

µ) = w(µ), λ(K̂+µ) = λ(µ). Âèêîíà¹ìî òåïåð â ðiâíÿííi (117) ïåðåòâîðåííÿ
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u = w(µ) + v. Â ðåçóëüòàòi â ïðîñòîði H îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

v̇ + L(µ)v = R(Qv, µ), (126)

äå R(v, µ) = Kγ[cos(w(µ) + v)− cosw(µ) + v sinw(µ)].

2. Íàáëèæåíi îáåðòàþ÷i ñòðóêòóðè. Ó âiäïîâiäíîñòi ç îäíî÷àñòî-

òíèì ìåòîäîì i ôîðìàëiçìîì ïîáóäîâè öåíòðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ S1-åêâiâàðiàíòíèõ

ðiâíÿíü áóäåìî áóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (10) ó âèãëÿäi

v = z exp (imθ)J+z exp (−imθ)J+σ(z exp (imθ), z exp (−imθ), r, µ), (127)

äå z çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

ż = λ1(µ)z + c1(µ)z2z + . . . . (128)

Ïiäñòàâèìî (127), (128) â ðiâíÿííÿ (126) i â îòðèìàíié ðiâíîñòi âèêîíà¹-

ìî çàìiíó z exp (imθ) → z, z exp (−imθ) → z. Ïðåäñòàâèìî ïîòiì σ =

σ(z, z, r, µ) ó âèãëÿäi σ = σ2 +σ3 + . . ., äå σk, k = 2, 3, ..., � ôîðìà ïîðÿäêó

k âiäíîñíî z, z. Â ðåçóëüòàòi âiäíîñíî êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

σ2 =
1

2
σ20z

2 + σ11zz +
1

2
σ02z

2 (129)

îòðèìà¹ìî, ïîêëàäàþ÷è µ = 0, íàñòóïíi ðiâíÿííÿ

(2iω0 + A2m)σ20 = −K̂γ cos ŵJ2, A0σ11 = −K̂γ cos ŵj2. (130)

Çãiäíî Óìîâè 1 öi ðiâíÿííÿ îäíîçíà÷íî ðîç'âÿçíi:

σ20 = −K̂γ cos ŵ(2iω0 + A2m)−1J2, σ11 = −K̂γ cos ŵA−1
0 j2, (131)

Î÷åâèäíî, σ02 = σ20. Ïîêëàäàþ÷è òåïåð

σ3 =
1

3
σ30z

3 +
1

2!
σ21z

2z +
1

2!
σ12zz

2 +
1

3
σ03z

3

i ìiðêóþ÷è ÿê i âèùå, âiäíîñíî êîåôiöi¹íòiâ ôîðìè σ3 îòðèìà¹ìî ëiíiéíi

íåîäíîðiäíi ðiâíÿííÿ. Çãiäíî Óìîâè 1 ðiâíÿííÿ âiäíîñíî σ30, σ03 îäíîçíà÷íî

ðîç'âÿçíi. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðiâíÿííÿ âiäíîñíî σ21
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(iω0 + Am)σ21 + c1(0)J = −1

2
K̂γ cos ŵ exp (imh)(Q̂(2Jσ11 + Jσ20)+

+
1

2
K̂γ sin ŵ exp (imh)Q̂(J2J). (132)

Iç óìîâè 1 âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíèé îäíîâèìiðíèé ïðîñòið Span{J} ¹ ïðî-
ñòîðîì ðîç'âÿçêiâ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ëiíiéíî-

ìó íåîäíîðiäíîìó ðiâíÿííþ (16). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðàçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿííÿ

(132) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá� J∗, g �= 0, äå g � éîãî íåîäíîðiäíiñòü.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (131), çâiäñè äëÿ c1 = c1(0) çíàõîäèìî

c1 =
1

2
exp (imh)� J∗, Λ̂Q̂(JJ2) + (Λ̂ ctg ŵ)2(2Q̂JA0

−1Q̂(JJ)+

+ exp (2imh)Q̂(J(2iω0 + A2m)−1Q̂J2))� . (133)

Ïîòiì iç ðiâíÿííÿ (132) çíàõîäèìî σ21 ó òîìó æ âèãëÿäi, ùî i éîãî íåî-

äíîðiäíiñòü. Çðîçóìiëî, ùî ïðè âêàçàíîìó âûáîði c1 ðiâíÿííÿ âiäíîñíî σ21

ìà¹ ðîç'âÿçîê σ21 = σ12. Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî âèêîíàíà íàñòóïíà óìîâà:

Óìîâà 3. Re c1 < 0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðiâíÿííÿ

ż = λ(µ)z + c1z
2z,

ÿêå ¹ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà-Õîïôà. Çãiäíî óìîâ 2, 3

ïðè µ < 0 íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ñòiéêèì. Ïðè µ > 0 ðîç-

ãëÿäóâàíå ðiâíÿííÿ ìà¹ áiôóðêóþ÷èé iç íóëÿ ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé

ç òî÷íiñòþ ïîðÿäêó µ3/2 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

z = µ
1/2
1 exp (iω̂(µ)t), µ1 = µReλ′(0)(−Re c1)

−1, ω̂(µ) =

= Imλ(µ) + µ1Im c1Reλ
′(0). (134)

Â ñèëó ðiâíîñòåé (127), (129), (131), (134) ðiâíÿííÿ (126) ìà¹ íàáëèæåíèé

ïî íåâ'ÿçöi ïîðÿäêó µ3/2 (â ìåòðèöi H) ïåðiîäè÷íèé ïî t ðîçâ'ÿçîê v̂ =
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v̂(η, r, µ), η = ω̂(µ)t+mθ, äå

v̂ = 2µ
1/2
1 Re exp (iη)J+

+µ1Λ̂ ctg(ŵ)

[
A−1

0 Q̂(JJ) +Re exp (2i(η +mh))(2iω0 + A2m)−1Q̂J2

]
. (135)

Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (10) òèïó ñòðóêòóðè, ùî îáåðòà¹òüñÿ,

òðåáà øóêàòè ó âèãëÿäi

v =
∞∑
s=1

µs/2vs(η, r), η = ω(µ)t+mθ, ω(µ) =
∞∑
s=1

µsωs. (136)

Çðîçóìiëî, ùî êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ôóíêöié v(µ) ∈ H2, ω(µ) ∈ R ïîâèííi

áóòè âèçíà÷åíi iç ðiâíÿííÿ

ω
∂v

∂η
−D[

1

r

∂

∂r
(r
∂v

∂r
)− m2

r2

∂2v

∂η2
] + v + Λ(µ)Qmv = R(Qmv, µ), (137)

äå Qmv(η, r) = v(η +mh, κr).

3. Iñíóâàííÿ îáåðòàþ÷î¨ ñòðóêòóðè.

Îïèñàíèé âèùå ôîðìàëiçì ïîáóäîâè ïåðiîäè÷íî¨ ñòðóêòóðè ðiâíÿííÿ

(126) ãðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíié òåîðåìi.

Òåîðåìà 33. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1 � 3. Òîäi iñíó¹ µ0 > 0 òàêå, ùî äëÿ

0 < µ < µ0 ðiâíÿííÿ (126) ìà¹ ïåðiîäè÷íèé ïî t ðîçâ'ÿçîê v∗ = v∗(η, r, µ),

η = ω(µ)t+mθ. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü

v∗(η, r, µ) = v̂(η, r, µ) +O(µ3/2), ω(µ) = ω̂(µ) +O(µ2),

äå ω̂(µ), v̂(µ) âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè (134) i (135) âiäïîâiäíî.

4. Ñòiéêiñòü îáåðòàþ÷î¨ ñòðóêòóðè. Ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü ïîáóäî-

âàíîãî âèùå ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (10) ðîçãëÿíåìî ïðè íàñòóïíié óìîâi

Óìîâà 4 Íåõàé:

1) iñíó¹ îäíà è òiëüêè îäíà ïàðà ïðîñòèõ âëàñíèõ çíà÷åíü −λ(0), −λ(0)

îïåðàòîðà L(0) òàêà, ùî λ(0) = iω0, ω0 6= 0;
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2) σ(L(0))/{−λ(0),−λ(0)} ⊂ {λ ∈ C : Reλ > 0}.

Çà äîïîìîãîþ ïðèíöèïó çâåäåííÿ ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü îáåðòàþ÷î¨ õâè-

ëi v∗ ðiâíÿííÿ (126) ïðè âèêîíàííi óìîâ 1, 3, 4 áóëî äîñëiäæåíî â ðîáîòi [?].

Ó çâiòi äëÿ äîñëiäæåííÿ íà ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó v∗ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä,

ùî áàçó¹òüñÿ íà àíàëiçi ëiíåàðèçîâàíîãî â îêîëi v∗ ðiâíÿííÿ (126).

Òåîðåìà 34. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 1, 3, 4. Òîäi ïåðiîäè÷íèé ïî t ðîçâ'ÿçîê

v∗ ðiâíÿííÿ (126) ¹ åêñïîíåíöiàëüíî îðáiòàëüíî ñòiéêèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 34 íàâåäåíî â ðîáîòi [11] (ñ. 165�168).

Âèñíîâîê äî ïiäðîçäiëó. Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ìåòîä äîñëiäæåííÿ

áiôóðêóþ÷èõ iç ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ íå-

ëiíiéíèõ ñåðåäîâèù ç ìàëîþ äèôóçi¹þ âèêîðèñòàíî ïðè çàãàëüíèõ óìî-

âàõ áiôóðêàöi¨ Àíäðîíîâà�Õîïôà äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i ç ïåðåòâîðåííÿì

ïîâîðîòó�ñòèñêàííÿ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ.

Ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà ðîçâèíåíié â ðîáîòàõ [?], [?] òåõíiöi ïîáóäîâè íàáëè-

æåíèõ áiôóðêóþ÷èõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Â ïðîâåäåíèõ ó çâiòíèé ïåðiîä äîñëiäæåííÿõ ç öi¹þ ìåòîþ âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ îäíî÷àñòîòíèé ìåòîä Áîãîëþáîâà â ïî¹äíàííi ç ôîðìàëiçìîì ïî-

áóäîâè öåíòðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ äëÿ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ãðó-

ïè îáåðòàííÿ êîëà. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹ Òåîðåìà 1 ïðî iñíóâàííÿ i

àñèìïòîòè÷íó ôîðìó îáåðòàþ÷î¨ ñòðóêòóðè, ïîðîäæåíî¨ iç ñòàöiîíàðíîãî

ïðîñòîðîâî-îäíîðiäíîãî ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ çàäà÷i.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ òåîðåìè 34 ïðî ñòiéêiñòü îáåðòàþ÷î¨ ñòðóêòóðè, òî ïðè

¨¨ äîâåäåííi áóëè âèêîðèñòàíi ïiäõîäè, iíiöiéîâàíi ðîáîòîþ [?], ÿêi óñïiøíî

ðîçâèâàþòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi àâòîõâèëüîâèõ ïðîöåñiâ â íåëiíiéíèõ ñåðå-

äîâèùàõ ç ìàëîþ äèôóçi¹þ

Ïðè äîñëiäæåííi îðáiòàëüíî¨ ñòiéêîñòi îáåðòàþ÷î¨ ñòðóêòóðè çàñòîñîâó-

âàâñÿ ïðèíöèï çâåäåííÿ â òåîði¨ ñòiéêîñòi i ìåòîä Ãàëüîðêiíà.
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7.2 Çàñòîñóâàííÿ öåíòðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ â çàäà÷i ïðî ñèíõðî-

íèçàöiþ â ñèñòåìi äâîõ îäíîìîäîâèõ âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ ëàçå-

ðiâ.

Òåðìií ñâiòëîäèíàìiêà, ùî âõîäèòü â íàçâó òåìè, ïîâ'ÿçàíèé ç òàêèì ïî-

íÿòòÿì ÿê ëàçåðíà äèíàìiêà. Ëàçåð - öå îñîáëèâèé òèï ëàìï, çäàòíèõ ãå-

íåðóâàòè êîãåðåíòíå åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþâàííÿ.

Êîãåðåíòíiñòü - öå âëàñòèâiñòü äâîõ àáî áiëüøå âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ,

çäàòíèõ âçà¹ìíî ïîñèëþâàòè àáî ïîñëàáëÿòè îäèí îäíîãî ïðè ¨õ ñêëàäàííi.

Â òåîði¨ ëàçåðà ðîçãëÿäàþòüñÿ òðè ãðóïè ðiâíÿíü â çàëåæíîñòi âiä äîñëi-

äæóâàíèõ ïðîáëåì. Öå 1. Øâèäêiñíi ðiâíÿííÿ; 2. Íàïiâêëàñè÷íi; 3. Êâàí-

òîâîìåõàíi÷íi.

1.Øâèäêiñíi ðiâíÿííÿ äîçâîëÿþòü ïðîàíàëiçóâàòè íàñòóïíi ïðîáëåìè:

óìîâè ëàçåðíî¨ ãåíåðàöi¨; ðîçïîäië iíòåíñèâíîñòi ïî ìîäàõ; îäíîìîäîâèé

ðåæèì ðîáîòè ëàçåðà; ñèíõðîíiçàöiÿ, òîùî.

2. Íàïiâêëàñè÷íi ðiâíÿííÿ äîçâîëÿþòü ðîçãëÿíóòè íàñòóïíi ïðîáëåìè

(ñåðåä iíøèõ): çäâèãè ÷àñòîòè ãåíåðàöi¨; ñèíõðîíiçàöiþ ÷àñòîò; íåçàòóõàþ÷i

êîëèâàííÿ; õàîñ â ëàçåðíîìó âèïðîìiíþâàííi òà øëÿõè äî íüîãî i âñå òå,

ùî âêàçàíî â 1.

3. Êâàíòîâî ìåõàíi÷íi ðiâíÿííÿ äîçâîëÿþòü äîñëiäèòè øèðèíó ëiíi¨ ëà-

çåðíî¨ ãåíåðàöi¨; ôëóêòóàöi¨ ôàçè; iíòåíñèâíiñòü ëàçåðíîãî âèïðîìiíþâàííÿ

(øóìè); ñòàòèñòèêó ôîòîíiâ i âñi ïðîáëåìè, âêàçàíi â 1 i 2.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ñèíõðîíiçàöi¨, òî öå ÿâèùå ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê âëà-

ñòèâiñòü ìàòåðiàëüíèõ îá'¹êòiâ ñàìî¨ ðiçíî¨ ïðèðîäè âèðîáëÿòè ¹äèíèé

ðèòì ñïiëüíîãî iñíóâàííÿ, íå äèâëÿ÷èñü íà ðiçíèöþ ìiæ iíäèâiäóàëüíèìè

ðèòìàìè i íà íàÿâíiñòü, iíêîëè, ñëàáêèõ âçà¹ìíèõ çâ'ÿçêiâ.

Ìåòà áiëüøîñòi çàäà÷ ñèíõðîíiçàöi¨ ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi îáëàñòi ïðî-

ñòîðó ïàðàìåòðiâ, äëÿ ÿêèõ ìàþòü ìiñöå ñòiéêi ïåðiîäè÷íi êîëèâàííÿ.

Çàäà÷i ñèíõðîíiçàöi¨ ëàçåðiâ ïðåäñòàâëÿþòü îñîáëèâèé iíòåðåñ. Âîíè âè-

íèêàþòü, çîêðåìà, ó çâ'ÿçêó ç íåîáõiäíiñòþ çáiëüøåííÿ ïîòóæíîñòi âèïðî-
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ìiíþâàííÿ çà äîïîìîãîþ ëàçåðíèõ ãðàòîê [?], à òàêîæ ó çâ'ÿçêó ç ïîáóäîâîþ

îïòè÷íèõ ñèñòåì äëÿ ïåðåäà÷i çàõèùåíî¨ iíôîðìàöi¨.

Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ äîñëiäæóâàíî¨ ó çâiòíèé ïåðiîä çàäà÷i ïðî àì-

ïëiòóäíó ñèíõðîíiçàöiþ â ñèñòåìi äâîõ âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ íàïiâïðîâiäíèêîâèõ

ëàçåðiâ ¹ íàñòóïíà ñèñòåìà øâèäêiñíèõ ðiâíÿíü [58]:

dE1

dt
= iδE1 + (1 + iα)N1E1 + βe−iϕE2,

dN1

dt
= ε

[
J −N1 − (2N1 + 1)|E1|2

]
,

dE2

dt
= (1 + iα)N2E2 + βe−iϕE1, (138)

dN2

dt
= ε

[
J −N2 − (2N2 + 1)|E2|2

]
,

äå çìiííi E1, E2 � êîìïëåêñíi àìïëiòóäè îïòè÷íîãî ïîëÿ; N1, N2 � äiéñíi

çìiííi (ùiëüíîñòi íîñi¨â çàðÿäiâ â àêòèâíié çîíi ëàçåðà); δ çàäà¹ ðîçëàä

÷àñòîò ëàçåðiâ, J îçíà÷à¹ âåëè÷èíó íàêà÷êè, β, (0 < β < 1/2), õàðàêòåðè-

çó¹ ñèëó âçà¹ìîäi¨ ëàçåðiâ; ϕ � ôàçà âçà¹ìîäi¨; ε � âiäíîøåííÿ ñåðåäíüîãî

ïðîìiæêó ÷àñó æèòòÿ ôîòîíà äî ñåðåäíüîãî ïðîìiæêó ÷àñó æèòòÿ íîñi-

¨â. Íàÿâíiñòü ìàëîãî ïàðàìåòðà ε îáóìîâëþ¹ ïîâiëüíî-øâèäêó ñòðóêòóðó

ñèñòåìè (138).

Âiäìiòèìî äåÿêi âàæëèâi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè (138), ïîâ'ÿçàíi ç ñèìåòði-

ÿìè.

Ñèìåòðiÿ SO(2):

(E1, N1, E2, N2)→ (E1e
iµ, N1, E2e

iµ, N2)

îáóìîâëþ¹ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (CW - ðîçâ'ÿçêiâ)

Ej = aje
iωt+iνj , Nj = rj, (139)

äå ω, aj, νj, rj ∈ R, j = 1, 2. Òàêi ðîçâ'ÿçêè íàçèâàþòü òàêîæ ñòàöiîíàðíè-

ìè, áî âîíè âiäïîâiäàþòü ðåæèìàì çi ñòàöiîíàðíîþ iíòåíñèâíiñòþ |Ej(t)|.
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Êðiì òîãî, òàêà ñèìåòðiÿ îçíà÷à¹, ùî ïðè âiäïîâiäíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìå-

òðiâ ñèñòåìà (138) ìà¹ ìîäóëüîâàíi õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè (MW -ðîçâ'ÿçêè),

òîáòî, êâàçiïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè âèäó

Ej(t) = aj(t)e
iωt+iνj , Nj(t) = rj(t), aj(t+ T ) = aj(t), rj(t+ T ) = rj(t),

(140)

äå ω, T , aj(t), rj(t), νj ∈ R äëÿ âñiõ t ∈ R.
Iíøó âàæëèâó ñèìåòðiþ ñèñòåìà (1) ìà¹ ïðè ϕ = 0. Öå Z2-ñèìåòðiÿ:

(|E1|, N1, |E2|, N2)→ (|E2|, N2, |E1|, N1),

ïðè ÿêié ñèñòåìà (138) iíâàðiàíòíà.

Äàëi ïîêëàäà¹ìî ϕ = 0. Ôiçè÷íî, ϕ = 0 âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè âiä-

ñòàíü ìiæ äîñëiäæóâàíèìè ëàçåðàìè äîðiâíþ¹ öiëîìó ÷èñëó äîâæèí îïòè-

÷íèõ õâèëü.

Ðåäóöiéîâàíà ñèñòåìà. Íàÿâíiñòü â ñèñòåìi (138) SO(2)-ñèìåòði¨ äî-

çâîëÿ¹ ïîíèçèòè ðîçìiðíiñòü ñèñòåìè. Öå ìîæëèâî çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ

çàìiíè çìiííèõ Ej → (aj, µj):

E1(t) = a1(t)e
iµ1(t), E2(t) = a2(t)e

iµ2(t),

äå aj i µj - íîâi äiéñíi çìiííi. Ïðè öüîìó ïîêëàäà¹ìî, ùî a1(t) > 0, a2(t) > 0

äëÿ âñiõ t ∈ R. ×åðåç ∆ψ = ψ1 − ψ2 ïîçíà÷èìî ðiçíèöþ ôàç ëàçåðiâ.

Âíàñëiäîê çàìiíè ñèñòåìà (138) íàáóäå âèãëÿäó

da1

dt
= N1a1 + βa2 cos ∆ψ,

dN1

dt
= ε

[
J −N1 − (2N1 + 1)a2

1

]
,

da2

dt
= N2a2 + βa1 cos ∆ψ, (141)

dN2

dt
= ε

[
J −N2 − (2N2 + 1)a2

2

]
,

d∆ψ

dt
= δ + (N1 −N2)α− β

(
a2

a1
+
a1

a2

)
sin ∆ψ.
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Ñèñòåìà (141) âæå íå ìà¹ SO(2) ñèìåòðié i ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði R × S1. Òîìó â íîâèõ çìiííèõ âñi CW -ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäó (139)

ñòàþòü ñòàöiîíàðíèìè, à âñiMW -ðîçâ'ÿçêè âèãëÿäó (140) � ïåðiîäè÷íèìè.

Äëÿ ñèñòåìè (141) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 35. Ïiäïðîñòið

M := {(a1, N1, a2, N2) : a1 = a2, N1 = N2}

iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ïîòîêó, ùî çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ (141).

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî ñèñòåìà (141) iíâàðiàíòíà âiä-

íîñíî ïåðåòâîðåííÿ T : (a1, N1, a2, N2)→ (a2, N2, a1, N1). Òàê ÿê ïiäïðîñòið

M ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ öüîãî ïåðåòâîðåííÿ, òî âií áóäå iíâàðiàíòíèì âiä-

íîñíî ïîòîêà, çàäàíîãî ñèñòåìîþ (141).

Ïiäïðîñòið M â ïîäàëüøîìó áóäåìî íàçèâàòè ìíîãîâèäîì ñèíõðîíiçî-

âàíèõ ïî àìïëiòóäi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (141). Òàê ÿê ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

∆ψ 6= 0, ôàçè ìîæóòü áóòè íå ñèíõðîíiçîâàíèìè. Öå äîçâîëÿ¹ âiäìiòèòè

íàÿâíiñòü íîâîãî ÿâèùà â ñèñòåìi âçà¹ìîäiþ÷èõ ëàçåðiâ, ÿêå õàðàêòåðè-

çó¹òüñÿ ñèíõðîíiçàöi¹þ ëèøå äåÿêèõ iç êîìïîíåíò äâîõ âçà¹ìíîçâ'ÿçàíèõ

íåiäåíòè÷íèõ ñèñòåì.

Ëåãêî âïåâíèòèñü, ùî íà ìíîãîâèäi ñèñòåìà (141) çâîäèòüñÿ äî ðîçãëÿäó

ñèñòåìè iç òðüîõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äiéñíî, ïiäñòàâëÿþ-

÷è N1 = N2 = N , a1 = a2 = a â (141), îòðèìà¹ìî

da

dt
= Na+ βa cos ∆ψ, (142)

dN

dt
= ε

[
J −N − (2N + 1)a2

]
, (143)

d∆ψ

dt
= δ − 2β sin ∆ψ. (144)

Äèíàìiêà ñèñòåìè (142) � (144) îáóìîâëþ¹ äèíàìiêó âèõiäíî¨ ñèñòåìè øâèä-

êiñíèõ ðiâíÿíü, ñèíõðîíiçîâàíèõ ïî àìïëiòóäi. Íàøîþ ìåòîþ ¹ äîâåäåííÿ
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iñíóâàííÿ ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, íàïðèêëàä, ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîãî

ñòàíó ðiâíîâàãè àáî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (142) � (144).

Ñèñòåìà (142) � (144) ìà¹ íàñòóïíi îñîáëèâîñòi:

à) ïðîñòið R× R× S1 ¹ ôàçîâèì;

á) ðiâíÿííÿ (144) íå çàëåæèòü âiä iíøèõ ðiâíÿíü; iñíó¹ ÿâíèé çàãàëüíèé

iíòåãðàë öüîãî ñêàëÿðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ;

â) ïiäïðîñòið {a = 0} ×R× S1 iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî ïîòîêó, ùî çàäà¹-

òüñÿ ñèñòåìîþ (142) � (144);

ã) ñèñòåìà (142) � (144) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ (a,N,∆ψ)→
(−a,N,∆ψ).

Çãiäíî âëàñòèâîñòi á) ñèñòåìó (142) � (144) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äâî-

õâèìiðíó íåàâòîíîìíó ñèñòåìó. Çîêðåìà, ÿêùî ïàðàìåòð β ìàëèé � òî ÿê

äâîõâèìiðíó àâòîíîìíó ñèñòåìó iç íåàâòîíîìíèì çáóðåííÿì

da

dt
= a [N + β cos ∆ψ(t, c)] , (145)

dN

dt
= ε

[
J −N − (2N + 1)a2

]
.

ßêùî ðiâíÿííÿ (144) ìà¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé ñòàí ðiâíîâàãè, òî ó ôàçî-

âîìó ïðîñòîði ñèñòåìè (142) � (144) iñíó¹ ïðèòÿãóþ÷èé iíâàðiàíòíèé ïiä-

ïðîñòið R× R× {∆ψ0}.
Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi â) i ã), äîñèòü ðîçãëÿíóòè ïîâåäiíêó ñèñòåìè

(142) � (144) â íàïiâïëîùèíi a > 0. Ïiñëÿ çàìiíè x = ln a iç (145) îòðèìà¹ìî

ñèñòåìó
dx

dt
= N + β cos ∆ψ(t, c), (146)

dN

dt
= ε

[
J −N − (2N + 1)e2x

]
. (147)

Âiäìiòèìî, ùî îòðèìàíà ñèñòåìà åêâiâàëåíòíà ðiâíÿííþ Ë'¹íàðà

x′′ + εx′(1 + 2e2x) + β sin ∆ψ(t, c)+

+ε
[
(1− 2β cos ∆ψ(t, c)e2x − J − β cos ∆ψ(t, c)

]
= 0, (148)
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äå øòðèõ îçíà÷à¹ ïîõiäíó ïî t.

Íàñòóïíà ëåìà îïèñó¹ äèíàìiêó ðiâíÿííÿ (144).

Ëåìà 3. Íåõàé δ i β � äàäàòíi ïàðàìåòðè, ïðè÷îìó β çàäîâîëüíÿ¹ íå-

ðiâíîñòi

0 < β <
1

2
. (149)

Òîäi:

i) ïðè δ = 2β ðiâíÿííÿ (144) ìà¹ íà S1 ¹äèíå íå ãðóáå íåñòiéêå ïîëî-

æåííÿ ðiâíîâàãè ∆ψ = ∆ψm = π/2(mod2π);

ii) ïðè 0 < δ < 2β ðiâíÿííÿ (144) ìà¹ â òî÷íîñòi äâà ïîëîæåííÿ

ðiâíîâàãè ∆ψ = ∆ψ0 < π/2 i ∆ψ = ∆ψ1 > π/2; ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ∆ψ0

(∆ψ1) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì ( íåñòiéêèì);

iii) ïðè δ > 2β > 0 ðiâíÿííÿ (144) t ìà¹ ïåðiîäè÷íèé ðîç'âÿçîê

∆ψ = ∆ψp(t) = 2 arctan

2β

δ
+ tan

(
t

2

√
δ2 − 4β2

)√
1−

(
2β

δ

)2
 (150)

ç ïåðiîäîì

T =
2π√

δ2 − 4β2
,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ ∆ψp(0) = 2 arctan(2β/δ) ( òîáòî ∆ψp(T ) =

∆ψp(0) + 2π).

Iç öi¹¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî ïðè 0 < δ < 2β iñíóþòü äâà ïîëîæåííÿ ðiâ-

íîâàãè i äâi ãåòåðîêëiíi÷íi òðà¹êòîði¨, ùî ç'¹äíóþòü ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Ïðè δ = 2β ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñïiâïàäàþòü i iñíó¹ îäíà ãåòåðîêëiíi÷íà

òðà¹êòîðiÿ. Ïðè δ > 2β iñíó¹ ïåðiîäè÷íèé ðîç'âÿçîê, ÿêèé ïîðîäæó¹òüñÿ iç

ãåòåðîêëiíi÷íî¨ òðà¹êòîði¨, òîáòî ïåðiîä öüîãî ïåðiîäè÷íîãî ðîç'âÿçêó ïðÿ-

ìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi ÿêùî δ ïðÿìó¹ äî 2β.

Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè íà ìíîãîâèäi M i ¨õ ñòiéêiñòü. Iç ëåìè 1

âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (142) � (144) ìîæå ìàòè ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

ëèøå ïðè óìîâi 0 < δ < 2β, ïðè öüîìó ∆ψ = ∆ψ0 < π/2. Îòæå, ñèñòåìà
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(142) � (144) íà ñòiéêîìó ïiäïðîñòîði R× R× {∆ψ0} ìà¹ âèãëÿä

da

dt
= aN + aβ cos ∆ψ0, (151)

dN

dt
= ε

[
J −N − (2N + 1)e2x

]
. (152)

Ïðè óìîâi (149) âíàñëiäîê òîãî, ùî J > 0, cos ∆ψ0 > 0, öÿ ñèñòåìà ìà¹

ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

R0 : a = a0 =

√
J + β cos ∆ψ0

1− 2β cos ∆ψ0
, N = −β cos ∆ψ0, (153)

à òàêîæ

R1 : a = 0, N = J. (154)

Âëàñíi çíà÷åííÿ, âiäïîâiäíi ïîëîæåííþ ðiâíîâàãè R0, ìàþòü âèãëÿä

λ1,2 = − ε(1 + 2J)

2(1− 2β cos ∆ψ0)
±

√(
ε(1 + 2J)

2(1− 2β cos ∆ψ0)

)2

− 2ε(J + 2β cos ∆ψ0).

Ïðè óìîâàõ (149) i J > 0 âëàñíi çíà÷åííÿ λ1, λ2 ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi ÷à-

ñòèíè. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè R0 ¹ (ëîêàëüíî) àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì. Ùîá äîñëiäèòè îáëàñòü ïðèòÿãàííÿ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè R0, ñêî-

ðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ñèñòåìó (151), (152) ìîæíà çâåñòè äî ðiâíÿííÿ Ëü¹íàðà

(148) çàìiíîþ x = ln a:

d2x

dt2
+ ε

dx

dt
(1 + 2e2x) + ε

[
(1− 2β cos ∆ψ0)e

2x − J − β cos ∆ψ0

]
= 0.

Ïiñëÿ çàìiíè

x = x0 + ξ,

äå x0 = ln a0 îòðèìà¹ìî

d2ξ

dt2
+ f(ξ)

dξ

dt
+ g(ξ) = 0.

Òóò

f(ξ) = ε
[
1 + 2e2x0e2ξ

]
,
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g(ξ) = ε
[
(1− 2β cos ∆ψ0)e

2x0e2ξ − J − β cos ∆ψ0

]
.

Îòæå, ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

f(ξ) > 0 äëÿ âñiõ ξ,∣∣∣∣∫
l

imitsξ0f(σ)dσ

∣∣∣∣→∞ ïðè ξ →∞,

g(0) = 0, g′(ξ) > 0 äëÿ âñiõ ξ,

íà ïiäñòàâi ÿêèõ ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè R0 ¹

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì âiäíîñíî çìiííèõ x, N , à îòæå, îáëàñòü ïðèòÿãàííÿ

â çìiííèõ a, N âêëþ÷à¹ a > 0, N ∈ R. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà

òåîðåìà.

Òåîðåìà 36. Íåõàé δ < 2β , J, ε > 0, 0 < β < 1/2. Òîäi ïîëîæåííÿ ðiâíî-

âàãè R0 ñèñòåìè (142) � (144) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå ç îáëàñòþ ïðèòÿ-

ãàííÿ {a > 0} × R× S1.

Âiäçíà÷èìî, ùî ç óðàõóâàííÿì ñèìåòði¨ àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ìà¹ ìi-

ñöå äëÿ ñèìåòðè÷íîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè

R′0 : a = −a0, N = −β cos ∆ψ0 (155)

â íàïiâïëîùèíi a < 0.

Âèíèêíåííÿ ñòiéêèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íà ìíîãîâèäi M .

Â ïðàêòè÷íî âàæëèâîìó âèïàäêó, êîëè âçà¹ìîäiÿ ìiæ ëàçåðàìè ñëàáêà,

òîáòî β � 1, ìîæíà âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ ñòiéêèõ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåìè íà ìíîãîâèäi.

Òåîðåìà 37. ßêùî ïàðàìåòð β > 0 äîñèòü ìàëèé i ε, J > 0, òî â ñèñòåìi

(142) � (144) iñíó¹ ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë, ÿêèé ïðè β → 0 ïðÿìó¹ äî

ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè N = 0, a =
√
J .

Òâåðäæåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ iç çàãàëüíî¨ òåîðåìè ïðî ïåðiîäè÷íå

çáóðåííÿ åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.
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Îäíîþ iç õàðàêòåðíèõ âëàñòèâîñòåé ðiâíÿíü äèíàìiêè íàïiâïðîâiäíèêî-

âèõ ëàçåðiâ ¹ ìàëiñòü ïàðàìåòðà ε. Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, äîâåäåìî iñíó-

âàííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ â iíøîìó âàæëèâîìó âèïàäêó, êîëè íå ïðè-

ïóñêà¹òüñÿ ìàëiñòü β.

Òåîðåìà 38. ßêùî ïàðàìåòð ε > 0 äîñèòü ìàëèé, à òàêîæ J > 0 it i

δ > 2β, òî â ñèñòåìi (142) � (144) it iñíó¹ ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë.

Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ãðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíié òåîðåìi:

Òåîðåìà 39. Íåõàé çàäàíà ïåðiîäè÷íà êðàéîâà çàäà÷à

x′′ + εf(t, x, x′) + g(t) = 0, x(0) = x(T ), x′(0) = x′(T ), (156)

äå T > 0, f ∈ C1(R3), g ∈ C(R). ßêùî

T∫
0

g(s)ds = 0, (157)

òî ïðè ε = 0 iñíó¹ îäíîïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (156).

Ïðè äîñèòü ìàëîìó ε 6= 0 iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (156), ÿêùî âèêî-

íàíi íàñòóïíi óìîâè:

1) ðiâíÿííÿ
T∫

0

f(s, ς + µ(s), µ′(s))ds = 0, (158)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ς0, äå

µ(t) =
t

T

T∫
0

s∫
0

g(σ)dσds−
t∫

0

s∫
0

g(σ)dσds, (159)

2)

T∫
0

∂f

∂x
(s, ς0 + µ(s), µ′(s))ds 6= 0.
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Òðàíñâåðñàëüíà ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íà M. Ïðîâå-

äåì äîñëiäæåííÿ òðàíñâåðñàëüíî¨ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòå-

ìè (141) íà ìíîãîâèäi M. Äëÿ öüîãî ââåäåìî â ñèñòåìi (141) íîâi çìiííi:

x = a1 + a2, y = N1 +N2, ξ = a1 − a2, η = N1 −N2. (160)

Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

dx

dt
=

1

2
(xy + ξη) + βx cos ∆ψ ≡ g1(x, y,∆ψ, ξ, η), (161)

dy

dt
= ε

[
2J − y − 1

2
(y + 1)(x2 + ξ

2
)− xξη

]
≡ g2(x, y,∆ψ, ξ, η), (162)

d(∆ψ)

dt
= δ + αη − 2β

x2 + ξ
2

x2 − ξ2 sin ∆ψ ≡ g3(x, y,∆ψ, ξ, η), (163)

dξ

dt
=

1

2
(xη + yξ)− βξ cos ∆ψ ≡ f1(x, y,∆ψ, ξ, η), (164)

dη

dt
= −

[
η +

1

2
η(x2 + ξ

2
) + xξ(y + 1)

]
≡ f2(x, y,∆ψ, ξ, η), (165)

â ÿêié ðiâíÿííÿ (161) � (163) îïèñóþòü äèíàìiêó âèõiäíî¨ ñèñòåìè íà ìíî-

ãîâèäi M, à ðiâíÿííÿ (164), (165) � äèíàìiêó âèõiäíî¨ ñèñòåìè â òðàíñ-

âåðñàëüíîìó äî M íàïðÿìêó. Â íîâèõ êîîðäèíàòàõ ìíîãîâèä M ïðèéìå

âèãëÿä

M :
{

(x, y,∆ψ, ξ, η) : ξ = 0, η = 0
}
.

Ëåãêî âïåâíèòèñü, ùî â ñèëó iíâàðiàíòíîñòi M ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

fj(x, y,∆ψ, 0, 0) = 0, j = 1, 2.

Íåõàé δν = (δx, δy, δ∆ψ)T i δw = (δξ, δη)T � âàðiàöi¨ êîîðäèíàò âçäîâæ

òàíãåíöiàëüíîãî i, âiäïîâiäíî, òðàíñâåðñàëüíî äîM íàïðÿìêiâ; F = (f1, f2)
T ,

G = (g1, g2, g3)
T . Äëÿ ðîçâ'ÿçêó s(t) = (x(t), y(t),∆ψ(t), 0, 0) íà ìíîãîâèäi

M ñêëàäåìî âiäïîâiäíi (161) � (165) ðiâíÿííÿ ó âàðiàöiÿõ

d(δν)

dt
= A(s(t))δν +B(s(t))δw, (166)
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d(δw)

dt
= C(s(t))δw, (167)

äå

A(s) =


1
2y + β cos ∆ψ 1

2x −β sin ∆ψ

−εx(y + 1) −ε(1 + 1
2x

2) 0

0 0 −2β cos ∆ψ

 ,

B(s) =


0 0

0 0

0 α

 ,

C(s) =


1
2y − β cos ∆ψ 1

2x

−εx(y + 1) −ε(1 + 1
2x

2)

 .

Iç (166), (167) âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ â âàðiàöiÿõ ìàþòü òðèêóòíó ìàòðè-

öþ êîåôiöi¹íòiâ, ïðè ÷îìó, ÿê âèäíî, òðàíñâåðñàëüíå âàðiàöiéíå ðiâíÿííÿ,

òîáòî ðiâíÿííÿ äëÿ δw, âiäùåïëþ¹òüñÿ âiä ðiâíÿííÿ äëÿ δν. Òîìó äëÿ âè-

çíà÷åííÿ òðàíñâåðñàëüíî¨ ñòiéêîñòi òðà¹êòîðié íà ìíîãîâèäi M äîñòàòíüî

ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó (167).

Îçíà÷åííÿ. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ðîçâ'ÿçîê íà ìíîãîâèäi M òðàíñ-

âåðñàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé (íå ñòiéêèé), ÿêùî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ â

âàðiàöiÿõ (167) åêñïîíåíöiàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå (íå ñòiéêå).

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ëîêàëüíî¨ òðàíñâåðñàëüíî¨ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

íà M, òî âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè ñëiäóþòü iç ïðèâåäåíîãî ó ïîïåðåäíüîìó

ïóíêòi àíàëiçó ãëîáàëüíî¨ ñòiéêîñòi íà M.

Ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêè íà M â íîâèõ êîîðäèíàòàõ ïðèéìóòü âèãëÿä

R0 : x1 = 2a0, y1 = −2β cos ∆ψ, ∆ψ1 = ∆ψ0, ξ1 = η1 = 0,

R1 : x2 = 0, y2 = 2J, ∆ψ2 = ∆ψ0, ξ2 = η2 = 0,
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äå ∆ψ0 = arcsin(δ/2β).

Òðàíñâåðñàëüíó ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêóR0 âèçíà÷à¹ìî ïî çíà-

êàì êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

det


−β cos ∆ψ0 − λ

√
J + β cos ∆ψ0

1− 2β cos ∆ψ0

−2ε

√
J + β cos ∆ψ0

1− 2β cos ∆ψ0
(1− 2β cos ∆ψ0) −ε

1 + 2J

1− 2β cos ∆ψ0
− λ

 = 0

àáî

(λ+ 2β cos ∆ψ0)

(
λ+ ε

1 + 2J

1− 2β cos ∆ψ0

)
+ 2ε(J + 2β cos ∆ψ0) = 0. (168)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ðiâíÿííÿ (168), çíàõîäèìî

λ1,2 = −β cos ∆ψ0 −
(ε

2

) 1 + 2J

1− 2β cos ∆ψ0
±

±

√(
2β cos ∆ψ0 − ε

1 + 2J

1− 2β cos ∆ψ0

)2

− 8ε(J + β cos ∆ψ0).

Ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó ε îòðèìà¹ìî

λ1 = −ε
[

1 + 2J

1− 2β cos ∆ψ0
+
J + β cos ∆ψ0

β cos ∆ψ0

]
+O(ε2),

λ2 = −2β cos ∆ψ0 +
J + β cos ∆ψ0

β cos ∆ψ0
+O(ε2).

Òðàíñâåðñàëüíó ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêóR1 âèçíà÷à¹ìî ïî çíà-

êàì êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

det

 J − β cos ∆ψ0 − λ 0

0 −ε− λ

 = 0

Ìà¹ìî λ1 = J−β cos ∆ψ0 i λ2 = −ε. Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè

íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 40. Íåõàé 0 < δ < 2β. Òîäi:
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à) iñíó¹ òàêå ε0 = ε0(β, J,∆ψ0), ùî äëÿ âñiõ 0 < ε < ε0 ïîëîæåí-

íÿ ðiâíîâàãè R0 ñèñòåìè (161) � (165) ¹ òðàíñâåðñàëüíî àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì;

á) ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè R1 ñèñòåìè (161) � (165) òðàíñâåðñàëüíî àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêå ( íå ñòiéêå) äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ ε, ÿêùî âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà J − β cos ∆ψ0 < 0 (J − β cos ∆ψ0 > 0).

β cos ∆ψ0 > 0

1 + 2J

1− 2β cos ∆ψ0
+

J

β cos ∆ψ0
+ 1 > 0.

Âèñíîâîê äî ïiäðîçäiëó.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü

äèíàìiêó äâîõ âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ îäíîìîäîâèõ íàïiâïðîâiäíèêîâèõ ëàçåðiâ.

Çîêðåìà, âèâ÷àþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè, ùî âiäïîâiäàþòü àìïëiòóäíié ñèíõðîíiçà-

öi¨. Ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíà òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ óòâîðþ¹ â ôàçîâîìó ïðîñòîði

òðèâèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä. Äîñëiäæó¹òüñÿ ñòiéêiñòü òðà¹êòîðié

íà öüîìó ìíîãîâèäi ÿê ó òàíãåíöiàëüíîìó, òàê i òðàíñâåðñàëüíîìó äî íüîãî

íàïðÿìêàõ. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü íà ìíîãîâèäi, ùî ñèíõðîíiçîâàíi çà àìïëiòóäîþ.
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